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Integral Polymatroid Intersection Algorithms

Let £ be a finite set and let RE denote the space of real valued vectors
x= [xg: ecE). Let Bi:= (xe RE: 0sx) and [0,k1%:= xe RE: xeke R).
Let P1, P2 be two integral polymatroids in RE.

Making use of theorems of J.Edmonds and R.Giles we present algorithms
relative te a subroutine for recognizing the members of the polymatroids

to solve the following integral polymatroid intersection problems:

a) fFind an x among all ZEP]ﬁPZ which has a maximal sum of components
(i.e. for which Z{xe:eeE} is maximal).

b) To a given vector ce RE find a vector x among all ZeP]an, for which
c.x , the weighted sum of components, is maximail.

c) To a given vector ce RE and a number me N, either find a vector x
among all ZeP]an, 2{ze:eeE} =m, for which c.x is maximal, or prove

that no such vector exists.

Let n:={E], K:= min{k: ke IN, P]nP2 g[O,k]E}, Zk the complexity of the
subroutine of Pk mentioned above, Z:= max{Z],Zz}.

As a key to the problems we found a so called Transitivity Property of
polymatroids. This property helps us to determine augmenting paths. And
it is very important in order to estimate the complexity of the algorithms.
It turns out that the main dificulty is to compute the number of augmen-
tations of the primal vector in the case of a) to ¢) and the number of
revisions of the dual vector in the case of b) and c). For the algorithm
of a) we finally have a complexity of O(min{n3,K}.n2.Z.(1ogK+n)), for

the algorithms of b) and c) a complexity of 0(n3.K.(Z+n2))



Ganzzahlige Polymatroid-Intersektions-Algorithmen

Zusammenfassung

Auf dem Gebiet der kombinatorischen Optimierung gibt es einige Probleme
mit bekannten Algorithmen, in welchen die Technik der Suche nach ver-

grossernden Wegen angewandt wird.

Beispiele sind etwa das Zuordnungsproblem, das SDR-Problem (System von
distinkten Reprisentanten), das unabhdngige SDR-Problem, das Branching-
Problem. Alle diese Probleme konnen als sogenannte Matroid-Intersektions-
Probleme formuliert werden und mit einem Algorithmus von J.Edmonds oder
E.L.Lawler gelost werden. Andere Beispiele sind Netzwerk-Fluss-Probleme,
etwa das Maximalflussproblem, das Finden eines Flusses mit minimalen
Kosten oder das Hitchcock-Problem. Zur Losung dieser Probleme gibt es

ebenso bekannte Algorithmen.

Die ganzzahligen Polymatroid-Intersektions-Algorithmen sind Verallgemei-
nerungen der Matroid-Intersektions-Algorithmen. Sie konnen aber neben
Matroid-Intersektions-Problemen auch die oben erwdhnten Netzwerk-Fluss-

Probleme im ganzzahligen Fall 1Gsen.

Sei E eine endliche Menge und sei RE der Raum der reellwertigen Vektoren
X = [xe: ecE]. Sei RE i= {Xe RE: 0sx} und [O,RJE = {erRE: x<k< IR} .

Ein Polymatroid im Raum RE ist eine kompakte, nichtleere Teilmenge von
RE, so dass
. 0_.1 0
(i) falls O<x <x e€P , so x P
(i1) fur jedes ac RE hat jeder maximale Vektor x aus der Menge aller
Vektoren zeP, z<a, d.h. jede P-Basis x von a, die gleiche Summe
E{xe: eet}, genannt Rang von a, r(a) (beziglich P). "Maximal"
heisst, dass es kein z>x mit den Eigenschaften von x gibt.

Ein Polymatroid heisst ganzzahlig, falls (ii) auch erfullt ist, falls a

und x auf ganzzahlige Werte beschréankt sind.

J.Edmonds und R.Giles bewiesen, dass alle Polymatroide Polyeder sind,
und dass, falls P] und P2 ganzzahlige Polymatroide in RE sind, die Eck-
punkte von P]HP2 ganzzahlig sind.
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Durch Anwendung dieser Sdtze entwickeln wir Rahmenalgorithmen, relativ
zu einer Subroutine, welche die Elemente der Polymatroide erkennt, zur

Losung der folgenden gazzahligen Polymatroid-Intersektions-Probleme:

a) Finde einen Vektor x unter allen Vektoren zeP]an, welcher eine maxi-
male Komponentensumme hat (d.h. fir welchen Z{xe: e<E} maximal ist).
b) Zu einem gegebenen Vektor ce RE finde einen Vektor x unter allen Vek-

toren zcP nPZ’ welcher c.x, die gewichtete Komponentensumme, maximiert.

1

¢} Zu einem gegebenen Vektor ce RE und einer Zahl me N finde entweder
einen Vektor x unter allen Vektoren zeP]PPZ, 2{ze: e<k} =m, fir wel-
chen c.x maximal ist, oder beweise, dass es keinen solchen Vektor gibt.

g,

Sei n:=|E|, K:= minlk: ke N, P1nP2 = [0,k3 , Zk der Rechenaufwand der

oben erwahnten Subroutine von Pk’ 1:= max{Z],Zz}.

Vorerst geht es darum, Uberhaupt direkte Algorithmen zur Losung von a)
bis ¢) zu finden. Fir a) wird ein primaler Algorithmus entwickelt, fir
b) und c) ein primal-dualer, der den ersteren als Teilalgorithmus ent-
halt. Als Grundlage werden die Matroid-Intersektions-Algorithmen von
Edmonds beniitzt. Es werden dhnliche oder sogar gleiche Strukturen aufge-

baut und dhnliche Lemmas bewiesen.

Ein eigentlicher Schliissel zum Problem war das Auffinden einer sogenann-
ten Transitivitdtseigenschaft von Polymatroiden. Dies ist eine Beziehung
zwischen den Elementen des Spanns eines Vektors xe<P, d.h. derjenigen Ele-
mente ect, deren in x entsprechende Komponenten Xo ohne gleichzeitige
Verkleinerung einer anderen Komponente Xp o h<t, nicht vergrossert werden
kann, ansonsten der veranderte Vektor X nicht in P]an ist. Die Transi-
tivitatseigenschaft sagt nun, dass, falls ein drittes Element geb exi-
stiert und durch Verkleinerung von xg die Komponente X vergrossert wer-

den kann, so kann anstelle von Xy, auch Xo vergrissert werden.

Die Transitivititseigenschaft hilft nun einerseits, einen vergrossernden
Weg zu bestimmen. Sie ist ebenso wesentlich beteiligt bei der Abschatzung
der Komplexitat der Algorithmen. Es stellt sich als eigentliche Haupt-
schwierigkeit heraus, die Anzahl Augmentationen des primalen Vektors der
Algorithmen fiir a) bis c) und die Anzahl Revisionen des dualen Vektors
fir b) und c) zu berechnen. Fir den Algorithmus fiir Problem a) ergibt
sich schliesslich eine Komplexitdt von O(mﬁn{ns,K).nz.Z.(1ogK+n)), fir die
Algorithmen fir die Probleme b) und ¢) eine solche von O(ns.K.(Z+n2)).
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Integral Polymatroid Intersection Algorithms

Abstract

In the field of combinatorial optimization there are some problems with
well known algorithms unsing the technique of constructing so called

‘augmenting paths'.

Examples are a series of problems, such as the assignement problem, the
SDR (system of distinct representatives) problem, the independent SDR
problem, the branching problem. A1l these problems can be formulated as
so called matroid intersection problems and can be solved by an algo-
rithm of J.Edmonds or E.L.Lawler. Other examples are network flow
problems, such as the maximal Tlow problem, the minimal cost flow
problem or the hitchcock problem. There are well known algorithms to

solve the latter problems.

The integral polymatroid intersection algorithms are generalizations of
the matroid intersection algorithms. In particuliar, they can solve the
above mentioned matroid intersection problems and also the above men-

tioned network fiow problems in the integral case.

Let £ be a finite set and let |RE denote the space of real valued vec-
tors x = [x: ecEl. Let RC := (xe Rz O<x} and [0,k1%:= (xe RL: xskeRl.

A polymatroid P in the space RE is a compact nonempty subset of IRE

such that
(i) if 0<xO<x'cp, then x0cp .
(i1) for every ae RE, every maximal x among all vectors zeP, zsa, i.e.
every P-basis x of a, has the same sum E{xe: ecE}, called the rank
r(a) of a (with respect to P). "Maximal x" means that there is no

z>x having the properties of x.

A polymatroid is called integral, if (ii) holds also when a and x are

restricted to be integer valued.

J.Edmonds and R.Giles proved that all polymatrcids are polyhedra and, if

P] and P2 were integral polymatroids in RE, the vertices of P]an are

integral.
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Making use of these theorems we present algorithms relative to a subrou-
tine for recognizing the members of the polymatroids to solve the follo-
wing Integral Polymatrcid Intersection problems:

a) Find an x among all ZEP]FPZ which has a maximal sum of components
(i.e. for which E{xe: eef} is maximal).

b) To a given vector c= RE

find a vector x among all zeP]an, for which
c.x, the weighted sum of components, is maximal.

c) To a given vector c< RE and a number me N, either find a vector x
among all ZEP]FPZ, E{Ze: ecE} =m, for which c.x is maximal, or

prove that no such vector exists.

Let n:=|E!, K:= min{k: ke W, P]ﬂP c [O,k]E}, Z, the complexity of the

2~ 3
subroutine of Pk mentioned above, Z:= max{Z],ZZ}.
First we have to actually find direct algorithms to solve a) to c).
For a) we construct a primal algorithm, for b) and c) a primal-dual
algorithm, which uses the first algorithm as a subalgorithm. The algo-
rithms are based on the matroid intersection algorithms of J.Edmonds.

We develop similar or eguivalent structures and prove similar lemmas.

As a key to the problem we found a so called Transitivity Property of
polymatroids. This is a relation between the elements of the span of a
vector xeP, i.e. of those elements e<E, whose components o of x can
not be increased without decreasing simultaneously annother component
Xy heE, otherwise the changed vector X would not be in P1nP2. The
transitivity property says now that if there was a third element geE,

and by decreasing xg we could incredse x,, then we can as well in-

s
crease X, instead of L "
The transitivity property helps us to determine augmenting paths. And

it is very important in order to estimate the complexity of the algo-
rithms. It turns out that the main difficulty is to compute the number
of augmentations of the primal vector in the case of a) to c) and the
number of revisions of the dual vector in the case of b) and c). For

the algorithm of a) we finally have a complexity of
0(m1n{n3,K}.n2.Z.(1ogK*n)), for the algorithms of b) and c) a complexity
of 0(n°.K. (Z+n?)).
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Einleitung und Grundlagen

In dieser Arbeit entwickeln wir Algorithmen zur Losung von sogenan-

ten ganzzahligen Polymatroid-Intersektions-Problemen.

Grundlegende algebraische Resultate beziiglich Polymatroid-Intersek-
tions-Problemen sind bei J.Edmonds in [E2] und bei R.Giles in [Gil
zu finden. Edmonds und Giles studieren die Polymatroiden und Poly-
matroid-Intersektionen zugeordneten Polyeder. Durch Gebrauch der
Theorie der Polyeder und der linearen Programmierung erhielten sie
Resultate beziiglich der Seiten dieser Polyeder, und insbesondere
beziiglich der nulldimensionalen Seiten, das heisst der Eckpunkte
dieser Polyeder. Diese Resultate sind von besonderem Interesse im
Fall von ganzzahligen Polymatroiden, wie wir in den Siatzen (1.12),
{1.15), (1.20) und (1.21) sehen werden. Diese Satze sind bereits in
[E1] enthalten. Um die Kompatibilitit zu wahren, entnehmen wir sie

ohen Beweis aus [G1], ebenso auch die Notation und die Definitionen.

Sowoh1 [E1] als auch [G1] entahlten keine Algorithmen zur Losung

von Polymatroid-Intersektions-Problemen. Dagegen existieren Algo-
rithmen von J.Edmonds in [E2] und E.L.Lawler in [L1] zur Losung von
Matroid-Intersektions-Problemen, welche einen Spezialfall von Poly-
matroid-Intersektions-Problemen bilden. Als Matroid-Intersekticns-
Probleme konnen, wie wir noch sehen werden, bekannte kombinatorische

Probleme formuliert werden.

Von Interesse ist nun, dass die Algorithmen in [E2] und [L1} grosse
Aehnlichkeit zu Algorithmen zur Losung von Netzwerk-Fluss-Problemen
aufweisen, so zum Beispiel zum Algorithmus zur Bestimmung eines

maximalen Flusses in Netzwerken oder zum Algorithmus zur Losung des
Hitchcock-Problems (vgl. [F11, [F21, (L11). Dies soll nun kurz er-

ldutert werden.

Wenn es darum geht, ausgehend von einer gegebenen unabhangigen enge

in einem Matroid-Intersektions-Problem eine unabhidngige Menge mit
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grosserer Kardinalitat zu finden, arbeiten die Algorithmen in [E2]
und [L1] mit dem Prinzip des Aufsuchens eines sogenannten vergros-
sernden Weges. Ebenso suchen die Algorithmen in [F11 und [F2] zur
Losung des Hitchcock-Problems oder des Maximaliflussproblems in
Netzwerken einen vergrossernden Weg, um ausgehend von einem zulds-
sigen Fluss einen zuldssigen Fluss mit grosserem Wert zu finden.

Ein vergrossernder Weg ist eine Teilmenge von Elementen eines Matro-

ides (bzw. eine Teilmenge von Kanten in einem Netzwerk).

Im Falle der Matroid-Intersektions-Algorithmen ist die Kardinalitdt
der erwdhnten Teilmenge ungerade. Das zweite, vierte, .. , zweit-
Jetzte Element des vergrossernden Weges ist aus der bereits bestimm-
ten unabhdngigen Menge und das erste, dritte, .. , letzte Element
nicht aus der bereits bestimmten unabhdngigen Menge. Die Elemente
des vergrossernden Weges, welche zur unabhdngigen Menge gehdrten,
werden daraus entfernt, und die anderen Elemente des vergrossernden
Weges zur unabhingigen Menge hinzugefiigt. Der vergrgssernde Weg ist
nun derart gewahlt, dass die so entstehende Menge wiederum unabhdn-
gig in beiden Matroiden ist, aber nun natiirlich mit einer um eins

grosseren Kardinalitat.

Aehnlich werden in Netzwerkproblemen die den Elementen des vergros-
sernden Weges entsprechenden Komponenten eines zh]éssigen Flusses
um einen Wert &6>0 vergrdssert oder verkieinert. Der vergrdssernde
Weg ist derart gewdhlit, dass dadurch ein neuer zuldssiger Fluss mit

einem um & grosseren Wert entsteht.

Falls kein vergrossernder Weg gefunden werden kann, wird daraus die
Maximalitat der Kardinalitat der unabhangigen Menge in einem Matro-
id-Intersektions-Problem (bzw. die Maximalitdt des Flusses in einem

Netzwerkproblem) hergeleitet.

wenn es darum geht, eine unabhdngige Menge mit maximalem Gewicht in
einem Matroid-Intersektionsproblem oder einen Fluss mit vorgeschrie-
benem Wert und minimalen Kosten in einem Hitchcock-Problem zu finden,
bedienen sich sowohl [E21/[L1] als auch [F1] eines primal-dualen
Algorithmus, welcher den betreffenden im vorherigen Abschnitt erwdh-
ten Algorithmus zur Suche nach einem vergrgssernden Weg als Teil-

algorithmus beniitzt. Letzterer wird mehrmals auf verschiedene vom
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Originalproblem abweichend konstruierte Probleme angewandt. Die
Optimalitdt wird dann durch ein Paar von Vektoren (x,y) garantiert,
wobei x zuldssig im primalen Problem, y zuldssig im dualen Problem
sind, und (x,y) die sogenannten Komp]ementérsch1upfbedingungen er-
ful1t.

Es war nun bald einzusehen, dass das (ganzzahlige) Hitchcock-Prob-
Tem und auch das (gazzahlige) Maximalflussproblem als (ganzzahlige)
Polymatroid-Intersektions-Probleme formuliert werden konnen. Die
Matroid-Intersektions-Probleme sind sowieso Spezialfille von ganz-
zahligen Polymatroid-Intersektions-Problemen. So war denn die
Grundlage zur Entwicklung von ganzzahligen Polymatroid-Intersek-
tions-Algorithmen ein genaues Studium der Algorithmen in [E2],
(L1, CF1] und LF23.

Dazu kam das Auffinden einer allgemeinen Eigenschaft von Polymatro-
iden, einer "Transitivitdtseigenschaft", welche erst die Formulie-
rung eines direkten Algorithmus fiir ganzzahlige Polymatroid-Inter-
sektions-Probleme miglich machte. Sie wird in Kapitel 2 beschrie-
ben, besonders in (2.12).

Eine eigentliche Schwierigkeit war sodann die Berechnung der Kom-
plexitat der entwickelten Polymatroid-Intersektions-Algorithmen.
Als Inspiration wurden Beweise in einer Arbeit von Edmonds und
Karp [E3] verwendet (vgl. auch die Behandlung von [E3] in [L1]),
in welcher die Komplexitit eines Algorithmus zur Losung des Maxi-
malflussproblems in Netzwerken mit Bestimmung von "kiirzesten" ver-
gréssernden Wegen berechnet wird. Andererseits wurden auch unbe-
wiesene Aussagen in [E2] und [L13 beziiglich der Berechnung des
Rechenaufwandes fiir den Algorithmus zur Lgsung des gewichteten
Matroid-Intersektions-Problems als wesentliche Denkanstosse ver-

wendet .
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1.4 Kapitel 1 behandelt im weiteren folgende Grundlagen:

1.5

1.6

1.5 bis 1.6 : Notation

1.7 bis 1.8 : Definition und Beispiele von Matroiden

1.9 bis 1.12: Definition von Polymatroiden und SO-Funktionen,
eins-zu-eins Beziehung von Polymatroiden und
eO-Funktionen.

1.13 : Transformation eines Polymatroides in ein Matroid,
Beispiele von Polymatroiden

1.14 bis 1.15: Eckpunkte von ganzzahligen Polymatroiden

—

.16 bis 1.17: Definition und Beispiele von Polymatroid-Inter-
sektions-Problemen
1.18 bis 1.21: Duales Polymatroid-Intersektions-Problem, das
'Schwache LP-Dualitats-Theorem', Eckpunkte von
ganzzahligen Polymatroid-Intersektionen
1.22 bis 1.23: Definitionen aus der Komplexitédtstheorie.
1.24 bis 1.30: Kurzvorstellung des Inhalts der Kapitel 2 bis 6.

Notation

Wir werden das Symbol ":=" fiir "ist definiert als" gebrauchen, "="
fur "ist gleich", "c" fiir "ist eine Teilmenge von" und "<" fir "ist
eine echte Teilmenge von". Die leere Menge wird mit "@" bezeichnet.
wmn hezeichnet das Ende oder das Auslassen eines Beweises. Falls
ein Ausdruck eine Menge einschliesst, die aus einem einzigen Ele-
ment e besteht, werden wir die Klammern um e iiberall dort weglas-
sen, wo keine Missverstandnisse entstehen konnen.

Sei E eine endliche Menge. Sei LE die Menge aller Teilmengen von E
und sei KE .= LE-G. Sei RE die Menge aller Vektoren {Exe: eek]:
Xg€ R fiir alle e<E}. Fir einen Vektor x = [xe: eeEle R™ und EUr ein
eck wird Xa eine Komponente von x genannt. Der Vektor von R°, in
welchem jede Komponente den Wert k hat, ke R, wird ebenfalls mit k
bezeichnet, wo immer keine Missverstindnisse entstehen.

Sei ZE die Menge aller Vektoren {{xe: ecE]: Xg€ Z fur alle ect}.
Falls xe lE, so heisst x ganzzahlig. Sei RE 1= {Xe RE: O<x}, sei

EO,k]E:= {Xe RE: x<k: R} und sei ZE 1= {Xe ZE: 0<x}




Fir x,ye RE schreiben wir x<y, falls Xa < ¥q fir alle ecE, und
x<y, falls Xa< Yo fiir alle ecE. Klarerweise is= R~ somit par-
tiell geordnet durch < und wir werden den Ausdruck "Maximaler"

Vektor in Bezug auf diese partielle Ordnung gebrauchen.

Ay

Fiir ein x¢ RE sei x(@):=0 und fir AEKE sei x(A):= L{xe:eeA}.

Fiir ein xe RE und ein A<l sei x A := [(x;A)jlf R°, wobei
(x|A) j=x;, falls j<A, und (x{A) =0, falls jéA.

Ein Unabhangigkeitssystem M= (E,F) ist eine endiiche Menge E

zusammen mit einer Familie F von unabhdngigen Teilmergen von E,

so dass, falls Y Z<F, YeF. Fiir eine Menge S=E cefirieren wir
den Rang von S, r(S), in M als die maximale Karcinalitit einer
unabhdngigen Teilmenge von S, und eine Basis von S is* eine un-
abhdngige Teilmengen von S mit Kardinalitat r(S). Eir Matroid
ist ein Unabhdngigkeitssystem, in welchem fiir alle S=E jede
maximale unabhingige Teilmenge von S eine Basis wvon S ist.

Beispiele von Matroiden sind:

(a) Das Matrix-Matroid: Gegeben eine Matrix A={54, ce s Aﬂ},
wobei A]""An die Kolonnenvektoren von A sind.
Sei EA:= {54; i=1,..,n} und
sei FA:= i{linear unabhdngige Teilmengen von EA}.

Dann ist MA =(EA,FA) ein Matroid (vgl. [L11}.
Das graphische Matroid: Gegeben ein Graph G.

Sei EG
sei FG:= {Kantenmengen von Wildern in G, d.h. Tei mengen

:= {Kanten von G, und

von EG ohne Kreise:.
Dann ist MG= (EG,FG) ein Matroid (vgl. {L13}.

Das Partitions-Matroid: Gegeben eine endliche Merze

EP= ] {E‘i: i=1,..,m:.
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und eine Menge von nichtnegativen ganzen Zahlen
{di: i=1,..,m}.

Sei FP:= {inEp: ‘JnEi I< di fiir alle ie{1,..,mi}.
Dann ist MP = (EP,FP) ein Matroid (vgl. [L13).

Das Transversal-Matroid: Sei Q={qi: i=1,2,..,m} eine Fa-

milie von (nicht notwendigerweise verschiedenen) Teilmen-
gen von einer endlichen Menge E={ej: j=1,2,..,n}. Eine
Menge T={ej(1)""ej(t)}’ 0<tz<n, wird ein "partielles
Transversal" von Q genannt, falls T aus verschiedenen
Elementen in E besteht und verschiedene natiiriiche Zahlen
i(1),..,i(t) gibt, so dass ej(k)eqi(k) fir k=1,..,t. So
eine Menge wird ein "Transversal" oder ein "System von di-
stinkten (verschiedenen) Repridsentanten (oder SOR) "“von Q"

genannt, falls t=m.

Sei FX eine Familie von partiellen Transversalen von Q.
Dann ist M, = (E,FX) ein Matroid (vgl. [E47).

Sei FY eine Kollektion von Teilfamilien von Q welche Trans-
versale haben.

Dann ist My = (Q,FY) ein Matroid (vgl. [E4]).

Das Matching-Matroid: Sei G=(N,A) ein Graph.
Sei EC:= eine beliebige Teilmenge von N, und

sei F.:= die Familie aller Teilmengen IEiEC, so dass es ein

C
Matching

(d.h. eine Teilmenge von A so dass keine zwei
Kanten inzident zu demselben Knoten sind) gibt,
welches alle Knoten in I. iiberdeckt.

Dann ist MC = (EC,FC) ein Matroid (vgl. [E4]).

Fs ist bekannt und auch nicht schwierig einzusehen, dass {c)
und (b) Spezialfalle von {(a) sind, dass (c) ebenso ein Spe-
zialfall von (d) ist und dass (d) ein Spezialfall von (e)
ist (vgl. [E4T, [L1]).
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Wir konnen die Definitionen des Unabhdngigkeitssystems und des
Matroids in die Sprache von Vektoren iibertragen. £in Polyideal
P ist eine kompakte Teilmenge von QRE, so dass, falls x]eP
und Osxos x], auch erP. Fir alle Vektoren ae IRE, ist der
Rang von a, r{a), das Maximum von x(E) iber alle Vektoren x
aus der Menge der Vektoren y, yeP, y<a. Ein Vektor x aus der
Menge aller Vektoren y, yeP, y<a, welcher x(E) maximiert,
heisst eine P-Basis von a. Ein Polymatroid ist ein Polyideal
Pc IRE, so dass fir alle ae P.E jeder maximale Vektor x aus
der Menge aller Vektoren y, yeP, y<a, eine P-Basic von a ist.
Mit anderen Worten, fir alle ae IRE und flir alle xOsP nit
xosa, gibt es eine P-Basis ><1 von a so dass xosx1 und wir
sagen, dass xO zu einer P-Basis x] von a erweitert werden kann.

Ein Polymatroideird ganzzahlig genannt, falls fiir alle anE

Jjeder maximale ganzzahlige Vektor x aus der Menge aller ganz-

zahligen Vektoren yeP, y<a, eine P-Basis von a ist.

Fir eine Funktion f: LE*R sei P(KE,f) die Losungsmenge des 1li-
nearen Systems
xezo fir alle eeE,

x(S) < f(S) fir alle SsKE.

Die Rangfunktion r: LE + R eines Matroids ist derart, dass

- r(@) = 0.

- Falls A,BeLE und AcB, so ist r(A) <r(8).

- r{AuB) + r(AnB) <r(A) + r(B), fir alle A,BeLE (d.h. r ist
submodular auf LE)'

- r(Auve) = r(R) oder r{Ave) = r(A)+1, fir alle ecE, AeLE.

Eine BO-Funktion f: LE—>R ist wie folgt definiert:

- f(@) = 0.

- Falls A,BeLE und AcB, so ist f{A) <f(B) (d.h. f ist nicht
abnehmend).

- f(AUB) + f(AnB) < f(A) + f(8), fur alle A,Bel. (f ist sub-
modular. i
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Somit ist eine Rangfunktion eines Matroids eine BO-Funktion
f mit f{e)=0 oder f{e}=1 fir alle eek.

Satz: Falls f: LE-+R eine (ganzzahlige) eO-Funktion ist, so ist
P(KE,f) ein (ganzzahliges) Polymatroid.
Umgekehrt, falls P eRE ein (ganzzahliges) Polymatroid mit
Rangfunktion r ist, dann gibt es eine (ganzzahlige) By~
Funktion f: LE-»R,soEdass P =P(KE,f); dabei gilt fiir ein
genligend grosses a»:R+ (d.h. x<a fiir alle xeP): f(A)=r(aiA)
fir alle AeKE. ~
[
Diese Beziehung zwischen BO-Funktionen und Polymatroiden ist
fundamental. Ein Matroid ist somit ein Polymatroid enthalten in
(0,1]E. Falls das PM entsprechende Matroid M=(E,F) ist, dann
gilt ‘
JeF <=> x:= [xj: jeE, x§=1, falls jed, x§=0, Falls jeE-JleP,,.

Klarerweise gilt, dass alle Matroide Beispiele von Polymatroiden
sind. Umgekehrt kann jedes ganzzahlige Polymatroid in ein Ma-

troid transponiert werden, und zwar in der folgenden Art (Giles):

Gegeben ein ganzzahliges Polymatroid PEBE, P=P(KE,f). Sei
n:=|El. Fur ein e.cf, i=1,2,..n sei q, := fle,). Sei K:=max
{q].:ieﬂ,Z,..,n}}.
Sei E' aus E und f abgeleitet durch qi-fache ‘Multiplikation'
eines Elementes e iell,..,n}:

E' := {911’812""e1q]’921’622""E?qz”"enl’enZ""enqn}'
Somit gilt |E*! =2{qi: Jefl,..,n3} <K.n{
Fir ein J'<E' sei XJ'5=[X§':jeE',xg’=1, falls jsJ',Xg‘fO,
falls jeE'-J'].
Sei F' die Familie aller Teilmengen J' von E' so dass
J!
X

ein Vektor %° P ist. Dann ist M=(E',F') ein Matroid.

In Kapitel 5 werden wir Beispiele von Polymatroiden diskutieren,
welche nicht "reine® Matroiden sind, welche aber im ganzzahligen

- {Z{xgj:?s{l,..,q]}}, I(xg;:je{l,..,qz}},.., Z{xgj:je{l,..

,qn}}]
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Fall in Matroide transponiert werden konnen (mit obiger Methode)
(a) Das Partitions-Polymatroid: Gegeben eine endliche Menge E =

® {E1: i=1,..,m}, eine Menge von nichtnegativen ganzen Zah-
Ten {be: eck} und eine Menge von nichtnegativen ganzen
Zahlen {di: ie{l,..,m}}. Sei b: LE+ N definiert wie folgt:

o0 =g et oot
o \},
Sei f: LEa'N definiert wie folgt:
f(A) := Z(min{b(AnEi),di): iell,..,m}} fir alle AsLE .
Dann ist P = P(KE,f) ein ganzzahliges Polymatroid.

(b) Das Kardinalitdts-Polymatroid (Edmonds und Giles):

Gegeben eine endliche Menge E und eine Funktion g:
{0,1,..,]E]} >R, g nichtnegativ, nicht abnehmend und
konkav, also

9(i) =0+ h(1) + h(2) + ... + n(i) ,

wobei h: {1,2,..,/E] ~R eine Funktion ist, so dass
h(1) = h(2) = ... > h(iE]) 2 0

Fiir SsLE sei f(S):= g(|S!). Dann ist P = P(KE,f) ein
Polymatroid. k

1.14 Die Eckpunkte eines Polyeders P sind seine nulldimensionalen
Seiten. Eine wichtige Eigenschaft der Eckpunkte eines Poly-
eders P ist folgende: Falls P einen Eckpunkt enthilt und die
Tineare Zielfunktion c.x ein Maximum tiber xeP hat, so wird
dieses Maximum in einem Eckpunkt von P angenommen.

Deshalb gilt, dass, falls P einen Eckpunkt enthdlt, das Maxi-

mum von c.x iiber xeP gleich dem Maximum von c.x iiber alle Eck-
punkte von P ist.

Ebenso gilt, dass xO genau dann ein Eckpunkt von P ist,

wenn eine lineare Zielfunktion co.x existiert, so dass xo das

einzige Element in P ist, welches co.x maximiert.
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Satz: Falls f: L. > R eine ganzzahlige BO-Funktion ist, dann

sind die Eckpunkte von P(KE,f) ganzzahlig.
Nieser Satz wird von Edmonds und Giles bewiesen durch Ldsen

des linearen Programms
"Maximiere c.x, ce RE, iber xeP(Kg,f)"

mit dem sogenannten "Greedy Algorithmus" fir Polymatroide, in-
dem flir jedes ce RE eine ganzzahlige Optimalldsung erP(KE,f)
gefunden wird.

]

Seien f L. > R zwei BO-Funktionen. Fiir eine lineare Ziel-

1 2
funktion c.x betrachte das lineare Programm

- R E
Maximiere c.x, wobei xR~ derart, dass

Xo >0 fir alle eekE
x(S) < f (S) fir alle SEKE

x(S) sf (S) fir alle SeKE

Das ist das sogenannte Polymatroid-Intersektions-Problem. Falls

f],f2 ganzzahlige EO-Funktionen sind, so sprechen wir von einem
ganzzahligen Polymatroid-Intersektions-Problem. Der Polyeder,
der durch die Losungsmenge des obigen linearen Systems gebildet
wird, heisst (ganzzahliger) Polymatroid-Intersektions-Polyeder.
Ein Algorithmus zur LOsung des obigen linearen Programms ist

ein (ganzzahliger) Polymatroid-Intersektions-ATgorithmus.

Klarerweise sind alle Matroid-Intersektionsprobleme (wo also
f],fz Rangfunktionen von zwei Matroiden sind) Beispiele von
{ganzzanhligen) Polymatroid-Intersektions-Problemen.

Zum Beispiel:

- Die Bestimmung einer optimalen Arboreszenz (Optimal Bran-
ching) in einem gerichteten Graphen. Dieses Problem wurde
mit einem Algorithmus von Edmonds [E6] geldst. Das Matroid
M1 ist ein unitares Partitionsmatroid und das Matroid M2

ist ein graphisches Matroid.
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- das Zuordnungsproblem, geldst durch den 'Ungarischen' Algo-
rithmus von Kuhn (vgl. [L1]). Beide Matroide sind unitare

Partitionsmatroide.

Wir werden in Kapitel 5 das sogenannte Hitchcock-Problem, ein

Netzwerk-Flussproblem, als ein Polymatroid-Intersektions-Pro-

blem formulieren (beide Polymatroide sind Partitionspolymatroi-
de). Wegen der bekannten Aequivalenz von Hitchcock-Problem und
dem 'Minimal Cost Flow'-Problem (d.h. unter den Fliissen mit ei-
nem bestimmten Wert denjenigen mit den kleinsten Kosten zu fin-
den, falls es uberhaupt einen Fluss mit diesem Wert gibt, (vgl.
Kap. 5 und [L11, [F23), kann das letztere Problem, falls ganz-
zahlig, ebenfalls mit den in dieser Arbeit prasentierten Algo-

rithmen geldst werden.

Das zu (1.16) duale lineare Programm ist das folgende Tineare

Programm:
K

Minimiere f.y:= f,.y' +f,.y%, wobei y!,y%c R ©
derart, dass
yk(S) >0  fiir alle SeKE,k=1,2 ,

y1(KE,e)+y2(KE,e) zc, fiir alle eek s
wobei fir k=1,2,

K. .
y .—[yk(S). SeKE],

yk(KE,e) 1= Z{yk(S): SeKE, eeS} ,

sowie y :=[y],y2] gilt.

Das sogenannte “Schwache Dualitdts-Theorem" der linearen Pro-
grammierung sagt, dass fir jede primal zulassige Losung x und
jede dual zuldssige Losung y gilt, dass c.xsf.y .

Dariiberhinaus gilt, falls x0 efne primal zuldssige Losung ist,

0 =f.y0 gilt, dass eine

eine dual zuldssige Losung ist, und c.x
optimale primale Losung ist und yo eine optimale duale Ldsung

ist.
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Ein primal-dualer Algorithmus konstruiert so ein Paar (xo,yo)
von Vektoren. Auch die Optimalitdt des Vektors xO im Greedy-
Algorithmus, der in (1.15) erwdhnt wurde, wurde durch die Be-
rechnung eines dual zuldssigen Vektors yo mit c.x0=f.yO garan-

tiert.

Satz: Sei (xo,yo) ein Paar von Optimallosungen von (1.16), (4.18).
Falls c ganzzahlig ist, so kann yO ganzzahlig gewdhlt werden.
Falls f ganzzahlig ist, so kann xO ganzzahlig gewdhlt werden.
Dieser Satz wird von Edmonds in {E1] und von Giles in [G11 alge-

braisch bewiesen, ohne Algorithmen dafir zu entwickeln.

Satz: Max {x(T): XEP]ﬁP2}= min {f](S)+f2(T-S): ScT} fur TckE
Dieser Satz resultiert als ein Spezialfall von {1.20), wobei
c=1.

Ein Rechenschritt ist eine elementare Computeroperation, fir
unsere Iwecke eine Addition, eine Subtraktion oder eine Ver-
gleichsoperation.

Die Komplexitatsfunktion eines Algorithmus ist die Anzahl von

bendtigten Rechenschritten zur LOsung eines gegebenen Problems

durch diesen Algorithmus. Eine Funktion f(n), ne NN, sei

“0(g(n))", falls eine Konstante c existiert, so dass 1f{n)|<c.|g(n)]
fiir alle Werte von n. Sei nun n die Lénge des Input-Strings,

d.h. die Anzahl Bits um das Problem mit einer bindren Co-

dierung in einem digitalen Computer, zu beschreiben.

£in polynomialer Algorithmus oder ein ‘guter' Algorithmus ist

ein Algorithmus, dessen Komplexitatsfunktion Owp(n)) fir ein
Polynom p in n ist. Ein Algorithmus, dessen Komplexitatsfunk-
tion nicht derart beschrinkt werden kann, wird ein exponentiel-
ler Algorithmus genannt.

Wir nehmen somit an, dass alle elementaren Computeroperationen
eine einheitliche Rechenzeit bendtigen, ungeachtet der Lange
der Operanden. Das diirfen wir tun, weil diese Operationen immer
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mit einer Anzahl von Bitoperationen durchgefiihrt werden konnen,
die polynomial zur Liange des Inputs ist. Falls die Lange des In-
puts n ist und f(n) und g(n) zwei Polynome in n sind, bleibt ein
Algorithmus, welcher 0(f(n).g(n)) Rechenschritte behdtigt, immer
noch ein guter Algorithmus.

Ein Problem, fiir welches es einen guten Algorithmus gibt, gehdrt
zur Klasse der sogenannten P-Probleme.

Es gibt eine allgemeinere Klasse von Problemen, z.B. mit Input-
Tange n, welche durch implizite Enumeration von miglicherweise

2" Ldsungskandidaten geldst werden konnen, wobei aber mit einem -
guten Algorithmus erkannt werden kann, ob ein vorgeschlagener Kan-
didat wirklich eine Losung ist oder nicht. Ein solcher Algorithmus
wiirde 0(2") Rechenschritte benStigen. Solche Probleme gehoren zur
Klasse der sogenannten NP-Probleme. Fiir eine detailliertere Dis-
kussion der Klassen P und NP vergleiche [K1]. Es gilt PcNP und
konsequenterweise, dass fir alle Probleme in NP-P bis heute kein
guter Algorithmus bekannt ist.

Wir werden annehmen, dass fiir jedes Polymatroid P, auf welches
sich ein Po]ymatroid-Intersektions-Algorithmus als Input bezieht,
eine Subroutine gegeben ist, welche fiir einen Vektor xe RE be-
rechnet, ob xeP oder nicht. Die Effizienz der Algorithmen, welche
in dieser Arbeit entwickelt werden, ist relativ zur Effizienz die-
ser postulierten Subroutinen.

Die Subroutinen fiir die Beispiele in (1.8) sind wohlbekannt, die-
Jjenigen von (1.13) werden in Kapitel 5 gezeigt.

In Kapitel 2 entwickeln wir einen guten Algorithmus zur Berechnung
eines Vektors mit maximaler Komponentersumme in einem ganzzahligen
Polymatroid-Intersektions-Polyeder (also fiir Problem (1.16), wobei
c=1). Sei

n:=lE}, K:=max{min{f](el,fz(e)};egg}, Z:=max{Z],22}, wobei fiir k=1,2,
Zk die Schranke der Subroutine von Pk ist, welche in (1,24) er-
wadhnt wurde. Der Alg. bendtigt O(min{n3,K}.n2.Z.(1ogK+n)) Rechen-
schritte. Er ist 'direkt', d.h. wir fihren nicht eine Transforma-
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tion in ein Matroid mit n.K Elementen durch, wie dies in (1.13)
erwihnt wurde, da ein solcher Algorithmus dann sicher O(Kd.g(n))
Rechenschritte benotigen wiirde, wobei de IN und g ein Polynom in
n ist. Ein solcher Algorithmus ware dann kein guter Algorithmus,
da die Werte fk(e), eeE, k=1,2, mit 0(1ogK.n) Bits gespeichert

werden konnen.

Das Prinzip des Aufbaus ist aus [E2] entnommen, die entwickelten
Strukturen 3hnlich oder gleich und viele der Lemmas dhnlich wie

entsprechende Strukturen oder Lemmas in [E2].

In Kapitel 3 entwickeln wir einen direkten Algorithmus zur Losung
von Problem (1.16). Dieser Algorithmus benitzt den Algorithmus in
Kapitel 2 als Teil- oder Unteralgorithmus. Seine Komplexitdt ist
o(n® K. (z+n?)).

Auch fiir diesen Algorithmus entnehmen wir das Prinzip aus [E2].
Wir verwenden wiederum dhnliche Strukturen und Lemmas wie in [E2].

In Kapitel 4 fiigen wir zu Problem (1.16) noch die folgende Glei-

chung hinzu:
x(E) = m , wobei me IN

Das heisst, wir geben die Komponentensumme des Vektors vor. Wir
zeigen dann, dass wir fiir die Losung dieses Problems lediglich

den Algorithmus in Kapitel 3 etwas abandern miissen. Der neue Al-
gorithmus liefert dann mit der gleichen Komplexitat wie jener in
Kapitel 3 entweder die gewiinschte Losung oder aber beweist, dass
es keinen Vektor mit Komponentensumme m gibt, indem ein Vektor mit
kleinerer Komponentensumme angegeben wird, welcher aber maximale

Komponentensumme hat.
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1.28 Wir werden ohne Beschrdnkung der Allgemeinheit annehmen, dass

1.30

fk(e)>0 fir alle eek, k=1,2.

Falls ndmlich fk(e)=0 fir ein ecE, k=1 oder k=2, so gilt fir

alle zuldssigen Vektoren xeP, , dass xe=0. Also kann man das

k’
Element e aus der Betrachtung weglassen und Problem (1.16)

in R(E'e) 1osen.

In Kapitel 5 prasentieren wir spezielle Polymatroide und ihre
Subroutinen. Wir diskutieren die Reduktion des "Minimum Cost
Flow"-Problems in Netzwerken auf ein Polymatroid-Intersektions-

Problem.

In Kapitel 6 diskutieren wir schliesslich einige Aspekte einer
Implementation der Polymatroid-Intersektions-Algorithmen und

erwahnen einige offene Probleme.
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2 Vektoren mit maximaler Komponentensumme in
ganzzahligen Polymatroid-Intersektions-Polyedern

2.1 Definitionen:
Gegeben eine endliche Menge E, n:=|E|. Sei Le die Menge aller Teil-

mengen von E, und sei KE:= LE—¢.
Sei q: E~» {1,2,..,n} eine Indizierung der Elemente in E.

Fiir einen Vektor xeRE sei x(@):=0 und fiir ein AeKe sei x(A):=2{xe:esA}.

Fir alle AeLE und xeRE sei x|A der Vektor definiert wie folgt:
x., , falls jeA
(xim), =L 3 >
My TS0, falls jéA .
Fir alle ek, xeRE und reN, sei x%°" der Vektor definiert wie folgt:
x.+r , falls j=e
(&N, = .
J xj , Falls jfe
Fiir die folgenden Betrachtungen seien P, P], P2 ganzzahlige Poly-
matroide in RE. f, f], f2
BO—Funktionen. Beachte, dass wegen (1.10) und (1.12) gilt

seien ihre entsprechenden ganzzahligen

P = P(Kp,f) = {xe RE: x(S)<f(S) fiir alle Sk},
beziehungsweise die analogen Beziehungen zwischen Pk und fk fir k=1,2.

Sei K := max{f(e): ecE} und sei K := max{min{f1(e),f2(e)}: ecE}.

2.2 Betrachte nun das folgende lineare Programm :

Maximiere x(E), wobei xe RE und
Xg 2 0 , fir alle ecE
x(S) f](S) , fur alle SeKE
fz(S) . fir alle SeKE

A

x(S)

N
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2.3 In [G1] und [E1] finden wir folgende Resultate beziiglich (2.2)
(vergleiche dazu Kapitel 1, besonders (1.16) bis (1.21)):

(1) (2.2) hat eine ganzzahlige Optimalldgsung.
(i1) Fir ScTet und XsP]an gilt x(T) < f](S)+f2(T-S).
(iii)  Max{x{T): kPﬂPﬁ =mﬂﬂﬂ($+%(ﬁ$k ST , TeE .

Beachte, dass (ii) und (iii) auch fiir nicht-ganzzahlige BO-Funktio-

nen giiltig sind.

2.4 Definition: Gegeben xeP, AeLE. Falls x{A)=f(A), so ist x eine
f-Basis von A, und A ist f-kritisch beziiglich x.

2.5 Lemma (Edmonds in [E11): Gegeben xeP, A,BeLE, A,B f-kritisch be-
ziiglich x. Dann sind AuB und AnB f-kritisch beziiglich x.
Beweis: Wegen der Definition von f gilt x(@)=0=f(8).
Wegen der Submodularitdt von f gilt
x(A}+x(B)-x(A~B) = f(A)+f(B)-x(AnB)
£(A)+F(B)-F(AB) > f(AuB)

x{AJB)

v
v

Da xeP, gilt x(AuB)<f(AuB) und damit Gleichheit. Somit
sind AuB und ArB f-kritisch beziiglich x.

a

2.6 Proposition: Es gibt eine eindeutige maximale f-kritische Menge
beziiglich x, fir alle xeP,
Beweis: Seij S:=:AA€LE: x(A)=f(A)}. Dann ist S wegen (2.5) die ein-
deutige maximale f-kritsche Menge beziiglich x.
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2.7 Lemma: Gegeben ecE, xeP. Falls es eine f-kritische Menge gibt,
welche e enthalt, dann gibt es eine eindeutige minimale
f-kritische Menge, welche e enthdlt. Sie heisst Ce(x).
Dariiberhinaus gilt xg>0 fiir alle gece(x), gfe.

Beweis: Sei ecAnB, wobei A,B f-kritisch beziiglich x, A,BELE.
Wegen (2.5) ist AnB f-kritisch beziiglich x und damit ist
Ce(x) 1= n{AeKE: eep, x(A)=f(A)}
die eindeutige minimale f-kritische Menge beziiglich x,
welche e enthdlt.

Falls xg=0 fiir ein geCe(x), gfe, so gilt
£ (x))=x(C, (X)) =x(C, (x)-9) SF(C (x)-g)F(C ()

und damit Gleichheit. Aber dann ist (Ce(x)-g) auch
f-kritisch im Widerspruch zur Minimalitat von Ce(x).
0

2.8 Definition: Sei ec<E, xeP, x ganzzahlig. Falls xe’léP, so wird e
f-abhdngig von x genannt. Die Menge aller f-abh@ngigen
Elemente von x heisst f-Spann des Vektors x oder SV(x).

2.9 Proposition: Sei x<P, x ganzzahlig. Dann sind die Elemente des
f-Spanns des Vektors x genau die Elemente der (ein-

deutigen) maximalen f-kritischen Menge beziiglich x.

Beweis: Sei S die maximale f-kritische Menge beziiglich x.
Falls eeS, so gilt xe’](S)=f(S)+1>f(S) und damit xe’ltP.
Somit ist e f-abhangig.
Umgekehrt sei geE f-abhangig von x, somit xg’](P. Weil aber
xeP, gilt x(A)<f(A) fir alle AeLE. Somit gibt es eine Menge
8 mit x3°'(8)>£(B), wobei x321(B)=F(B)+] sein muss, und damit
x(B)=f(B). Aus der Definition von xg’] folgt geBeS.

2.10 Fur das Folgende nehmen wir an, dass es fiir jedes Polymatroid, auf
welches sich ein Algorithmus als Input bezieht, eine Subroutine gibt,
welche fir ein xelE entscheidet, ob xeP oder nicht. Die Effizienz der
folgenden Algorithmen ist relativ zur Effizienz dieser vorausgesetzten
Subroutinen (vgl. [E21).
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Gegeben ein ganzzahliges Polymatroid Psl%E. Sei Z der Rechenaufwand
der Subroutine, also der Aufwand zur Berechnung, ob xeP oder nicht.
Dann gibt es gute Algorithmen relativ zu Z zur Lgsung folgender

Probleme:
- Fiir ein x€P, x ganzzahlig, bestimme SV(x):
Wegen (2.9) gilt, dass eeSV(x) genau dann, wenn xe’]¢P.

Somit konnen wir SV(x) in O( |E|.Z) Rechenschritten erhalten.

- Fiir_ein SELE berechne f(S) durch die Bestimmung einer f-Basis von S:

(Ein Polymatroid ist eigentlich eine Struktur, wo dies auf eine

einfache Art moglich ist.)

- Sei x:=0. Bearbeite alle eeS in einer beliebigen Reihenfolge:
- Vergrossere X mit dem grossten Inkrement 5 so dass )‘(:=xe"S

ein Vektor in P ist. Definiere x := X.

- Beachte, dass jeder maximale Vektor aus der lenge aller ganzzah-
ligen Vektoren y, yeP, ye=0 fir alle e¢S, wegen der Definition
eines ganzzahligen Polymatroides und (1.12) eine f-Basis von S ist.

- Mit bindrer Suche des Wertes von § erhalten wir einen Vektor
mit maximaler Komponentensumme in S nach O(!E|.logK.Z) Rechen-
schritten, wobei K:= max{f(e): eeE}.

- Fiir_ein x€P, x _ganzzahlig,und ein eeSV(x) berechne C (x), die mini-

male f-kritische Menge von e beziiglich x.

Sei zur Abkiirzung C:=Ce(x). Es gilt nun folgende Beziehung:
jeC <= xe’]lE—j €Pp

Beweis: Es geniigt, die Aussage fiir ein j#e nachzuweisen.

=>: Sei jeC, jfe. Wegen (2.7) qilt xj21. Weil Ce(x) Teilmenge
aller f-kritischen Mengen beziiglich x ist, welche e enthalten,
gilt deshalb x&*'[E-j € P.

<=: Falls j€C, so gilt Qe’]lE-j)(C)=f(C)+1>f(C) und damit
e,l .
x-*'|E-j £ P.

Um somit C zu bestimmen, initialisieren wir C:=e und bearbeiten
in einer beliebigen Reihenfolge alle jeE-e wie folgt:

- Falls xe’]lE-j € P, so setze C := Cuj.

Somit kann C in O({E}.Z) Rechenschritten erhalten werden.
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2.12 ngggﬁ Gegeben xeP, j,heE, jeSV(x), heCj(x).
Dann gilt fir alle geCh(x), dass geCj(x), somit
Ch(xk;Cj(x).
(Das ist eine Transitivitdtseigenschaft von Polymatro-

iden).

Beweis: Falls g=h, g=j oder h=j, so gibt es nichts zu beweisen.
Wir nehmen deshalb an, dass g#h, g#j und h#j.

Es gilt wegen (2.5), dass Cj(x)nCh(x) eine f-kritische
Menge beziiglich x ist. Wegen der Definition gilt,
dass heCj(x)nCh(x).

Falls nun geCj(x), s0 ware Cj(x)nch(x) eine echte Teil-
menge von Ch(x). Dies ware im Widerspruch zur Defini-
tion von Ch(x), welche die minimale f-kritische Menge
beziigiich x ist, welche h enthdlt.

]

Es folgt eine I1lustration dieser Situation. Die minimalen f-
kritischen Mengen sind jeweils als "Tropfen" gezeichnet. Punkte
auf der Randlinie des Tropfens sind Elemente der Menge und der
Punkt auf der Spitze des Tropfens ist das Element, auf welches
sich die minimale f-kritische Menge bezieht. Die Transitivitdts-
eigenschaft erlaubt nun folgende Regel in dieser Darstellung:
Liegt die Spitze eines Tropfens auf der Randlinie eines zweiten
Tropfens, so ist der erste Tropfen ein Bestandteil des zweiten

Tropfens. Ein Beispiel soll dies veranschaulichen:

9 9, Fig. 2.1
Transitivitatseigenschaft

in einem Polymatroid:

h].hZSC (x}, somit

N _ ChI(x)SCj(x) und Chz(l)scj(x).

Im Spezialfall des Matroides gilt fiir alle hef mit xh>0, dass
xh=1 und somit Ch(x)={h}. Somit gilt trivialerweise Ch(x)gpj(x)
fiir alle hecj(x), jeSV(x). Die Transitivitdtseigenschaft erlaubt
uns, wie wir sehen werden, einen guten Algorithmus fiir das ganz-
zahlige Polymatroid-Intersektions-Problem zu formulieren. Im Fall

von Matroiden hat sie keine Bedeutung.
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2.13 CDefinitionen:
Fir das Polymatroid-Intersektions-Problem definieren wir analog
- Svk(x) := Der fk-Spann des Vektors x, fiir k=1,2, xeP.

- C:(x) := Die minimale fk-kritische Menge beziiglich x, welche e
enthalt, fir eeSVk(x), xeP, k=1,2.

2.14 Lerma: Die folgenden Aussagen sind dquivalent: (Vgl.[E2])
(1) max(x(E): XePynP, )} = min{f (T)+f,(E-T): TeE).,

(2) Es existieren ein Scf und ein xeP]an mit SV](XIS)USVZ(xIE—S)=E.

(1)=>(2): Fir die (1) minimierende Menge T gilt:
x(E) = (xIT)(E)+(xI1E-T)(E) = (x}THT)+(x E-T)(E-T) =

= f](T)+f2(E-T).
Da XsP]an, gilt auch x|T ¢ P]nP und xiE-T € P1nP

2
und damit (x|T)(T)=f](T) und (xlE—T)(E-T)=f2(E—T).

2 °

Aber dann gilt auch SV](xlT)gT und sz(x{E-T)gE-T,
somit SV](x{T)uSVZ(xlE—T)=E, und somit ist S:=T die
gesuchte Menge fiir (2).

(2}=>(1):  Sei S:=5V,(xIS) und ﬁ:=sv2(xle-s). Somit gilt E-S%-S
f](§)=(x15)(§) und fz(f:§)=(x|E-S)(E:§) wegen der Voraus-
setzung und der Definition von S und E-S.
Dann gelten folgende Beziehungen:
x(E) = x(S)+x(E-S) = (xIS)(S)+(x IE-S)(E-S)
2 (xIS)(S)+(xIE-S}(E-S) = f1(S)+F,(ES) = f,(S)+f,(E-S).

Weil x(E) < f](A)+f2(E-A) fir alle AcE (vgl. (2.3)), gilt
Gleichheit und damit ist T:=5 die gesuchte Menge fiir (1).

2.15 Im folgenden wird x jeweils als ganzzahlig angenommen. Wir sind nun

bereit, (2.2) zu 16sen, und zwar in der folgenden Art:

Gegeben ein xeP]nPZ (z.B. x=0). Wir entwickeln einen direkten Algo-
rithmus um entweder einen Vektor ieP]ﬂP2 mit %(E}>x(E) zu finden oder
eire Partition von E in S und E-S so dass SV](x!S)LSV?(xiE-S)=E.

im ersten Fall beniitzen wir X als neuen Input-Vektor und lassen den

Elgorithmus ein weiteres Mal laufen, im zweiten Fall wissen wir, dass

v rmoaveamalae VAammermoard came: iorvans b =3
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2.16 Konzept fiir den Algorithmus

Wir mochten ausgehend vom ganzzahligen Vektor x < einen vergrds-
sernden Weg W beziiglich x suchen, der intuitiv etwa fogendermassen

konstruiert werden soll:

1)} Falls nur PI betrachtet wird, so waren alle etSV](x) Kandidaten
fiir eine Vergrosserung von Xg Um einen Wert 6;=].
Gibt es kein solches e, so ist S:=E bereits die gesuchte Menge

fiir den Nachweis der maximalen Komponentensumme von X.

nN
~—

Andernfalls betrachten wir ein solches Element eéSV](x)‘ es sei
dies Vy- Falls v](SVZ(x), so ist bereits ein vergrossernder Weg
gefunden, er besteht nur aus dem Element v,. xv] wird um 8 ver-
grossert und der dadurch entstehende Vektor X ist in P. Eben-
falls gilt X(E)=x(E)+s.

3

~—

Falls v]esvz(x), so betrachte C% (x), die minimale fz-kritische
Menge beziiglich x, welche vy enthdlt. Aus der Definition von
v (x) wird klar, dass, falls x,_ um den Wert & vergrﬁssert wiirde,

e1n x, um & verkleinert werden miisste, wobei hfv], heC (x), da

die Kgmponentensumme aller Elemente in Cs (x) bereits maximal ist,
also fZ(Cs](x)) ausmacht. Gibt es kein solches h, so konnen wir
offenbar keinen Weg uber Yq finden und wir miissen im vorhergehen-
den Schritt ein anderes Element als vy wdhlen. Andernfalls wah-
Ten wir ein soiches h als Fortsetzung des Weges uber Vi und nen-

nen dieses Element h nun Voo

4

~

Falls nun zu Vi eine um § vergrosserte und zu Vo eine um § ver
kleinerte Komponente von x gehorten, so wiare wohl der so verdn-
derte Vektor X aus P an, seine Komponentensumme ware jedoch
gegeniiber derjenigen von x nicht vergrgssert. Wir dirften jetzt
aber, wenn wir wiederum nur P] betrachteten die Komponente eines
Elementes J#vz, fur welches vzeCJ(x) gilt, uT & vergrossern. Dies
wegen der Definition von C (x) und weil v]¢c .(x) wegen v ¢SV (x)
Der so aus X entstehende Vektor wire dann immer noch in P1.

Gibt es kein solches j, dann kidnnen wir offenbar keinen Weg liber

Vo finden und wir missen im vorhergehenden Schritt ein anderes
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Element als v, wdhlen. Andernfalls wéhlen wir ein solches j

2

als Fortsetzung des Weges lber Vs und nennen dieses Element

J nun V3

5) Falls nun v3¢SV2(x), so ist der verdnderte Vektor auch in P2
und ein vergrossernder Weg W wdre gefunden, namlich
w={v],v2,v3}. Falls aber v3eSV2(x), so fahren wir sinngemdss
mit Schritt 3 fort, mit "v3'l anstelle von “v]" und "v4" an-
stelle von "v2“, und in Schritt 4 mit "v5" anstelle von "v3“.
So erhalten wir ‘eventuell einen vergridssernden Weg
H={v],v2,v3,v4,v5}, wobei die zu VisV¥3sVg gehorenden Kompo-

nenten vom neuen Vektor X gegeniiber jenen vom Vektor x um

vergossert sind, jene zu v gehorenden um & verkleinert.

v
2’4
Das geht so weiter, bis wir unter Umstanden einen vergrossern-

den Weg finden konnen.

Fiir Wege mit mehr als drei Elementen ist aber nicht unbedingt so-
fort einzusehen, dass der verdnderte Vektor X in P]an ist.
Zudem kionnte eventuell sogar ein 622 anstelle von §=1 gewdhlt

werden.

Es ist ebenso nicht sofort intuitiv einzusehen, dass und wie wir,
falls wir auf diese Weise keinen vergrossernden Wegq finden, daraus

die Maximalitit der Komponentensumme von x herleiten konnen.

Es folgt nun ein Beispiel fir einen vergrossernden Weg mit fiinf

Elementen:

[’

Fig. 2.2 Beispiel fur einen vergressernden Weg ¥

mit funf £ = H
i ementen, W ""VZ'V3‘VE'V5"
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2.17 Die vergrossernde Strunktur vE und der vergrissernde Weg W

Das Mittel zum Auffinden eines vergrdssernden Weges ist die Kon-
struktion einer "vergrigssernden Struktur of beziiglich x" gemdss der
in {2.16) intuitiv erlduterten Idee. Das ist eine Partition von E

in n+3 (eventuell auch leere) Teilmengen, E = Q{Ei: ie{1,2,..,n*3}}.
Den Index i, i€{1,2,..,n+3} dieser Teilmengen nennen wir "Niveau".
%: £ > {1,2,..,n+3} ist dann die Abbildung, die jedem Element in E
sein Niveau in J/F zuordnet. Ferner sind noch fir alle ie{1,..,n+3}
die partiellen Mengensummen Si = O{Ei,: 1<i'si} gegeben und dazu
gelte S_]:= @, SO:= @ und EO:= @.

Die Bestimmung der Mengen Ei erfolgt rekursiv. Die nun folgenden
Schritte 1/ 2b / 3 / 4 entsprechen im wesentlichen den Schritten
1/ 2oder 5/ 3/ 4 in (2.16). Die gegeniber (2.16) erweiterte
Idee ist hier diejenige, dass alle mdoglichen vergrossernden Wege
parallel zueinander aufgebaut werden.

1 Sei i:=1. In E] gehoren alle Elemente etSV](x). Jedes dieser
Elemente ist Kandidat fiir den Anfang eines vergrdssernden Weges.

Also: E1 = - Svl(x) .

2a Abbruchkriterium: Falls Si= Si—2’ so sei m:=1 (beachte: m unge-
rade), setze Ei,:= @ fir alle i‘eim+l,..,n+2}, En+3:= E-Sm; P
ist bestimmt; stop. Andernfalls gehe nach 2b.

2b Beachte, dass i ungerade ist. Alle Elemente eeEﬁ, e¢SV2(x), sind

Kandidaten fiir das Ende eines vergridssernden Weges. Tue mit ihnen

nichts weiteres und gehe nach 3.

2
i+1 alle Elemente h, heCe(x),

hgsi. Falls ein solches h zu einem eeEi existiert, ist h Kandidat

3 Fir ein esEi, eeSVz(x) setze in E

fiir die Fortsetzung eines Weges iber e, wobei X verkleinert wiirde.
. e Ih- 20 L

Also: Ei+]" {h: hece(x) Si fir ein eeEinSVZ(x)}.

Setze i:=i+1 und gehe nach 4.

4 Beachte, dass i gerade ist. Behandle alle Elemente jsE-Si: Setze

J in Ei+1’ falls ein heEi existiert mit heC}(x). So ein j wire

dann ein Kandidat fiir die Fortsetzung eines Weges tiber h, wobei
3 N e s 1

X vergrossert wiirde. Also: Ei+1" {3: JGE—Si, Cj(x)nEi # @}

Setze i:=i+1 und gehe nach 2a.
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Es folgt nun eine Illustration der so definierten Struktur:
E
'i. 'i' 'il li‘

Fir alle ie{1,..,n-1} gilt, dass falls Ei=¢, SO Ei+1=@‘ Damit gilt
sofort men+2 und damit Eifﬁ fir alle ie{1,..,m-3}. Andererseits
=E -G und wegen der Definition in

Fig. 2.3 Vergrossernde Struktur u{ ,E=8 (Ei: ie{1,2,..,n+3}}.

gilt wegen S = S, dass E
m “m-2 m-1

Schritt 2a gilt Ei=¢ fir alle 1e{m+1,..,n+2}.

Wegen der Konstruktion von o ist ferner klar, dass fiir jedes Ni-

veau i, 2<i<m-2 und fur Jedes geE ein erE 4 existiert, so dass,

falls i ungerade, eeC (x) falls i gerade, geC (x).

Ein alternierender Weg beziiglich x ist eine Menge A={v1,..,v 1,
1<k<m-2, Vi eE fir alle i, lI<izk, v1¢SV (x), so dass fir alle i,
2<1<k g11t fa]ls i ungerade, vy ]eC (x), falls i gerade, so

V EC (X). i
Vi-1
Ein vergrossernder Weg W beziiglich x und # ist ein alternierender

Weg mit einer ungeraden Anzahl w von Elementen, so dass vwlsvz(x).
Man iiberlegt sich aufgrund der Konstruktion von £ , dass W ein
kiirzester Weg in dem Sinne ist, dass es von Q nach Vi keinen ver-
grossernden Weg mit einer kleineren Anzahl von Elementen gibt.

Ebenso gilt natiirlich w<n.

Der nun folgende Algorithmus (2.18) konstruiert

- entweder einen vergrossernden Weg w={v],..,vw} und einen Vektor
isP]an, wobei alle zu Elementen in W mit ungeraden Niveaus geho-
renden Komponenten von x um einen Wert §>0 vergrossert werden, und
die zu Elementen in W mit geraden Niveaus gehdrenden um § verklei-
nert werden (somit X(E)=x(E)+s>x(E)), wobei in (2.19) noch bewie-
sen wird, dass ein Wert 6>1 gewah1t werden kann.

- oder eine Menge S fiir welche wir dann in (2.20) beweisen werden,

dass SV](x}S)uSVZ(x{E-S)=E. Damit hat x maximale Komponentensumme.
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2.18 ALGORITHMUS

Gegeben eine endliche Menge E. q: E~{1,..,]|E[}eine eindeutige)
Indizierung der Elemente in E. Fir k=1,2 sei Pe RE ein ganzzah-
1iges Polymatroid, fk seine entsprechende BO-Funktion. Gegeben
ein ganzzahliger Vektor XeP]nPZ. Konstruiere entweder einen ganz-
zahligen Vektor ieP]an mit X(E)2x(E)+1 oder eine Partition von

E in Mengen S und E-S, so dass SV1(x|S)uSV2(xtE-S) =E.

1 Sei i:=1, S_]:=0, SO:=¢. Sei E]:= E-SV](x), Syi= E].

2 Falls §.= S, 5, SO sei mi=i, S:= E-S und x hat maximale
Komponentensumme. Stop.
Falls EigSVZ(x), so gehe nach 5.
Sonst gehe nach 3.
. R 2, \_ . L L
3 Bilde Ei+l‘- {h: heCj(x) S; fiir ein JeEi}, Si+1" Si ] Ei+1 .
Setze 1i:=i41 und gehe nach 4.
. Corie ospl 1
4 Bilde Ei+1" {j: jeE Si’ Cj(x)nEif ., S
Setze 1i:=i41 und gehe nach 2.

41775 By -

5 Sei w:=i. Ein vergrossernder Weg N={v],..,vw} kann folgender-

massen bestimt werden:
- Wahle Yy aus Ew' Fir i= w,w-1,..,3,2 wahle IRE so dass,

- falls i ungerade, Q(Vi-l) = min{q(e): eecli(x), eeEi_]}.

- falls i gerade, q(vi_]) = min{qg(e): viecg(x), eef. 1.

i-1
Gehe nach 6.

6 Fir ein re N sei x" der Vektor definiert wie folgt:
xg+r, falls ga{v],v3,..,vw}

(x7)

g 1= :::: xg—r, falls 9€{V2’V4""Vw-]}

X sonst
g

Flr k=1,2 sei o= max{r: xrePk}.

Sk
Sei §:= min{al,az} und sei X := xﬁ . Stop.
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2.19 Lemma: Falls durch Algorithmus (2.18) ein vergrdssernder Weg

Beweis:

gefunden werden kann, so kann in Schritt 6 fiir & ein
Wert grdsser oder gleich eins gewdhlit werden. (vgl. [E2]).

Gemdss Schritt 6 von Algorithmus (2.18) definieren wir den

Vektor x] und beweisen, dass x]eP]an.

Fir i=1,3,..,w-2,w sei X(5) der Vektor definiert wie folgt:
xg+], falls gE{V],V3,..,Vi}

{x i))g iz — xg—], falls ge{vz,v4,..,v. }

\ 3-1

X sonst
g
Sicher gilt x(])eP]. Nimm nun an, dass x( ) ], fir 1<izw-2.
. /)t +2
Dann gilt (x(“z))q = {:(x(i))g-), falls g= vi+]
. t
(x(1))9 sons

falls g= v;

S - 1,0\
Sei nun VISV, Es gilt nun {VZ’V4""V1-1}nCv(X) =0,
da sonst wegen der Konstruktion von o V€S. wdare. Damit gilt

£(6,(x)) = K(Ch(x) = x; )(c (x)) = (c]m)

som1t G1e1chhe1t und damit x|C (x) = X5 )|C (x) und dam]t
x) C (x )). Damit gilt wegen der Definition von C (x( ))

und we11 v1 eC (x) sofort x( +2)

Fur i=w,w-2,..,3,1 sei x(i) der Vektor definiert wie folgt:
xg+1, falls ge{vi’vi+2""vw}

v oo}

i+17° "

(X(i))g = ——-xg-], falls ge{v el

AN

X sonst
g

Sicher gilt x(w)CP Nimm nun an, dass x( ) 2, fiir 3<isw.

(x( )) +1, falls g= Viio

2

: /
Dann gilt (x(i-2))g = (:(x(l))g , falls 97vi 3
(x (1)) sonst
Sei nun v: =V o Es gilt nun {v 112 Ve300V ])nC (x) =0,
da wegen der Konstrukt1on von o gilt, dass C (x)_S1 1

Damit gilt f (C (x)) = x(C (x)) < x(i)( V(x)) < fz(Cv(x)) s

somit Gle1chhe1t und damit x(C {x) = )CZ (x) und damit
Cz( )= c2 (x(1)). Damit giit wegen der Def1n1t1on von CZ( (1))

und weil v, aC (x) sofort x(1_2)eP2.
G
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2.20 Lemma Falls Sm=sm-2 in Schritt 2 des Algorithmus (2.18), so gilt
a) S, = SV,(x|S) und b) E-S_ = SV, (x|E-S ).
E-Sm ist somit die gesuchte Menge S in (2.14) fiur den Nach-
weis der Maximalitdt der Komponentensumme von x.
Beweis:
a) Es geniigt der Nachweis, dass Cg(x)gsm fir alle eeSm:

- Es gilt Em=Em_]=ﬂ. Wegen der Konstruktion von of in (2.18),
besonders Schritt 3 von (2.18) gilt fir ein eeEi, ie{l,..,m-2}:

S
§+15
- falls i gerade, so gibt es ein geE 1 m1t eecg(x)gsi und

damit wegen (2.12) CZ(X)CC (x)cS cS .

- falls i ungerade, so ist Cz(x)cS

b)c : Es genigt der Nachweis, dass C (x)cE-S fiir alle eeE-S .
- Nimm an, dass eeE- S fir ein eeE S1cher gilt eeSV (x) da
sonst eeE]cS wire. Som1t 1st c (x) definiert.
- Nimm nun weiter an, dass C (x)nS # 0. Da E -E 1-¢ und
EynSV (x) =@ , gibt es ein geC ( 'R geEi, 15{2,..,m-2}
wegen der Konstruktion von o€ in (2.18), besonders Schritt
4 in (2.18), gilt:

- falls i gerade, so ist eeS S

- falls i ungerade, so gilt :Z;, und weil gEEi’ so gibt es
e1n heE .y mit heC](x). Damit ist aber wegen (2.12)
heC (x) und somit eeSigSm.
- In be1den Fallen erfolgt somit ein Widerspruch. Somit gilt

C;(x)nSm= @ und damit C](x) < E-5 .

w
1

Nimm an, dass eeSV (xIE S ) Somit ist eeSV (x) und es exi-

stiert C ( ). Negen (2.7) q11t xg>0 fir a])e geC (x), g#e.

Da eeSV (xIE S ), gilt geE- S fir alle gsC (x) mlt x >0.

- Somit g11t dass falls C;( )nSm# g, so C;( )aS - ={e} und
xe=0. Wegen Konstruktion von of in (2.18) besonders Schritt
3 von (2.18) und wegen (2.7) muss Xp >0 fir alle heE , 1 ge-
rade, gelten. Somit ware eeE fir ein ungerades N1veau i,
i23. Damit muss es aber ein heE. S geben, mit htC (x)
D1es ist aber im Widerspruch zu oben da gek- S fiir a])e
geC (x), gfe gilt.

- Som1t ist C (x)nS =@ und damit auch ecE- S

]
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Komplexitdt des Algorithmus

Seien n und K wie in (2.1) definjert.

Fir k=1,2, sei Zk der Rechenaufwand der Subroutine von Pk’ also
der Aufwand zur Berechnung, ob xePk oder nicht (vgl. (2.10)).
Sei Z:= max{Z],Zz}.

Nach (2.11) konnen alle Berechnungen der minimalen fk-kritischen
Mengen der Elemente ecE, fiir k=1,2, in O(nZ.Z) Rechenschritten
erfolgen. (Beachte: eigentlich werden nur die Mengen Cz(x), k=1,2,
fir Elemente e mit ungeradem Niveau in A bengtigt).

Die vergrossernde Struktur & st O(nz) Rechenschritten konstruiert,
da die Behandlung eines Elementes esEi fiir ein Niveau i jeweils

0(n) Rechenschritte benstigt und es hiochstens n zu behandelnde Ele-
mente gibt.

Nach fertig erstelliter Struktur of bricht der Algorithmus entweder .
ab oder verzweigt nach Schritt 5.

Weil ein vergrdssernder Weg hochstens n Elemente hat, bendtigt
Schritt 5 hochstens n2 Rechenschritte.

Schritt 6 benotigt O(logKk.n.Z) Rechenschritte, weil & mit bindrer
Suche gefunden werden kann. Im Verlauf dieser Suche missen wir fiir
jeden Wert 1s<r<K, welcher Kandidat fiir den Wert von § sein soll,
zuerst den Vektor x" berechnen und dann testen, ob xeP]an oder nicht.

2

Somit ist die Komplexitdt des Algorithmus 0(n2.Z +n° + n.Z.logK)

oder O(n.Z.(logk + n)).
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2.22 Definitionen

Sei eine Augmentation definiert als eine Anwendung von Algo-
rithmus (2.20). Aufeinanderfolgende Augmentationen sind Aug-

mentationen, wo der Output-Vektor einer Augmentation jeweils

der Input-Vektor der ndchsten Augmentation ist.

Sei x der Input-Vektor einer beliebigen Augmentation. (73 sei
dann die wahrend dieser Augmentation aufgebaute vergrigssernde
Struktur beziiglich x, die Partition £ = Q{E i<{1,..,n+3}} und
die Funktion %£: £ - {1,..,n+3} sind dann bezug1ich x und o

definiert.

Falls ein vergrossernder Weg W beziiglich x gefunden wird, so
ist H={v],..,vw} (beachte: w ist ungerade). X ist dann der
Output-Vektor dieser Augmentation und gleichzeitig der Input-
Vektor der‘gécbsten Augmentation, wahrend der die vergrossernde
struktur @& beziiglich X aufgebaut wird.

= 8 {E.: ic{1,..,n43}} ist dann die betreffende Partition
und 2: E > {1,..,n+3} ist die Abbildung, die jedem Element in E
sein Niveau in df zuordnet .
Falls nochmals ein vergrossernder Weg in af gefunden werden kann,

so heisst er W, seine Lange w, und w={v],..,vw}.

Sei ix2. Vs heisst kritisch auf dem Niveau i', wenn,

- falls i gerade, Vs tC (x) (beachte, dass ie 2 (x) wegen
Konstruktion von /& und W in (2.17)).
- falls i ungerade, Vi—lécl.(i) (beachte, dass v _]eC] (x) wegen
' Konstruktion von #& und H in (2.17)).
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2.23 Satz: Ein Vektor XeP]nP mit maximaler Komponentensumme kann mit
0(min{n3,K}.n2.Z.(1ogK+n)) Rechenschritten erhalten werden.
Beweis:
- Wegen (2.21) ist die Komplexitdt von Alg.(2.18) 0(n.Z.(logK+n}).
- Es gibt hochstens n.K Augmentationen, da jede Augmentation die
Kompnenentensumme des Yektors um mindestens 1 erhoht.
- Der schwierige Teil des Beweises wird mit Lemma (2.33) gezeigt:
Ein Vektor mit max. Komponentensumme wird unabh. von K nach hoch-

stens %? f%?<b2n aufeinanderfolgenden Augmentationen erhalten.

- (2.24) bis (2.32) sind Vorbereitungen fiir den Beweis von (2.33).

-(2.24) zeigt, dass fiir ein ecSV ( }s k=1,2, e mit Niveau i, die

Elemente von C (x) fiir k=1 m1ndestens das Niveau i-1 haben, und
fir k=2 hochstens das Niveau i+1.

-(2.25) definiert fiir jedes eeSVk(x), k=1,2, eine Menge Bz(x),
von welcher gezeigt wird, dass sie die gleiche Eiyenschaft wie
die varher fir CZ(X)'eerhnte hat, und welche  zudem fk—kritisch
beziiglich sowohl x als auch X ist. Die entsprechenden Beweise
werden in (2.26) und (2.27) gefiihrt.

-(2.28) formt dann die Aussagen etwas um fiir den Gebrauch in den
folgenden Lemmas. Zum Beispiel resultieren sofort die Aussagen
dass Cz(i)gBZ(x) fiir esSVk(x), k=1,2, und dass der fk-Spann von
X denjenigen von x enthalt, fiir k=1,2.

-(2.29) zeigt, dass, falls SV2(2)=SV2(X), bei aufeinanderfolgen-
den Augmentationen das Niveau eines Elementes nicht sinkt.

-(2.30) und (2.31) sind Aussagen fiir den Fall sz(i)=SV2(x) und
ein Element ecE, das in zwei aufeinanderfolgenden Augmentatio-
nen das gleiche Niveau i, 2<1<n, beibehdlt. (2.30) zeigt,
dass die Vorgdnger von e in df, also diejenigen Elemente in E] 1’
von welchen jedes geniigte, um e 1in Ei zu bringen, auch in J€ das
Niveau i-1 gehabt haben miissen. (2.31) zeigt, dass, falls jene
Elemente in E‘ -1 alle einen grosseren Index aufweisen als ein
weiteres E]enent deE -1’ welches nicht zu Jenen Elementen gehort,
dieses E]ement d n1cht Vorganger von e in di werden kann, auch
wenn es 1ru¢f das Niveau i-1 beibehdlt.

-Aus (2.29) bis (2.31) wird in (2.32) hergeleitet, dass, solange
der fz-Spann des Inputvektors von aufeinanderfolgenden Augmenta-
tionen nicht dndert, ein Element hdchstens n-i+]1 Male kritisch

auf einem Niveau i, 2<i<n, sein kann. -
(%)
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2.24 lemma: 1) Fur alle eeSV](x) gilt, dass C;(x) nur Elemente geE

enthdlt mit
{e) , falls w(e) gerade
o) 2 2(e)-1, falls z(e) ungerade
2) Fur alle eeSVZ(x) gilt, dass Cg(x) nur Elemente geE
enthdlt mit
(e} , falls z(e) gerade
He) < 2(e)+1 , falls z(e) ungerade

Beweis:

1):

Falls s{e) gerade, so sei i:=t{e), falls (e} ungerade, so sei
j:=z2(e)~1. Betrachte ein gecl(x). Es gilt z(e)=2 und 2{g)22, da
sonst e,géSVl(x) und damit e,gécl(x). Nimm nun an, dass 2(g)<i.

Wegen der Konstruktion von A in (2.17) und besonders aus dem

Schritt 4 von (2.17) folgt, dass

- falls ¢(g) gerade, so gilt &(e) < 2(g)+1 < i-2+#1 < i ,

- falls i(g) ungerade, so ist %(g)=3 und es gibt ein h mit
¢(h)=1(g)-1, hic;(x). Dann gilt aber wegen (2.12) heC)(x)
und somit £{e) < z(h)+1 = 2(g) < i .

In beiden Fallen folgt ein Widerspruch und somit gilt 2(g)=i.

: Betrachte ein Element g, gecg(x).

Aus der Konstruktion von A in (2.17), besonders aus dem
Schritt 3 von (2.17) folgt, dass
- falls i(e) ungerade, so gilt =&(g) < 2(e)+ s
- falls z(e) gerade, so gibt es ein j mit 2{j)=2(e)-1, eecg(x),
und somit gilt wegen (2.12) geC?(x). Damit gilt aber
2(g) < &{3)+1 = 2(e).
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Definition: Gegeben x, df, 2 und W= {v],..,vw}.

“Wir definieren fir k=1,2 und fir alle eeSVk(x)

eine Menge Bg(x) rekursiv wie folgt:

1 Sei B (x) : ( ) .

2 Suche ein v; eB (x), ie{2,4,..,w-1}, fiir welches das Element j,
J.-Vi+] falls k 1, J:=vi_],fa11s k=2, nicht in B (x) enthalten

€

ist.
Falls kein solches Vi existiert, stop. Sonst gehe nach 3.

3 Wahle ein V5 gemdss Schr1tt 2 und best1nme das Element j ge-
mass Schr1tt 2. Setze B ( ) . B (x) U C (x) und gehe nach 2.

Die Bedeutung dieser Mengen Bt(x) ist nun die folgende (alle nun
folgenden Aussagen werden in den nachsten Lemmas bewiesen werden):
B (x) ist fk -kritisch beziiglich x. Dariiber h1naus ist B (x) aber
auch fk -kritisch beziiglich X, und wegen efB (x) gilt, dass C (x)
existiert und eine Teilmenge von BE( ) ist. Somlt erhalten wir

eine Beziehung zwischen den minimalen f _-kritischen Mengen von e

k
beziiglich x und X, und, da eine vergrossernde Struktur mit Bezie-
hung auf solche minimale fk—kritische Mengen gebaut wird, erhaiten

wir auch Beziehungen zwichen i und

Die folgende Illustration gibt ein Beispiel fiir ein ecf mit Niveau
2(e)=i, i=5. Das Beispiel gebraucht eine in 2.26 bewiesene Aussage,
dass namlich B;(x) nur Elemente g mit 2(g)=4 enthalten kann.

Fig. 2.5 Beispiel einer Menge B(x) fur ein ecf,, i<
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2.26 Lemma: 1) Fiir alle eeSV](x) enthalt B;(x) das Element e und
daneben nur Elemente geE mit
2(e) , falls g(e) gerade
2(9) 2‘\-Q(e)—l , falls g(e) ungerade

2) Fir alle EiSVZ(X) enthdlt Bé(x) das Element e und
daneben nur Elemente geE mit '
2(e) , falls ¢(e) gerade
2(9) < N (e)+1 , falls z(e) ungerade

Beweis:

1): Der Beweis wird induktiv gefiihrt durch eine Nachverfolgung
der Konstruktion von Bl(x) in (2.25). Dabei bildet ein ein-
maliges Durchlaufen der Schritte 2 und 3 einen Induk-
tionsschritt. Die Induktionsvoraussetzung ist jeweils, dass
zu Beginn des Schrittes 2 die Menge B;(x) die Aussage
(2.26.1) erfiillt. Falls Schritt 3 durchlaufen werden muss,
so wird die Induktionsbehauptung bewiesen, dass die dort
emeﬁeﬁeMmmeth)Me@r(226J)eﬁﬁﬂt

Die Induktionsverankerung geschieht mit dem einmaligen
Durchlaufen von Schritt 1 . Wegen B (x) C (x) gilt eLB (x)
und wegen {(2.24.1) hat B (x) die erforder11chen E1genschaften

Beweis des Induktionsschrittes: Sei ein viEB; x) gemdss
Schritt 2 wvon {2.25) gefunden und sei j das dort zu vi
definierte Element. Es gilt dann
¢(e)+1, falls 2(e) gerade
2(3) = IL(Vi)ﬂ 2~ r(e) , falls z(e) ungerade .
Wegen (2.24.1), angewendet auf j und C}(x), gilt nun fiir
j?des gec}(x), dass 2(g)22(j)-1. Damit gilt aber fir

Be(x)uC}(x) sofort die Induktionsbehauptung .

2): Ana]og zum Beweis von (2 26.1). Anste11e von “B (x)" steht
"B )", anstelle von "C (x)" oder "C (x)" stehen "C (x)"
bzw. "C (x)", anste]]e von "z steht "<" in den Ung1e1-

chungen, und anstelle von "+" steht “-" und umgekehrt.

ra
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2.27 Proposition: 1) Fiur alle eeSV](x) ist Be(x) f]—kr1t1sch
beziiglich sowohl x als auch %.

2) Fir alle eeSV (x) ist B (x) f -kritisch

beziiglich sowoh1 x als auch L.

Beweis:

1}): - Wegen der Konstruktion in (2.25) gilt x(B;( ))=f](B;(x)),

weil B (x) die Vereinigung von f] -kritischen Mengen
bezug]1ch x ist und (2.5) gilt.

- Wegen der Konstruktion in {(2.25) ist ebenso klar, dass
zZu jedem v, eB]( ), ie{2,4,..,w-1} auch Vig eB](x).

- Umgekehrt gilt, dass es zu jedem Vs B (x), ie{1,3,..,w},
das Element Vil gibt, da v ¢SV (x) und damit v ¢B (x)

Ist nun vieBe(x), so ist vi Element einer der Be(x) bil-
denden minimalen f] kritischen Mengen beziiglich x, es sei
Vs EC (x) fur ein geB (x}. Da vi_]ecl., gilt wegen (2.12)
auch Vio ]eC (x )CB (x) !

- Somit ist die Anzahl der zu Elementen in B;(x) gehdrenden
Komponenten von x, welche durch die Augmentation vergrbs-
sert werden, gleich der Anzahl der zu Elementen in B ( )
gehorenden Komponenten von x, welche durch die Augmentat1on
verkleinert werden. Damit gilt x(B;(x))=x(B;(x))=f](B;(x)).

2): Analog zum Bewews von (2. 27 1) Anstelle von "B (x)", “SV (x)"
uf]n und uC (X)" Stehen uB (X)", "SVZ(X)" “f2“ und "C (X)"
anstelle vnn "Vi—]"’ "Vi+1" und “v]" stehen "vi+]", "v. "
und "Vw"'
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2.28 Proposition: 1) Fir alle eeSV](x) gelten die Aussagen la) bis 1d).
2) Fir alte eeSVz(x) gelten die Aussagen 2a) bis 2d).

la) eeSV](i) , somit SV](i) > SV](x) .

1) (%) ¢ Bl(x) .

Sei i:=2(e), falls 2{e) ungerade, i:st{e)+1, falls &(e) yerade.
1c) Falls vi_]¢C;(x), so enthdlt C;(i)—cg(x) nur Elemente g mit
t(g)=i+l.

1d) Falls vi_]ecl(x), so enthdlt C;(i)—(cg(x)ucg'(x)) nur Elemen-

te g mit 2(g)=i+1. !

2a) eeSVZ(R) , somit sz(i) > sz(x) .

2b) ¢2(%) ¢ B2(x) .

Sei i:=¢(e), falls &(e) gerade, i:=2(e)+1, talls 2(e) ungerade.

2c) Falls vigcz(x), so enthdlt Ci(i)-ci(x) nur Elemente g mit
2(g)<i-2.

2d) Falls vieci(x), so enthdlt ci(i)-(cg(x)ucs (x)) nur Elemente

g mit 2(g)<i-2. i-1

Beweise fiir 1a) bis 1d): (die Beweise fiir 2a) bis 2d) sind ahnlich)
1a): Wegen (2.26.1) und (2.27.1) folgt die Aussage sofort.
1b): Wegen (2.26.1), (2.27.1) und (2.7) folgt die Aussage sofort.

1¢c): Wegen 1b), (2.26.1) und der Konstruktion von B;(x) in {2.25)
sowie Anwendung von (2.24.1) auf die Elemente in B;(x)-cg(x)
folgt die Aussage sofort. Betrachte als Beispiel die Situa-

tion in Fig. 2.5 von {2.25) mit 2(e)=3,.d.h. i=3.

: Wegen 1b), {2.26.1) und der Konstruktion von B;(x) in {2.25)
sowie Anwendung von (2.24.1) auf die Elemente in
B;(x)-(cg(x)ucli(x)) folgt die Aussage sofort. Betrachte als
Beispiel die Situation in Fig.2.5 von (2.25) mit 2(e)=5, d.h.
i=5.




- 37 -

2.29 lemma: Falls SVé(i)=SV2(x), so gilt L(e) = 2(e) fiir alle ecE.

L]
Beweis: Durch Induktion nach den Niveaus i in df, ie{1,..,n+3}.

Zuerst wird das Lemma fiir alle Elemente mit Niveau i=1 bewiesen.
Dann wird angenommen, dass das Lemma filir alle Elemente geE mit
Niveau 2(g)<i-1 gilt fiir ein i, 2<i<n. Daraus wird die Giiltig-
keit des Lemmas fiir alle Elemente mit Niveau i hergeleitet.

Die Niveaus n+l, n+2 sind leer, und fiir das Niveau n+3 ist dann

nichts mehr zu beweisen.

Verankerung: Fiir alle Elemente eeE] gilt e¢SV](i) und somit wegen
(2.28.1a) auch e(SV](x) und damit 2(e)=2(e)=1.

Induktionsvoraussetzung: Sei i(e)zz(e) fir alle ecE mit L(e)<i-1

fur ein i, 2<is<n.

Induktionsbehauptung: Dann gilt %(e)=s2(e) fir alle eeﬁi.

Beweis: Sei eeﬁi.

A
- Fall 1: i ist gerade. Dann gibt es wegen der Konstruktion von K4

ein jeﬁi_] mit eecg(i). Somit ist jeSVZ(i) und wegen der Voraus-
setzung des Lemmas gilt jeSVz(x). Fiir j gilt die Induktionsvor-
aussetzung und damit 2(j)<¥(j)=i-1.

C?(i) enthdlt aber wegen (2.28.2b) und (2.26.2) nur Elemente g
mit £(g)<2(j)+1<2(j)+1=i. Somit gilt e(e)si=L(e).

- Fall 2: i ist ungerade. Dann gibt es wegen der Konstruktion von dé
ein heﬁi_] mit heCl(i). Fiir h gilt die Induktionsvoraussetzung
und damit ¢(h)<2(h)=i-1.
Falls etSV](x), so gilt 2(e)=1<i=2(e). Andernfalls enthdlt C;(i)
wegen (2.28.1b) und (2.26.1) nur Elemente g mit 2(g)=22(e)-1.
Somit gilt 2(e)-1<e(h)<2(h)=i-1 und damit 2(e)<i=2(e).
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2.30 Lemma: Sei SV,(%)=SV,(x). Sei eeEinéi fiir ein Niveau i, 2<izn.

Sei %q_r Dann gilt

1) Falls i ungerade und gecl(i), so ist gEEi-]‘
2) Falls i gerade und eecg(i), so ist gEEi—1'

Beweis:

1) Da i>1, gilt eeSVl(x). Wegen (2.28.1b) und (2.26.1) enthdlt
C;(i) nur Elemente deE mit 2(d)2i-1. Wegen (2.29) gilt ande-
rerseits fiir alle d mit 2(d)>i-1, dass Z(d)>i-1. Da 2(g)=i-1,
gilt somit g(g)=i-1.

2) Da geSVZ(i), gilt wegen der Voraussetzung geSVZ(x). Wegen
(2.28.1b) und (2.26.2) enthdlt CS(X) somit nur Elemente deE
mit 2(d)<e(g)+1. Wegen (2.29) gilt andererseits 2(g)<2(g)=i-1.
Somit gilt i=g(e)<2(g)+1<2(g)+1=1, damit Gleichheit und somit
2(g)=i-1.
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2.31 Lemma: Sei ecE.of., deE,_ ]néi 1»72sisn. Sei SV,(X)=SV,(x).

1) i ungerade: Falls q{g)>q(d) fir alle geE RE geC (x)
so gilt q(g)>q(d) fiir alle geE RE geC (x)
2) i gerade: Falls q(g)>q(d) fiir a]le geE1 1s eng(x),

so gilt g(g)>q(d) fiir alle geE1 P eeCu(x).

Beweis:

1) -Sei g, geC](i) Wegen (2.30.1) gilt geE, .
-Falls Vs ]¢C](x) oder e= Vis SO gilt wegen (2.28.1c) oder
(2.28. 1d) und wegen geE -1 dass geC (X) nur wenn gec (x).
Dann gilt aber q(g)>q(d) wegen der Voraussetzung.

-Falls vi_lgcg(x) und e#vi, so gilt wegen (2.28 1d) und wegen
geEi_], dass geCe(i) nur wenn gecg(x) oder ger (x). Im ersten
Fall gilt g(g)>q(d) wegen der Vorausetzung und 1m zweiten Fall
gilt q(v. ])<q(g), andernfalls ware g in W und nicht V;_q wegen
der Wah] von v, in Schritt 5 von Algorithmus (2.18). Aber wegen
Vi sC (x) g11t q(v )>q(d) und somit q(g)>q(vi_])>q(d),

2) -Sei geE 12 ecc? (i) Wegen (2.30.2) gilt geE I
-Falls v, ¢C (x) oder g=vi 1 dann g1lt wegen (2 28. ZC) oder
(2.28. 2d) und wegen v1eE] dass eec (2) nur wenn eeC ( ). Aber
dann gilt q(g)>q(d) wegen der Voraussetzung
-Falls v. ng(x) und g#v , dann gi]t wegen (2 28.2d) und wegen
vieE dass eng(x) nur wenn eng(x) oder eeC (x) Im ersten
Fall gilt q(g)>q(d) wegen der Voraussetzung und 1m zweiten Fall
gilt q(vi_])<q(g), andernfalls widre g in W und nicht V;_1 Wegen
der Wahl von Vi in Schritt 5 von Algorithmus {2.18). Aber wegen
e;Csi i(x) gilt (v, ,ba(d)und somit g(g)>a(v, ;)>a(d).
o
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2.32 Lemma: Sei eE, 2si=. Sclange der fz-Spann des Inputvektors sich
nicht verindert, ist e hichstens in n-i+1 aufeinanderfolg.

Augmentationen kritisch au? dem hiveau i (vgl. (2.22))
Beweis:

Wir nehmen an, dass sich der fZ-Spann des Inputvektors nicht dndert
und e auf dem Niveau i mehrmals erscheint. Hegen ¢2.29) ist dies nur

in einer Serie von aufeinanderfolaenden Augmentationen der Fall.

Sei nun e das erste Mal kritisch auf dem Niveau i wahrend einer
bestimmten Augmentation. x sei der Input-Vektor und o sei die ver-
grossernde Struktur, W der vergrossernde Weg. Somit ist e=v.. Sei
nun d'=v1 1 Es gilt, weil e kritisch auf dem Niveau i ist, dass,

- falls i ungerade, so déC (x). hegen (2.28.1d) gilt dann fir ein
ge E o1 dass geC](x) nur wenn gLC (x). Wegen (2.30.1) gilt auch
gEEi 1 fir so ein g, und somit g]]t wegen der Wahl von d in Schr1tt
5 des Algorithmus (2. 18), dass q(g)>q(d) fir alle geE] 1’ gLC (%).

- falls i _gerade, so e¢C (x) Fir alle g:E R mit eccg(x) gilt dann
wegen (2.30.2) geE1 1 Negen (2.28.2c) fo1gt falls e(C (x) sofort
e¢C ( }. Somit gilt esC (x) Somit gilt wegen der Wahl von d in
Schr1tt 5 von A]gor1thmus (2.18), dass q{g)>q(d) fir alle geE
mit esCO(x).

L

Fiir i ungerade (bzw. i gerade) gilt nun durch wiederholte Anwendung
von {2.31.1) (bzw. (2.31.2)), solange eeE und deE 1 in spateren
(aufeinanderfolgenden) Augmentationen, dass d¢C1(y) (bzw. e¢Cd(y)),
wobei y jeweils der Input-Vektor der betreffenden Augmentation ist.
Wegen (2.29) kehrt d nie mehr auf das Niveau i-1 zuriick, sobald es
dieses einmal verlassen hat. '

Falls e ein weiteres Mal kritisch auf dem Niveau i ist, dann wird
das dem Element e in jenem vergrissernden Weg vorausgehende Element
d' ein anderes Element als d sein. Fiir d' konnen wir dann die obigen
fiir d angestellten Ueberlegungen wiederholen. Falls e ein drittes Mal
kritisch auf dem Niveau i sein sollte, so muss das dem Element e vor-
ausgehende Element d“ derart sein, dass d"¢{d,d'}. Und so weiter.

Da die Niveaus 1,2,..,i-2 immer besetzt sein miissen und e auf dem
Niveau i ist, hat e, wihrend es auf dem Niveau e ist, hochstens n-i+]
verschiedene vorausgehende Elemente. Somit kann e hochstens n-i+}

Male kritisch auf dem Niveau i sein.
0
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Lemma: Nach hochstens L ﬂ—-+2n aufeinanderfolgenden Augmenta-

2 2
tionen liegt ein Vektor mit maximaler Komponentensumme vor.

Beweis:

In Schritt 6 von Algorithmus (2.18) wird & berechnet als die

grosste Zahl, so dass =x" ein Vektor in P nP2 ist.

Wegen der Konstruktion von € und w={v], .,vw} gelten die fol-

genden Beziehuncen (vgl. auch (2.17)):

- vlzsv (x), v gSV (x), und fir alle Vi 2<izw, gilt, falls i
gerade, so v]ec3’ ](x), falls i ungerade, SO Vi _ 1eC 1( ).

Falls nun die gleilhen Beziehungen auch in 0€ bezliglich & fiir

W gelten wiirden, so kénnte W=W gewahlt werden. Das heisst,

dass § nicht maximal war: wir hdtten ¢'= §+1 widhlen kdnnen und

der Vektor x‘S ware immer noch ein Vektor in P]n.”2 gewesen.

Aus diesen Ueberlegungen folgt, dass § bestimmt wird durch fol-

gende Situationen a) oder b):

a): v]eSV](i) oder vweSVZ(i). vy bzw. Vi werden dann "anfangs-
kritisch" bzw. “endkritisch" genannt. Wegen (2.28.1a) baw.
(2.28.2a) wird vy bzw. Vu in einer spateren Augmentation nie
mehr anfangs- bzw. endkritisch sein. Fall a) tritt somit
total hochstens 2n Male auf.

b): Fiir ein i, 2<isw, g11t falls i gerade, v. ¢C2

](i), falls
i ungerade, Vi lgcv (%). Das heisst, Vs 1st kritisch auf dem
Niveau 1. So]ange s1ch der fZ—Spann des Inputvektors nicht
dndert, ist wegen (2.32) v hochstens in n-i+l aufeinanderfol-
genden Augmentationen kritisch auf dem Niveau i, somit alle
Elemente hochstens n. j {n-i+1: i=2,..,n} = nz.(n—l)/z Male
kritisch auf irgendeinem Niveau (beachte: w<n). Wegen
(2.28.2a) kann sich der fZ-Spann des Inputvektors nur vergros-
sern, und zwar hochstens n Male. Somit sind alle Elemente ins-
gesamt hochstens n3.(n—1)/2 Male kritisch auf irgendeinem
Niveau i, 2<i<n.

Fiir jede Augmentation gibt es somit ein Element e (aus dem betr. W)

das kritisch auf einem Niveau i, 2<i<n (Fall b)) oder anfangs-

oder endkritisch ist (Fall a)). Somit gibt es hichstens

n3.(n-1)/2 + 2.n Augmentationen insgesamt.

[l
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3 Vektoren mit maximzler Gewichtssumme in

ganzzahligen Polymztroid-Intersektions-Polyedern

2.1 Gegeben die gleichen Definitionen wie in (2.1).
Zusatzlich ist ein Gewichtsvektor ¢ definiert, c=[ce: eck, ceeIR].
i S = cE:
Sei S {e<E: xe>0} .

Fir ein TeLE sei LT:= {SsLE, SeT}, KT:= LT-G s fiT : LT » R ist
die Funktion f 'restringiert' auf T: (f|T)(S):=f(S) fiir alle ScT.

0.B.d.A. gilt fk(e)>0 fur alle ecE, k=1,2, (vgl. (1.28)).

3.2 Das "gewichtete Polymatrsid-Intersektions-Problem" ist nun, c.x
tiber P(KE,fl)nP(KE,fZ) 7z, maximieren, oder mit anderen Worten:

Maximiere c.x , wobei xe RE derart, dass

Xg >0 fiir alle eckE
x(SY = £,(5) fir alle Sekg
x(S) < £,(8) fur alle SeK

3.3 Das duale lineare Prograrm von (3.2) ist
K
Minimiere f1.y]+f2.y2, wobei y],yze R E und

yk(S) >0 fir alle SeKE, k=1,2

1,. "
y (Kg,e)+y2(KE,e) zc, fir alle eeE

wobei fir k=1,2,

yk = iyk(S): SeKE]

k V.= §r . 6eSe
¥ (K.} 1= [iy (S): esSeKg)

s
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In [E1] finden wir folgende Sitze:

- Falls f]
in (3.2) ganzzahlig gewahlt werden.

und f2 ganzzahlig sind, dann kann das maximierende x

- Falls ¢ ganzzahlig ist, dann kann das minimierende y] und y2

in (3.3) ganzzahlig gewah1t werden.

In diesem Kapitel prdsentieren wir nun einen Algorithmus zur Lo-
sung von (3.2).

Wir nehmen dabei natiirlich an, dass ¢ auf einem digitalen Computer
codierbar ist. Aufgrund der in (1.22) gemachten Betrachtungen wer-
den wir iiberdies fir alle elementaren Computeroperationen, auch in
Verbindung mit dem Vektor c, eine einheitliche Rechenzeit annehmen.
Ausser der in dieser Einheitszeitannahme versteckten polynomialen
Abhdngigkeit von ¢ wird die Komplexitdt des Algorithmus unabhingig

von der Wahl von ¢ sein.

Der Algorithmus beniitzt den Algorithmus (2.20) als Unteralgorithmus.
Seine Komplexitdt ist somit auch abhidngig vom Rechenaufwand fiir die
Subroutinen zur Entscheidung, ob ein gegebener Vektor xeRE ein Vek-

tor xeP, ist oder nicht, fiir k=1,2 (vgl. (2.10)). Der Algorithmus

Kk
beruht auf einem von Edmonds in [E2] gegebenen Algorithmus und be-
niitzt ebenso die Arbeit von Giles [G1] und die Arbeit des Autors

[S11.

Wie durch (3.4) schon vorgezeichnet, werden wir, da f],f2 ganzzahlig
sind, unabhdngig von der Wahl von ¢ einen ganzzahligen optimierenden

Vektor x finden.

Proposition (Giles in [G1]):

Sei TeE.
Dann gibt es eine eindeutige maximale Menge ScE, so dass T<S und
(1) = (S).
{Diese Aussage gilt auch fiir nicht-ganzzahlige EO-Funkticnen).
8]
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3.7 Definitionen: (gelten auch fir nichtganzzahlige BO-Funktionen)

Sei T<E. Nenne die eindeutige maximale Tzilmenge Sck so dass TS
und F(T)=F(S) 'f-Spann _der Menge T', S = SP(T).
Wir nennen T f-aboeschlossen, falls fir alle ScE mit T<S gilt,

dass f(T)<f(S). Damit ist T f-abgeschlossen genau dann wenn T=SP(T).

3.8 Proposition:

Gegeben xeP, x ganzzahlig. Dann ist SV{x} f-abgeschlossen.
(Bemerkung: Es kann durchaus ein x'eP, x'#x, x' ganzzahlig geben,
so dass SV{x)=SV{x'}).

Beweis:

Wegen (2.6) sind alle Elemente von SV(x) Tlemente der eindeutigen
maximalen f-kritischen Menge T beziiglich x.

Sei nun eeSP{T)-T. Dann gilt F(T)=x(T)<x{Tue)<f(Tue)=f(T), somit
gilt Gleichheit und Tue ist auch f-kritisch beziiglich x. Dies

widerspricht der Maximalitdt von T.

3.9 Satz (Giles [61J):

Sei T<f eine feste Teilmenge von E, T:= E-T. Sei fxT: LT + R,
eine Funktion, genannt Kontraktion von f auf T, definiert wie folgt:
(£xT)(S). := £(TvS) - £(T) , fir alle ScT.
Dann ist fxT eine Bo-Funktion und fir alle xoelRI gilt
K ep(Kp,FxT) <=> o0 x ep(k, ) fir alle XV ep (K=, IT)
(Dieser Satz gilt auch fiir nichtganzzahlige Bo-Funktionen).
a
3.10 Definitionen: (gelten auch fiir nicht-ganzzahlige eo-Funktionen)
E%ne Menge TeKE wird f-separabel genannt, falls es eine Menge
SeKT-{T) gibt, so dass f(S)+f(T-S)=f(T). Andernfalls wird T

f-nichtseparabel genannt. Eine f-Separation von T ist eine
Partition F von T in nichtleere Teilmengen mit f(T)=}{f(S): S<F}.

Eine f-Separation F von T wird eine minimale f-Separation genannt,

falls jede Menge SF f-nichtseparabel ist.




T

3.11 Lemma: Jede Menge T—:I(E hat eine eindeutige minimale f-Separation.
Dieses Lemma gilt auch fiir nichtganzzahlige eo-Funktionen. Der
Beweis folgt demjenigen von Giles [G1]: Zuerst werden drei Pro-

positionen bewiesen und dann das Lemma.

a) Sei F eine f-Separation von B, BeKE. Dann gilt fir alle F'c F
dass F' eine f-Separation von u{S: SeF'} ist, d.h.
fu{S: SeF'}) = § (f(S): SeF'} .

Beweis: Es geniigt fir alle TeF zu zeigen, dass
fu{S: SeF-{T}}) = § {f(S): S<F-{T}} . Wegen der Sub-

modularitat von f gilt:

f(u{S: SeF-{T1}) + £(T) = f(B)

Y {f(S): S<F}

y {f(S): ScF-{T}} + 7(T)

flu{S: S<F-{T}}) + £(T) .
Somit gilt Gleichheit und damit folgt die Proposition.

f
b) Falis f(B) = f(T)+f(T) fiir ein TBeK, T:= B-T, dann gilt
fiir alle S<B, dass f(S) = f(SnT)+f(SaT).

v

Beweis: Es gilt folgende Beziehung:

£(T) + £(T)

£(SnT) + £{SuT) - F(S) + £(S6T) + f(SuT) - £(S)
LF(SAT) + £(SAT) - F(S)I + F(SuT) + £(SuT) - (S)
> £(SUT) + £(SuT) - f(S)

> f(B) .

Somit gilt Gleichheit und damit £(S) = F{SAT)+f(SAT) .

0

f(B)

[\

v
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¢) Jede Menge TeKE hat eine minimale f-Separation.

Beweis: Nimm an, dass F eine f-Separation von T ist und dass
fiir ein ReF  eine Menge VeKR-{R} existiert, so dass
£(R)=f(V)+f(R-¥). Dann ist (F-{R})u{V,R-V} eine
f-Separation von T, da f{T)=L{f(S):S<F-{RII+f(V)+f(R-V)
gilt. Somit hat T eine minimale f-Separation.

Beweis des Lemmas:

Es geniigt zu zeigen, dass E eine minimale f-Separation hat. Nimm
an, dass F und H zwei verschiedene f-Separationen von E sind.

Da F und H verschiedene Partitionen von E sind, so gibt es ein SeF
und ein TeH so dass SrT#@ und SET. Wir dirfen annehmen, dass Sgv.
Dann gilt Sn(E-T) # @. Wegen &) gilt f(E)=f(T)+f(E-T). Wegen b)
gilt dann f(S) = f(SaT)+f(S~(E-T)). Aber dann ist S f-separabel

und somit F keine minimale f-Separation.

3.12 Lemma:
Sei die leere Menge f-abgeschlossen (d.h. f(e)>0 fur alle eck).

Sei BeKE eine f-abgeschlossene Teilmenge von £ und F eine f-Sepa-

ration von B.

Dann ist jede Menge T<F f-abgeschlossen.

(Dieses Lemma gilt auch fiir nicht-ganzzahlige So-Funktionen.)
Beweis:

Sei T := B-T. Wegen (3.11.a) qilt f(B)=F(T)+f(T).

Weil B f-abgeschlossen ist, gilt SP(T)cB, SP(T)<B und SP(T)uSP(T)=B.

Deswegen und wegen der Submodularitdt von f gilt
f(B) = f(B)+F(SP(T)nSP(T)) = F(SP(T))+f(SP(T)) = f(T)+f(T) = (8B)

Somit gilt Gleichheit und damit F{SP(T) n SP(T)) =0
Da die leere Menge f-abgeschlossen ist, gilt SP{T)~SP(T) = ¢ .

Somit gilt T = SP(T) und T = SP(T): Falls ecSP(T)-T, so eT,
somit e<SP(T) und damit eSP(T)aSP(T). aber SP(T)~SP(T) = § .

m
u
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3.13 Lemma: Sei xeP und BeKE, x(B)=f(B). Sei F die (eindeutige)

minimale f-Separation von B. Dann gilt:
a) x(T) = f(T) fir alle Tef .

b) Falls eeB, dann gibt es eine eindeutige Menge TeF, so dass
Ce(x) cT.

Beweis:

a): x(B) = §{x(T): TeF} < J{f(T): TeF} = f(B) = x(B) .
Somit gilt Gleichheit. Wegen xeP gilt aber x(T)<f(T) fir alle
TeF und damit wegen obiger Ueberlegung x(T)=f(T) fir alle TeF.

b): Wegen (2.7) gilt fiir eeB sofort Ce(x)sB.

Nimm nun an, dass es ein TeB gibt mit U:= Ce(x)nT,

V= Ce(x)n(B-T), U,VAB. Somit gilt ecU oder eeV.

Wegen (3.11.a) gilt f(B)=F(T)+f(B-T).

Wegen (3.11.b) gilt, wo Ce(x) die Menge S in (3.11.b) ist, dass
f(Ce(x)) = f(U) + f(V).

Deswegen und weil x(Ce(x))=f(Ce(x)) und weil xeP, gilt mit der
gleichen Ueberlegung wie in a), dass x(U)=f(U} und x(V)=f(V).
Da ecU oder ecV, widerspricht dies der Minimalitdt von Ce(x).
]
Bemerkung: Da alle f-Separationen, die wir berechnen werden,
f-Separationen von Mengen BsKE mit x(B)=f(B) sind (fur
den Vektor x, welcher jeweils aktuell ist), zeigt uns b), wie wir
die minimale f-Separation F einer dieser Mengen B berechnen:

- Wir initialisieren die 'feinste' mogliche Partition von B, nam-
lich diejenige der einelementigen Mengen.

- Da nun zwei Elemente e,e'eB nur dann in zwei verschiedenen Mengen
TeF sein konnen, wenn Ce(x)nce.(x)=¢, fiihren wir fir alle e<B fol-
gende Operationen durch:

1 Bestimme Ce(x).
2 Revidiere die bisher gebildete Partition, indem alle Mengen
der Partition, die mit Ce(x) einen nicht-leeren Durchschnitt

haben, in eine Menge zusammengefasst werden.

Ein solcher Algorithmus bendtigt O(fB}Z) Rechenschritte, relativ
zum Rechenaufwand der Subroutine (2.10).
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3.14 Familien von verschachtelten Teilmengen von E

a) Sei & eine Menge von nichtleeren verschiedenen Teilmengen von E.

wir nennen of eine Sequenz von verschachtelten Mengen, falls
fur A,Be gilt: A~B ¢ {A,B} .

Fig. 3.1: Sequenz von verschachtelten Mengen

b) Sei A eine Menge von nichtleeren verschiedenen Teilmengen von E.

Wir nennen ® cine Familie von verschachtelten Mengen, falls
fir A,Be®R gilt: AB ¢ {#,A,B} .

O

Fig. 3.2: Familie von verschachtelten Mengen

Natiirlich ist jede Seqenz von verschachtelten Mengen ein Spezial-
fall einer Familie von verschachtelten Mengen.

Im Verlaufe des Algorithmus werden wir zwei solche Familien von

verschachtelten Mengen konstruieren, welche laufend veridndert wer-
den durch Hinzufiigen neuer Mengen und Streichungen von Mengen. Wir
werden zu beweisen haben, dass neue Mengen wirklich in die Familie
eingfiigt werden kdnnen, d.h. dass wir nicht eine Situation wie in
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Figur 3.3.a haben sondern eine solche wie in Figur 3.3.b. In der
Figur 3.3 sind die bereits bestehenden Mengen der Familie mit
durchgehenden Linien gezeichnet, die neu hinzustossenden Mengen

mit gestrichenen Linien.

Figur 3.3: Revision der Familien von verschachtelten Mengen

d) sei RE:= ®u(E). Fir ein Ac &F sei Vy = BBt Be ® , BcA}
und fiir ein Acl sei, falls A#E, T, := o(8: Be AF, Boay,
falls A=E, TA:= E. Es gibt somit mindestens eine Menge Ac ﬁLE
mit V,=@ und eine Menge BeR mit To=E. Es gilt fir alle A<R ,

VACA und, falls A#E, ACTA.

e) Die Familien, welche wir im Verlaufe des Algorithmus konstruie-
ren werden, bestehen aus f-abgeschlossenen, f-nichtseparablen
Mengen, die Uberdies beziiglich des jeweils geltenden Primalvek-
tors f-kritisch sind. Auch gilt f(e)>0 fir alle ecE. Fiir eine
solche Familie & gelten nun fiir alle A<R folgende Beziehungen:
- f(VA) < f(A) und, falls A#E , f(A) < f(TA) :

Sicher gilt f(VA)Sf(A)Sf(TA),
f(A)=f(VA) cder f(A)=f(TA) folgt aber sofort A=VA oder A=TA’
da die Mengen VA’ A, TA f-abgeschlossen sind.

da f nichtabnehmend ist. Aus

- x(VA) < x{A) und, falls A#E, x{(A) < x(TA) :
Dies folgt sofort aus obiger Beziehung, weil x(A)=f(A) fir
alle Ac & uig) gilt

- Somit gibt es, falls VACACTA, zwei Elemente j,h, jeA-VA,
heTA—A mit j,h € Sx={e: xe>0}.

f) Im Algorithmus werden die zwei Familien von verschachtelten
Mengen ﬂ1 und Qz genannt. Fir k=1,2 sind dann ﬁE, V‘;, Ti
die den Mengen 'jKE, VA’ TA in & entsprechenden Mengen.



- 50 -

3.15 Primales LP:

Der Algorithmus wird folgendes lineare Programm ldsen:
Maximiere c.x , wobei xel?.E derart, dass

*a 20 fiur alle eet
x(S) < f](S) fiir alle SeKE, S fk-abgeschlossen
x(S)

x(E) = m me N .

A

fZ(S) und fk-nichtseparabel, fiir k=1,2.

Der hier definierte Polyeder ist derselbe wie der Polyeder, der

in (3.2) definiert wurde:

- Jede Ungleichung x(S)sfk(S), wo S nicht nicht fk—abgeschlossen
ist, wird 'dominiert' durch die Ungleichung x(SPk(S))sfk(SPk(S)),
wobe1i SPk(S) den fk
Somit kann sie weggelassen werden:

x(S) = x(SP,(S)) = ,(SP,(S)) = £, (S)

-Spann der Menge S bedeutet, fiir k=1,2.

- Falls F eine fk—Separation von S ist (fiir Mengen S, die fk-sepa-
rabel sind), dann kann die Ungleichung x(S)sfk(S) ebenfalls weg-
gelassen werden. Sie wird dann dominiert durch die Ungelichungen
x(S‘)ka(S‘), S'eF :

x(S) = §{x(S'): S'eF} < ¥ {fk(S‘): S'eF} = fk(S)

- Die Ungleichung mit m als rechter Seite wurde eingefiihrt, um
auf einfache Art eine duale Initiallosung zu erzeugen. Wah1t
man m gross genug, z.B. m=n.K, so ist sie redundant.
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3.16 Duales LP:

Fiir k=1,2 sei
yk .= [yk(s) : SeKE, S fk-abgeschlossen und fk—nichtseparabell

tk(y,e) = X{yk(s): eeseKE, S fk—abgesch1ossen und fk—nicht-
separabel }

Sei iiberdies
y =Ly, v, ¥4

tlyse) =y + ti(y.e) + ty(y,e)

Dann ist das duale LP zu (3.15):
Minimiere f.y := m.yo + f].y] + fz.y2 , wobei

yz0

t(y,e) = ¢, fir alle ecE

3.17 Bedingungen fiir die Optimalitat

Eine Moglichkeit zu zeigen, dass ein x, welches eine Losung von
(3.15) ist, c.x maximiert, ist die Angabe einer Ldsung y von
(3.16), so dass fir (x,y) die 'Komplementarschlupfbedingungen'
erfiillt sind:

a) x >0 = t(y,e) = Ce

b) yk(S) >0 = x(S) fk(S), d.h. x ist eine f -Basis von S.

c) Y 0 = x{E)=m.

Daraus folgt nach einem bekannten Satz der LP-Theorie (vgl. dazu
T611), dass c.x = f.y und damit die Optimalitat des Paares (x,y).
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3.18 Algorithmus, generelles Konzept

Der Algorithmus wird mit einer primal und dual zuldssigen
Initiallosung starten, welche (3.17.a) und (3.17.b), aber im
allgemeinen nicht (3.17.c) erfiillt. Er terminiert, sobald
(3.17.¢c) erfullt ist.

Das folgende Flussdiagramm illustriert dies:
©
r
L]

L 4

Xx¢P,ynP

2

y = [.yms .Yk(A), A fk'ab'
geschlossen und fk-
Primalschritt nichtseparabel, k=1,2]

Augmentation der Pri-

mallosung, so dass die

4 Komponentensumme wichst

1]
3

G

nein

L
Sk CO%@) COND: Eine Augmentation war
moglich

nein

Ja__ X(E) = [ix,: ecE)

y

Dualschritt

Revision der
Duallosung

4

i I B ey SV O
\\ZELE/rﬁf » (x,y) optimal

Figur 3.4: Primal-Dualer Polymatroid-Intersektions-Algorithmus.
generelles Konzept.
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3.19 ALGORITHMUS

Gegeben eine endliche Menge E. Fir k=1,2 sei PEJRE ein ganzzahli-
ges Polymatroid, fk seine entsprechende ganzzahlige SO—Funktion.
0.B.d.A gilt fk(e)>0 fir alle e<E. Gegeben c=[ce: eck, c§ﬁu.
Finde einen Vektor x aus der Menge aller ganzzahligen Vektoren z,
zeP]nPZ, z{E)<m, so dass c.x maximal ist.

0 Initialisierung

x:=0, yk(A):=0 fur alle AcE, k=1,2. Y= max{O,ce:eeE}.

1 Primalschritt

Input: (x,y), primal und dual zuldssig, so dass

- % (A)20 <= Ae R , k=1,2, wobei 631( eine Familie von ver-
schachtelten, fk-abgeschlossenen, fk-nichtsepa~
rablen,verschiedenen und nichtleeren Teilmengen
von E ist.

- Sx = {e: xe>0} c EO := {e<E: t(y,e)=ce}

d.h. x ist eine f, -Basis von A.

- x(R)=f, (A) fir alle Ac ﬁlk, v

1.1 Fiir alle AeQE, k=1,2, sei f: = (£ 1A) x (A-vk) die Kontrak-

tion von kaA auf A-V:, und

A . . A _ A
sei Pk das Polymatroid definiert durch Pk.— P(K(A-V;)’ fk) .

H = 3 1 .= A. E 1. 3 -
Fir k=1,2, sei Py := 8 (P Aeka} und fy: Lo >R die ent

k
£
sprechende 8 -Funktion, f;(D) = E{f:(Dn(A-V:)): AR, Delp .
o S0 o, 0. 0
Fir k=1,2, sei f, := fk!E und Py := P(KEO, fk) .
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1.2 wende wiederholt Algorithmus (2.18) beziiglich x und Pg, k=1,2

2.1

2.2

2.3

an, bis )

- entweder i(E0)=i(E)=m (falls %(E)>m, wiirden wir das letzte
Inkrement & in Schritt 6 von Algorithmus (2.18) entsprechend
reduzieren). Stop. (X,y) ist ein optimales Paar von Losungen.

- oder %(E)<m, aber R(EQ)=%(E) maximal in P?npg ist. Es gibt
dann eine Menge Sm in Algorithmus (2.18). Definiere S:=Sm,

x:=x und gehe zu Schritt 2.

Dualschritt

Sei st.= SVi(xiE-S) und $%:= SVé(xIS), wobei fir k=1,2,

SVé(x) die maximale f&—kritische Menge beziiglich x bezeichnet.

Fir k=1,2 und alle Ac®, finde B¢ 1= (sKam)uf
finde Ft,
" k R qs

fuge alle Mengen BeFA, Aeflk entsprechend in die Familie Sik

die minimale fk-Separation von BZ, und

U T k.
dabei die Familie kaﬂdwd.qkw Qku{BéA.Aeﬁk}.

#odifiziere die Dualvariablen:

- 9k(D) 1= yk(D) + 6.Nk(D) , fur alle DckE, k=1,2, wobei

- Nk(D) die Anzahl der Mengen Be Gik- glk’ so dass B=D, minus
die Anzahl der Mengen Ae:ﬁk, so dass A=D.

5= mind y 5 tly,e)-cy: ect-(s'us?) ; Y (A): N (A)=-1, ASE}

A A -
Fur k=1,2, sei ﬁk:= ﬁk’ wobei ﬂk aus ﬁk erthalten wird
durch Streichung aller Mengen A mit §(A)=0 und durch Identifi-
zierung aller identischen Mengen.

Definiere y := ¥ .

Falls ym=0, dann stop: (x,y) ist ein optimales Paar von
Lcsungen.

Andernfalls gehe zu Schritt 1.




3.20

1
[$3]
w

]

Validitdt des Algorithmus

Wir werden beweisen, dass fir jeden Input des Primalschritts

des Algorithmus (3.19) folgende Seziehungen gelten:

a)

b)
c)

e)

X5P1nP2, also x primal zuldssig, um (3.15) und damit (3.2)

zu erfiillen.
y ist dual zuldssig, um (3.16) zu erfiillen

Y (R)>0 <= Ac@, , k=1,2, wobei K, eine Familie von ver-
schachtelten, f -abgeschlossenen und fk—n1cht-
separabien, verscn1edenen und nichtleeren

Teilmengen von £ ist.

0

= {e: x >0} c B = lecE, t( e)=ce} (um (3.17.a) zu er-

fiillen)

S
X

x(R)=f, (A) fiir alle A.:@.k, k=1,2, d.h. x ist eine f,-Basis
von A {um (3.7.b) zu erfiillen).

Dies wird sicher bewiesen, indem wir zeigen, dass

die Initialldsung a) bis e) erfiillt (3.21)
nach Schritt 1.2 des Algorithmus a), d), e) fiir den neuen Vek-

tor X erfillt sind (3.22)

alle Mengen BeFi, AR, , konstruiert in Schritt 2.1 des Algorith-

mus, f

k*

-abgeschlossene,f, -nichtseparable Teilmengen von E sind,

k k
welche iiberdies fk-kritisch beziiglich des geltenden Primalvek-

‘tors x sind (3.23)

alle Mengen BeF;, Aeﬁk, wirklich in die Familie ﬁk eingefiigt

A
werden konnen (d.h. ﬁlk ist wieder eine Familie von verschachtel-
ten Mengen) (3.24)

nach der Revision der Duallosung in Schritt 2.2 der neue Vektor ¥
dual zuldssig ist (3.25)
20

SX c B := {e<E: t(y,e)= =Co T gilt (3.26)
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3.21 Proposition: Die Initialldsung in Algorithmus (3.19) erfillt
(3.20.a) bis (3.20.e)
Beweis: Dies ist sicher der Fall wegen x:=0 und yk(A)=0 fur alle
AcE, k=1,2 und wegen Y= max{O,ce:eeE}.

I

3.22 Lemma: Nach Schritt 1.2 von Algorithmus (3.19) giTt )‘(ePl‘P2 und
(3.20.d) und (3.20.e) sind beziiglich % erfillt.

Beweis:

Wegen der Konstruktion von PE aus Pk und weil x eine fk—Basis von A
fir alle Asa.k, k=1,2 ist, gilt

o _ e kA e E ey oo

XeP, = xePy <= x|A-Vy € P fir alle Aeﬁlk <= xeP

Der Algorithmus {(2.18) wird nun wiederholt auf x und Pg, k=1,2 an-
gewandt, er terminiert mit einem Vektor ieP?nPg. Somit gilt sofort

XEP.InPZ.

(3.20.d) ist bezliglich % erfiillt, weil die Augmentationen auf Pg,
k=1,2, durchgefiihrt wurden.

Sei nun Aeiik, fiir k=1 oder k=2. Somit.x(A)=fk(A). Wegen Konstruk-
tion von P/ aus P und wegen (3.9) gilt

£L(A) = SOFM(D-vE): De®,, DA} = TCF(D)-F(VE): DRy, 0zA: = F(A)
Somit gilt auch x(A)=f§(A). Seien nun & und w={v1,..,vw} die wah-
rend eines Durchlaufs von Algorithmus aufgebaute vergrossernde
Struktur und der vergrossernde Weg. Da die Augmentation in PS durch-
gefiihrt wird, gilt fir jedes vieA, i gerade, dass, falls k=1, so
vi+1€A’ falls k=2, so vi-1€A' Damit ist fQ(A)Zi(A)Zx(A)=fk(A)=fi(A).
Damit gilt Gleichheit. Durch wiederholte Anwendung dieser Ueber-
legungen gilt somit (3.20.e) beziiglich X.
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3.23 Lemma: Alle Mengen BeF AeQRF k=1,2, welche in Schritt 2.1 des
Algorithmus (3.19) konstru1ert werden, sind fk-abgeschlos-
sen, fk—nichtseparabe1 und fk—kritisch beziglich x.

Beweis:

Wegen der Konstruktion der Mengen B, wegen (3.12) und (3.13.a)
geniigt es, fiir jede Menge Bk Aeﬁtk k=1,2 zu ze1gen, dass Bk

f = (SknA)uV (s ﬂA)uV ),
und zu zeigen, dass x(B A) f A) gilt:

)F

-abgeschlossen ist, d.h. B

Sei fir k=1,2 und alle AaﬂE =S n(A Vk). Wegen der Konstruk-
tion von Pk aus Pk gilt, dass fk Spannb11dung des Vektors x und

Schnitt mit A-V, vertauscht werden konnen, d.h. es gilt

A
1 '
-5) = SV](XI(E-S)ﬂ(A-VA))= VA (E=S)n(A-V}))  und
N si - SVé(x[Sn(A-Vi)) - svﬁ(x|Sn(A-v§)) , wobei fiir k=1,2,

SVP(x) der £R-Spann des Vektors x| A=V ist. Damit gilt x(s:)=ff(sﬁ).

Wegen Konstruktion von SA gilt nun B S ® V . Damit gilt wegen
der Konstruktion von Pé aus Pk und wegen (3.9).

Ky _ Ak ky _ k Ky _ k

Fi (Ba) = F(Sp) + £, (VQ) = x(Sy) + x(V}) = x(B)

. kK . k
Sei nun fk(BAue)-fk(BA

eeB:, dann ist Bﬁ fk-abgeschTOSSen. Es gilt nun:

) fiir ein e<E. Wenn wir zeigen kdnnen, dass

- £, (85) = x(8%) < x(8Kue) <, (Bkue) = F (8%,
somit Gleicheit und damit xe-O und x(B Aue) f (8 ue) .

- Zuerst beweisen wir, dass eeA. Falls A=E, so g11t dies trivialer-
weise. Andernfalls ist Aegik; wegen x(A)=fk(A), (2.5) und BigA
gilt auch x(Aue)=fk(Aue), damit fk(Aue)=x(Aue)=x(A)=fk(A)sfk(Aue),
somit Gleichheit und also fk(A)=fk(Aue); da A fk-abgeschlossen ist,
gilt somit eeA.

- Ist nun eeV;, so gilt wegen V:gBk sofort eeB:.

- Falls aber eeA-V:, so gilt wegen (3.9) und der Voraussetzung

£, (85) = (v§)+fA(sk) < fk(Vk)+fA(Skue) - f.kaue) - f (Bk) ,

som1t Gleichheit und damit f (S } = (S ve). ,an1t gilt aber
(S ve) = fﬁ( ve), und weil S d1e max1ma]e f -kritische Menge

bezug11ch x|A- V; ist, gilt eesﬁ, somit EeB:.

rl
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3.24 Lemma: Alle Mengen BeF:‘,‘A-:?B,E, k=1,2, konstruiert in Schritt 2.1
des Algorithmus (3.19), konnen in die Familie ﬁk eingefiigt
werden, so dass die neue Familie 9ik wieder eine Familie
von verschachtelten Mengen ist.

Beweis:

- Wegen der Konstruktion der Menge Bi und der Partition Fk gilt
k T S
Va s B{B: BeFyl = By

- Somit gilt fir alle A'=F, B'<FK,, k=1,2 :

A

in

falls AnA'=@ , so BnrA'=@ und BrB'=@ ,
falls AcA' , S0 BrA*=B und BnB'=B ,
falls A=A’ , s0 BrA'=B und BnB'=@ fiir B#B'

- Der einzige nichttriviale Punkt ist zu zeigen, dass
falls AsA' , so BnA'e{@,A'}

Der Beweis dafir ist ahnlich wie derjenige in (3.11):

- Nimm an, dass BnA'#@, aber A'¢B.

- Sei B : B - B Wegen der Def1n1t1on einer fk Separation
und wegen (3 11.a) gilt f (B ) f (B)+f (B), und damit
wegen (3.11.b) f (A') = fk(A nB) + fk(A'rF). Aber dann
ist A’ fk-separabel und dies ist ein Widerspruch, da
wegen A'cA A‘sﬁlk gilt und alle Mengen in fﬁk fk—nicht—
separabel sind.

- Somit gilt A'cB.

- Die folgende Illustration zeigt die Situation:

Figur 3.5: Einfiigen der neuen Mengen BsF: fir ein Agﬁli:

k_ gk o
Fp=(B,.B).B5.B,). AJOABAL = Vy < By = A .
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3.25 Lemma: Nach Schritt 2.2 des Algerithmus ist der neue duale Vektor

¥ dual zuldssig.

Beweis: In den Punkten a) bis e) treffen wir Vorbereitungen fur

den eigentlichen Beweis in f). Wo nichts anderes angege-
ben ist steht der Index k jeweils fir k=1 oder k=2.

K ok - kn(e{,\_vi: pe RE:
<
N {s’;: Aeﬁi} e{B : Aeﬁ}

K £
® (( 8(B: BFY} - v:): Aeﬁk}

k K. £ 'y Ey _ Ky, o oF;
E-S° = 8 {(A-V}): Aeﬁk} - 855, Aeﬁk} =8 ((A-B): A&ik;

=0 (( A- 0B BeF';} ): AeﬂE}

c) Bemerkung: Jede Sequenz von {ev. echt verschachtelten) Mengen der

e)

Familie %( hat die Form:

ch':\cAch _...cA"CB cE, Wo A,A' A"eﬁk, FA FABFA..Eﬂk R
d.h. zwischen zwei Mengen AA'e Rk gibt es ein Be‘i ﬁk
und zwischen zwei Mengen B,E egl ﬁ gibt es em Aeﬁk

Dies folgt sofort aus der Deﬁmtwn der Mengen B : Ae‘.?cE

Sei i aus —k
Mengen und sei aus ﬂk erhalten durch Streichung aller

Mengen Ae 5%( mit yk(A)=0.

erhalten_durch Identifizierung identischer

Fir jede Funktion o : LE >R gilt nun folgende Beziehung:

[alR).5, (A) :he & =1 ta(r)g, (R): A B
= 1 {a(R).Cy, (A)+6.N (A)]: Ae £
=y {u(A).yk(A): Ae ik} + 8. X{Q(A).Nk(A):Ae EK}

=¥ {a(£) Y (R): Ae sz}
+6.074a(B) B FA, A BY-Ta(a): A & 13



(3.25 Fortsetzung)

f} Um nun die Auss

Ueberlegungen d
- ym >0, da
- yk(A) >0 f
- t(y,J) =z c,
(9,3) = ¢4

- Um tk(ysj
der yk(A)

- 60 -

age von (3.25) zu beweisen, fiihren wir folgende

urch:

-4 ym

Ur alle AeL da 8 < min{yk(A): N (A)=-1, AeLEL

| k(

flir alle jet :

), k=1,2, zu berechnen, miissen wir die Summation
A

iiber alle Aeﬁlk, wobei jeA, durchfiihren.

- Wegen e), wobei a{A)=1 fir jeA und a(A)=0 fir j¢A, wegen
a), b) und ¢) und weil alle Mengen von ﬁlk, welche j ent-

halten, ei

- falis je

- falls je

- Somit gilt

- Somit gilt

ne Sequenz wie unter c) geschildert bilden, gilt

sk, so ist die Anzahl der Mengen BeFy: AcR,
welche j enthalten, gleich der Anzahl der
Mengen As{ﬂk, welche j enthalten, plus 1,
somit tk(y,j)= tk(y,j)+6 .
E—Sk, so sind die beiden Anzahlen gleich, also
£ (3:3) =t (9.3) -

£(3,3) = tly,3)+6 , falls jes'ns? ,

t(¥,3)

£(5.3) = t(y,i)-6 , falls jeE-(S'uS

t(y,j) . falls jes'-sZ oder jes?-s'
2

).
t(y,j)zcj fiir alle jeE, weil

§ < min{t(y,j)-cj: jeE-(S]USZ)}.
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3.26 Lemma: Nach der Revision der Dualltsung in Schritt 2.2 des
Algorithmus (3.19) qilt

) o
=4 = {ecE: =
SX < B7 := {e<E: t(y,e) ce}

Beweis:

Fir alle eeSX galt eeEo. Weil S]uS2 2 EO, gilt somit eES] oder

eeSZ.

Sobald wir bewiesen haben, dass e¢S]n52, gilt wegen der Resultate
in {3.25), besonders den Ueberlegungen in (3.25.f), sofort
t(y,e) = tiy,e) = Ce und damit eeEO .

Beweis fiir e#S]nSZ:
- Wegen Konstruktion gilt xeP]nPZ, damit wegen den gleichen Ueber-
Tegungen wie in (3.22) XEPinPé.
- Es gilt x!Sue € PinPé . Somit gilt wegen xe>0
- falls ecs und efS, dann edsV3(x15)=5?
- falls eeSX und eeS, dann e¢SVi(xiE—S)=S]

- Somit ist egS'rse.



3.27 Termination des Algorithmus

Proposition: Der Wert von ¢ berechnet in Schritt 2.2 von Algo-

rithmus {3.19) ist grosser als 0.

Beweis:

- Falls 8 = Yo o dann gilt &>0 weil ym>0 (andernfalls hdtte der
Algorithmus schon vorher terminiert.

- Falls & yk(A) fir ein AeLE , k=1 oder k=2, dann gilt Nk(A)=—1
und somit A< ® . Damit ist &>0, wegen yk(A)>0.

k
- Falls ¢ = t(y,e)—ce fir ein eck, dann ist eeE—(S]uSZ), somit .
e¢E0 und damit & >0 wegen t(y,e)>ce .

Proposition:  Fiir ganzzahlige Vektoren c terminiert der Algo-

rithmus (3.19) nach hochstens Crax’> max{O,ce:eeE}
Iterationen, d.h. Revisionen der Dualldsung.

Beweis:
Dies ist klar wegen der Definition von Yn™ Cmax und
der Berechnung von & : y und § sind ganzzahlig und des-
halb gilt 621 fir jede Revision der Dualldsung. Somit

ist ym=0 nach spdtestens Cnax Revisionen. q

Bemerkung: Ciese Abschidtzung ist natiirlich, obwohl leicht einzu-
sehen, nicht das, was wir wiinschen. Die Komplexitat des
Algorithmus sollte nicht von den Gewichten abhangig sein,
und somit auch fiir nichtganzzahlige ¢ gelten (vgl. (3.5)).
Im folgenden Satz (3.28) wird aber gezeigt, dass wir
fur den Algorithmus eine Komplexitdt angeben konnen,

welche unabhdngig von der Wahl von ¢ ist.
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Satz: Fiir k=1,2, sei Zk die Komplexitdt der Subroutine zur Berech-

nung, ob X<Pk oder nicht. Sei Z := max{Z],ZZ}.

Dann kann mit Algorithmus (3.19) ein Paar von optimalen Vek-
toren (x,y) in 0(n3.K.(Z+n2)) Rechenschritten erhalten werden.
(In (3.34) diskutieren wir diese Komplexitit).

Beweis:

)

In (3.30) bis (3.33) beweisen wir, dass es hichstens O(nz) Re-
visionen zwischen zwei Augmentationen geben kann. (3.29) be-
inhaltet die dazu notwendigen Definitionen.

Wegen der Definition von n und K gibt es hochstens n.K Augmenta-
tionen, da jede Augmentation die Komponentensumme des Primalvek-
tors um mindestens 1 erhoht.

Fiir jede Augmentation gibt es einen Durchlauf von Schritt 1.2 des
Algorithmus (3.19) mit Berechnung der minimalen fk-kritischen Men-
gen beziiglich x. Da wir mit dem schlimmsten Fall von Inkrementen

§=1 fiir die Vergrdsserung der Komponentensumme rechnen, dirfen wir

nach (2.22) O(nZ;Z) 2ls Schranke annehmen.

Schritt 1.7 kann in O(n?) Rechenschritten realisiert werden: Mit
Beriicksichtigung der verschachtelten Familien kann bei geeig-
neter Cod1erung fiir jedes Aegi k=1,2, in 0{(n) Rechenschritten
die Menge C (x)nA Vk berechnet werden, fir e<E (vgl. (6.2)).

1.2 benotlgt O(n ) Rechenschr1tte fiir jeden Durchlauf ohne Aug-
mentation (d.h. vor jeder Rev1s1on). Dies wegen (2.22), weil
keine Neurechnung der Mengen C ( ), e<E, k=1,2, erfolgen muss.
Somit bendtigt Schritt 1 O(n ) Rechenschritte fir jede Revision.

Schritt 2.1 benotigt O(n ) Rechenschritte, um die Mengen Sk und
i zu berechnen, fiir k=1,2 und Aef].k Wegen (3.13. b) ist leicht
einzusehen, dass alle Separationen F;, Aeiik in O(n ) Rechen-
schritten erhalten werden konnen, weil wir fiir jedes A nur noch
die Mengen Ce(x) aller Elemente e, eeB:-V; betrachten miissen.
Schritt (2.2) bendtigt 0(n) Rechenschritte.

Somit bendtigt Schritt 2 O(nz) Rechenschritte fir jede Revision.

Da es hochstens 0(n2) Revisionen zwischen zwei Augmentationen gibt,
gibt es hichstens 0{n.K . n2) Durchldufe von Algorithmus (3.19)
ohne den wiederholten Durchlauf von 1.2 wegen Augmentationen.

Die Komplexitat von Algorithmus (3.19) ist somit O(n.K.(n22+n4)).
0



3.29

3.30
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Definitionen:

Betrachte eine bestimmte Revision. x sei der giiltige Primalvektor.
Sei of die wahrend des letzten Durchlaufs von Schritt 2.1 von Algo-
rithmus (3.19) konstruierte vergrossernde Struktur, 2 die Niveau-
funktion der Elemente von EC in .

Seien y und § die dualen Vektoren vor und nach der Revision. § ist
somit der duale Input-Vektor fiir den ndachsten Durchlauf von Schritt

1 von A]gorithmus (3.19). Fiir.-k=1,2 sind dann &K v';, T'/i, b g0
die 51 ﬁ, é,EO entspfu Familien, Mengen und Polymatroide.

X ist’ dann der primale Vektor, giiltig fir die ndchste Revision
(also %=x, falls dazwischen keine Augmentation stattfand).
und Z sind dann entsprechend af und 2 definiert.
s R A, & ek o=k . k P~
Fir k=1,2, seien SV, §, 5%, B}, ﬁk die SV, S, sk , By, R ent-
sprechenden Familien und Mengen.

Proposition: Fir k=1,2 gilt SV (x) sv) (x)
Beweis:

< : Sei eeSVk(x). Da x eine fk-Basis aller Mengen Ae ﬂk ist, gilt
SV, (x) > VK.

k =t

Sei nun A die kleinste Menge aus ﬂku{SV (x)3. welche e enthdlt.

Wegen der Konstruktion von Pﬂ aus P {vgl. (3.9)) gilt:

i (A -Vp) = (A vy = (A)—k(VA) - x(A)-x(V‘;\) = x(A—V:)
Da ed-\-\fz , gilt somit eeSV(x).

: Sei eeSV! (x) Sei A:= SV (x)nE Vk Da x eine fk -Basis von allen
Mengen in Ei ist, dass x(V )=f (V }. Ebenso gilt x(A)=f! ( )

wegen der Konstrukt1on von Pé aus Pk (vgl. 3.9)). Somit g11t

f(onlé) - fE(A)»rfk(v-‘g) . f‘;(A)+fk(v‘E) = x(A)x(VE) = x(h0VE) .

tu

Weil eeasvé, so gilt somit eeSVk(x).
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3.31 Proposition: Es gelten folgende Aussagen fiir die Mengen

s, 51,52, s, 69, 0.
X
a) S] c E-S
b) S n52 cS
X 2
¢) SeS
d) sc@?
Beweise:

a) und b): Sei SVE(X) der fE—Spann beziiglich x, fir k=1,2.

c):

d):

Wegen (2.20) und da x,=0 fiir alle jeE-E0, gilt

E%-s = sv9(x1e%s) ¢ SVi(xlEO-S) = SV}(xIE-S) = 5!

Weil SgEo, gilt wegen SnSV (xlE -S)=@ sofort auch

SnSVi(xIEO-S)=G und damit SnS =@, d.h. S'cE-S.

Wegen der Betrachtungen im Beweis von (3.26) gilt

fiir alle eeSx, dass entweder esS] oder eeSZ.
Andererseits gilt fir alle eesx, dass entweder eeEO—S
oder eeS. Wegen obiger Abschidtzung von EO-S gilt fir
Jjedes eeEO-S, dass eeS]. Durch Bildung der Kontraposi-
tion gilt dann fiir jedes eeSX mit eesz, dass eeS.

Wegen (2.20) gilt sofort

S < sv0 (x[S) SV (xIS) = 52

Wegen a) gilt SaS =¢ Der Art der Berechnung von t(y,j) fiir
ein jet 1n (3.25.f) entnehmen wir, dass t(¥,j)>t{y,j) nur
dann, wenn jeS nS2 Da fiir ein eeS sicher esS]uS2 gilt (wegen
SgEogS uSz), gilt somit, wieder wegen der Berechnung in

(3.25.f), dass t(i,e)=t(y,e)=ce. Damit gilt aber Sgﬁo.
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3.32 Lemma: Sei %=x. Dann gilt $5S .

Beweis: Wir zeigen fir alle ecS, dass i(e)<a(e) (daraus folgt
sofort ee§). Diese Aussage beweisen wir durch Induktion

nach den Niveaus i in oF:

Verankerung fiir i=1: Sei g{e)=1 fir ein eEEO. Somit gilt e¢SVi(x)
und ecS. Wegen (3.31.d) gilt ecEO. Wegen (3.30) gilt
aber ctSV]( x), wegen X=x damit auch e¢SV (x) und somit
wegen der Konstruktion von Dz auch g{e)= 1 1(e).

Induktionsschritt: Nimm an, dass 2(j)=a(j) fir alle jeS mit 2(j)<i.

Wir beweisen, dass t(e)<z(e) fir alle ecS mit
w(e)=i :

Beweis:

- Sei eeS mit g(e)=i
- Wegen (3.31.d) gilt eEEO.

- Sei i_gerade. Sei A die kleinste Menge in ﬁlg mit ecA. Wegen
der Konstruktion von Pé aus P2 und von £ gibt es ein geEO mit
ed UL 2(g)=i-1, wAVi

aussetzung giiltig: 2(g)<2(g). Da e,geS, gilt wegen (3.31.c)

Fiir g ist somit die Induktionsvor-

e geS Wegen (3.13.b) sind e und g 1n der g]elchen Menge

DeFi und wegen der Konstruktion von 5R gilt De 95 und
e,geD- V Som1t gilt wegen der Konstruktlon von P2 aus P2
und von uf

- falls &(g) ungerade, so Z(e) s3(g)+} <‘£(g)+] =i
- falls i(g) gerade, so gibt es ein jeD- VD’ (3)=1(q)-1,
gECJ(x), somit wegen (2.12) eeci(x) und damit
2(e) <2(3)+1 =%(g) <elg) =i-1 .

- Sei i ungerade. Sei A die kleinste Menge in QRE mit ecA. Wegen

Konstruktion von P! aus P, und von o€ gibt es ein geEo, 2(g)=i-1,

gec (x), geA- V] F;r g gi}t die Ind.voraussetzung: 2(g)se(g). Da

e g€S gilt wegen (3.31.a) e, g¢S und damit e,gEA—B;. Sei D die

k1e1nste Menge in é die A enthalt (ev. D=A). Es gilt V;—B; und
e,geD- VD’ somit wegen Konstruktion von P] aus P] und von ui

- falls £(g) gerade, so %{e) s2(g)+1=s(g)+1=1 .

- falls 2(g) ungerade, so gibt es ein hGD-Vé, (n)=2(g)-1, hecg(x),

somit wegen (2.12) hecl(x) und damit 2(e)<%{h}+1=1(g)<2(g)=i-1

-
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3.33 Lemma: Es gibt hochstens O(nz) Revisionen der dualen Losung

zwischen zwei Augmentationen des Primalvektors.
Beweis:

Falls zwischen zwei Revisionen keine Augemntation erfolgt, gilt

X=x. Ferner gibt es wegen der Wahl von ¢ in Schritt 2.2 von Algo-

rithmus (3.19), falls 5£y , ein eef-(S ]uSZ) mit eeﬁo oder ein

AeGRK, k=1 oder k=2, mit N (A)--l und A¢ék Wir werden zeigen,

dass diese beiden Fdlle n1cht "allzu oft" auftreten konnen, ohne

dass eine Augmentation des Primalvektors erfolgt.

Fall 1: Es gibt ein eeE—(S]uSZ), eeEO. Wegen (3.31.c) gilt, da
e(SZ, sofort e£S. Wir werden zeigen, dass ecS. Wegen

(3.32) gilt dann § o Sue > S. Da es aber hichstens n Elemente

in den Mengen S bzw. S gibt, tritt Fall 1 somit hochstens n Male

ein.

Beweis fiir eeS:

- Wegen (3.30) gilt SV](x)=SVi(x).

- Falls e¢SV (x), so gilt sofort £(e)=1 und damit eeS.

- Falls eeSVY (x), so existiert C (x) Es gilt aber nach Voraus-
setzung e¢ S = sv! (x £-S) = SV (xlE -S). Sei nun A die kleinste
Menge in ﬁ], we]che e enthalt. Es gilt, da A fk -kritisch beziig-
Tich x ist oder A=E gilt, dass C (x)cA

Da Xe =0 wegen etE S1uS2 da C (x)o{e} wegen f (e)>0

da e€SV](x), aber eZS], gibt es ein g#e geC (x)n(A VA), geS2
Wegen (2.7) gilt geSx und damit wegen (3.31.b) sofort geS, und

somit gilt wegen der Konstruktion von Bl\, dass e,geA-B}\.
A

Sei nun D die kleinste Menge in i], welche A enthdlt (ev. D=A).

S =1
Es gilt VD-BA und e;gED-VD. 0
und von ¢, und weil wegen (3.32) gS:

Somit gilt wegen Konstruktion von

l;i aus P]

- falls i(g) gerade, so i(e)< 7(g)+1 und damit eeS.

- fa]ls i{g) ungerade, so gibt es ein heD VD' 2(h)=1(9)-1,
hng(x), heS, somit wegen (2.12) heC (x) und damit

£(e) < 1(h)+1=3(g). Somit gilt ecS.
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(Lemma (3.33), Fortsetzung)
’ A
Fall 2: Es gibt ein Aer, k=1 oder k=2, mit N, (A)=-1 und A¢ %, .
Wir zeigen, dass Fall 2 hochstens O(nz) Male auftreten kann:

- Sei T:= Ti {vgl. (3.14.d)) und sei DeF§ die eindeutige Menge in B#,
welche A enthalt. Da Nk(A)=-], gilt Bi c A< D. Somit gibt es mit
den gleichen Ueberlegungen wie in (3.14.e) ein heD-A und ein

ok e
JaA-S;, J,heSx—{e. xe>0}.

- Sei nun fur k=1,2, Iz (bzw. fz) eine kleinste Menge in 52k (bzw.
2
Rk), welche ein Element ecE enthdlt (in Qk und konnen auch

gleicre Mengen sein).

- Es 911. nun D = h > I = A. Durch Konstrukt1on von ji gilt nun:

De ik FAc ﬁk, und nach Voraussetzung Mﬁ u(G: GeF¥ P Vll;

- Wegen '3.26) und wegen (3.25.a,b) gilt heS und JeS , wobei
k:=1, falls k=2 und k:=2, falls k=1.

- Nimm nun an, dass $=S. Dann gilt he§ und JESk da sonst §#S ware,
wegen {3.31.a,b). Dann gilt aber heBD D und JeD-§E. Damit gilt

aber Bk i* . f§ = D, im Unterschied zu I, > Ig. Das heisst,

h und j habe: in den Familien von verschachtelten Mengen 51

§k "ihre Platze vertauscht".

- Wegen {3.31.a) und (3.31.b) heisst das nun aber, dass jedesmal,
wenn Fall 2 eintritt, mindestens ein Element aus E-S und ein Ele-
ment aus S ihre Plitze vertauschen mussen, Man kann sagen, die
Elemente aus S streben nach untergeordneten Mengen in der Familie

und die Elemente aus E-S nach iibergeordneten.

- Wegen {3.31) gilt $5S. Zwischen zwei Augmentationen kann somit nur
der Fall eintreten, dass ein Element aus E-S in S hiniberwechselt.
Es kanm dann mit allen in E-S verbliebenen Elementen "den Platz
wechseln" (dies sind hbchstens n-1 Elemente). Daraus folgt aber,
dass Fall 2 hochstens O(n ) Male auftreten kann.

Da fir jede Revision zwischen zwei Augmentationen Fall 1 oder Fall 2
eintreten muss, gibt es somit hochstens O(nz) Revisionen zwischen

zwei Augrentationen.
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3.34 Bemerkungen zur Komplexitat des Algorithmus (3.19):

Wir wiirden gerne eine Komplexitdt angeben, welche proportional
nicht zu K, sondern hochstens zu logK ist. Dies ist im unge-
wichteten Fall (Kapitel 2) gelungen. Im gewichteten Fall sind
aber die Ansdtze des Autors bisher nicht erfolgreich gewesen.

Man konnte zum Beispiel versucht sein, eine Methode im Stile

der sogenannten "Scaling" Methode zu finden, mit welcher Edmonds
und Karp [E31 im Falle vom Hitchcock-Problem erfolgreich eine
Komplexitdt proportional zu logK und nicht zu K angeben konnten.
Das Problem ist hier aber, dass, falls f: LE +R eine ganz-
zahlige BO-F?n:tion ist, die Fu;zzionen gh : tp >R

mit g(A):= > und h{A):= [ 3 J im allgemeinen keine By-Funk-
tionen sind (Ix] ist die kleinste ganze Zahl grisser oder gleich x,

und |xJ die griosste ganze Zahl kleiner oder gleich x).

Auch Versuche, einen "direkten" Beweis einer Komlexitdt pro-
portional zu logK fiir den Algorithmus (3.19) zu finden, schei-
terten. Das liegt sehr wahrscheinlich daran, dass die wahlbaren
Inkremente & zur Vergrosserung der Komponentensumme des Primal-
vektors im gewichteten Fall gerade noch geniigend gross sind. Ver-
gleiche dazu die Lemmas (2.29) und (3.31), wo gegenteilige
"Tendenzen" fiir das Verhalten der Elemente wdhrend einer Augmenta-
tion und wahrend einer Revision aufgezeigt werden: Wahrend Aug-
mentationen bewegen sich die Elemente nach hoheren Niveaus in der

vergrossernden Struktur, wahrend Revisionen nach tieferen Niveaus.

Immerhin ist die angegebene Komplexitdt von 0(n3.K.(n2+Z)) um eini-
ges kleiner als diejenige eines Algorithmus, welcher die Polymatro-
ide zuerst in Matroide mit n.K Elementen transponiert (vgl. (1.13))
und dann einen Matroid-Intersektions-Algorithmus als Teilalgorith-

mus beniitzt. Nach (L1] ist die Komplexitit des Matroid-Inter-

2R3+mRZZ), wobei m die Anzahl

sektionsalgorithmus von Lawler O{m
Elemente und R das Minimum der Rénge der Matroiden ist. Dies ergibe
fir R=m=n.K eine Komplexitat von O(ns.K5+n3.K3.Z) oder

o(nd k3. (n2.x2 + 13y,
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4 Vektoren mit maximaler Gewichtssumme unter Vektoren mit
einer vorgegebenen Komponentensumme in ganzzahligen

Polymatroid-Intesektions-Polyedern

4.1 Gegeben die gleichen Definitionen wie in (3.1)

Das Problem, welches wir jetzt 1osen wollen, ist folgendes:

- . £
Maximiere c.x , wobei xe¢ R~ und

X, = 0 fir alle ect
MS)sfﬂS) mraHeS$E
x(S) < fZ(S) fiir alle SeKE
x(E) = m me N

4.2 Wegen (3.15) ist Problem (4.1) das gleiche Problem wie folgendes:

e . E
Maximiere c.x , wobei xe|R™ und

Xo 2 0 fir alle ect
x(S) < f1(S) fir alle SEKE, S fk-abgesch1ossen und
x(S) < fz(S) fk—nichtseparabe1, fiir k=1,2

x(E) = m me N

4.3 seien y',y%,y, t,(y,e), t,(y,e) und t(y,e) wie in (3.76) definiert.
Dann ist das duale lineare Programm zu (4.2) das folgende LP:

Minimiere f.y =m.y +f .y] + f .yz, wobei
m 1 2

t(y.,e) = e fir alle e<f
y].y2 20

Yy € R

4.4 Komplementarschlupfbedingungen (vgl. (3.17)):
(A) Xo > 0 = t(y,e) = ¢
(8) yk(5)>0 = x(S) = fk(S), d.h. x ist eine f -Basis von S.
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4.5 Algorithmus, generelles Konzept (vgl. (3.18)):

Der Algorithmus startet mit einer Initialldsung {x,y ), welche
dual zuldssig ist und (4.4) erfiillt, ebenso alle Ungleichungen
von (4.2} (d.h. x€PIﬂP2). Nur die Gleichung x(E)=m ist nicht ein-
gehalten. Wir konnen die gleiche Initialldsung wie in Algorithmus
(3.19) verwenden.

Der Algorithmus terminiert, sobald entweder x(E)=m oder wenn wir
beweisen konnen, dass es keinen primal zulassigen Vektor mit der

geforderten Komponentensumme gibt.

Das folgende Flussdiagramm zeigt dieses Konzept:

x<PyP,
LI ¥ =Ly,»¥, (A): A f,-abgeschlos-
sen und fk—nichtseparabel,
fir k=1,2 ]

Primalschritt
Augmentation der Pri- .
mallosung, so dass die x(E)=2{xe: ect}
Komponentensumme wachst

y

x{E)=m Ja (x,y) optimal e

y nein

ja
‘-————1———iL4<§§ND]> COND1: Eine Augmentation

"nein war moglich

Dualschritt

| Revision der Dual-
variabeln

! COND2: Es existiert
' kein primal

‘ nein (-—:::>ja , (:) zuldssiger Vektor
COND2 mit grosserer Kompo-

nentensumme.
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Algorithmus

Gegeben eine endliche Menge E. Fiir k=1,2 sei Pk ein ganzzahliges

Polymatroid, f, seine entsprechende ganzzahlige 8,-Funktion. Gege-

k 0
ben der Vektor c=[ce:eeE], C§l2» und eine positive ganze Zahl m.
Finde einen Vektor x, x aus der Menge aller Vektoren 2z, zeP]an,

z{E)=m, so dass c.x maximal.

Der Algorithmus ist im wesentlichen der Algorithmus (3.19), wobei

zwei Modifikationen vorgenommen werden:

- Die Bestimmung von & in Schritt 2.2:
& := min{t(y ,e)-ce: esE-(S]uSZ) H yk(A): Nk(A)=-1, AcE, k=1,2}
Falls kein eEE-(S]usz) und kein yk(A) mit Nk(A)=—1 existiert,

dann sei & := =,

- Schritt 2.3 :
Falls §==, dann stop: x hat maximale Komponentensumme. Es gibt
dann keinen primal zuldssigen Vektor mit grosserer Komponenten-
summe (wegen (2.15), der Konstruktion der Mengen S] und 52,
5 = E und wegen (3.22), d.h. zeP1nP
fir alle ze RE).
Andernfalls gehe zu Schritt 1.

<=> zeP:inpP,

weil SIUS 2 1"Po

Validitdt des Algorithmus:

Es ist einfach nachzupriifen, dass (3.20) bis (3.26) auch fir den
modifizierten Algorithmus anwendbar sind. Somit ist der Algorithmus
giltig.

Es ist auch leicht einzusehen, dass (3.29) bis (3.34) auch auf den
modifizierten Algorithmus angewendent werden konnen. Die Komplexi-
tat des modifizierten Algorithmus (4.6) ist somit die gleiche wie
die Komplexitat des Algorithmus (3.19).
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Einige spezielle Polymatroide

Das_Partitions-Polymatroid mit Kapazititen

Gegeben eine endliche Menge E und eine Partition von E in nicht-

leere Teilmengen E = O{Ei: i«{1,..,m}}. Sei I:={1,..,m}.

Gegeben eine Menge von nichtnegativen ganzen Zahlen {be: eeb}
('Kanten-Kapazitaten') und eine Menge von nichtnegativen ganzen
Zahlen {di: iel} ('Knoten-Kapazititen'), so dass, falls eEEi’ beSdi'

Sei A.:= AnE., fir alle Acl., iel.
i i E .

Sei b: LE +{R die Funktion definiert wie folgt:
. _/,0 , falls A=g
TS E{be: ecE} , sonst

Sicher ist b eine BO—Funktion.

b(A)

Sei f: LE +R die Funktion definiert wie folgt:
f(A) := Z{min{b(Ai),di}: iel} .

Wir werden beweisen, dass f eine BO-Funktion ist, und somit P :=
= P(Kc,F) = xeRE: x(R)<F(R) fiir alle A} ein Polymatroid,
das sogenannte Partitions-Polymatroid mit Kapazititen

Beweis:

Sicher ist f nichtabnehmend und f(@#)=0. Aber f ist auch submodular:

f(AuB)+f(AnB)

) {min{b((AuB)i),di}:ieI} + ¥ {min{b((AnB)i).di}:ieI}

§ {[min{b(A.uB,),d;} + min{b(A;B.).d.}): icl})

T (min{b(A;uB;)+b(A.nB,) , d,+b(A.0B.) , 2d.}: icl}

IA

3 {min{b(A,)+b(8,) , b(A,)+d, , b(B.)+d, , 2.3: icl)

Y {[min{b(Ai),di} + min{b(Bi).di}]: iel}

) {min{b(A,),d;}: iel} + | {min{b(B.),d.}: iel}

f(A) + f(B)
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5.1.2 Subroutine

Um fir ein xe RE zu testen, ob x<P, benotigen wir O(|E!) Schritte:

0 < x_ <b_fir alle ecE
x P <=> € &

X(Ei) < di fir alle iel

5.1.3 Komplexitdt der Intersektions-Algorithmen_fiir Partitions-Pclymatroide

____________________________________________________________________

— . ek, s k. ok
Fiir k=1,2 seien mk,Ik, E—O{Ei. 1‘Ik}’ (be. eet}, {di’ 1eIk},
bk,fk : LE

+R, Pk=P(E’fk) gemiss (5.1) gegeben.
s s s o1, 2 »
Sei m—mnmﬁmh} und sei mqum]mzL &1be=mnwe¢eL'Mreé.

Betrachten wir nun Satz (2.23), d.h. den Aufwand an Rechenschritten,

um einen Vektor mit maximaler Komponentensumme zu erhalten. Es ist

nicht schwierig zu beweisen, dass sich die Komplexitat auf O(m3M2)

reduziert, wenn wir beriicksichtigen, dass

- es hdochstens !El <m.M Elemente gibt,

- wir 0(m.M) Rechenschritte bendtigen, um alle Mengen CZ(X),
eESVk(x), k=1,2, zu berechnen,

- der Wert von & in Schritt 6 von Algorithmus (2.18) in der folgen-
den Art berechnet werden kann, unter Annahme von w={v],..,vw} und
v

| P 2 e e sy
1EEi fiir ein 1eI] und vzeEj fir ein JeIz.

s=min{d -x(E)),b_ -x 2
1 1 V]

2
WX LB =X X, seesX b -x  ,d.-x(E7)1,
1 V2 V3 V3 Vs w1 Y vw’ J ( J)}
- jedes Element hochstens einmal auf jedem Niveau 'kritisch’ sein

v

kann in dem Sinne, dass es den Wert von & limitiert, so dass Xq
entweder auf O reduziert oder auf be vergrossert wird (vgl. [E31),

- es fir jede Augmentation ein Element ecE gibt, welches entweder
kritisch auf einem Niveau ist oder kein Element des fk-Spanns des
alten Vektors ist, aber ein Element des fk-Spanns des neuen
Vektors, fiir k=1 oder k=2.

Analog betrachten wir Satz (3.28), d.h. die Anzahl Rechenschritte,
um einen Vektor mit maximaler Gewichtssumme zu erhalten. Die Kom-
plexitat wird auf 0(m4.M4.K) reduziert, wenn wir obige Gedanken be-
riicksichtigen und ebenso, dass Schritt T und 2 von (3.19) ohne Aug-
mentation von x in O{m.M) Rechenschritten durchlaufen werden (die
fk-Separationen der Teilmengen von E sind durch die Partitionen ge-

geben)

Vergleiche diese Betrachtungen mit denjenigen in [E37 und [F11.
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5.2 Das 'Minimum Cost Flow'-Problem als Intersektions-Problem

von zwei Partitions-Polymatroiden mit Kapazitdten

5.2.1 'Minimum Cost Flow'-Problem, Transportprobleme, Hitchcock-Problem

Gegeben ein gerichteter Graph G(V,E), wobei V eine endliche Menge
von Knoten und E eine endliche Menge von Kanten, genannt (i,j),

sind, so dass (i,j) inzident zu 9; und gj sind, mit gi,gjev.

Nimm an, dass zu jeder Kante eine nichtnegative ganze Zahl bij
gehort, die 'Kapazitdt' von (i,j), und ebenso die Kosten aijelR'

Seien s,teV zwei Knoten, Quelle und Senke genannt. Sei Xije z
die Menge des 'Flusses' durch die Kante (i,j). Dann ist ein
(zuldssiger) Fluss durch G definiert als eine Menge von Zahlen

x = (xij)’ so dass

A

i bij , fur alle (i,j)eE , —v, falls i=s

<
I xj5 - xg5 = dp » wobei i,geV und d;:=€ 0, falls ifs,t
i

x %
L

+v, falls i=t .

v wird der Wert des Flusses genannt. Die Gleichungen mit di=0

heissen Flusserhaltungsgleichungen.

Das 'Minimum Cost Flow'-Problem, d.h. einen Fluss zu einem be-
stimmten Wert v zu finden, so dass z a...xij minimal ist, ist

RN
das lineare Programm »J

‘maximiere -a.x, wobei (i) fir x erfiillt ist'.

Ein Transportproblem mit Kapazitdten ist eine Form des 'Minimum-
Cost-Flow'-Problems, in welchem es fiir jeden Knoten i eine Zahl
d; gibt, wobei anstelle der Flusserhaltungsgleichungen in (i) gilt:
Iox., -1 x..2d,
3 ij j ji i
Falls di<0’ >0, =0, dann ist der Knoten i ein Angebotsknoten,

bzw. ein Nachfrageknoten, bzw. ein Umladeknoten.

Ein Hitchcock-(Transport)-Problem mit Kapazitaten ist ein Trans-
portproblem auf einem bipartiten Graphen G=(S],82,A), wobei alle
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Angebotsknoten in S], alle Nachfrageknoten in 52 und alle Kanten
von 51 nach 52 gerichtet sind. Umladeknoten sind eliminiert.

Es ist klar, dass das allgemeine Transportproblem in ein herkomm-
1iches 'Minimum Cost Flow'-Problem mit einem einzigen Quellen-
Senken-Paar s,t transponiert werden kann. Beachte, dass, falls das
Problem zulassig sein soll, die Summe aller Angebote nicht kleiner

als die Summe aller Nachfragen sein kann, d.h.

-y d.=z § d.=v
d.o ' d.0

Nimm an, dass die Kosten jedes gerichteten Weges von einem Ange-
botsknoten zu einem Nachfrageknoten nichtnegativ sind, so dass es
eine Optimallosung gibt, wo die Nachfrage-Ungleichungen rit Gleich-
heit erfiillt sind. Fihre einen Knoten s (die Quelle}.ein mit je

einer Kante (s,i), b -d., asi=0’ zu jedem Angebotsknoten i, und

sit i

einen Knoten t (die Senke) mit je einer Kante (3,t), bjt:z +di

ajt=0 zu jedem Nachfrageknoten j. So sind denn in allen Knoten aus-

>

ser s,t die Flusserhaltungsgleichungen erfiilit. Dann liefert ein
‘Minimum Cost Flow'-Problem mit Wert v eine Losung des Transport-
problems. '

Umgekehrt ist ebenso klar, dass das 'Minimum Cost Flow'-Problem
ein Transportproblem mit Kapazitdten ist (fir einen gewinschten

Flusswert v setze dS:= -V, dt:= +v.

In (5.2.2) werden wir das 'Minimum Cost Flow'-Problem auf ein
Hitchcock-Problem mit Kapazitdten zuriickfiihren. Diese Art der
Transformation ist gut bekannt und in unserem Fall [L1] entnommen.
Vergleiche dazu auch [F2]. In (5.2.3) geben wir dafiir ein Bei-
spiel. In (5.2.4) zeigen wir die Uebersetzung des Hitchcock-
Problems in ein Intersektions-Problem von zwei Partitions-Poly-
matroiden mit Kapazitaten. In (5.2.5) erwahnen wir den Spezialfall

des Maximalflussproblems.



- 77 -

5.2.2 Wir transformieren das Originalproblem in die Form des sogenannten
'Hitchcock '-Probliems (vgl. [F1] oder [F21):

Sei m:='V'. Wir definieren einen neuen Graphen G(V,E) mit 2.m
Knoten, wobei jeder Knoten ieV durch zwei Knoten i] und iz, beide
in V, reprasentiert wird.

Ordne zu jedem Knoten iK:V} k=1,2, iV, einen Wert d§ zu, so dass

dk .. 2v, falls (i=s und k=1) oder (i=t und k=2)
i’ v sonst

d. .

Beachte: Fir alle ieV gilt d? -d =,

In G sind nun die folgenden Kanten definiert:
2

b.

) mit Kapazitat 1= min{d1,d?}
111.2 i’

- fir jedes ieV eine Kante (i],i
und Kosten a']‘Z =0 .
. 1.2y o =
- fir jede Kante (i,j) in G eine Kante (i ") in G mit Kapazitdt

= min{d!,dg,b..} und Kosten a 1= a,
i3 1.1.2

q .
1.1\].2 iJ

Sicher ist G ein bipartiter Graph. Sei S] (bzw. 52) die Knotenmenge
der 'linken' (bzw. der 'rechten') Seite von V, somit S] & S2 =V,

Ein Beispiel fiir diese Transformation wird in (5.3.3) gezeigt.

Betrachte nun das folgende lineare Programm, ein 'Hitchcock'-

Problem:
Maximiere } {'aij'xij : (i,4)eE, xisz},

wobei 1 1

z 2 X5 = di fir alle ieS

jest

2 L . o2
ii x,, =d; fiir alle jeS

o iES] ol

0 < Xy = bij fir alle (%,3)eE

Es ist leicht nachzupriifen, dass jede zulsssige Losung von (i)
eine zuldssige Losung von (ii) zur Folge hat, und umgekehrt.
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5.2.3 Transformation des Graphen G eines 'Minimal Cost Flow' Problems
in den Graphen G eines 'Hitchcock'-Problems (die Zahlen auf den
Kanten sind jeweils die Kapazitaten, die Zahlen in den Knoten

die Nummern der Knoten.
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5.2.4 E kann in zwei 'natiiriichen' Arten partitioniert werden:

5.2.5

=1 1

E
;
33
J

£(3,3): (i,5)€E, §es?) fiir alle ies

2

H

{(3,8): (3.1)€E, jes'} fiir alle ies
Somit gilt ®(F): ie(l,..,m}} = OE: je(l,..,m} = F

+ R eine Funktion definjert wie folgt:
b(A) := —~°0 falls A=Q
TS Z{bij: (i,i) €A}, andernfalls

Sei nun b: LE

Fur k=1,2, sei fk: LE-a-R eine Funktion definiert wie folgt:

£ (A) t= T minto(ane$),dk3: deqt,..,m)

Dann ‘S£>fk eine BO-FunktIOn und Pk

= {xe RE: x(A)ka(A) fir alle AeKE} ist ein Partitions-Polymatroid

:= p(KE’fk) =

mit ganzzahligen Kapazitaten.
Betrachte nun das folgende lineare Programm:
Maximiere § {JE;T.X.. P xR, (i,3)E}

J 1
wobei

X € P] n P2

) x(£) = T d): qes’y = § a2 ies?)

Der Polyeder definiert in (iii) ist sicherlich derselbe wie jener
definiert in (ii). Somit ist das 'Minimum Cost Flow' Problem redu-
zierbar auf ein Hitchcock-Problem,welches als dguivalent zu einem
Intersektions-Problem von zwei Partitions-Polymatroiden mit Kapa-
zitdten erkannt wurde. Das Tetztere Problem kann mit Algorithmus
(4.6) mit O(WEiK)Rechenschritten gelost werden, wenn wir die in
(5.1.3) berechnenten Komplexititen beriicksichtigen.

Wenn wir die letzte Gleichung in (ii1) weglassen und fiir v einen
geniigend grossen Wert einsetzen, und aij=1 fir alle (i,j) setzen,
naben wir eine Beschreibung des Maximal-Fluss-Problems als ein
Intersektions-Problem von zwei Partitions-Polymatroiden. Mit Algo-
rithmus (2.18) konnen wir dieses Problem mit O(ms) Rechenschritten
losen, wie aus (2.23) und (5.1.3) hervorgeht. Diese Schranke ist
dieselbe wie diejenige fir den Algorithmus in [E33].
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5.3 Das Kardinalitdts-Polymatroid (Edmonds und Giles):

5.3.1 Sei f: LE ~[R eine Funktion so dass f{S) = g(iS}).

waobei g: {0.1,..,{E]}>R eine nichtnegative, nichtabnehmende,
konkave Funktion ist, das heisst

g(i) =0 + h(1) + h(2) + ... + h{§) ,
wobei h: {1,2,..,|El} >R eine Funktion ist, so dass

h(1) 2 h(2) = ... 2 h(|E]) 20

Sicher ist f nichtabnehmend und f(@)=0.
Seien nun A,BeKE. Nimm ohne Beschridnkung der Allgemeinheit an, dass
|A|2[Bl. Dann gilt |AuB!>|A{2|B!>]AnB|, und wegen

|AuB{-|A| = [B|-|A"B| und der Definition von f, g und h gilt

- |AaB] {AuB|
f(AnB)+f(AuB) = § h(k) + } hi(k)
: k=1 k=1
|AB] [A] AuB|
= 2. ] nk) + }  nk) + I n(k)
k=1 k={AB|+ k=|A{+1
| B! ] 18]
< 2. ¥ h{k) + I hk) + T hk)
k=1 k=|AmBI+] k={mB|+]
[A] 8
= 1 hk) + 1 h(k)
k=1 k=1
= f(A) + f(B)

Somit ist f eine BO—Funktion und P := P(KE,f) ist ein Polymatroid,
genannt ein Kardinalitdts-Polymatroid. Falls h ganzzahlig ist, ist
auch f ganzzahlig und somit P ein ganzzahliges Polymatroid.
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5.3.2 Subroutine:

Um fiir ein xe mE zu testen, ob xe<P oder nicht, bendtigen wir
0(1E[2) Rechenschritte:

- Gib jedem Element ecE einen Index, so dass x =zx_ >..2X .
& & €l

- Sei Ei = {91’62""ei} fiir alle ie{1,..,|E]}.

- Dann gilt die folgende Aussage:

Xo 2 0 fiur alle ecE
xeP <=>

X(Ei) < f(Ei) fiir alle ie{l,..,|E{}.

Beweis:
=>: Dieser Teil des Beweises ist klar.

<=: Wir werden mit Induktion nach dem Index i die folgende

Aussage beweisen, aus welcher fir x=0 sofort xeP folgt.

(*) Falls x(Ej)sf(Ej) fir alle j<i, so gilt x(A)<f(A) fir
alle AgEi .

Sicher gilt (*) fir i=1, da x(@)=0 und E]=e1 .
Nimm an, dass (*) fiir ein i gilt, Wir zeigen, dass (*) auch
fir i+1 gilt :
Sei AcE.. Da x < X fir alle j<i, gilt
i e. e,
i+] J
x(Auei+]-ej) < x{A) < f(A) fiir alle j<i und ASEi .

Aber dann gilt x(A)<f(A) fir alle AcEi+1 und da

x(Eq 1 )sF(E. 1), 9iTt x(A)<f(A) fir alle AcE. . .

i+l i+]

89}
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Implementation und offene Probleme

Aligemeine Gedanken zur Implementation

Wie ein Vergleich der Matroid-Intersektions-Algorithmen mit den
Polymatroid-Intersektions-Algorithmen zeigt, ist die Implementation
der Polymatroid-Intersektionsalgorithmen nicht viel komplizierter
als diejenige der entsprechenden Matroid-Intersektions-Algorithmen.

Letztere wurden vom Verfasser fiir zwei Matrix-Matroide implementiert.

Ein Schiusselproblem ist dabei die Darstellung der Familien von
verschachtelten Mengen fiir den gewichteten Intersektions-Algorith-
mus. Wir werden uns damit im ndachsten Abschnitt eingehender be-

fassen.

Wie in (3.34) erwahnt, ist die Komlexitit des gewichteten (und
natiirlich auch des ungewichteten) ganzzahligen Polymatroid-Inter-
sektionsalgorithmus kleiner als diejenige eines 'Umweg'-Algorithmus,
welcher zuerst das Originalproblem in ein Matroid-Intersektions-
Problem verwandelt (vgl. (1.13)) und dann als Unteralgorithmus den
entsprechenden Matroid-Intersektionsalgorithmus verwendet.

Es wird somit von Interesse sein, ein Polymatroid-Intersektions-
Problem mit dem direkten Algorithmus und mit einem Umweg-Algorith-
mus zu losen. Wir wiirden dabei die Anzahl der Augmentationen der
Primallosung, der Revisionen der Dualldsung, sowie den Speicher-
bedarf und die Laufzeit beider Algorithmen vergleichen.

Es wird ebenso von Interesse sein, Netzwerk-Fluss-Probleme mit dem
entsprechenden Polymatroid-Intersektions-Algorithmus zu losen und
die Effizienz mit derjenigen von bereits verfiigbaren Algorithmen zu
vergleichen, etwa dem Hitchcock-Algorithmus, dem Maximalfluss-Algo-
rithmus oder dem ‘Out of Kilter'-Algorithmus (vql. [F2])
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6.2 Darstellung der Familien von verschachtelten Mengen im Algorith-
mus {3.19)

Im Verlaufe des Algorithmus (3.19) werden die Elemente von E in
zwei Familien von verschachtelten Teilmengen von E zusammengefasst
(vgl. (3.14)), je eine Familie ﬁlk pro Polymatroid Pk, k=1,2.

Einer Menge Aec qﬁk’ k=1 oder k=2, sind keine, eine oder mehrere
echte Teilmengen untergeordnet, sowie mindestens ein "freiste-
hendes" Element aus E, welches nicht in den untergeordnenten Teil-
mengen enthalten ist (letzteres folgt daraus, dass die Mengen in
ﬁk fk—nichtseparabel sind (vgl. (3.14)).

Die Menge E muss nicht unbedingt zu 6lk gehoren. Im Verlaufe der
Berechnungen wird sie aber benotigt. Deshalb und auch zur Reali-
sierung eines einfachen Initialzustandes wird die Menge E in der
Darstellung der Familie 5%( beriicksichtigt.

Auf einer beliebigen Stufe des durch die Verkniipfungen in le ent-
stehenden Baumes- sieht die Situation somit folgendermassen aus,
fiir eine Menge Agﬁ%((beachte, dass S ={e: xe>0}):

l

Menge A

Menge B Menge D &D e e

AR

Fig. 6.1: Baumstruktur der Verkniipfungen in der Familie 5&, k=1,2.

Die Mengen sind aus 5Ek, die Elemente j],j2 aus SX und

die Elemente e],ez,e3 aus E-SX. Es gilt ferner (vgl.

k k . .
(3.14)) VA-BOD und A—VA-{J],Jz,e],ez,e3}.
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Wir mochten nun mdglichst einfach und schnell fplgende Operatie-

nen durchfiihren konnen:

a) Pro Menge Aegﬁbestimme V:, d.h. die Vereinigung aller Teil-
mengen von A in 5& , und bestimme alle Elemente aus A-uA.
(vergleiche dazu (3.28): wir berechnen damit das kontrahierte
Polymatroid P' aus P, und ebenso die minimale f'-kritische
Menge eines Elementes ecE beziiglich x aus der minimaler f-kri-
tischen Menge von e beziiglich x (vg1.(2.7)}.)

b) Einfiigen einer Menge in die Familie; entfernen einer Menge aus
der Familie. (Vergleiche dazu Schritt 2.2 in Algorithmus (3.19).

Fiir eine Computerldsung erscheint es nun sinnvoll, folgence Ver-

kniipfungen in diesem Baum zu speichern:

Menge B LAB Menge D

4N A

Fig. 6.2: Zu speichernde Verkniipfungen in der Baumstruktur:

——>— : Uebergeordnete Menge (pro Menge oder Llement)

— —— : Erste untergeordnete Menge / erstes umtergeord-
netes Element aus Sx / erstes untergecordnetes
Element aus E-Sx (pro Menge)

—e—o5e—: Nachfolgende Menge / nachfolgendes Element aus
Sx / nachfolgendes Element aus E-Sx, auf glei-
cher Stufe, d.h. der gleichen Menge direkt un-
tergeordnet {pro Menge oder Element)

—4&b—— ; Wie —e—)e- , aber 'vorherige' statt 'nachfclgende’
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Die Berechnungen fiir a) konnen nun Uber die Verbindungen (eig.
'Pointers' oder Nummern von Elementen oder Mengen) — - — und

—+—syo— ausgefithrt werden.

Die Berechnungen fir b) werden durch folgende Subroutinen aus-

gefiihrt:

SIM : Losche die Verbindung einer Menge B zur direkt tbergeord-

—+f+—— 'Tinks' und 'rechts' von B bendtigt: Vorginger
und Nachfolger von B werden 'kurzgeschlossen' und, falls
es sich bei B um die erste untergeordnete Menge von A han-
delte, muss die Verbindung — —— auf die nidchste Menge

zeigen (ggf. ist die Verbindung dann ein 'Nullzeiger').

S2M : Schaffe eine Unterordnung der Menge B unter eine Menge A:
B wird als erste untergeordnete Menge von A eingefiigt. Die
Verbindung — —>— muss also auf B zeigen und, falls es schon
mindestens eine untergeordnete Menge von A gab, werden die
Verbindungen ——3 und =<4+ von B zur bisherigen ersten

untergeordneten Menge von A hergestellt.
S1J/S1E : Analog zu STM mit jeSx/eeE-SX anstelle der Menge B.
S2J/S2E : Analog zu S2M mit jeSX/eeE-SX anstelle der Menge B.

Bemerkung: b) konnte auch ohne die Verbindung 4@ realisiert
werden, allerdings mit grosserem Rechenaufwand fiir die
Routinen SIM/S1J/S1E .

Der Initialzustand der Baumstruktur ist nun folgender:

Fig. 6.3: Initialzustand der Familie. E ist die einzige Menge
der Baumstruktur, die keine iibergeordnete Menge besitzt.




6.3 Offene Probleme

Das erste Problem, welches wir hier erwdhnen mochten, ist die
Subroutine zur Erkennung, ob ein Vektor Element des Polymatroides
ist oder nicht (vgl. 1.24)), bzw. ihre Komplexitdt. In Kapitel 5
erwdhnten wir Beispiele von Polymatroiden mit einer 'gutartigen'
Subroutine. Wir suchen nun noch mehr Polymatroide mit einer gut-
artigen Subroutine. Wir sind aber ebenso interessiert an Polymatro-
iden mit einem Subroutinen-Problem, welches zur Klasse der NP-
vollstandigen Probleme gehidrt. Um Polymatroide beider Arten zu er-
halten, scheint es hilfreich, eine Studie iiber Hypergraphen und der
Polymatroide, welche von diesen Strukturen abgeleitet werden konnen,
durchzufijhren. Solche Polymatroide wdren Verallgemeinerungen des

graphischen Matroids.

Eine wichtige Eigenschaft zur Entwicklung von ganzzahligen Poly-
matroid-Intersektions-Algorithmen war die Transitivitdtseigenschaft
von Polymatroiden (2.12). Wir hdtten gerne mehr Einsicht in die
geometrische Bedeutung dieser Eigenschaft.

Fiir die gewichteten Probleme (Kapitel 3 und 4) ist immer noch die
Frage offen, ob es einen Algorithmus gibt, dessen Komplexitdt
hochstens proportional zu logK anstelle von K ist.

Falls |E|1<2 und P], P2 zwei Polymatroide in RE sind, ist leicht

einzusehen, dass P]an immer noch ein Polymatroid ist. Welches ist
nun die kleinste Zahl k, so dass, falls iEi=k, es zwei Polymatroide
P],P2 in lRE aibt, so dass P]nP2 kein Polymatroid ist? Es ist be-
]nPZ im allgemeinen kein Polymatroid ist.

Karzanov [K2] lost das Maximalflussproblem in Netzwerken ohne die

kannt, dass P

Konstruktion von vergrossernden Wegen. Gibt es ein ahnliches Konzept
fur ganzzahlige Polymatroid-Intersektions-Problieme, um einen Vektor

mit maximaler Komponentensumme zu bestimmen?

Ein weiteres Problem ist die Suche nach einer Verallgemeinerung der
hier prasentierten Algorithmen, um Matching-Probleme (vgl. (1.6.e))
und Polymatroid-Intersektions-Probleme mit dem gleichen Algorithmus
ldsen zu konnen. Dies ist von Interesse, weil auch ein Matching maxi-
maler Kardinalitat in einem Graphen mit dem Konzept der Suche nach

vergrossernden Wegen erhalten werden kann (vgl. [E5]).
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