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Abstract

This thesis studies mean-variance portfolio selection (MVPS) and mean-
variance hedging (MVH) in a general semimartingale model under constraints
and develops a time-consistent formulation for MVPS as a dynamic optimi-
sation problem. The constraints are formulated via predictable correspon-
dences; trading strategies are restricted to lie in a closed convex set C(w,t)
which may depend on the state w and time ¢ in a predictable way.

To obtain a solution for the constrained MVH problem, we establish the
closedness in L? of the space G of all gains from trade (i.e. the terminal val-
ues of stochastic integrals with respect to the price process of the underlying
assets). This is a first contribution which allows us to subsequently tackle
the problem in a systematic and unified way, and to obtain more information
on the structure of the solution by convex duality tools.

It turns out that the closedness of G in L? is related to the closedness,
in the semimartingale topology S(P), for spaces of stochastic integrals with
constrained (C-valued) integrands, and we provide necessary and sufficient
conditions for the latter to hold. Applications to utility maximisation and
superreplication under constraints often bring up spaces of stochastic inte-
grals that are predictably convex. We show that such a space is closed in
S(P) if and only if it is a space of stochastic integrals of C-valued integrands,
where C' is a predictable correspondence with closed and convex values.

If the constraints are given by closed cones, MVPS viewed as a static opti-
misation problem reduces to solving a particular MVH problem. Treating the
latter as a stochastic optimal control problem allows us to characterise the
value function by the maximal solutions of two coupled backward stochastic
differential equations (BSDEs) and to describe the optimal strategy locally
as the pointwise minimiser of the drift rates.

Viewed as a dynamic optimisation problem, MVPS is time inconsistent
in the sense that it does not satisfy Bellman’s optimality principle and the
usual dynamic programming approach fails. We propose a time-consistent
formulation of this problem, which is based on a local notion of optimality. To
justify the continuous-time formulation, we prove that it is the continuous-
time limit of that in discrete time. This exploits that we establish a global
description of the locally optimal strategy in terms of the structure condition
and the Follmer—Schweizer decomposition of the mean-variance tradeoftf.



Kurzfassung

Diese Arbeit befasst sich mit Mean-Variance Portfolio Selection (MVPS) and
Mean-Variance Hedging (MVH) in einem allgemeinen Semimartingalmod-
ell unter Handelseinschrankungen und entwickelt eine zeitkonsistente For-
mulierung von MVPS als ein dynamisches Optimierungsproblem. Die Ein-
schrankungen werden durch previsible Korrespondenzen beschrieben; es wer-
den nur Strategien zugelassen, die in einer abgeschlossenen konvexen Menge
C(w,t) liegen, die vom Zustand w und Zeitpunkt ¢ auf eine previsible Art
abhingen kann.

Um eine Losung fiir das eingeschrankte MVH-Problem zu erhalten, zeigen
wir zunichst die L2-Abgeschlossenheit des Raums G aller Handelsertrige
(d.h. aller Endwerte von stochastischen Integralen beziiglich des Preisprozes-
ses der zugrundeliegenden Anlagen). Dies ist ein erste Neuerung, die im
Folgenden erlaubt das Problem auf eine systematische und einheitliche Weise
anzugehen und mehr Informationen iiber die Struktur der Losung mittels
konvexer Dualitét zu erhalten.

Es zeigt sich, dass die L?-Abgeschlossenheit von G mit der Abgeschlos-
senheit in der Semimartingaltopologie S(P) von Réumen von stochastischen
Integralen mit eingeschréankten (C-wertigen) Integranden zusammenhéngt,
und wir geben notwendige und hinreichende Bedingungen fiir letztere Abge-
schlossenheit. Anwendungen in der Nutzenmaximierung und Superreplika-
tion unter Einschrénkungen fiihren oft zu Rdumen von stochastischen Inte-
gralen, die previsibel-konvex sind. Wir zeigen, dass ein solcher Raum genau
dann in S(P) abgeschlossen ist, wenn er ein Raum stochastischer Integrale
von C-wertigen Integranden ist, wobei C' eine previsible Korrespondenz mit
abgeschlossenen und konvexen Werten ist.

Falls die Einschrénkungen durch abgeschlossene Kegel gegeben sind, re-
duziert sich MVPS, als ein statisches Optimierungsproblem verstanden, auf
ein bestimmtes MVH-Problem. Wenn wir letzteres als ein stochastisches
Kontrollproblem auffassen, konnen wir die zugehorige Wertfunktion durch
die maximalen Losungen von zwei gekoppelten stochastischen Riickwérts-
differentialgleichungen charakterisieren und die optimale Strategie als die
punktweisen Minimierer der Driftraten beschreiben.

Als dynamisches Optimierungsproblem ist MVPS zeitinkonsistent im
Sinne, dass es Bellmans Optimalitdtsprinzip nicht erfiillt und daher der
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iibliche dynamische Programmierungsansatz versagt. Wir schlagen deshalb
eine zeitkonsistente Formulierung des Problems vor, die auf einem lokalen
Optimalitétsbegriff beruht. Um die zeitstetige Formulierung zu rechtferti-
gen, zeigen wir, dass sie der zeitstetige Grenzwert derer in diskreter Zeit ist.
Dies beruht auf einer globalen Beschreibung der lokal optimalen Strategie
mittels der Structure Condition und der Follmer—Schweizer Zerlegung des
Mean-Variance Tradeoff.



