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Vorwort

Fehlertheorie und Ausgleichungsrechnung sind Grundlagen in der Ausbildung der Geomatik-

ingenieure.

Der Stoff wird in den zwei Vorlesungen Parameterschatzung | und Il im 2. Studienjahr vermit-
telt. Die vorliegende Publikation in zwei Banden ist vor allem als Arbeitshilfsmittel fir die Stu-
dierenden gedacht, die regelmaéssig die Vorlesungen besuchen und die selbststandig die dazuge-
horigen Ubungen losen.

Aussenstehende kénnen die zwei Bande ebenfalls als Nachschlagewerk einsetzen, wenn sie mit

dem Vermessungswesen vertraut sind und bereits einige mathematische Vorkenntnisse besitzen.
Ein herzlicher Dank verdienen Frau G. Rothenberger und Frau H. Neiger, die das Manuskript

bearbeitet haben, Herr W. Schneibel fiir die graphischen Darstellungen und alle meine Assistie-
renden, die sich an der redaktionellen Arbeit beteiligt haben.

Zirich, 01. September 2008 Alessandro Carosio
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11

Einleitung
Die Entwicklung der Ausgleichungsrechnung

Die heute allgemein verwendete Ausgleichung nach der Methode der kleinsten Quad-
rate wurde am Anfang des 19. Jahrhunderts fast gleichzeitig und unabhangig von Ad-
rien Marie Legendre in Paris und Carl Friedrich Gauss in Gottingen erfunden.

Die ersten Erfolge des Verfahrens erzielte man in der Ausgleichung astronomischer
Beobachtungen. C.F. Gauss selbst verwendete sie aber auch zur Berechnung geodati-
scher Netze. Erst in der zweiten Halfte des 19. Jahrhunderts setzte sich die Methode
der kleinsten Quadrate als Verfahren fur die Ausgleichung aller Triangulationsnetze
durch.

Waéhrend ihrer bald zweihundertjahrigen Geschichte hat die Ausgleichungsrechnung
eine wesentliche Entwicklung erfahren.

Die ersten Anwendungen zeigten die Vorteile des Verfahrens fiir die Koordinatenbe-
rechnung in Triangulationsnetzen. Die schwierigen Formulierungen von C.F. Gauss
und F. W. Bessel, die die Methode weiterentwickelt hatten, wurden vereinfacht und
verstandlich dargestellt. In der zweiten Hélfte des 19. Jahrhunderts wurde die Metho-
de der kleinsten Quadrate sukzessiv in die Vermessungspraxis als die Berechnungs-
methode flr die Triangulation eingeflhrt. Die Zeit der willkirlichen Verteilung der
Messwiderspriiche war endgultig abgeschlossen.

Die Entwicklungen im 20. Jahrhundert hatten die Lésung der numerischen Probleme
zum Ziel, welche bei der Ausgleichung grosser Netze auftreten.

Erst nach 1950 wurde die Matrizenrechnung zur Lésung der Ausgleichungsprobleme
eingesetzt. Dies hat den Zugang zur Theorie wesentlich erleichtert. Insbesondere wur-
de die Ausgleichung korrelierter Beobachtungen allgemein verstandlich.

Die Entwicklung der Informatik hat seit den 60iger Jahren der Ausgleichungsrech-
nung einen grossen Impuls gegeben, da dadurch der Rechenaufwand endlich kein
Problem mehr darstellt.



Die heutige Informatik hat die Ausgleichungsrechnung nach der Methode der kleins-
ten Quadrate allgemein zuganglich gemacht. Sie wird auf allen Stufen der geodati-
schen Arbeit angewandt: von den Hauptnetzen der Triangulation bis zu den kleinen
Aufgaben der Ingenieurvermessung und der Polygonierung fiur die Amtliche Vermes-
sung.

Die Modelle werden komplexer und allgemeiner, so dass es immer schwieriger wird,
ihre Eigenschaften zu beurteilen, und die Hilfe des Computers bei der Interpretation
der Resultate unentbehrlich geworden ist.

In diesem letzten Bereich wurden bedeutende Fortschritte dank der immer grdsseren
Verknlpfung zwischen Ausgleichungsrechnung und mathematischer Statistik erzielt.
So wird die Methode der kleinsten Quadrate als Verfahren der Parameterschatzung
angesehen und die mathematische Statistik bietet zahlreiche Verfahren fiir das Testen
von Hypothesen, die sich auch fir eine automatische Interpretation der Ergebnisse
eignen.

Zur Ausgleichungsrechnung gehoren aber auch Hilfsmittel fur die Analyse der Mo-
delleigenschaften. So ist es moglich, neben den gesuchten Parametern auch ihre Ge-
nauigkeit sowie die Genauigkeit anderer abgeleiteter Grossen zu schétzen.

Seit Ende der 60iger Jahre verfiigen wir tGber Verfahren, die uns erlauben zu prufen,
wie zuverlassig die Resultate sein werden, d.h. wie gut eine Ausgleichung allféllige
Modellfehler entdecken l&sst.

Genauigkeit und Zuverlassigkeit sind wichtige Beurteilungskriterien. Sie spielen bei
der Optimierung von Messoperationen eine grosse Rolle.

Die folgenden Kapitel geben einen Uberblick tiber Gedanken und Prinzipien der heu-
tigen Ausgleichungsrechnung und bieten die Grundlagen fir den praktischen Einsatz
der Verfahren im VVermessungswesen.



1.2 Aufgaben der Ausgleichungsrechnung

Seit der Mittelschule sind wir gewohnt, Probleme mit Hilfe der analytischen Geomet-
rie zu losen.

Beispiele:

- Bestimme einen Kreis, der 3 gegebene Punkte durchlauft.

- Bestimme die Geraden, die durch einen Punkt A gehen und einen vorgegebenen
Abstand d von einem zweiten Punkt B haben.

- Berechne die Flache eines Dreiecks, wenn die drei Seitenldngen gegeben sind.




1.3

Alle diese Aufgaben haben die bemerkenswerte Eigenschaft, ganz genau die Anzahl
Informationen zu enthalten, die notwendig sind, um das Problem zu lésen.

Bei vielen Ingenieuraufgaben tauchen hingegen oft Fragen auf, wie z.B.:
- Gegeben sind 5 Punkte, bestimme einen Kreis.
- Gegeben sind 30 Punkte, bestimme eine Parabel.

- Gegeben sind 300 Punkte, bestimme eine Gerade.

Diese Art von Fragen ist sinnvoll, wenn die verfligbaren Informationen nicht unend-
lich genau sind, und die gesuchten Objekte im Sinne eines Optimierungsprozesses zu
bestimmen sind.

Die Ausgleichungsrechnung bietet uns die mathematischen Werkzeuge, um die oben
gestellten Aufgaben zu losen. Die auffélligste Eigenschaft dieser Art Probleme ist die
Anzahl der gegebenen Informationen, die fur das verwendete mathematische Modell
(hier die ebene Geometrie) grosser als notwendig ist.

Messfehler

In den Ingenieur- sowie in den Naturwissenschaften arbeitet man mit Messungen. Un-
genauigkeiten sind in den Messprozessen unvermeidlich. Sie mussen bei den Aus-
wertungen beriicksichtigt werden. Die Ursachen von Messfehlern sind vielseitig, ihre
Eigenschaften ebenfalls. Es sind drei Fehlerarten zu unterscheiden:

Grobe Fehler sind eigentliche Irrtimer, die bei einer falschen Abwicklung
des Messprozesses entstehen (z.B. falsche Datenibertra-
gung, fehlerhafte Ablesung).

Systematische Fehler  sind Fehler, die sich regelméssig auswirken. Man versucht
sie durch geeignete Konstruktion der Instrumente, durch
Anordnung der Messungen oder rechnerisch zu eliminieren.

Zufallige Fehler sind unvermeidliche Fehler, die nicht vorhersehbar sind. Sie
kdnnen als Zufallsvariablen im Sinne der Statistik betrach-
tet werden. Im Vermessungswesen treten sehr haufig zufél-
lige Fehler auf, die als normalverteilt angenommen werden
kdnnen.



1.4

In der Ausgleichungsrechnung werden wir uns im ersten Teil nur mit den zufélligen
Fehlern beschaftigen. Wir nehmen stillschweigend an, dass die Messungen so organi-
siert werden, dass keine groben Fehler unentdeckt bleiben. Ebenfalls nehmen wir an,
dass die Instrumente keine systematischen Fehler erzeugen.

Die Problematik der groben Fehler und der Modellfehler im Allgemeinen wird im
Rahmen der Zuverlassigkeitstheorie in Kapitel 11 behandelt.

Voraussetzungen fr eine Ausgleichung

Nicht alle Gberbestimmten Probleme eignen sich fir eine Ausgleichung. Die Zweck-
maéssigkeit einer Ausgleichung hangt von den Eigenschaften der Beziehungen und von
den auftretenden Grossen ab oder genauer gesagt, von der mathematischen Vorstel-
lung, die wir von ihnen haben. Diese Vorstellung nennen wir das mathematische Mo-
dell, das eine idealisierte Abstraktion der komplexen Realitéat ist.

Folgende Voraussetzungen sind fur eine Ausgleichung notwendig:

- Funktionales Modell
Modellvorstellungen (Hypothesen) Uber die mathematische Verknipfung zwi-
schen den zu bestimmenden Grdssen (Modellparameter) und den gemessenen oder
erhobenen Grdssen untereinander.

- Stochastisches Modell (Statistisches Modell)
Modellvorstellungen (Hypothesen) tber das stochastische Verhalten der verfiigba-
ren Grossen (Messungen, andere Zufallsvariablen).

- Uberbestimmtes System
Die Anzahl der realisierten Zufallsgrossen (in der Regel Messungen) ist grosser
als es fur die Bestimmung der Modellparameter im vorgesehenen funktionalen
Modell notwendig waére.

Die obengenannten Voraussetzungen sind selbstverstdndlich nicht hinreichend. Die
Eigenschaften des funktionalen, aber vor allem des stochastischen Modells sind ent-
scheidend, um Schlusse tber die Zweckmassigkeit der Ausgleichung und Uber die ge-
eignete Ausgleichungsmethode zu ziehen.



1.5

1.6

Anwendungsgebiete

Die Ausgleichungsrechnung eignet sich in der Regel fiir Probleme, in denen Messun-
gen, Erhebungen oder Schatzungen auftreten: z.B. in der Physik, im Ingenieurwesen,
in den Naturwissenschaften usw. Anwendungen in der Wirtschaft und allgemein in
den Geisteswissenschaften sind ebenfalls gelaufig.

Das Vermessungswesen ist ein wichtiges Anwendungsbeispiel.

Ausgleichungsmethoden

Die auszugleichenden Beobachtungen bilden als Folge der unvermeidbaren Messung-
sungenauigkeit ein inkonsistentes System, das heisst, ein System von Beobachtungen,
das Widerspriiche enthdlt. Die Grundidee der Ausgleichung ist, zweckmassige Kor-
rekturen (Verbesserungen) fur die einzelnen Beobachtungen zu bestimmen, um die
Widerspriiche im mathematischen Modell zu beseitigen.

Wie wahlt man die zweckmassigen Verbesserungen unter den unendlich vielen Még-
lichkeiten, die zu einer widerspruchsfreien Beobachtungsreihe fiihren?

Es gibt verschiedene Ausgleichungsprinzipien, die alle eine gemeinsame Eigen-
schaft haben: sie suchen und liefern mdoglichst kleine Verbesserungen. Die Unter-
schiede liegen in der Interpretation dieser Aussage, die vom Anwendungsbereich ab-
héangig ist.

In dieser Vorlesung wird hauptséchlich die Methode der kleinsten Quadrate behan-
delt. In Kapitel 13 werden als Erganzung Alternativen aus dem Bereich der Robusten
Statistik beschrieben.

Zur Geschichte der M.d.kl.Q. gibt es unzahlige Publikationen. Man verweist hier z.B.
auf [Wolf, 1977]: C.F. Gauss und die Methode der kleinsten Quadrate; Allg. Verm.
Nachrichten (AVN) 1977, Heft 4.
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2.1

Rekapitulation aus der mathematischen Statistik und
Wahrscheinlichkeitsrechnung

Der natiirliche Umgang mit unsicheren Grossen

Wir arbeiten im téglichen Leben mit verschiedenartigen Grdossen, mit welchen wir

versuchen, die beobachteten Ereignisse mdglichst realistisch zu beschreiben.

Bereits in der Kindheit lernen wir mit unsicheren, gendherten Informationen umzuge-
hen. Wir wissen, dass viele quantitative Angaben nur als Richtwerte gelten und kei-

neswegs eindeutig bestimmt und reproduzierbar sind.
Man unterscheidet deshalb zwei Typen von Grossen:

a) Grossen, die eindeutig bestimmt sind und daher immer zu gleichen Realisierungen
fiihren.

Wir nennen sie deterministische oder funktionale Grossen.

Beispiele:
Preis einer bestimmten SBB-Fahrkarte; die Telefonnummern der ETH Hongger-

berg usw.

b) Grossen, die mehr oder weniger vom Zufall abhéngen und daher nicht genau vor-
hergesagt werden konnen. Beim Wiederholen des Realisierungsprozesses be-
kommt man in der Regel verschiedene Ergebnisse. Wir nennen sie stochastische

Grossen oder Zufallsgrossen.

Beispiele:
Die Anzahl Briefe, die ich morgen in meinem Briefkasten finden werde; der Dol-

larkurs in den néchsten Tagen; die Fahrzeit vom Zentrum zum Flughafen.

Mit diesen beiden Arten von Grossen konnen wir intuitiv sehr gut umgehen. Wir
brauchen sie téglich, um uns ein Bild der Welt zu machen, um die Natur besser zu
verstehen und um sinnvoll handeln zu konnen, auch wenn wir nicht iiber sichere In-

formationen verfiigen.

Viele Eigenschaften von stochastischen Prozessen konnen wir oft intuitiv erkennen,
wenn wir uns gedanklich vorstellen, die Realisierung der Experimente mehrere tau-
sendmal zu wiederholen. Eine solche Betrachtungsweise ist hilfreich und erlaubt,

grundsétzliche Fehler frithzeitig zu entdecken.
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Mathematische Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung

Um mit Zufallsgrossen arbeiten zu konnen, wurden Teile der Mathematik entwickelt,
die sich mit den Gesetzmaéssigkeiten befassen, die das Verhalten der Zufallsgrossen
beschreiben oder interpretieren lassen. Daraus sind viele niitzliche mathematische
Werkzeuge entstanden, die wir auch im Vermessungswesen einsetzen kénnen (z.B.
Wabhrscheinlichkeitstheorie).

Aus den Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie wurden verschiedene Arbeits-

methoden entwickelt:

- Die beschreibende Statistik bietet Verfahren an, um die Ergebnisse von Zufalls-
experimenten (z.B. Erhebungen, Messungen) iibersichtlich darzustellen und da-
durch aussagekriftiger zu machen. Die Interpretation wird dabei mit Hilfe von ge-

eigneten Kenngrossen erleichtert.

- Eine andere Arbeitsweise bietet die analytische Statistik, mit welcher man Ver-
fahren aufbauen kann, die uns erlauben, aus den Ergebnissen von Zufallsexperi-
menten Schliisse zu ziehen, um dann iiber zukiinftige Experimente sinnvolle Vor-

hersagen zu machen.

Fiir uns ist die Erkenntnis wichtig, dass sich die Fehlertheorie und Ausgleichungs-

rechnung sehr stark an der mathematischen Statistik orientiert.

Literatur: z.B. [Maurer, 1980]
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Die Wahrscheinlichkeit

Eine der Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie ist der Begriff der Wahrschein-
lichkeit, der durch die Axiome von Kolmogoroff (1933) definiert wird.

Definition:
Die Wahrscheinlichkeit P(A) eines Ereignisses A bei einem Experiment ist eine ein-

deutig bestimmte reelle Zahl mit folgenden Eigenschaften:

Axiom 1: P(A) ist eine nichtnegative Zahl, die hochstens gleich 1 sein kann:
0<PA)<I1.

Axiom 2: Fiir ein sicheres Ereignis S bei einem Experiment gilt: P(S)=1.
Fiir &quivalente Ereignisse B und C bei einem Experiment gilt
P(B) =P(C).

Axiom 3: Schliessen sich zwei Ereignisse A und B bei einem Experiment gegensei-
tig aus, so gilt P(A U B)=P(A) + P(B) .

Zufallsvariablen

Wenn das Ergebnis eines Zufallsexperimentes als Zahl dargestellt werden kann, be-

trachtet man dieses Resultat als eine Zufallsvariable.

Definition:
Eine Zufallsvariable ist eine Funktion, die jedem Ergebnis eines Zufallsexperimentes

genau einen reellen Wert zuordnet.

Beispiel:
Ein Messvorgang kann als Zufallsexperiment betrachtet werden. Die Messung, welche
jedem Ergebnis einen reellen Zahlenwert zuordnet, entspricht daher einer Zufalls-

variable.

Mit diesen Modellannahmen kénnen wir die Werkzeuge der mathematischen Statistik

bei der Losung von Vermessungsproblemen verwenden.
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2.5.2
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Eigenschaften der Zufallsvariablen

Allgemeines

Die wichtigste Eigenschaft einer Zufallsvariablen ist die Wahrscheinlichkeit, mit der
die Zufallsvariable gewisse Werte annehmen kann. Um diese Wahrscheinlichkeit in
anschaulicher und leicht anwendbarer Art darzustellen, verwendet man zwei Funktio-

nen: Die Verteilungs- und die Dichtefunktion.

Die Verteilungsfunktion kann auch fiir nicht stetige (diskrete) Zufallsvariablen defi-
niert werden, die Dichtefunktion ist hingegen nur fiir stetige Zufallsvariablen defi-
niert. Fiir die nichtstetige existiert die Wahrscheinlichkeitsfunktion, die der Dichte

entsprechend, die Wahrscheinlichkeit fiir die einzelnen moglichen Werte angibt.

Die Verteilungsfunktion

Definition:
Die fiir alle reellen Zahlen x definierte Funktion
F(x) = P(X<x)
nennt man die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X .
F(x) |

14

Eigenschaften:

Wenn a<b,ist F(a) <F(b)
F(-») =0

F( ) =1

P(a<X<b) = F(b) - F(a)
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2.5.3 Die Dichtefunktion

Definition:

Falls F(x) (Verteilung der Zufallsvariablen X) differenzierbar ist, nennt man
F'(x) = f(x)

die Dichte der Verteilung von X oder die Dichtefunktion von X.
J £(x)

Fig. 2
Eigenschaften:
F(x) = [ f(v) av 1)
F () = Tf(v)dv =1 2)
P(a<x<b)=F(b)-F(a)= If(v) dv A3)

2.5.4 Parameter einer Verteilung

Die Verteilungsfunktion beschreibt vollumfanglich die Eigenschaften einer Zufalls-
variablen. (Bei stetigen Zufallsvariablen hat die Dichtefunktion ebenfalls diese Eigen-
schaft.) Die Arbeit mit der Verteilungs- oder Dichtefunktion ist aber etwas umstdnd-
lich und nicht immer zwingend notwendig. Um die Analysen zu vereinfachen, werden
daher einige Masszahlen (Parameter) definiert, die fiir viele Betrachtungen geniigen

und einfacher zu verwenden sind.
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13

Der Erwartungswert E(X)

Definition:
Der Erwartungswert E(X) ist fiir eine stetige Zufallsvariable durch die folgende

Formel definiert:

E(X) = Txf(x)dx (4 a)

Fiir eine diskrete Zufallsvariable ist hingegen:

E(X) = 2 X, p(x,)- (4b)

wobei p(x;)die Wahrscheinlichkeit ist, dass X =x;.

Der Erwartungswert wird oft mit p bezeichnet, wobei py, = E(X).

Die Varianz V(X) und die Standardabweichung o (Streuungsparameter) .

Definition 1:
Die Varianz V(X) einer Zufallsvariable X mit E(X) = p ist:

V(X) = E((X _ ux)z)

Wenn die Zufallsvariable X stetig ist, kann man die Varianz auch wie folgt defi-

nieren:

(¢ o]

V(X) = j (x—p, ) f(x)dx. 5)

Definition 2:
o=+ V(X)

nennt man die Standardabweichung der Zufallsvariablen X .
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2.5.5 Realisierung einer Zufallsvariable

2.6

2.6.1

Das erhaltene Ergebnis eines Zufallsexperimentes bezeichnet man als Realisierung der

dazugehorigen Zufallsvariablen.

Es ist wichtig, die Unterschiede zwischen Zufallsvariablen und Realisierungen zu se-

hen:

- Zufallsvariablen haben keinen bestimmten Wert; sie werden durch die Vertei-

lungsfunktion, die Dichte und den anderen Parametern beschrieben.
- Die Realisierungen der Zufallsvariablen sind feste Werte, die aus dem durchge-

fiihrten Zufallsexperiment entstanden sind. Sie besitzen daher keine Verteilungs-

oder Dichtefunktion. Man kann mit ithnen rechnen.

Wichtige Verteilungs- und Dichtefunktionen
Gauss- oder Normalverteilung

Definition 1:

Eine Zufallsvariable X mit der Wahrscheinlichkeitsdichte

f(x) = 1 e %[%] (6)

oV2w

mit —0<XxX<0, —o<p<ow, >0
heisst normalverteilt. p und o heissen Parameter dieser Normalverteilung.

Satz 1:
Fiir die normalverteilte Zufallsvariable X gilt:

EX)=n,

V(X) = o’
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Satz 2:

Die Verteilungsfunktion der Normalverteilung ist

I,
c\/ﬂ_'[,ez ° Jdv @)

F(x) =

Literatur: [Kreyszig, 1968], [Maurer, 1980]

Definition 2:
Die Normalverteilung mit den Parametern p = 0 und o = 1 heisst Standard-

normalverteilung. Die entsprechende Verteilungsfunktion ist:

u2

1 X
X —_— (& 8)
G
und die Dichtefunktion ist:

—x?
f(x)=L € ?

9
Tan ®

Die Standardnormalverteilung findet man in Tabellenform als Anhang von Statistik-
biichern.

Satz 3:

Sei Y normalverteilt mit Parameter p und o, dann ist

c (10)

standardnormalverteilt.

Mit dieser Transformation kann man aus der tabellierten Verteilung von X die Ver-

teilung von Y berechnen.
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2.6.2 Die xz — Verteilung
Definition:
Gegeben seien n voneinander unabhingige standardnormalverteilte Zufallsvariablen
X;.
Die Zufallsvariable
=X +X+--+X2
hat eine Verteilung, die y*— Verteilung genannt wird.

n ist der Freiheitsgrad der Zufallsvariablen y>.

t(x) A
0.5

Fig.3

Satz 1:

Der Erwartungswert von y* ist
E (Y. )=n. 1)
Die Varianz von y* ist

V()=2n.
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Satz 2:
Gegeben sind die normalverteilten unabhingigen Zufallsvariablen Xj, X; ... X, mit
E (X)=p und V (X)) =6 (fiiri=1, ..., n), sowie

- 1
X==)X, (Mittelwert der X;)
n
und
S?= 1 zn: (X. - i)z (empirische Schitzung der Varianz).
n-15%"
Dann ist
n-— 1 2
7= ‘S
¢

eine 2 - verteilte Zufallsvariable mit Freiheitsgrad n —1 .

Die F-Verteilung

Definition:
Gegeben seien zwei unabhingige 7y’ - verteilte Zufallsvariablen. Die erste, m> habe
den Freiheitsgrad m, die zweite, ¥,° den Freiheitsgrad n . Der Quotient

(12)

m,n

=|§<~|E B2

ist ebenfalls eine Zufallsvariable, deren Verteilung F-Verteilung (oder Fisher-

Verteilung) mit den Freiheitsgraden m und n genannt wird.
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»

f(x) 4

v
w

Fig. 4

Bemerkung:

Es gibt zwei Spezialfille von F-verteilten Zufallsvariablen, die besonders zu erwéh-

nen sind:
a) n— ©
2
da lim Ko _p |
n
n—»>oo
2
st F, . y
’ m

Diese Eigenschaft ist besonders wichtig, da die empirische Schiatzungsformel fiir

die Varianz gleich aufgebaut ist.

b) m=1

Die Variable F ist das Quadrat einer zentrischen normalverteilten Zufalls-

variablen, geteilt durch die aus n Realisierungen geschitzte Varianz.

Es handelt sich um das Quadrat einer t-verteilten Zufallsvariable.
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Satz

Gegeben seien Xj, X3, ... und Yy, Y2, ... als normalverteilte Zufallsvariable mit
EX;)=E(Y,)=N und V(X,)=V(Y,)=6> (firi=1,...).

S; und S} scien die empirischen Schétzungen der Varianzen (siche Kapitel 2.6.2)

mit den Freiheitsgraden fy, und f; .

Dann ist

i
Il
R1R

< N

eine F-verteilte Zufallsvariable mit den Freiheitsgraden f; und fj .

Da die f,S}/6 und fyS§/6 %2 -verteilt sind (Kap. 2.6.2), folgt daraus

; 13)

und aus der Definition der F-Verteilung ist F F-verteilt mit den Freiheitsgraden fy und
fy .

Die t-Verteilung

Definition:

Gegeben seien zwei unabhéngige Zufallsvariablen Xund Y .

X sei standard-normalverteilt, (d.h. E (X) =0,V (X) =1) und Y sei Xz -verteilt mit
dem Freiheitsgrad f.

Die Verteilung der Zufallsvariable

T X (14)
A%

f

nennt man t-Verteilung mit dem Freiheitsgrad f.
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| f(x)

Fig. 5

Eigenschaften:
a) t ist symmetrisch um 0
b) fiir f=1 sind weder Erwartungswert noch Varianz definiert

c) fir f>1ist E(T) =0
f
d) fiir f>2 ist V(T)=——=
f-2
e) fir f=1 heisst die t-Verteilung auch Cauchy-Verteilung

f) fir f— oo strebt die t-Verteilung gegen die Standard-Normalverteilung

Satz:

Seien Xi, X3, ... , X, unabhingige normalverteilte Zufallsvariablen mit

E(X;)=u
V(X,)=0c" (fiiralle X gleich)
— 1
X=—)> X
n z '

Dann besitzt die Zufallsvariable

bl (15)
Z (Xi - X)2
n(n—-1)

eine t-Verteilung mit dem Freiheitsgrad n—1 .

Y =

NB. Der Nenner ist die Formel fiir die Schidtzung des mittleren Fehlers am Mittel von

n direkten Beobachtungen der Grosse X .
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Bemerkung:
Wenn wir eine normalverteilte Grosse X betrachten, haben wir zwei Fille zu unter-

scheiden:

a) Die Standardabweichung o von X ist uns bekannt.

Dann konnen wir aus X eine Grosse Y herleiten, die standard-normalverteilt ist:

b) Die Standardabweichung & von X ist uns nicht bekannt. Dann miissen wir aus
den verfiigbaren Realisierungen der Zufallsvariablen zuerst eine nicht fehlerfreie
Schiatzung S der Standardabweichung von X bestimmen. Erst nachher konnen

wir die Zufallsvariable

bilden, welche nicht normalverteilt ist, sondern t-verteilt mit dem Freiheitsgrad f.

In beiden Féllen kdnnen wir mit einer linearen Transformation die Verteilung von X

aus der Tabelle der Verteilung von Y sofort herleiten.
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2.7 Mehrdimensionale Zufallsvariablen

2.7.1 Allgemeines
Wenn in einem Zufallsexperiment zwei oder mehrere Zufallsvariablen bestimmt wer-
den, kann man diese Variablen als Komponenten einer mehrdimensionalen Zufallsva-
riablen betrachten.

2.7.2 Verteilung und Dichte

Definition 1:

Die Verteilungsfunktionen

Fx(x), Fy(y), «...

der Zufallsvariablen X, Y, usw. einzeln betrachtet nennt man Randverteilungen der

Komponenten von Z .

Das gemeinsame Verhalten aller Komponenten der mehrdimensionalen Zufallsvariab-

len wird von der mehrdimensionalen Verteilungsfunktion wiedergegeben.

Definition 2:

Die Funktion F (x,y, ...), fiir welche

F(XxYy,.)=PX<xund Y<y und..)

nennt man Verteilungsfunktion der mehrdimensionalen Zufallsvariable Z .
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Definition 3:
Die partielle Ableitung nach allen Variablen der Verteilungsfunktion ist die entspre-

chende Dichtefunktion der n-dimensionalen Zufallsvariable.

n
f(x, y, ...) =ax"’T F(X, Y, ...) (16)

Im zweidimensionalen Fall gelten die folgenden Aussagen:

a) Die Verteilungsfunktion kann aus der Dichtefunktion hergeleitet werden:

F(x,y) = [ [f(u,v) dudy 17)

—00—00

b )= [f(x,v) dv

ist die Dichte der Randverteilung in x

¢) f,(y)=[f(u,y) du
ist die Dichte der Randverteilung in y

+o0 +00

&) [ [f(uv) dudv=1
Y2 X;
e) P(XISXsz,yISYSy2)=.H.f(u,v) dudv (18)

MRS
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2.7.3 Kovarianz, Korrelationskoeffizient

Definition 1:

Zwei Zufallsvariablen X und Y heissen unabhingig, falls gilt:

FX, Y) =F«(X) * Fy (Y). 19)

Wenn zwei Zufallsvariablen unabhingig sind, kann die gemeinsame Dichtefunktion

ebenfalls als Produkt der Dichte der einzelnen Variablen gebildet werden.

Definition 2:
Die Kovarianz der Zufallsvariablen X und Y mit den Erwartungswerten py und py
ist
Oxy = Cov(X, Y) =E (X — ux ) (Y — 1y)) . (20)
Definition 3:
Der Korrelationskoeffizient der Zufallsvariablen X und Y mit Standardabweichung
Oy, Oy Ist
Covi X, Y
p(X,Y)= Cov(X,Y) (21)
G0,

Satz 1:

Sind die Zufallsvariablen X und Y unabhingig, dann ist

Cov(X,Y)=0 und
p(X,Y) =0

Satz 2:
Wenn X und Y normalverteilte Zufallsvariablen mit Cov(X, Y) = 0 (oder
p(X, Y) = 0) sind, folgt daraus, dass X und Y unabhingig sind.

[Kreyszig, 1968]
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Definition 4:

Die symmetrische Matrix

V(X,) Cov(X,,X,) Cov(X,,X,)
V(X,) Cov(X,,X,)

V(X,)

heisst die Kovarianzmatrix der n-dimensionalen Zufallsvariable

Definition 5:

(22)

Der Erwartungswert einer Matrix von Zufallsvariablen ist die Matrix der Erwartungs-

werte der Matrixelemente

Xu X .- E(x,,) E(x,)
El | x5 X5 | [=E(Xy) E(xy)
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Satz 3:
Die Kovarianzmatrix einer mehrdimensionalen Zufallsvariable X (xy, X2, ...) erfiillt
die folgende Bedingung:
K = E( X X T) 23
XX ( —HX)( _”x) (23)

E(XXT)‘ p 24)

2.7.4 Die 2-dimensionale Normalverteilung

Unter den mehrdimensionalen Verteilungen hat die 2-dimensionale Normalverteilung

fiir das Vermessungswesen besondere Bedeutung.

Definition:
Eine 2-dimensionale Zufallsvariable Z = (X,Y) heisst normalverteilt, wenn sie die
folgende Dichtefunktion besitzt:

-b
f(x,y) =1 € (25)
wobei
a=2n.cl 0'5, —ciy
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2.7.5 Die n-dimensionale Normalverteilung

Definition:

Fine n-dimensionale Zufallsvariable mit der Dichtefunktion

1 T, -1
v/DEtiK;i e 5 XK (X

f(x,y,z...n)= (27;)“

heisst n-dimensional normalverteilt.

(26)
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In der Formel sind

X=X, X,, -, X die mehrdimensionalen Zufallsvariabeln
1 2 n
2
G6; Op
o2
K, = 2o die Kovarianzmatrix der Komponenten und
o,
By

n=|n, der Vektor der Erwartungswerte [E(Xl ) = Hi]

Siehe: [Heinhold/Gaede, Ingenieurstatistik, Oldenbourg Verlag Miinchen, Wien 1972]

Bemerkung 1:
Die Dichtefunktion der mehrdimensionalen Normalverteilung ist bestimmt, wenn die

Erwartungswerte und die Kovarianzmatrix der Komponenten bekannt sind.
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2.7.6 Kofaktoren und Gewichte
Es ist nicht immer notwendig, im Voraus die Varianzen und Kovarianzen der einzel-
nen Komponenten einer mehrdimensionalen Zufallsvariable zu haben. Manchmal ge-

niigt es, die Verhéltnisse zwischen den Varianzen und Kovarianzen zu kennen.

Definition 1:

Fiir eine mehrdimensionale Zufallsvariable X = (X1, X2, «eey Xp)

nennt man die Matrix

1
QXX = _Z.KXX (27)

()

Kofaktorenmatrix von X .

002 1st eine willkiirlich wihlbare Konstante.

K, ist die Kovarianzmatrix von X .

Definition 2:

In der klassischen Ausgleichungsrechnung, d.h. falls man mit unkorrelierten Messun-
gen arbeitet, werden die Genauigkeitsverhiltnisse unter den Messungen durch das

Gewicht beschrieben.

Die Grosse

p, = , i=1,2,.. (28)

ala.

heisst das Gewicht der i-ten Messung. oy ist die einmal freiwdhlbare Konstante, wel-

che bei der Definition der Kofaktorenmatrix verwendet wurde.
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Die Definition der Gewichte kann erweitert werden, damit auch der Fall von korrelier-
ten Messungen beriicksichtigt werden kann. Man spricht dann von einer Gewichtsmat-

rix:
P, =QL =c.Kj (29)

Sind die Messungen nicht korreliert, ist die Gewichtsmatrix eine Diagonalmatrix.

Fehlerfortpflanzung

Wir sind selten in der Lage direkt die uns interessierenden Grdossen zu beobachten. In
der Regel verwenden wir erhobene oder gemessene Grossen, um daraus andere herzu-
leiten. Wenn die Ausgangsgrossen X; Zufallsvariablen sind, dann sind im Allgemei-
nen auch die hergeleiteten Grossen Y; Zufallsvariablen. Auch hier interessieren uns

ihre stochastischen Eigenschaften besonders.
Wenn die Beziehung
Yj =Gj (Xl,Xz ,...,Xn)

ganz allgemein formuliert ist und die Verteilungsfunktionen der X; beliebige Funkti-
onen sind, muss die gesuchte Verteilung von Y; aus der Funktion Gj und aus den
einzelnen Verteilungsfunktionen F; der X; hergeleitet werden, was sehr aufwindig

sein kann.

Gliicklicherweise treten im Vermessungswesen sehr oft Zufallsvariablen auf, die nor-
malverteilt sind. Die Funktionen G; der Messungen sind entweder linear oder haben
im wahrscheinlichen Bereich der X; eine sich wenig dndernde Ableitung, so dass

man sie praktisch ohne Informationsverlust durch lineare Funktionen ersetzen kann.

Die Verteilung einer Linearkombination von normalverteilten Beobachtungen ist we-
sentlich einfacher zu berechnen als der allgemeine Fall. Die folgenden Sitze zeigen,

wie das Problem zu 16sen ist.
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Satz 1:
Jede lineare Funktion

Y=a:X; +ta,X; +...+a,X, +b

von normalverteilten Zufallsvariablen X; ist ebenfalls eine normalverteilte Zufalls-
variable.
[Kreyszig, 1968; Sitze 71.1, 71.2]

Bemerkung:

Es geniigt, E(Y) und V(Y) zu bestimmen, um die stochastischen Eigenschaften der
normalverteilten linearen Funktion Y zu beschreiben, da die Verteilungs- und Dich-
tefunktion einer normalverteilten Zufallsvariable bestimmt sind, wenn man ihren Er-

wartungswert und die Varianz kennt.

Satz 2:
Wenn
Y=a.X;+aX; +...+ta, X, +b

eine lineare Funktion von Zufallsvariablen X; ist, dann kann der Erwartungswert der
Funktion Y wie folgt berechnet werden:

E(Y)=a,E(X)) + aEXy) +...+b=aju +a;p; +... +ap, +b 30)
[Maurer, 1983; 3.36]

Satz 3:
Wenn Z eine lineare Funktion von zwei beliebigen Zufallsvariablen X; und X, ist,

das heisst
Z=a1X;+aX;+b,
dann kann die Varianz der Funktion Z wie folgt berechnet werden:

V(Z) = a,® V(X)) + a,” V(Xp) + 2353, Cov(Xy, X3) oder:
(1)
G, =a[c, +2a,0, +2a,2,0

XX
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Diese Beziehung nennt man das Gauss'sche Fehlerfortpflanzungsgesetz (FFGQG).

Wenn die Zufallsvariablen normalverteilt und unabhingig sind, das heisst,
Cov(Xy, X3) =0, ist in diesem Fall
2 _ 2.2, 2.2
G, =a; 0, +a,06,

Auch fiir eine lineare Funktion mit n Zufallsvariablen lésst sich die Varianz berech-
nen. Am einfachsten wird die Beziehung, wenn wir die linearen Funktionen in Matri-

zenform darstellen.

Satz 4:

Sei Y; eine lineare Funktion von n Zufallsvariablen X; . In Matrizenschreibweise:

Y, =A" X+b,

1x1 1xn nx1 1x1

dann ist
ViY,)) =AT K A (32)

1x1 1xn nxn nxl

[Conzett, 1985]

Satz 5:
Das Fehlerfortpflanzungsgesetz lasst sich noch weiter verallgemeinern. Man kann den
Fall von m verschiedenen Funktionen Y; der n Zufallsvariablen X; wie folgt darstel-

len:

Y = A" . X +bDb

mx1 mxn nx1 mx1

dann ist

Yy XX
mxm mxn nxn nxm (33)
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Schatzfunktionen

Allgemeines

Das Fehlerfortpflanzungsgesetz erlaubt uns, die stochastischen Eigenschaften von
Funktionen von Zufallsvariablen zu bestimmen und wir verwenden geeignete Funkti-
onen von Zufallsvariablen, um die uns interessierenden Grossen moglichst gut zu

schatzen.

Da diese gesuchten Grossen oft Parameter von Verteilungen (Erwartungswert, Vari-
anz) sind, und sie als Punkte auf der Zahlengeraden auftreten, spricht man von Para-

meterschitzung oder Punktschitzung.

So kann ein unbekannter Parameter u aus einer Reihe von Zufallsvariablen X; ge-

schatzt werden:

U = g(Xla X29 ey Xn)

Solche Schétzfunktionen spielen fiir die Ausgleichungsrechnung eine wichtige Rolle.

Sie werden nach zwei Gesichtspunkten betrachtet:

a) Anwendung: Die Schétzfunktionen erlauben die Berechnung von Schétzwerten
der gesuchten Grossen ausgehend von den verfiigbaren Realisierungen von Zu-
fallsvariablen (z.B. aus beobachteten Distanzen moglichst gute Koordinaten be-

stimmen).

b) Analyse und Entwicklung von Schétzfunktionen (z.B: Welche Funktionen eignen

sich dafiir? Wie komme ich zu guten Parameterwerten?)
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2.9.2 Eigenschaften der Schitzfunktionen

Definition 1:

Eine Schétzfunktion g fiir einen unbekannten Parameter u heisst erwartungstreu,

wenn
U= g(Xh XZa eoey Xn)
und
EU) = E(g(X1, X2y «eey Xp)) =1 (34)
Definition 2:

Eine Schitzung U fiir einen Parameter u heisst konsistent, wenn fiir

U=gX;, X, X,)
lim (U-u)’=0 35)

n — o
ist.

Definition 3:
Eine Schitzung flir einen Parameter u heisst wirksam, wenn sie erwartungstreu ist,
wenn die Varianz von U endlich ist, und wenn keine andere erwartungstreue Schitz-

funktion existiert, fiir welche U eine kleinere Varianz erhalt:
E (U - u)®) = V(U) = Min (36)
Beispiele:

a) Der Mittelwert X einer Messreihe X,,X,,..., X, von unabhingig, gleichverteilten

Zufallsvariablen

X =

==

R

ist ein erwartungstreuer und konsistenter Schétzer fir p =E(X)) .
[Maurer, 1983; 5.1.2]
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b) Der empirische Median X einer Messreihe Xj, X3, ... , X5 von unabhingig

gleichverteilten Zufallsvariablen ist ein konsistenter Schétzer des Medians

p=X 1
=

[Maurer, 1983; 5.1.3]

ist ein erwartungstreuer, konsistenter Schitzer fiir o’.

d) Die Ausgleichung nach der Methode der kleinsten Quadrate ist ein Schitzverfah-
ren. Fiir normalverteilte Messungen ist sie erwartungstreu, konsistent und wirk-

sam.

Konfidenzintervalle

Mit Hilfe geeigneter Schitzfunktionen konnen wir Werte fiir die uns interessierenden

Parameter schitzen.

Die Frage, wie gut diese Werte sind, hat fiir den Anwender der Schitzfunktionen
selbstverstandlich grosse Bedeutung. Die einfache Punktschétzung gibt auf diese Fra-

ge aber keine Antwort.

Schon bei einer intuitiven Betrachtung mochte man zu dem geschitzten Wert Anga-
ben iiber den Bereich, in welchem sich der "wahre" gesuchte Parameter mit einer ge-

niigend grossen Wahrscheinlichkeit befindet.
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c
45 g

Konfidenzintervall

Definition:

Gegeben sei eine Schétzfunktion
T=tX,,...,X,)
fir einen unbekannten Parameter T und zwei Werte

T,(<T) und T, (> T)

die man untere und obere Konfidenzgrenze nennt. Das Intervall

heisst Konfidenzintervall zur Vertrauenswahrscheinlichkeit (1-o), wenn die Wahr-

scheinlichkeit

P(T,<t<T)=1-0 O<o<1)

ist.

Ein Konfidenzintervall heisst zweiseitig, wenn die Wahrscheinlichkeit 1-a sym-

metrisch um T geteilt wird.

Wenn man nur eine Seite von T betrachtet, das heisst nur

T oder T

u [\]

bestimmt, spricht man von einseitigen Konfidenzintervallen. Die andere Seite bleibt
offen, d.h. sie ist —o0 oder +o0.
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Beispiel 1:
In der Umgangssprache verwenden wir Ausdriicke, die den Begriff des Konfidenzin-

tervalls beinhalten:

- Die Reparatur wird zwischen 1000 und 1200 Franken kosten (zweiseitiges Konfi-

denzintervall).
- Sie brauchen eine halbe Stunde, um den Zug "sicher" zu erreichen (einseitiges

Konfidenzintervall; es wird nur die obere Grenze angegeben).

Beispiel 2:
Eine Schiatzung T ist normalverteilt mit E(T) =1 und V(T) = o? . Wir méchten
das Konfidenzintervall fir o =5% bestimmen.

Vorgehen: Die Dichtefunktion fiir die Zufallsvariable T ist dann:

Fig. 7

Ty und T, sind so zu bestimmen, dass

P(T<T, ) =2,5% und

P(T>T, )=2,5% .

Aus der Tabelle fiir die Normalverteilung folgt: u=1,96 ¢ .
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Wenn wir eine Realisierung der Zufallsvariable T haben, konnen wir auch den um-

gekehrten Fall 16sen:

Wir haben eine Realisierung T der Schitzung. Der gesuchte unbekannte Parameter

wird mit der Wahrscheinlichkeit (1-a) im Intervall

A

(T,=T-u, T, =T+u)

u

enthalten sein.

— >~
[ =4
—f >
e R o
o

Konfidenzintervall
Fig. 8
[Maurer, 1980; 5.2.2]

Beispiel 3:
Eine Schitzung T fiir einen Parameter 1 ist gegeben durch

1
T=-X,+X,+...+X,).
n

Bekannt ist, dass die X; gleich genaue, normalverteilte Zufallsvariablen mit
EXj)=1

sind. Gesucht ist ein zweiseitiges Konfidenzintervall fir a. = 5% . Die Varianz o,’

der n direkten Beobachtungen X; ist nicht bekannt, so dass sie geschétzt werden

muss:

2 Z (Xi_T)2

S =
n-1

X
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Aus sy konnen wir eine Schitzung fiir die Standardabweichung von T herleiten:

Sy

Sp=—"F=
' n

Der Freiheitsgrad dieser Schitzung ist n—1 . Da die Varianz von T nicht bekannt,
sondern nur geschétzt ist, konnen wir die Verteilung von T nicht bestimmen. Wir

miissen eine Hilfsvariable Z einfiihren,

deren Verteilung uns bekannt ist.

A f(2)

| P |

Fig. 9
Es handelt sich um eine t-Verteilung mit dem Freiheitsgrad n—1 . Aus der Tabelle
der t-Verteilung kann man die untere und die obere Intervallgrenze fiir Z bestimmen
und daraus die entsprechenden Werte fiir T berechnen.

ZB.fir n=10: u, = 2,23 Ut = U,ST

[Conzett, 1985], [Maurer, 1980; 5.2.2]
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Zweiseitige Konfidenzintervalle fiir die Normalverteilung

Vertrauenswahrscheinlichkeit

Irrtumsrisiko o

Koeffizient fiir +c
(halbe Intervallbreite)

683 % 317 % 1.00
95.0 % 50 % 1.96
954 % 46 % 2.00
9.0 % 1.0 % 2.58
99.7 % 03 % 3.00
999 % 0.1 % 3.29
99.995 % 0.005 % 4.00
Zweiseitige Konfidenzintervalle fiir die t-Verteilung
f Halbe Intervallbreite
a=5% a=1%
e’ 1.96 2.58 ( = Normalverteilung)
100 1.98 2.63 (~Normalverteilung)
50 2.01 2.68 (=~ Normalverteilung)
30 2.04 2.75
10 2.23 3.17
4 2.78 4.60
3 3.18 5.84
2 4.30 9.92
1 12.71 63.66
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2.11 Testen von Hypothesen

2.11.1 Aligemeines

Statistische Tests sind Verfahren, die uns helfen anhand der vorhandenen (ungenauen)

Informationen sinnvoll zu entscheiden.
Im Alltag sind wir mit Fragen konfrontiert, die nur einen Ja/Nein-Entscheid zulassen:
Beispiele:

- Kaufe ich das Gerit, oder kaufe ich es nicht ?
- Gehe ich in die Ferien, oder gehe ich nicht ?

- Sind meine Messungen richtig oder falsch ?

Die Informationen, iiber welche wir verfligen, sind oft vielseitig. Sie enthalten quanti-

tative Angaben, die sich teilweise widersprechen.

Statistische Tests erlauben uns, quantitative ungenaue Angaben iiber einen komplexen

Zustand in Ja/Nein-Entscheide umzuwandeln.

Dafiir miissen wir den komplexen Sachverhalt mit den Werkzeugen der Statistik und
der Wahrscheinlichkeitsrechnung umschreiben konnen. Diese Umschreibung, die man
Modellierung nennt, erlaubt uns in sehr vielen Féllen, die urspriingliche Frage durch
eine Frage iiber die Verteilungseigenschaften (Verteilungsparameter) einer Zufallsva-

riable zu ersetzen. Man spricht dann von einem parametrischen Test.

2.11.2 Vorgehen

Der Entscheid wird von einer mathematisch formulierbaren Hypothese Hy abhéingig
gemacht. Diese wird Nullhypothese genannt und beschreibt den erwarteten Fall. Das
Testverfahren klart nun ab, ob man die Nullhypothese annehmen kann, oder ob es

Griinde gibt, sie zu verwerfen.

Das Vorgehen teilt sich in zwei Phasen. In der ersten Phase legt man das Vorgehen
fest und analysiert die stochastischen Eigenschaften der auftretenden Zufallsvariablen.
In der zweiten Phase werden die konkreten Ergebnisse des vorliegenden Falles zah-

lenméssig ausgewertet.
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Die Nullhypothese und die Teststatistik:

In der ersten Phase wihlt man eine Reihe von Grossen (Zufallsvariablen)

Xl aXZ 9-"9Xn ’

die mit der Aussage der Nullhypothese einen Zusammenhang haben, messbar oder
bereits gemessen sind, und bekannte stochastische Eigenschaften aufweisen. Da-

nach sucht man eine geeignete Priifgrosse

T = t(X1, Xz, coey Xn) N

die als Funktion der geplanten Messungen berechnet werden kann und fiir welche
die Verteilung unter der Nullhypothese bekannt ist. Diese Priifgrosse T nennt man
Teststatistik.

Mit Hilfe der Verteilung von T kann man fiir ein sinnvoll gewihltes Irrtumsrisi-
ko a ein Konfidenzintervall bestimmen, in welchem sich eine allfdllige Realisie-
rung der Teststatistik mit Wahrscheinlichkeit (1-a) befinden wird, falls die
Nullhypothese zutrifft. Dadurch werden der Annahmebereich des Tests (innerhalb

des Konfidenzintervalls) und der Verwerfungsbereich (ausserhalb) festgelegt.

Die Realisierung der Teststatistik:

Nach der Durchfithrung der Messungen oder der Erhebungen verfiigt man tiiber
Realisierungen der Zufallsgrossen X, mit welchen man das Zutreffen der Null-

hypothese liberpriifen mochte.

Man berechnet aus den Realisierungen der X; die dazugehorige Realisierung T'
der Teststatistik T und priift, ob T' in den festgelegten Annahmebereich fallt. In
diesem Fall wird die Nullhypothese angenommen, andernfalls wiirde sie verwor-

fen.

Mit diesem Vorgehen nimmt man bewusst in Kauf, dass in gewissen Féllen (mit der

Wahrscheinlichkeit a) die Nullhypothese irrtiimlicherweise verworfen wird.
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Beispiel:

Eine Hohendifferenz wird zweimal unabhédngig gemessen. Die Genauigkeit (Stan-
dardabweichung ¢ =5 mm) der Messungen AH, und AH, ist bekannt. Man mochte

sich vergewissern, dass kein grober Messfehler begangen wurde.

Man wihlt also folgende Nullhypothese: Die Messungen sind normalverteilt mit Vari-

anz o und es gibt keine groben Fehler.
Als Teststatistik wahlen wir die Grosse
D=AH, - AH, .
Unter der Nullhypothese kennen wir die Verteilungsfunktion fiir D :
D ist normalverteilt (lineare Funktion von normalverteilten Messungen) mit

E(D) = 0 und V(D) = 26°.

Nun bestimmen wir fiir ein Signifikanzniveau den Annahme- und Verwerfungsbe-

reich.

< Verwerfung Annahme Verwerfung >

Fig. 10

Die Messungen ergaben fiir die beiden Hohendifferenzen

AH, =40.585m und AH, =40.554m .

Fiir den Test mit der Teststatistik

D =40.585 -40.554 =31 mm und a =5 %

bestimmen wir den Annahmebereich

u=+2-5-196 =13.8
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Der Annahmebereich liegt also im Intervall

(-13.8 mm, +13,8 mm).

Weil die Realisierung von D 31 mm ergeben hat und damit ausserhalb des Annah-

mebereichs liegt, wird die Nullhypothese verworfen.

Alternativhypothesen, Fehler 2. Art

Der stochastische Test stellt die Nullhypothese in den Vordergrund. Sie wird dadurch

beim Entscheid bevorzugt.

Mit einem stochastischen Test kann man nicht nachweisen, dass die Nullhypothese
stimmt, sondern man kann lediglich feststellen, dass keine Hinweise fiir eine Ableh-

nung der Nullhypothese vorliegen.

Beispiel:
Eine typische Aussage: "Die Messungen bestétigen die Stabilitidt des Bauwerks. Aus

der Auswertung konnte keine signifikante Verformung festgestellt werden."

Die Nullhypothese besagte, dass keine Verformung vorliegt, und der Test flihrte nicht

zu ihrer Verwerfung.

Trotzdem ist es mdglich, dass eine andere Hypothese gilt (Alternativhypothese), wir
aber irrtlimlicherweise die Nullhypothese annehmen, weil der Test zu wenig empfind-

lich war.

Diesen Fehler der falschen Annahme der Nullhypothese nennt man Fehler 2. Art. Sei-

ne Wahrscheinlichkeit heisst Irrtumsrisiko 2. Art und wird mit [ bezeichnet.

Mit der Problematik der Testempfindlichkeit beschiftigt man sich in der Geodésie im

Rahmen der Zuverlassigkeitstheorie.

Wenn ein Konfidenzintervall im Fall der Nullhypothese festgelegt wurde, kann man
fiir eine bestimmte Alternativhypothese die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 2. Art

bestimmen.
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far die Nullhypothese

Fldche = a fur die Alternativhypothese
B

I Annahme Verwerfung >

Flache = B

Fig. 11

Fiir die Alternativhypothese besteht die Mdglichkeit, dass Realisierungen in den An-
nahmebereich fallen. Die Fliche der Dichtefunktion iiber dem Annahmebereich ergibt
die Wahrscheinlichkeit 3 , dass ein Fehler 2. Art auftritt.

Bemerkung:

Je enger der Annahmebereich gewihlt wird, desto kleiner wird B. Diese steigende
Empfindlichkeit des Tests bezahlt man mit einer entsprechenden Vergrésserung von
a, das heisst mit einem grosseren Risiko, ein gutes Modell falschlicherweise zu ver-
werfen (Fehler 1. Art).

2.11.4 Entscheidungsmoglichkeiten und ihre Wahrscheinlichkeiten

Wirklichkeit
Hy gilt Hp gilt nicht !
Testentscheidung
Ho wird nicht verworfen richtig ! falsch: Fehler 2. Art
P=1-a P=p
Ho wird verworfen falsch: Fehler 1. Art richtig !
P=a P=1-

Fig. 12
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Die Wahrscheinlichkeit o, , dass die Nullhypothese irrtiimlicherweise verworfen wird,
heisst auch Irrtumsrisiko 1. Art oder Produzentenrisiko. Die Wahrscheinlichkeit 3 ,

dass die Nullhypothese irrtiimlicherweise angenommen wird, wenn eine bestimmte

Alternativhypothese gilt, heisst Irrtumsrisiko 2. Art oder Konsumentenrisiko.
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Auszug aus der linearen Algebra
Begriffe und Bezeichnungen

In der Ausgleichungsrechnung spielen Matrizen und lineare Gleichungssysteme eine

zentrale Rolle.

Definition 1

Eine Matrix A ist eine rechteckige Tabelle von Zahlen, die Matrixelemente genannt

werden.

Die Anzahl Zeilen und Kolonnen (Spalten) ergeben die Dimension der Matrix, die
bei Bedarf explizit unter der Matrixbezeichnung (Grossbuchstaben) angegeben wer-
den kann. Die Matrixelemente werden mit den entsprechenden Kleinbuchstaben be-
nannt. Thre Position ist mit einem Doppelindex angegeben, zuerst die Nummer der

Zeile und dann die Nummer der Kolonne.

Ay A A,

ay 4, - a,,
A= - €))
n-m

an1 anZ anm

Die Elemente einer quadratischen Matrix, welche gleichen Index fiir Zeile und Ko-

lonne haben, bilden ihre Diagonale.

Definition 2 Spezialmatrizen
Die Nullmatrix ist eine Matrix, in welcher aller Elemente Null sind.

Die Einheitsmatrix (E), auch oft Identititsmatrix (I) genannt, ist eine quadratische
Matrix (n = m), in welcher die Diagonalelemente (e;) gleich 1 und alle anderen Ele-

mente Null sind.
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Zwei Matrizen sind gleich, wenn sie gleiche Dimensionen haben und alle ihre Ele-

mente paarweise gleich sind.

Eine Diagonalmatrix ist quadratisch, hat in der Diagonalen beliebige Zahlenwerte

und ausserhalb enthilt sie ausschliesslich Nullelemente.

Eine quadratische Matrix heisst obere Dreiecksmatrix, wenn unterhalb der Diagona-

len alle Elemente Null sind.

Im umgekehrten Fall spricht man von einer unteren Dreiecksmatrix.

Vektoren konnen als Matrizen mit einer Kolonne betrachtet werden.

: <
Il

=
—

2

Eine Matrix A" (mn) heisst Transponierte von A (n'm), wenn die i-te Kolonne von

A der i-ten Zeile von A" (fiiri =1, ..., m) entspricht.

9 -2
T 9 1 -
A=| 1 4 7 A= 3)
-2 4 0
-5 0
Definition 3

Die Determinante einer quadratischen Matrix A (n-n) ist eine Zahl, die sich aus den

Matrixelementen berechnen lasst.
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Det(A)= Y (-D*ay -ay, ., 4)

alle moéglichen
Permutatimen

wobei die Werte fiir (iy, i, ..., in) alle moglichen Permutationen der natiirlichen Zah-
len 1,2, ...n darstellen. k entspricht der Anzahl Vertauschungen, die die Folge (1,

2, ..., n) in die verwendete Permutation (iy, iz, ..., in) Uiberfithren.

Definition 4

Der Rang einer Matrix ist gleich der Anzahl linear unabhingiger Zeilen oder Kolon-

nen dieser Matrix.

Definition 5

Eine quadratische Matrix ist singuldr, wenn ihre Determinante Null ist, sonst ist sie
regular.

Die Ordnung einer quadratischen Matrix ist die Anzahl der Zeilen (= Anzahl der Ko-

lonnen). Rang und Ordnung einer reguldren quadratischen Matrix sind gleich.

Die Spur einer quadratischen Matrix A ist die Summe ihrer Diagonalelemente. Die
Bezeichnung ist Sp(A).

Rechenoperationen mit Matrizen

Definition 1

Die Addition und Subtraktion ist fiir Matrizen gleicher Dimension definiert.

C= A+ B 5)

n-m n-m

Die Elemente von C sind die Summe (bzw. die Differenz) der entsprechenden Ele-

mente von A und B.
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Bemerkung 1
Fiir die Addition gilt das kommutative und das assoziative Gesetz:

A+B =B+ A

(A+B)+C=A+(B+0C) ©)

Definition 2

Eine Matrix A kann mit einem Skalar A multipliziert werden, indem alle ihre Ele-

mente a;; mit dem Skalar multipliziert werden.

C=A-A @)

mit ¢;;=A-a; firalle i und j

Bemerkung 2

Fiir die Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar gelten das kommutative, das as-

soziative und das distributive Gesetz:

AA = A A (¢))

A - (A+B) = AA+A-B )

M+A)-A = MA+h- A (10)
Definition 3

Die Multiplikation zwischen zwei Matrizen A (n‘m) und B (m-p) ist definiert, wenn
die Anzahl Kolonnen der ersten Matrix gleich der Anzahl Zeilen der zweiten Matrix
ist. Das Produkt ist dann eine Matrix C (n'p). Die Elemente ¢;; von C sind die

Skalarprodukte der i-ten Zeile von A mal die j-te Kolonne von B.
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C = A. B
1)
nep Nem mep
wobei
m
ST 5 P (12)
P11 bip
b1
bml bmp
13)
c
1 12 m | ‘11 ‘12 Ip
221 €21
201 4nm “n1 cnp
Bemerkung 3
Das assoziative und das distributive Gesetz gelten:
A-B)-C=A-(B-C
(a-B)-c=a(B-c) »
n-m m-p p-q n-m m-q p-q
C-(A+B)=C-A+C-B (15)

Das kommutative Gesetz gilt nicht.
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Satz

Fiir transponierte Matrizen gelten die folgenden Regeln:

(A+B) =AT+B" (16)
(A-B)' =B"- AT a7
(a) —A (18)

Wenn A =A", heisst A eine symmetrische Matrix.

Inversion einer Matrix

Die Matrix A™ heisst Inverse von einer quadratischen Matrix A, wenn

1
A «A =E
19
nen nen nen
Bemerkungen
- Die inverse Matrix existiert nur fiir reguldre Matrizen.
- Wenn A, B, C regulir sind, gilt
A-B-O)"'=Cc!'-B' A" (20)

- Fiir die reguldre Matrix A gilt

(A7) = (a")" 1)

- Die Inverse einer symmetrischen Matrix ist symmetrisch.
- Die Inverse einer Diagonalmatrix ist ebenfalls diagonal. Die Diagonalelemente
sind die Reziproke der urspriinglichen Diagonalelemente.

- Die Inverse einer Dreiecksmatrix ist wiederum dreieckig. Der Typ bleibt erhalten.
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Eigenvektoren und Eigenwerte

Definition

Eine Matrix A heisst orthogonal, wenn
A"T-A=E (22)
Fiir quadratische orthogonale Matrizen ist dann

AT=A" (23)

Satz (Hauptachsentheorem)

Zu jeder symmetrischen Matrix M existiert eine quadratisch orthogonale Matrix U,

so dass aus U und M eine Diagonalmatrix D berechnet werden kann:
D=U"MU 24)

Dazu gelten folgende Definitionen und Sétze:

— Es gibt eine einzige Matrix D .

— Die Diagonalelemente (A1, A2, ... Ay) von D sind die Eigenwerte von M .

— Fiir jede Matrix M sind die Eigenwerte eindeutig bestimmt. Abgesehen von der
Reihenfolge gibt es nur eine Reihe Eigenwerte (A1, A2, «.c An) .

— Die Kolonnen von U enthalten die normierten Eigenvektoren zu den Eigenwerten,
welche entsprechend geordnet sind wie die Eigenwerte in der Diagonalen von D .

— Wenn die Matrix M den Rang r besitzt, dann gibt es r Eigenwerte # 0, die rest-

lichen sind =0 .

Bemerkung
Die orthogonale Matrix U erfiillt (Definition) die Bedingung

U'U=E (25)

das heisst, die Kolonnenvektoren (u,, u,, ... u,) sind unter sich orthogonal und ha-

ben die Lénge 1.
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Es ist daher:
u-u;= 1 fiir i=j

0 fiir i#] (26)

Differentiation von Matrizenfunktionen

Definition

Wenn eine Matrix A Funktionen von einer Variablen X als Elemente enthélt, ist

da;(x) da;,(x)

dA dx dx
dx | day (%) 27)
dx

Entsprechend werden die partiellen Ableitungen und die Differentiale definiert.

da da
dA = ( 11 12 j (28)
da, ..

Bemerkungen

Es gelten folgende Differentiationsregeln:

- Ist C= A-B,dannist dC= dA-B + A-dB 29)
-  Wenn A eine konstante Matrix und X eine variable Matrix sind, gilt

d(A-X)=A-dX (30)

- Wenn A eine konstante symmetrische Matrix (n°n) und X ein Vektor (n-1) sind,

gilt

d X"AX)=dX" A - X + X"AdX = 2X"AdX (31)
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Die numerische Losung von Gleichungssystemen und die Inversion
von Matrizen

Vielfalt der Methoden

Die Losung von Gleichungssystemen ist ein klassisches Problem der linearen Algebra
und der numerischen Mathematik. Die Mathematiker haben sich weitgehend mit die-
ser Aufgabe beschiftigt, da man in allen Disziplinen mit solchen Systemen zu tun hat.
Man kann die Vielfalt der Methoden nicht mehr aufzdhlen. Fiir eine systematische
Analyse der bekannten Verfahren zur Auflosung von Gleichungssystemen wird dem
Leser empfohlen, die Spezialliteratur der linearen Algebra und der numerischen Ma-
thematik zu konsultieren.

Wir werden uns auf die Behandlung des Austauschverfahrens nach Stiefel beschrin-
ken [Stiefel, 1963], dass fiir die theoretische Herleitungen der Ausgleichungsrechnung

besonders geeignet ist.
Der Austausch-Schritt (AT-Schritt)
Gegeben seien lineare Funktionen, wie zum Beispiel:

= + +
y a X, blx2 ¢X, 32)

y,= ax, + b2x2 + ¢ X, 33)

Man kann sie in Matrizenform ebenfalls angeben:

a, b, ¢ X1
(%] _ [ 1 1 1) | x, (34)
y. a, b, ¢
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Die linearen Funktionen beschreiben eine Beziehung zwischen den x; (unabhéngige
Variablen) und den y; (abhingige Variablen). Diese Beziehung kann bei Bedarf um-
geformt werden, wenn gewisse X; , ausgehend aus einigen gegebenen y; und den

restlichen x; bestimmt werden sollen:

Aus der Gleichung (32) y; =a;x; +b;X, +¢;X;

Xy =a_Y1 - X, _a_xs 35)

a ab a,c
Y2=a_2§'1+(b2_ ; lsz"'(cz_ ;1]"3 (36)

1 1

Es ergeben sich also zwei neue Linearformen, charakterisiert dadurch, dass die bishe-
rige unabhéingige Variable x; nun Funktion geworden ist, wihrend y; nun unabhin-
gige Variable wird. Wir sagen kurz, x; und y; seien ausgetauscht worden, und wir
nennen die ganze Operation einen Austausch-Schritt. Die einzige Bedingung, die in

diesem Fall erfiillt sein muss, lautet a; #0 .

Wir gehen {iber zu mehreren Linearformen von mehreren Variablen, zum Beispiel in

schematischer Schreibweise:

X ) X3 X4
Y 7 *n 2 213 ?u
Y, T | 2 In u 37)
Y, B A3 A3 A3y

Ausgeschrieben also etwa:

y.=a_x +a_x_ +a x +a_ X
2 211 222 233 24 4
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Der Block (37) der Koeffizienten heisst auch Matrix der gegebenen Linearformen.

Es soll nun hier eine beliebige unabhingige Variable mit einer beliebigen abhingigen
Variablen ausgetauscht werden. Als Beispiel werde der Austausch von x3 und y»
durchgefiihrt. Die Pivotkolonne x3 und die Pivotzeile y, kreuzen sich im Pivotele-

ment a,3; der Austausch ist moglich, falls dieses Element # 0 ist.

Aus diesen Bemerkungen folgt sofort das Schema nach dem Austausch

X 1 X2 y 2 X4
_ a3
- 04 04 (04
Y, 11 12 a s 14
a a 1 a
21 22 24
X, = [ - - (38)
3 a a a a
23 23 23 23
a
_ 33
Yy © %31 %3 2, % 34
wobel
45,33 2533 25,43
Oy =a, — 5Oy = A, — a 5Oy =ay, —
23 3 23
(39)
25333 5833 2,485
Oy = a3 — 50z = A3 — 5Oy = A3y —
23 23 Ay3

was man auch explizit nachrechnen kann.
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Numerisches Beispiel fiir den Austausch

1 2 1 3
y1 = 3 5 1 Yy = 0,5 25 -4
Yo=| 2 4 5 —> y2 = 0 2 1 (40)
Y, = 1r 2 2 x,= | -05 05
-0,5 -1
Rechenvorschrift

Man kann die Regel fiir einen solchen AT-Schritt wie folgt zusammenfassen:

1. Das Pivotelement geht in seinen reziproken Wert {iber.

2. Die iibrigen Elemente der Pivotkolonne sind durch das Pivotelement zu dividie-
ren.

3. Die iibrigen Elemente der Pivotzeile sind durch das Pivotelement zu dividieren
und mit dem entgegengesetzten Vorzeichen zu versehen.

4. Ein Element im Rest der Matrix wird transformiert, indem man das Rechteck aus
4 Elementen bildet, das in der gegeniiberliegenden Ecke den Pivot enthélt; dann

ist die Rechteckregel (41) anzuwenden.

Rechteckregel bei AT
Pivotspalte
2
q s q'
%
Pivotzeile —» r ... p . . 1/p
vor AT nach AT

—
7]

49— 4 =9-"~ (41)
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In Matrizenform kann man einen AT-Schritt ebenfalls anschaulich beschreiben, aus-

gehend von

Xy
a a
hA 1 12 X, )
=|a
y. 21 X,
hES
X4
erhilt man nach einem AT-Schritt mit Pivot a3 eine neue Beziehung:
X
o o
Y. 11 12 X,
X, | =] ... 43)
Y.
y; X

4

Die Elemente der Koeffizientenmatrix sind mit der Rechenvorschrift des AT-Schrittes

zu bestimmen.

3.6.3 Die Inversion der Koeffizientenmatrix

Satz

Wenn in einer nxn Matrix M n AT-Schritte berechnet werden, und die Pivotele-
mente sukzessiv in allen Positionen der Diagonale gewéhlt werden, erhélt man die In-

verse M™! von M.
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Beweis

M sei eine quadratische Matrix, fiir welche gilt:

Y. X,
Y, X,

=M-| (44)
yn Xn

Nach n AT-Schritten mit Pivot in allen Elementen der Diagonale der Matrix M er-

halt man die Matrix M~ und es gilt dann:

X1 yl
X, Yy,

=M*| (45)
X, \Y.

Man kann die zweite Berechnung in die erste einsetzen und erhalt:

=M-M= | (46)

M - M" = Einheitsmatrix

M =M
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3.6.4 Die Losung des Gleichungssystems

Satz

Wird die Matrix (u - u) eines Gleichungssystems mit u Unbekannten um eine Ko-
lonne durch die Absolutglieder erweitert, erhdlt man die Losung des Gleichungssys-
tems in der zusitzlichen Kolonne (wenn man u AT-Schritte mit Pivotelement suk-

zessiv in allen Positionen der Diagonale (ajj, i = 1, 2, ... u) berechnet).

Beweis

Ein lineares Gleichungssystem mit u Unbekannten kann wie folgt geschrieben wer-

den:

axitapxpt+..+¢=0 i=1,2,..,u 47)

Die linke Seite der Gleichung sind lineare Funktionen in den Unbekannten x; , wel-

che beim Vorliegen der gesuchten Losung Null ergeben.

Diese Funktionen konnen mit dem Austausch-Schema dargestellt werden:

X
Xl Xz ...... u+l
yl = a4 Ay ... Cl
a a C
yz = 21 22 oooooo 2 (48)
Yo = | 2y A e c,

Die Losung des Gleichungssystems (X,,X,, ..., X,) und x_ , =1ergeben Nullwerte

fiir die abhéngigen Variablen y, .
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Nach u AT-Schritten in der Diagonale erhélt man:

yl y2 ...... yu Xu+1
X = oy Ojy  eeennn Oy 14
X2 = azl azz ...... azu Yz
(49)
X =
u Ay A y2 ®ou Yu

Man weiss, dass die gesuchte Losung entsteht, wenn y; = 0 (i = 1 bis u) und
X,,, = list. Daraus ergibt sich:

Xi =%i (i=1, 2, .ee ll),

das heisst, dass die letzte Kolonne die Losung des Gleichungssystems enthélt.

Bemerkung 1

Wenn die AT-Schritte vollstindig berechnet werden, erhdlt man nach den u AT-

Schritten sowohl die inverse Matrix als auch die Losung des Gleichungssystems.

Bemerkung 2

Falls man nur an der Losung des Gleichungssystems interessiert ist, werden nur ge-
wisse Teile der Berechnungen durchgefiihrt. Man kann z.B. unmittelbar nach dem
AT-Schritt die Kolonnen streichen, in welchen die Pivot-Elemente gewéhlt wurden,
da man sie spiter nicht mehr benétigt (Verfahren nach Gauss-Jordan). Es gibt ver-

schiedene andere, noch giinstigere Verfahren.
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Bemerkung 3

Wenn das Gleichungssystem eine symmetrische Koeffizientenmatrix besitzt, kann
man die Rechenarbeit reduzieren, indem man beachtet, dass die Inverse einer sym-
metrischen Matrix ebenfalls symmetrisch ist. Wéahrend der Berechnung der AT-
Schritte sind die Zwischenmatrizen nur in Bezug auf die Absolutbetrage symmetrisch.

Man kann von der folgenden Farbregel Gebrauch machen:

a) die Anfangsmatrix ist schwarz
b) die Pivotzeilen werden rot gefarbt und bleiben rot
c) fiir alle Zwischenmatrizen wahrend dem AT-Verfahren gilt:

- fiir Elemente gleicher Farbe gilt die Symmetriebedingung

(a5 = a;)
- fiir Elemente verschiedener Farbe gilt
(ajj = — aj)

Dadurch kann die Anzahl Berechnungen bei symmetrischen Matrizen ca. auf die
Halfte reduziert werden.
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In den folgenden Tabellen wird ein numerisches Beispiel vorgefiihrt:

Xl x2 X3 abs.
27.883 1.127 1127 -262.223

1.127 10.236 -2.236 103.030 (50)
1127 -2.236 10.236 -103.030

0.036 -0.040 +0.040 +9.404

(0.040)  10.190 -2.190 +113.629 (1)
(-0.040)  (-2.190) 10.190 -113.629

0.036 -0.004 0.032 +9.855

(-0.004) 0.098 0.215 -11.151 (52)
(-0.032)  (-0.215) 9.720 -89.204

0.036 -0.003 0.003 10.146 = X,
(-0.003) 0.103 0.022 9.178 = X, (S3)
0.003)  (0.022) 0.103 9.178 = X,




65

3.6.5 Rechenkontrolle beim Austauschverfahren

In den seltenen Fillen einer Matrix-Inversion mit dem Austauschverfahren ohne

Computer kann man die einzelnen AT-Schritte wie folgt kontrollieren:

(54)

Man erweitert das AT-Schema um eine Kolonne o . Die Elemente o©; sind so zu
wihlen, dass die Summe aller Elemente der Zeile (inkl. 6;) + 1 ergibt. Diese Summe
bleibt nach jedem AT-Schritt erhalten, wenn man die o-Kolonne als Teil der Matrix
betrachtet und sie im AT-Schritt mitberiicksichtigt.
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Das mathematische Modell einer Ausgleichung

Mathematische Modelle im Allgemeinen

Wir Menschen leben in der Natur und mdchten die Gesetzmassigkeit kennen, welche
den Naturereignissen zugrunde liegt. Unser Ziel ist die Beschreibung und die VVorher-
sage des Verhaltens der Natur im weitesten Sinn, damit unser Leben optimal und ohne
allzu viele bedrohliche Uberraschungen ablaufen kann.

Die Natur ist extrem vielseitig und komplex. Wir haben keine Mdglichkeit, die
Grundgesetze des Universums vollumféanglich zu begreifen, zu entdecken und anzu-
wenden. Dies bedeutet aber nicht, dass wir auf unser Ziel, das Verhalten der Natur
vorherzusagen, verzichten miissen. Wir brauchen einen Ausweg, der uns erlaubt, zu
brauchbaren Ergebnissen zu kommen, auch wenn unser Wissen unvollstandig ist oder
die verfugbaren Mittel und die Zeit uns nicht erlauben, bis an die Grenzen des
menschlichen Wissens zu gelangen.

Wir haben gelernt, die Probleme zu vereinfachen, indem wir Ahnlichkeiten suchen,
die uns erlauben, bekannte Gesetzméassigkeiten aus anderen Gebieten auf die neu zu
untersuchenden Phanomene zu Ubertragen. Wir sprechen dann von Modellen oder
Analogien. Dadurch lasst sich die komplexe Wirklichkeit vereinfachen und man kann
bekannte und vertraute Mittel einsetzen, um die Zusammenhange zu analysieren.

Besonders interessant sind die Ahnlichkeiten, die uns erlauben, das Verhalten natirli-
cher Grossen und Vorgange mit mathematischen Begriffen zu beschreiben. Wenn dies
gelingt, kénnen wir vom unerschopflichen mathematischen Wissen profitieren, das in
Jahrtausenden gesammelt wurde und auch die mathematischen Werkzeuge bei der
Ldsung unserer praktischen Probleme einsetzen. Die Beschreibung in mathematischer
Form, die daraus entsteht, nennt man das mathematische Modell.

Ein mathematisches Modell ist die VVoraussetzung jedes Ausgleichungsproblems.
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Mathematische Modelle im Vermessungswesen

Die Grossen und Beziehungen, die im Vermessungswesen vorkommen, lassen sich
leicht mit mathematischen Formulierungen darstellen. Wir arbeiten daher ganz natir-
lich mit mathematischen Grdssen und verwenden dabei das mathematische Instru-
mentarium, oft ohne daran zu denken, dass es sich um ein Modell handelt.

So verwenden wir z.B. die analytische Geometrie, um in einem kartesischen Koordi-
natensystem gesuchte und gemessene Gréssen zu beschreiben. Die Erdform konnen
wir als Kugel oder Ellipsoid annehmen.

Der Ingenieur muss sich immer mit der Frage der Qualitdt der eigenen Aussagen be-
schaftigen. Er muss wissen, dass er mit N&herungen und Vereinfachungen gearbeitet
hat und dass viele Tatsachen vernachléssigt wurden. Die Eigenschaften des verwende-
ten Modells missen ihm bekannt sein. Nur so kann er die Qualitat der erhaltenen Re-
sultate abschétzen und dafiir sorgen, dass die Genauigkeit der Messungen und Erhe-
bungen auf die Giite des Modells abgestimmt sind.

In der Vermessungskunde stellen wir fest, dass nicht alle Gréssen, mit welchen wir zu
tun haben, eindeutig bestimmt sind. Die gemessenen Werte sind von der zu messen-
den Grosse abhangig, aber infolge der unvermeidlichen Ungenauigkeit jeder Messung
werden sie von einer gewissen Unsicherheit begleitet. Bei der Wiederholung von ge-
nauen Messprozessen ergeben sich in der Regel jedes Mal verschiedene Resultate.

Die Mathematik bietet ebenfalls die Mdglichkeit, mit unsicheren Gréssen zu arbeiten;
so verwendet man im Vermessungswesen neben deterministischen oder funktionalen
Grossen und Beziehungen auch stochastische Grossen, die uns erlauben die Eigen-
schaften der Messungen mit Begriffen aus der mathematischen Statistik zu beschrei-
ben.

Man ordnet zum Beispiel eine Zufallsvariable jeder Messung zu. Die Verteilungs-
funktion beschreibt dabei das Verhalten der gemessenen Grosse infolge der unver-
meidlichen, zufalligen Messfehler.
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Das stochastische Modell

Das stochastische Modell beschreibt die Eigenschaften der Zufallsvariablen, die man
den Messungen zugeordnet hat.

Die Verteilungsfunktion (oder die Dichtefunktion) dieser Zufallsvariable gibt vollum-
fanglich die gewiinschten Informationen. Im Vermessungswesen haben wir in der Re-
gel mit Reihen von Messungen zu tun, die sich gut durch normalverteilte Zufallsvari-
ablen modellieren lassen, so dass ihre Kovarianzmatrix genugt, um die Verteilungs-
funktion, abgesehen von den unbekannten Erwartungswerten, zu bestimmen.

Im stochastischen Modell einer Ausgleichung pruft man zuerst, ob die Annahme der
Normalverteilung fur die Messungen sinnvoll ist, und bildet danach die entsprechende
Kovarianzmatrix fiir die Reihe Messungen I; (i=1, ..., n)

L ist der Vektor der Messungen:

und K, ist die dazugehorige Kovarianzmatrix:

2
G G4 G -« + - . Oy
2
Gy Op « - . . Oy
2
G

n-
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Die Kovarianzmatrix ist symmetrisch. Die Varianzen der einzelnen Messungen (Dia-
gonalelemente) stammen in der Regel aus der Erfahrung: man weiss wie genau ein In-
strument ist (Gebrauchsanleitung, friihere Messungen usw.).

Die Bestimmung der Kovarianzen ist in der Regel schwieriger. Man zieht daher vor,
so zu messen, dass moglichst kleine Korrelationen zwischen den Messungen ent-
stehen, so dass man daher die Kovarianzen als Null annehmen kann.

Fur unabhangige Messungen wird die relative Genauigkeit oft mit dem Gewicht aus-
gedriickt. Wenn die Varianzen der einzelnen Messungen bekannt sind, lasst sich das
Gewicht aus folgender Beziehung herleiten:

P =

ala,

Das Gewicht ist der Quotient zwischen einer willkirlich festgelegten dimensionslosen
Referenzvarianz o’ und die Varianz der betrachteten Messung. Man nennt o, die

Standardabweichung der Gewichtseinheit.

Fur abhdngige Grossen wird die relative Genauigkeit mit einer vollstdndigen Ge-
wichtsmatrix oder mit der Kofaktorenmatrix (Q“) dargestellt.

Fur die Ausgleichung ist das Vorliegen der genauen Werte fir Varianzen und Kovari-
anzen nicht unbedingt notwendig. Es genlgt, wenn die Genauigkeitsrelationen zwi-
schen den Messungen vorliegen.

Falls die Varianzen der einzelnen Messungen nicht bekannt sind und nur die Verhalt-
nisse zwischen den Genauigkeiten vorliegen, werden die Gewichte (ev. die Kofakto-
ren) direkt festgelegt. Zum Beispiel fur Beobachtungen, die genau gleich sind, wird
das Gewicht 1, fur diejenigen, die eine doppelt so grosse Varianz haben, wird das
Gewicht 0.5 festgelegt usw.

In diesem Fall aber kennt man die Grosse der verwendeten Standardabweichung der
Gewichtseinheit (co) nicht. Sie ist in den festgelegten Gewichten implizit enthalten.



4.4

70

Das funktionale Modell

Zusétzlich zu den gemessenen oder erhobenen Grdssen kann man auch andere Infor-
mationen im Berechnungsprozess beriicksichtigen. Es handelt sich um Beziehungen
oder Bedingungen, die die beobachteten Grossen (Beobachtungen) erftillen wirden,
wenn sie fehlerfrei waren und unsere Modellvorstellungen zutréafen.

Diese Beziehungen stammen aus unseren theoretischen Kenntnissen (z.B. aus der Ge-
ometrie, Physik usw.) und gelten, wenn man es genau betrachtet, nur in der idealisier-
ten Vorstellung eines bestimmten Modells.

Jede Berechnung ist bewusst oder unbewusst auf ein abstraktes funktionales Modell
bezogen, dessen Wahl die Resultate der Berechnungen und die Aussagen des Ingeni-
eurs beeinflussen kann. Die Entscheide Uber das funktionale Modell sind daher eine
sehr wichtige Komponente der Arbeit.

Um die funktionalen Beziehungen mathematisch zu formulieren, verwendet man oft
neben den beobachteten Grossen auch weitere Parameter (unbekannte Grdssen), wel-
che die Aufstellung der Modellgleichungen erleichtern. Manchmal sind die unbekann-
ten Parameter gerade die gesuchten Gréssen, z.B. Koordinaten in einem Triangulati-
onsnetz, manchmal sind sie einfach Hilfsgrossen.

Im Allgemeinen sehen die Gleichungen des funktionalen Modells wie folgt aus

Fj Li Ly, Ly 5 X1,X0,...Xy)=0

Mit j=1,2,..m
waobei L; die Erwartungswerte ("wahre Werte™) der Beobachtungen
sind

X die Erwartungswerte ("wahre Werte™) der unbekannten
Parameter sind
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Die Form der Gleichungen des funktionalen Modells bestimmt die Art der Berech-
nung. Die Anzahl Beobachtungen kann so gross sein, dass im funktionalen Modell
mehr Gleichungen entstehen als notwendig, um die Modelleigenschaften zu bestim-
men. Wir sprechen in diesem Fall von einem Ausgleichungsproblem.

Zwei Spezialfélle sind insbesondere zu beachten:

a)

b)

Es werden keine unbekannten Parameter eingefiihrt. Das heisst, die Gleichungen
des funktionalen Modells enthalten nur die zu beobachtenden Grossen:

Fj (LisL2,...La)=0 j=1,2,..r

Man spricht dann von einer bedingten Ausgleichung, die Modellgleichungen.

F; (...) =0 nennt man Bedingungsgleichungen.

Es werden genau so viele unbekannte Parameter eingefihrt, die notwendig sind,
um das funktionale Modell eindeutig zu beschreiben.

In diesem Fall ist es moglich, jede Messung als Funktion der unbekannten Para-
meter darzustellen.

Li=F@19X29X3°°°Xu) i=1727-"9n

Man spricht dann von einer vermittelnden Ausgleichung.

Beide Modelle sowie die Kombinationen beider Modelle sind &quivalent und fih-
ren zu den gleichen Ergebnissen. Der Losungsweg ist unterschiedlich.
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Uberbestimmte Systeme

Wenn mehr Beobachtungen vorliegen als zur eindeutigen Bestimmung der Kenngros-
sen im funktionalen Modell notwendig ist, entstehen infolge der unvermeidbaren
Messfehler Widerspriiche zwischen beobachteten Gréssen und Modellgleichungen.
Dies ist nicht Gberraschend, da die Beziehungen im funktionalen Modell nur fir die
Erwartungswerte der Beobachtungen gelten.

In der Vermessungspraxis werden immer mehr Grossen als notwendig beobachtet.
Damit kann man:

- sich gegen grobe Fehler schiitzen

- die Genauigkeit der Ergebnisse steigern

- die erreichte Genauigkeit abschétzen

- die Gite des mathematischen Modells tberprifen

Es ware ideal, fir unsere Berechnung aufgrund der gesuchten Modellparameter die
Erwartungswerte der Beobachtungen zu bestimmen. Dies ist aber in der Regel nicht
mdoglich, da wir die Erwartungswerte (“wahre Werte") der Beobachtungen nicht ken-
nen. Wir mussen uns daher mit einem (guten) Schétzverfahren, der Ausgleichung, ab-
finden.

Ausgleichungsverfahren

Die Grundidee jeder Ausgleichung ist die folgende:

Die ausgefiihrten Beobachtungen (1,,1,,...) erfiillen die Gleichungen des funktionalen

Modells nicht, man bestimmt daher neue Grdssen: die ausgeglichenen Beobachtungen
(11,12, ...), in denen man die beobachteten Werte so verbessert, dass die Gleichungen

des funktionalen Modells erfiillt werden.
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Diese Formulierung ist selbstverstdndlich nicht hinreichend, um eine Ldsung des
Ausgleichungsproblems zu erlauben. Es gibt unendlich viele Md&glichkeiten fur eine
solche Reihe ausgeglichener Beobachtungen.

Die Wahl einer besonders glinstigen Losung unter den vielen méglichen unterscheidet
die Ausgleichungsverfahren.

Welche Eigenschaften missen die Verbesserungen (vy, v», ...) aufweisen, damit man
die Losung als besonders giinstig betrachten kann? Es gibt keine allgemein gultige
Antwort. Intuitiv kann man lediglich folgendes aussagen:

Wenn die ausgeglichenen Beobachtungen eine gute Schatzung fiir die Erwartungs-
werte der Beobachtungen sein sollen, mussen die Betrdge der Verbesserungen klein
sein.

Im Laufe der Zeit wurden verschiedene Ausgleichungsprinzipien entwickelt. Wir
kdnnen zum Beispiel erwéhnen:

a) minimale Quadratsumme der Verbesserungen Methode der kleinsten Quadrate

nach Gauss;

b) minimale Summe der Absolutbetrage der Verbesserungen: Laplace;

¢) minimale Maximalabweichung fiir Verbesserungen: Tschebischeff.

Wesentlich: Je nach Ausgleichungsprinzip erhalt man verschiedene Resultate.
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Die Methode der kleinsten Quadrate

Das Ausgleichungsprinzip

Die Grundidee der Ausgleichung, die beobachteten Werte so zu korrigieren, bis sie
die Modellgleichungen erfillen, bleibt unveréandert. Um daraus eine eindeutige L0-
sung zu gewinnen, wird das folgende Ausgleichungsprinzip angewandt:

a) fur unkorrelierte, gleich genaue Beobachtungen

n
D v?=Min
i=1

b) fiir unkorrelierte Beobachtungen

> pivi = [pvv]=Min
i=1

2
wobei p; = G—‘; das Gewicht der i-ten Beobachtung ist.

G;

im allgemeinen Fall
v'Q,'V =Min

mit folgenden Bezeichnungen:

\% Vektor der Verbesserungen
n-1
Q Kofaktorenmatrix der Beobachtungen

Die Félle (a) und (b) sind Spezialfélle der allgemeinen Form (c).
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Die Gauss'schen Begriindungen

Erste Gauss'sche Begriindung

Wenn die Beobachtungen normalverteilt sind, gibt die Methode der kleinsten Quadra-
te die wahrscheinlichsten Werte fir die Ergebnisse.

Beispiel

Gegeben:

Eine Grosse I; wurde n mal direkt gemessen. Die dazugehorigen Zufallsvariablen I
seien normalverteilt mit unbekannter aber gleich grosser Varianz o, Erwartungs-
wert p und seien unkorreliert. Die erhaltene Stichprobe der Beobachtungen sei

Iil2y ves In

Gesucht:

Eine Schatzung X des unbekannten Erwartungswertes p, fur welche die ausgefiihrten
Beobachtungen die maximale Wahrscheinlichkeit erhalten (Maximum-Likelihood-
Schétzung).
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Losung:
Die Verteilung der Beobachtungen ist

L 3 2
“2a U7W

ol)=—1_ €
)] "

Die Wahrscheinlichkeit, dass die erste Beobachtung 1; im kleinen Intervall Al um 1,
auftritt, ist

(%)

P,

Al Al

Entsprechend kann die Wahrscheinlichkeit fur die anderen Beobachtungen der Stich-

probe

Al

Al
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Da die Beobachtungen unabhéngig sind, ist die Wahrscheinlichkeit, dass die ganze
Stichprobe so auftritt, wie wir sie erhalten haben, das Produkt der einzelnen Wahr-

scheinlichkeiten:

P(ganzeStichprobe)=P, - P,- ... - P,

“ - w7
Al)"

Wir suchen eine Schatzung X des unbekannten Parameters p, fur welchen die Wahr-
scheinlichkeit des Auftretens der ganzen Stichprobe maximal ist. Dies ist der Fall,
wenn die eckige Klammer im Exponent minimal wird, das heisst:

(,—-x)* +(1,—-x)’+ ... + (1,-x)* = Min
Vi + Vi + ...+ vl =Min

Z v} = Min

Das ist das Prinzip der Methode der kleinsten Quadrate.

Das Beispiel zeigt, wie die Methode der kleinsten Quadrate eine Schatzung mit ma-
ximaler Wahrscheinlichkeit wird, wenn die Beobachtungen normalverteilt sind.
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Zweite Gauss'sche Begriindung

Die Methode der kleinsten Quadrate liefert Ergebnisse mit minimaler Varianz, wenn
der Erwartungswert der Messfehler Null ist, dass heisst, wenn die Bedingung E(g) = 0
erfallt ist.

Bemerkung

Falls die Verteilung der Messfehler nicht genau bekannt ist, man aber weiss, dass z.B.
positive und negative Fehler gleicher Grossenordnung gleich h&ufig auftreten, erhalt
man mit der Methode der kleinsten Quadrate Ergebnisse mit kleinstmdglicher Vari-
anz.

Dritte Gauss'sche Begriindung

In den anderen Féllen (Verteilung und Erwartungswert der Fehler nicht genau be-
kannt) hat die Methode der kleinsten Quadrate trotzdem ihre Begriindung. Sie liefert
widerspruchsfreie Resultate mit verhéltnismassig einfachen Berechnungen.

Bemerkung
Solche Resultate gelten in der Regel als plausibel und nicht willkirlich. Einfache Bei-
spiele sind das arithmetische Mittel oder das gewogene Mittel.
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Ausgleichung Kkorrelierter Beobachtungen

Vorgehen

Das Ausgleichungsprinzip der Methode der kleinsten Quadrate in der allgemeinsten
Form

VPV =V'Q;'V = Min

ist im Fall von korrelierten Beobachtungen ohne Einschrankung anwendbar. Es ist
dabei zu beachten, dass die Kofaktorenmatrix Qy und die daraus herleitbare Ge-
wichtsmatrix

p(=Q;")

keine Diagonalmatrizen sind. Sie sind symmetrisch und haben ausserhalb der Diago-
nale Elemente, welche verschieden von Null sind.

Alle Formeln der Ausgleichungsrechnung, welche aus der allgemeinen Minimum-
bedingung (V'PV = Min.) und fiir eine beliebige Gewichts- oder Kofaktorenmatrix
hergeleitet werden, eignen sich ebenso gut fir die Ausgleichung von korrelierten wie
unkorrelierten Beobachtungen.



80

4.9.2 Korrelationen in der geoditischen Praxis

Das Bericksichtigen von Korrelationen ist rechnerisch aufwendig. Wenn die Ursache
der Korrelation nur ungenau mathematisch beschreibbar ist, wird sie mit vielen Unsi-
cherheiten verbunden. Dies ist der Grund, warum in der Praxis viel lieber mit unkor-
relierten Beobachtungen gearbeitet wird.

Es wird normalerweise alles vorgenommen, um das Messverfahren so zu gestalten
und auch die Messgeréate in der Weise zu konstruieren, dass stochastisch unabhéngige
Beobachtungen entstehen.

So werden zum Beispiel Richtungen in erster und zweiter Fernrohrlage gemessen. Es
wird mit gleichen Zielweiten nivelliert. Die elektronisch gemessenen Distanzen wer-
den meteorologisch korrigiert. Hohenwinkel werden nie mit Visuren knapp tber dem
Boden gemessen. Winkel diirfen nicht in einer Umgebung mit starken horizontalen
Temperaturgradienten beobachtet werden.

Alle diese Massnahmen einschliesslich den anderen, die hier nicht erwéhnt werden
kénnen und die zu den Regeln der Kunst des Vermessungswesen gehdren, erlauben in
der Regel die Korrelationen zwischen den Messungen so klein zu halten, dass man sie
vernachl&ssigen kann.

Es gibt aber trotzdem Falle, in welchen man die vorhandenen Korrelationen bertick-
sichtigen muss.
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Wir konnen zwei Félle unterscheiden:

a)

b)

Mathematische Korrelation

Die Beobachtungen wurden rechnerisch aus urspriinglich unabhéngigen Beobach-
tungen hergeleitet. Da die mathematischen Funktionen bekannt sind, kann man
ohne weiteres mit dem Fehlerfortpflanzungsgesetz die Kovarianzmatrix der herge-
leiteten Beobachtungen bestimmen. So kénnen die Korrelationen streng bertick-
sichtigt werden.

Beispiel:

Die Entfernungen P,P,, P,P3, P;P4sind gemessen worden (unabhangige Beobach-
tungen). Man benétigt aber die Entfernungen P,P; und P3Py .

Diese Entfernungen kdnnen aus den unabhangigen Beobachtungen rechnerisch
ermittelt werden. Die hergeleiteten Beobachtungen sind aber nicht mehr unabhén-
gig. Man muss Varianzen und Kovarianzen mit dem Fehlerfortpflanzungsgesetz
bestimmen.

Korrelationen, die aus unbekannten Ursachen im Messprozess entstehen

Man spricht oft von physikalischen Korrelationen. Sie zu bestimmen ist viel
schwieriger. Eine Schatzung mit Hilfe der Formel der empirischen Varianz und
Kovarianz:
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2 8igi
Gi n
. &&;
csj - n
€.E.
i’
lJ n

ist nur méglich, wenn man Uber eine grosse Anzahl (n) Messreihen verfiigt. Man kann
dann mindestens nédherungsweise die wahren € bestimmen und aus der grossen Stich-
probe die gesuchten Varianzen und Kovarianzen schatzen. Dies ist aber selten mdg-
lich.

In der Praxis muss man sich oft mit unsicheren Naherungen in Form von empirischen
Korrelationsfunktionen abfinden.

Beispiel:
In einem bestimmten Punktfeld sind die Punkthéhen alle gleich genau (o; =1 ¢m) und
die Korrelationen zwischen zwei Koten nimmt mit der Distanz ab.

Wir nehmen in diesem Spezialfall an, dass

1
p,. = X

at™a
1)

eine brauchbare Schatzung fir den Korrelationskoeffizienten sei. Daraus konnen die
Kovarianzen bestimmt werden.
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Die vermittelnde Ausgleichung
Das mathematische Modell der vermittelnden Ausgleichung

Im vorherigen Kapitel wurde erklért, wie die zur Verfiigung stehenden Informationen

in zwei Gruppen aufgeteilt werden:

a) das stochastische Modell
b) das funktionale Modell

Im stochastischen Modell werden die Teile der Realitit beschrieben, die sich mit den
Gedanken der mathematischen Statistik (Zufallsvariablen, Verteilungsfunktionen
usw.) darstellen lassen. Fiir die vermittelnde Ausgleichung sowie fiir die anderen
Ausgleichungsformen werden die Beobachtungen als mehrdimensionale Zufalls-
variable zusammengefasst. Dabei wird die dazugehorige Kofaktorenmatrix benotigt.
In der Regel konnen die Beobachtungen als normalverteilte Zufallsvariablen ange-

nommen werden und in den meisten Féllen sind sie sogar unkorreliert.

Das funktionale Modell der vermittelnden Ausgleichung unterscheidet sich von

demjenigen der anderen Ausgleichungsformen.
Man kann es wie folgt beschreiben:

a) u unbekannte Grossen werden festgelegt, mit welchen die Losung des Problems
eindeutig und widerspruchsfrei beschrieben werden kann. Die Anzahl u héingt
vom Problem und von den Modellvorstellungen ab. Diese u Grossen werden

unbekannte Parameter der Ausgleichung genannt.

b) Die Beziehungen, die geméiss Modellvorstellungen gelten sollen, wenn die
Beobachtungen fehlerfrei wiren, sind anschliessend zu formulieren. Sie miissen
fiir die vermittelnde Ausgleichung festlegen, wie jede Messung explizit als Funk-

tion der unbekannten Parameter (und nur dieser Parameter) dargestellt wird.
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L=F (X, X,, .... %) i=1....n €))

Wenn n Messungen vorliegen oder geplant sind, entstehen somit n verschie-
dene Gleichungen, die gelten sollten, falls die Grossen - mit welchen wir arbeiten

- unendlich genau wiren (Idee der "wahren Werte").
Die n Gleichungen bilden zusammen mit den Annahmen das funktionale Modell.

Unter diesen Annahmen konnen wir je nach Problem verschiedenste Aussagen

finden. Zum Beispiel:

- Die Erdkriimmung kann vernachléssigt werden (Geometrie der Ebene)
- Die Lichtstrahlen sind Geraden
- Die Lage der Punkte hat sich wihrend der Arbeit nicht verdndert

- USw.

Das funktionale und das stochastische Modell werden dann nach dem folgenden

Gedankengang verkniipft:

Einige der verwendeten Grossen (die Messungen) kann man nicht als fehlerfreie
Konstanten betrachten. Sie verhalten sich infolge der unvermeidlichen Messunge-

nauigkeit wie Zufallsvariablen (stochastisches Modell).

Die Beziehungen, die man fiir die hypothetischen fehlerfreien Grossen erkannt
hat, ldsst man ebenfalls fiir die Zufallsvariablen gelten. Ihre unbekannten Erwar-
tungswerte ersetzen dabei die urspriingliche, vereinfachende Idee der "wahren"

Werte von Messungen und unbekannten Parametern.

E(1,) = F(%,%,» .. X,) Q)
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Mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate will man optimal geschétzte (aus-
geglichene) Werte fiir Messungen und unbekannte Parameter erhalten. Die Schit-
zung wird man so aufbauen, dass die erhaltenen ausgeglichenen Werte ebenfalls

die oben genannten Gleichungen erfiillen und so ein widerspruchsfreies System
bilden.

Die Gleichungen des funktionalen Modells kann man daher unveridndert fiir die

gesuchten ausgeglichenen Werte iibernehmen.

I, =Fi(x1,x2,... xu) i=1.2....n

: 3)
L sind die ausgeglichenen Beobachtungen (oder die "beste" Schétzung fiir
die Erwartungswerte der Zufallsvariablen ;)
X; sind die unbekannten Parameter (oder die "beste" Schitzung fiir die

gesuchten X, )

Diese Gleichungen werden Beobachtungsgleichungen genannt.
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Das Vorgehen wird am praktischen Beispiel "Vorwirtseinschneiden' erldutert:

P
/0\()’: X)
4 \

|
T BN
|

Anzahl unbekannte Parameter : 2

Das Problem ist durch zwei Winkelmessungen bestimmt.

Wabhl von 2 unbekannten Parametern :

Zum Beispiel y, x als Koordinaten des Neupunktes (es wire auch eine andere Wahl
moglich).

Ya, Xa ... XC: seien die Koordinaten der Festpunkte A, B, C.

Mit einfachen geometrischen Betrachtungen kann man die Beobachtungsgleichungen

formulieren.
Xp— X, X— X, “4)
By= e
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Mit den Beziehungen, die die Beobachtungsgleichungen wiedergeben, hat man still-
schweigend eine ganze Reihe von Hypothesen unterstellt. Diese Hypothesen

beschreiben verbal unser funktionales Modell etwa wie folgt:

- Die Lotrichtungen seien parallel: Es gelte die ebene Geometrie.

(Ein anderes Modell konnte vorschreiben: die Lotrichtungen zeigen gegen den
Erdmittelpunkt; also Kugelgeometrie anwenden).

- Theodolit und Signale seien fehlerlos zentriert. (Die Zentrierungenauigkeit sollte
im stochastischen Modell im mittleren Fehler a priori der Messungen beriick-
sichtigt werden).

- Instrumentenfehler seien ohne Einfluss; sie seien durch Messverfahren eliminiert.

- Keine Seitenrefraktion.

- etc.

Zur Terminologie: Beobachtungen vermitteln die unbekannten Grossen y, x; gele-

gentlich spricht man von vermittelnden Beobachtungen.

Die Verbesserungsgleichungen
Form der Beobachtungsgleichungen

Jede Beobachtungsgleichung des funktionalen Modells enthélt die ausgeglichene
Beobachtung als unbekannte Grosse. Die ausgeglichene Beobachtung ist als verbes-
serte Beobachtung zu verstehen, die sich nicht allzu viel von den Messergebnissen

unterscheidet.
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L =0L+v.="F(Kyz...) i=1,2,....n Q)
1, i-te  ausgeglichene Beobachtung

1, i-te  Beobachtung (erhaltener Wert aus der Messung)

\f i-te  Verbesserung

X, ¥, Z, .... unbekannte Parameter

Linearisierung der Beobachtungsgleichungen

In der Regel enthalten die Beobachtungsgleichungen Funktionen (Fj), die nicht linear
sind. Da aber im Vermessungswesen immer ein glinstiges Verhéltnis zwischen Mess-
genauigkeit und vermessenen Objekten besteht, konnen die nicht linearen Funktionen
durch passende lineare ersetzt werden ohne dass dadurch relevante Informations-

verluste entstehen.

Man linearisiert die Beobachungsgleichungen entweder analytisch oder numerisch mit

den bekannten Methoden der Analysis und der numerischen Mathematik.

Analytische Linearisierung

Als analytisches Linearisierungsverfahren eignet sich z.B. die Reihenentwicklung

nach Taylor, in welcher man nur die linearen Elemente beriicksichtigt.

Man bendtigt Naherungswerte (Xo, Yoy Zos -...) flir die unbekannten Parameter, die nur
einen vernachldssigbaren Einfluss auf die Resultate haben, falls sie in der Umgebung

der gesuchten Losung gewidhlt worden sind. Dann gilt:

X = xo+ & (6)
Y = Yot M
z = 12,+ C
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und die Beobachtungsgleichung wird

L=L+Vv,=F, (X +& Yo+ 2o+ & -...)

nach Taylor gilt dann:

li + v. = Fi (Xg> Yoo Zg> =+

oF
—L
ox (Xg> Ygr Zgo -
oF

—1
6y (X()’ y09 Z07 b

OF
1
aZ (X(), y09 ZOS A

+ R
2

@)
+
D&+
Jn + ®
D)+

Die partiellen Ableitungen sind berechenbar, da man die Beobachtungsgleichungen

(das heisst Fj) kennt und sich bekannte Werte

fir die unbekannten Parameter einsetzt.

5.2.4 Bildung der Verbesserungsgleichungen

ergeben, wenn man die Ndherungswerte

Mit den folgenden Abkiirzungen kann man aus Beobachtungsgleichungen neue

lineare Gleichungen herleiten:

Wenn

OF .

a = — (X sy Y. o Z_,

i ox o> 7o’ To
6Fi

b= By (X Yoo Zy>

C.= vuunn

1

f =

ist, ergibt sich

li - Fi (Xg> Ygr Zgs -

..)

®

2
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e ai§+bin+ ciC+...—f, i=1,2,...n (10)

1

was in Matrizenform folgendem entspricht:

V. =A-:- X- F 1)
n.1 n.u u.1 n.1
wobei
A a, by f
V2 a2 b2 c2 f2
V= A = o F =
Vll aIl bn cn fn
und
€
n
x= | €

ein Gleichungssystem mit n Gleichungen bilden.

Das Absolutglied F hat ein negatives Vorzeichen und die einzelnen Komponenten f;
berechnet man als Differenz ("gemessen minus gendhert") zwischen Beobachtung und

Beobachtungsniherung (aus Beobachtungsgleichung und Néherungsunbekannte).
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Basierend auf den bisherigen Betrachtungen kann man die Verbesserungsgleichungen

definieren:

Definition

Die Verbesserungsgleichungen sind die nach den Verbesserungen aufgeldsten und in

den unbekannten Parametern linearisierten Beobachtungsgleichungen.

Beispiel fiir die analytische Linearisierung

Aus den Beobachtungsgleichungen (Formel (4)) ist zu berechnen:

Y—Ya

_Y—Ya

y—yAJ=+ (x-x,)° _ Y= ¥a

X—X,

Oc =—(— arctgy_y")=— X_ZXA (12)
DAP

wobei Dap die Distanz zwischen A und P ist.

N

2
DAP

Man erhilt die Koeffizienten der Verbesserungsgleichung, indem man die Naherungs-

koordinaten (yo, X,) von P einsetzt. Fiir Winkel in Bogenmass gilt:

. _ yo_yA
o 2
DAP
(1]
XO—XA
ba = - 3
D
AP

P, Néherungspunkt fiir P

DAP aus Nidherungskoordinaten

o
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fa =a - o

o gemessener Wert

a, mit Ndherungskoordinaten gerechneter Ndherungswert
= . —+ . _

Vo A 5 boc N foc

v = a «-&+b -n-f

By By By By
(13)

vy = 2y &t byem-y

a b

o P fa ... sind Zahlen, Koeffizienten

5.2.5 Numerische Linearisierung

Manchmal ist eine analytische Linearisierung unzweckmaissig. Mit dem Computer
kann man in der Regel nicht automatisch verschiedenartige Funktionen ableiten und
auch von Hand sind komplizierte Funktionen zum Ableiten nicht besonders beliebt.
Man kann daher, vor allem in Computerprogrammen, die Koeffizienten der Verbesse-
rungsgleichungen aus den Beobachtungsgleichungen direkt numerisch bestimmen.

ai =E(Xo9yo’z()30.'); Fi(XO +A,yo,zo"..)_Fi(Xo,yO’ZO’...)
1954 A
_OF, 5 Fl(xo,y0 +A,zo) F.(xo,yo,zo,...)
bi _a_y ................ ): A (14)

Usw.
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Bei diesem Verfahren wird immer mit der gleichen Funktion F; gearbeitet, die nur
einmal programmiert werden muss. Kritisch ist die Wahl des Inkrements A . Wenn A
Zu gross ist, ist die Approximation schlecht; wenn A zu klein gewéhlt wird, konnen
numerische Probleme (Stellenausldschung) entstehen. Man muss von Fall zu Fall eine

passende Grosse fiir A bestimmen.

Eigenschaften der Verbesserungsgleichungen

Die Verbesserungsgleichungen fassen die Informationen des funktionalen Modells

zusammen. Sie geniigen aber nicht, um die gestellte Aufgabe eindeutig zu 16sen.

In der Tat besteht das lineare Gleichungssystem aus n Gleichungen. Die Anzahl der
Unbekannten ist aber grosser: Die n Verbesserungen und die u unbekannten Para-

meter ergeben n +u Unbekannte des Gleichungssystems.

Man kann z.B. die u unbekannten Parameter willkiirlich wihlen, um daraus die
entsprechenden Verbesserungen eindeutig zu bestimmen. Das System der Verbesse-

rungsgleichungen hat unendlich viele Losungen (o0").

Die Normalgleichungen
Losungsidee

Schon eine intuitive Betrachtung zeigt, dass nicht alle unendlich vielen Losungen
gleich sinnvoll erscheinen. Losungen mit sehr grossen Verbesserungen bedeuten, dass
die Losung sehr stark von den beobachteten Grossen abweicht und weniger plausibel
scheint als eine Losung, die kleinere Verbesserungen ergibt. Die Methode der kleins-

ten Quadrate folgt diesem intuitiven Losungsweg.

Man sucht unter den unendlich vielen Losungen, die das funktionale Modell (Verbes-

serungsgleichungen) erfiillen, diejenige, welche "minimale" Verbesserungen ergibt.
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Das Minimumsprinzip

Das gewdhlte Minimumsprinzip wird unter Beriicksichtigung des stochastischen

Modells (unterschiedliche Genauigkeit der Messungen) wie folgt formuliert:

V'PV=V"'Q™" V= Minimum a5)

V ist die n.1 Matrix (Vektor) der Verbesserungen, Q ist die Kofaktorenmatrix der

Messungen, und P ihre Gewichtsmatrix.

Wenn die Messungen unkorreliert sind, nimmt die Matrix Q Diagonalgestalt an und

die Matrix P (Gewichtsmatrix), welche die Inverse der Kofaktorenmatrix ist,

P=Q (16)

ist ebenfalls eine Diagonalmatrix. Das Minimumsprinzip kann in solchen Féllen

vereinfacht werden zu

n
> pi Vi2 = [pvv] = Minimum a7
i=1

Die Losung des Minimumsproblems

Das Ausgleichungsproblem ist nun als mehrdimensionales Mimimumsproblem zu
l6sen. Die Variablen sind die u unbekannten Parameter und fiir unabhidngige
Messungen ist [pvv] die Funktion, die minimal sein muss. Man erhélt die Losung
durch partielles Ableiten.

ofpvv] . of[pw] o O[pw]
p 0; n 0; a 0;..... 18)
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das heisst:
M=2pv ﬁ+2pv av—2+...2pv —
0¢ L' 1 g¢ 22 @ nonoge
= 2p1v1a1 + ZpZVZa2 +...2p, v,a,
=2 [pav] = 0 (19)
Entsprechend mit | und C .
[pav]=0; [pbv]=0; [pev]=0. (20)

Wenn die Verbesserungen als Funktionen der Unbekannten (Verbesserungs-

gleichungen) eingesetzt werden, folgt:

plal(alf;+ b1n+ CIC—fl) + pzaz(azf;+ b2n+ czC—fz) +...=0

was geordnet und vereinfacht werden kann:
[paa] & + [ pab|n + [pac] {—[paf]=0 21)
Entsprechend wird mit [pbv] und [pev] verfahren.

Definition:

Man erhilt ein Gleichungssystem mit u Gleichungen und u Unbekannten, das

Normalgleichungssystem genannt wird, und das die folgende Form aufweist:

[paalg + [pab]n + [pac]¢ — [paf]= 0
[pab]é + [pbb]n + [pbe]t —[pbf] =0 (22)
[pac]s + [pbe]n + [pecfc — [pef]=0
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Bemerkung 1

Die Matrix des Gleichungssystems ist quadratisch und symmetrisch. Falls die
Determinante der Matrix von Null verschieden ist, haben wir eine eindeutige Losung
fiir die Unbekannten. Diese Voraussetzung ist bei korrekt angesetzten Ausgleichungs-
problemen immer gegeben. Ist die Determinante null, so haben wir zuviele
Unbekannte eingefiihrt.

Bemerkung 2

Ist [pvv] wirklich ein Minimum und nicht etwa ein Maximum? Kriterium: Die
zweiten Ableitungen miissen positiv sein. Aus der 1. Ableitung nach § ergibt sich die
1. Normalgleichung; diese nochmals nach & abgeleitet, gibt [paa] . Dieser Ausdruck
ist eindeutig positiv; entsprechend fir m und §. [pvv] ist ein Minimum (kein

Maximum!).

Die Losung in Matrizenform
Die Minimumbedingung muss in Matrizenform gestellt werden, wenn die Beobach-
tungen korreliert sind. Der Fall der unabhingigen Beobachtungen kann dann als

Spezialfall dieser allgemeinen Losung angesehen werden.

Die Verbesserungen werden durch die Verbesserungsgleichungen als Funktionen der

unabhdngigen Variablen dargestellt.

V=AX-F
Das Ziel ist, die Losung X zu finden, fiir welche

F(X) = V'PV = Minimum (23)
Das heisst, fiir den Losungsvektor X muss die Beziehung

dF(X) =0" * dx

d(V'PV) = 0"edx (24)
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gelten. Sie bedeutet, dass sich die Zielfunktion (V'PV) in der Umgebung der Losung

nicht dndert, wenn die Komponenten von X im Differentialbereich beliebig

variieren.
d(V'PV)=dV'PV + V'Pdv
=V'PTdv+ V'Pdv  (da V'Pdv eine 1x1 Matrix ist)
=2V'Pdv (da P symmetrisch ist, ist PT = P)
Da V=AX-F,
ist dv = Adx
und d(V'PV) =2V PAdx
=2(AX-F)" PAdx
Die Bedingung

d(V'PV) =0" e dx
ist erfiillt, wenn
2V'PA =0"
2AX-F)"PA=0"

das heisst,
ATPV =0
ATPAX-F) =0
(ATPA)X - ATPF =0 (25)

Diese Matrizengleichung stellt ein lineares Gleichungssystem (Normalgleichungs-
system) mit u Gleichungen und u Unbekannten dar, aus welchem die gesuchte

Losung hergeleitet werden kann.
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5.3.5 Die numerische Bildung der Normalgleichungen

Das Normalgleichungssystem kann gebildet werden, wenn die Verbesserungs-

gleichung und die Gewichtsmatrix vorliegen:

V=AX-F ; P (26)

wobei A und F sowie die Gewichtsmatrix

p(=Q;)
bekannt sind. Es ergibt sich

N=A"PA @7
die Normalgleichungsmatrix und

Z=A"PF 28)
das Absolutglied des Normalgleichungssystems

NeX=7Z

Wenn die Matrizenformel zur Bildung der Normalgleichungsmatrix verwendet wird,

ist die Anzahl erforderlicher Multiplikationen

Anzmult = n’ e u +n ¢ u?

Als grobe Niherung kann man annehmen, dass die Anzahl Messungen doppelt so

gross ist, wie die Anzahl Unbekannten, so dass
Anzmult =6 * u’

Diese grosse Anzahl Operationen kann nicht wesentlich reduziert werden, falls die

Messungen korreliert sind und folglich die Gewichtsmatrix vollbesetzt ist.
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Sind die Messungen jedoch unabhingig (P ist dann eine Diagonalmatrix), kann die
Anzahl Multiplikationen reduziert werden, indem man die klassische Form der

Normalgleichungen verwendet.

[ paa] [pab]

[pbb ]
N= (29)

Wo [ paa] = z pa.a ist. Die Anzahl Multiplikationen ist dann:
i

Anzmult = n-u’ = 2u’
unter der Voraussetzung, dass die Matrix N symmetrisch ist.

Die Anzahl Multiplikationen kann im Fall der unabhidngigen Beobachtungen noch

weiter reduziert werden.

Satz 1

Wenn die Messungen unabhingig sind, kann fiir jede Verbesserungsgleichung der

dazugehorige Normalgleichungsanteil gebildet werden.

Die Normalgleichungsmatrix ist dann die Summe der Normalgleichungsanteile.



Beweis

Der Normalgleichungsanteil fiir die i-te Verbesserungsgleichung ist:

dann ist

Satz 2

Die Absolutglieder des Normalgleichungssystems konnen ebenfalls anteilmissig

gebildet werden.

Bemerkung 1

Die einzelnen Verbesserungsgleichungen in geodétischen Anwendungen enthalten
unabhingig von der Gesamtanzahl Beobachtungen und Unbekannten nur eine
beschrinkte Anzahl uy Unbekannte (z.B. 5 oder 6), da die Messungen in der Regel
die unbekannten Punkte nur paarweise verbinden. In einer Verbesserungsgleichung

n
2. N
1

101

[ paa] [pab]

[ pbb ]

sind daher nur uy Koeffizienten #0 .

(30)
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So sind fiir die Bildung des symmetrischen Normalgleichungsanteils einer Verbesse-
rungsgleichung N; nur (ug + 1) ® up Multiplikationen erforderlich. Diese Anzahl ist
unabhingig von der Grdsse der Arbeit und ist fiir iibliche geoditische Netze in der
Ebene gleich 30.

Die Bildung der Normalgleichungsmatrix wird somit ein Rechenprozess mit einem

Aufwand proportional zur Anzahl Messungen

Anzmult=Kken

Bemerkung 2

Die Matrizendarstellung des Normalgleichungssystems ist sehr gut geeignet fiir die
Beschreibung der Theorie, aber eignet sich nur beschrinkt (kleine Systeme, Ubungen)

als Rechenalgorithmus.

Bemerkung 3

Zur Ausgleichung geoditischer Netze werden daher die Koeffizienten der Verbesse-
rungsgleichungsmatrix in komprimierten Tabellen gespeichert, um das iiberfliissige

Speichern und Rechnen mit Nullen zu vermeiden.

Beispiel
up Koeffizienten Nummer der Unbekannten
LMy | e | i | K
| %25 | "2 | L i | iz | K

[H.R. Schwarz. Die Methode der konjugierten Gradienten in der Ausgleichungs-

rechnung, Zeitschrift fiir Vermessungswesen 4-1970]
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5.3.6 Rechenkontrolle bei der Bildung der Normalgleichungen

Die Rechenkontrollen haben den grossten Teil ihre Bedeutung verloren, da man heute
in der Regel mit Hilfe von getesteten Computerprogrammen arbeitet. Man kann fiir
unabhiingige Beobachtungen in Spezialfillen, die eine Kontrolle der Berechnungen

erfordern, wie folgt vorgehen :
Die Verbesserungsmatrix (inkl. Absolutglieder) wird um eine Kolonne S erweitert.

Die Elemente von S werden zeilenweise als Summe der Koeffizienten der Verbesse-

rungsgleichung und des Absolutglieds gebildet.

A -F S

| ——
a, a;, .. f, S

31

si=agtap+t..-f

Bei der Bildung der Normalgleichung wird die Zusatzkolonne genauso wie die

anderen Kolonnen behandelt.

[paa] [pab] -[paf] [pas]
(32)

Bei richtiger Berechnung enthélt die letzte Kolonne die Summe der anderen Koeffi-

zienten der entsprechenden Zeilen.
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Die numerische Losung des Normalgleichungssystems
Vielfalt der Methoden, Einschrinkungen im Kurs

Die Losung des Normalgleichungssystems hat viele Mathematiker beschiftigt, da
man oft mit solchen Systemen zu tun hat. Eine systematische Analyse der bekannten
Verfahren zur Auflosung der Normalgleichungen wiirde die Ziele dieses Kurses iiber-
schreiten. Man {berldsst dem Leser, die Spezialliteratur der linearen Algebra, der
numerischen Mathematik und der klassischen Ausgleichungsrechnung zu konsul-

tieren.

Wir werden uns auf die Behandlung des Austauschverfahrens, das im Kapitel 3

beschrieben wurde, beschranken.

Dieses Verfahren ist leicht erlernbar, man kann es leicht einsetzen, es eignet sich fiir
die Handberechnung sowie fiir die Programmierung und, dies ist die wichtigste
Eigenschaft, erlaubt den direkten Beweis von zahlreichen Beziehungen der Aus-

gleichungsrechnung.

In den folgenden Betrachtungen wird das Austauschverfahren als bekannt voraus-

gesetzt.

Fir die praktische Anwendung (z.B. in der Programmierung) ist eine vertiefte
Analyse der numerischen Losungsverfahren zu empfehlen, da je nach Applikation

andere Methoden wesentlich vorteilhafter sein konnen:

- Dreieckzerlegung nach Cholesky

- Orthogonalisierungsverfahren

- Methode der konjugierten Gradienten

- Verfahren fiir schwachbesetzte Matrizen
- Iterative Verfahren (z.B. Gauss-Seidel)

- USw.
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Schlusskontrolle

Die unbekannten Parameter, die aus dem Normalgleichungssystem berechnet werden,
erfiillen die Minimumbedingungen ([pvv] = Minimum) fiir die Verbesserungen des

linearen Modells.

Falls die Linearisierung falsch oder nicht geniigend genau (z.B. ungenaue Néherungs-
koordinaten) war, wiirde man aus den urspriinglichen nicht linearen Beobachtungs-
gleichungen andere Verbesserungen erhalten, die nicht notwendigerweise die kleinste

[pvv] ergeben.

Es ist daher notwendig zu priifen, ob die Verbesserungen aus den Beobachtungs-
gleichungen nidherungsweise gleich sind wie die Verbesserungen aus den (linearisier-

ten) Verbesserungsgleichungen.

Vi = Fi(X,y9 Z"') _li (46)
wobei:

Xx=Xx,+¢&

y=y,+n
sind.

Bei richtiger und geniigend genauer Linearisierung miissen alle

sein, was iiberpriift werden kann.
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Bemerkung 1

Die Beobachtungsgleichung und ihre Linearisierung (Verbesserungsgleichung) sind in
erster Ndherung gleiche Funktionen in der Umgebung der Néherungslosung. Die
Bedingung v; =v;' gilt daher nicht nur fiir die Losung des Normalgleichungssystems
&, n, ...), sondern auch fiir jede beliebige Zahlenreihe (€', 1' ...), sofern die Kompo-
nente nicht zu weit von der Ndherungslosung entfernt sind. Die Linearisierung kann

somit vor der eigentlichen Berechnung iiberpriift werden.

Bemerkung 2

Wenn nur die Genauigkeit der Ndaherungskoordinaten iiberpriift werden muss - da die
Berechnung als richtig vorausgesetzt werden kann - (z.B. Computerberechnung), kann
man anstatt eines Vergleiches der einzelnen v; mit den v;', eine geeignete Funktion

aller v; mit der entsprechenden Funktion der v;' vergleichen. Zum Beispiel:

[pvivi] und [pv'iv'i]

oder

)

Maximum qv —_

Uusw.

Bemerkung 3

Wenn die schlechte Ubereinstimmung der Schlusskontrolle aus ungenauen
Néherungskoordinaten stammt, ist eine neue Ausgleichung zu berechnen, indem die
erhaltenen Koordinaten als neue Néherungswerte verwendet werden (iteratives Vor-

gehen).

Bemerkung 4

Unstimmigkeiten entstehen, wenn die unbekannten Parameter gerundet werden (z.B.
Koordinaten auf Zentimeter usw.). Man muss in den linearen Gleichungen die in

gleicher Art korrigierten Parameter verwenden.
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Verfahren fiir die Berechnung von [pvv]
Der Minimalwert der Zielfunktion [pvv], die als Grundlage fiir die Berechnung der
Ausgleichung diente, kann auf verschiedene Arten berechnet werden. Am nahe-
liegendsten ist die direkte Berechnung aus den Verbesserungen:

V=AX-F aus den Verbesserungsgleichungen
oder

vi=Fi(x,y,2,...)— Li aus den Beobachtungsgleichungen

dann ist VTPV sofort berechenbar.

Fiir unabhéngige Beobachtungen ist dann
T
V PV =[pvv] = ) P Vi2
Als Alternative gilt:

Satz 1

Der Minimalwert der Zielfunktion V'PV kann mit folgender Formel berechnet wer-

den

VPV = F'PF - X"A'PF (48)
oder was gleichwertig ist:

VPV =F'PF - X"ATPAX (49)
Die Bedeutung der einzelnen Matrizen ist aus den fritheren Ausfiihrungen bekannt. Zu

beachten ist, dass ATPF die Absolutglieder der Normalgleichungen und A"PA die

Normalgleichungsmatrix sind.



108

Die Formel (48) lautet fiir unabhéngige Beobachtungen:

[pvv]=[pff] —[paf] E-[pbf]n —... (50)

Die Symbole wurden bei der Bildung der Normalgleichungsmatrix erldutert.

Beweis
T T ( T T) T
V PV=(AX-F) PY=\X A PV-F PV

T T T T T T T
=X APV-FPV=-F P(AX-F)=F PF-X A PF

T T
da A PV=0 und F PAX eine 1.1 Matrix sind.

Aus dieser ersten Formel und V=AX-F folgt dann:
VIPV=F'PF-X A'P (AX _V)
= FTPF - XTATPAX + XTATPV
und da ATPV =0 ist, ist die zweite Formel ebenfalls bewiesen.

Satz 2

Man kann die Kolonne der Absolutglieder symmetrisch als zusétzliche Zeile im

Schema der Normalgleichungen eintragen und das fehlende Diagonalelement (mit

Index wu+1) als logische Ergidnzung mit [pff] versehen. Dieses letzte Element der

Diagonale ergibt nach durchgefiihrter Inversion mit dem AT-Verfahren die gesuchte

[pvv].
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Beweis

Im Schema des Austauschverfahrens werden folgende Elemente eingetragen:

Xl XZ ce o 1
y1 = [paa] [pab] cee -[paf]
Y, = [pab] [pbb] cees -[pbf]
(51)
y3 = ) ) e
Yoi1 = | -[pafl -[pbf] e [pft]

Es ist sofort daraus ersichtlich, dass die letzte lineare Funktion (yu+1) den gesuchten

Zielwert ergibt, wenn die Losung (&, m, ...) eingesetzt wird.

Nach der Inversion (u AT-Schritte mit Pivot in deren ersten u Diagonalelemente der
Matrix) erhélt man

Y Y, 1
X = 3
x2 = n
(52)
yu+1 = @

da yu+1 = [pvv] ist und bei der Losung yi, y2 ... Null sind, ist dann ® = [pvv].
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Das folgende Beispiel zeigt eine vollstindige Berechnung (inklusive Rechenkon-
trollen) fiir 3 unbekannte Parameter.

1 2 3 c

27.8=83 1.127 -1.1_27 -26.222 -0.661
1.127 10236  -2.236 10.303 -18.430
1.127 2236 10236 | -10.303 +4.430
-26.222 10303 -10.303 48.264 -21.042
0.036  -0.040  +0.040 +0.940 +0.024
0.040  10.190  -2.190 +11.363 | -18.403
-0.040  -2.190  10.190 -11.363 +4.403
-0.940 +11.363 -11.363 23.605 -21.663
0.036  -0.004  0.031 0.985 -0.048
-0.004 0.098  0.215 -1.115 +1.806

-0.031  -0215 9719 -8.920 +0.448
-0.985 +1.115 -8.920 10.934 -1.141

(33)

(54)

(35)
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0.036 -0.003  0.003 1.013 -0.049
-0.003 0.103 0.022 -0.918 1.796
0.003 0.022  0.103 0.918 -0.046
-1.013  +0.918 -0.918 2.747 -0.730

Die Kofaktorenmatrix der unbekannten Parameter

Satz

(56)

Die Inverse der Normalgleichungsmatrix ist die Kofaktorenmatrix der unbekannten

Parameter, das heisst

Q. =(apa]"

Wobei A die Koeffizientenmatrix der Verbesserungsgleichungen und

P die Gewichtsmatrix der Beobachtungen ist.

(P=0Q;' = o’K;')
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Beweis

Die unbekannten Parameter bilden die Losung des Normalgleichungssystems,

(A"PA) X = ATPF

das heisst

-1
X = (ATPA) AP+ F

(ATPA)-I AP - (L—LO)

R(L—LO)

RL - RL
o

da RL eine lineare Funktion der Beobachtungen und RL, eine Konstante ist, kann

man das Fehlerfortpflanzungsgesetz anwenden,

_ 2 _ 2 )
und da K = c, Qll und K., = c, Q,, sind, folgt

— 2 T

Co Qxx - R(GOQ“) R
T

Qxx = RQ]] R

T YT
da R = (A PA) A P ist, folgt:

Q. = (ATPA)'ATP.Q, P A((ATPAT')T
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Aufgrund der Symmetrie (P" = P) , und aus der Definition der Gewichtsmatrix
(P=Q,) folgt:

(aTpA)"-ATPA-(aTPAJ"
—(aTpa)"

QXX

Die Varianzen und Kovarianzen der unbekannten Parameter

Satz

Wenn die Kofaktorenmatrix Qyx berechnet ist und

4 42
Qxx= d 42

kann man die Standardabweichung der gesuchten Unbekannten (xj, X3,...) mit den

folgenden Formeln erhalten

%u = %%d5p
GXZ - 0-0\/@

Uusw.
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Beweis

Die Kovarianzmatrix der unbekannten Parameter ist:

2 2
ST FERRRSI U

2 | o2 2
Kxx - Gonx - Gqul G()(122

Die Diagonalelemente der Kovarianzmatrix sind die Varianzen der dazugehdrigen

Zufallsvariablen. Daraus folgt:

6, = V()= Vﬁg‘hi

Die Kofaktorenmatrix der ausgeglichenen Beobachtungen

Satz

Die Kofaktorenmatrix
Qi

der ausgeglichenen Beobachtungen kann mit der folgenden Formel berechnet werden
Qji= A QA"

wobei
A die Matrix der Verbesserungsgleichungen und

Q. die Kofaktorenmatrix der unbekannten Parameter

sind.
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Beweis

aus V=AX-F
und F=L-L,
folgt

E=L+V=AX+L0

Aus dem Fehlerfortpflanzungsgesetz folgt

QﬁzAQnAT

5.10 Die Kofaktorenmatrix der Verbesserungen
Satz 1
Die Kofaktorenmatrix Qyy der Verbesserungen ist

1
QVV =Q - A(ATPA) AT
1

Beweis
Aus den Verbesserungsgleichungen
V=AX-F

und aus der Losung des Normalgleichungssystems

- |
X = (ATPA ATPF
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kann man

1
A (ATpA) ATPF - F

V=
= HF wobei H=A-(ATPA) A"P-E
= H (L— LO)
= HL-HL,

Da HL, eine Konstante ist, folgt mit dem Fehlerfortpflanzungsgesetz:
Q. = HQuHT
- (A (ATPA) " ATP - E)Q“(A~(ATPA)_1 A"P- E)T
Da Q,=P' und A"PA=N
Q,, = (A- NT'AT-Q, XPAN“AT— E)
= AN‘IAT(PAN‘IAT— E)— Q (PAN‘IAT— E)
= ANTTATPANTAT-AN'AT-AN'AT+Q,
und da ATPA=N
Q,, =ANTAT-ANT'AT-ANT'AT+Q,

= Q- A(ATPAJ " AT
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Satz 2

Die Kofaktorenmatrix Q,, der Verbesserungen kann ebenfalls mit Hilfe von Q,,

(Kofaktoren der Unbekannten) oder  Q;;  (Kofaktoren der ausgeglichenen

Beobachtungen) berechnet werden.

vi = Qll_ AQxxAT
vi = Qll_ Qii

Beweis

Aus der Formel fiir die Berechnung von

Quund Qj .

Bemerkung 1

Wenn die Kofaktorenmatrizen der Verbesserungen und der ausgeglichenen Beobach-
tungen bekannt sind, kann man die Standardabweichungen der einzelnen Verbesse-

rungen und ausgeglichenen Beobachtungen berechnen:

¢, =6,4q%)

(i)

Gi; =60 q

Satz 3

Fiir jede (i-te) Beobachtung gilt:

P,
q) =q"-qf
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Beweis

Aus der Beziehung
Q v =Q 1 _Q 1

kann man das i-te Diagonalelement berechnen.

Satz 4

Fiir jede (i-te) Beobachtung gilt:

6; =6} + 0’

Vi

das heisst, die Standardabweichungen verhalten sich wie die Seiten eines rechtwink-
ligen Dreiecks, in welchem 6, die Hypothenuse und 6, und 6; die Katheten sind.

|

Beweis

Aus dem Satz 3 gilt

(i) _ (i) (i)
qy =4y '
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5.11 Die a posteriori Schitzung der Varianz

Satz 1

Die Spur einer quadratischen Produktmatrix &ndert sich nicht, wenn die Faktoren

zyklisch permutiert werden.

Sp(A-B-C)=Sp(C-A-B)

axb bxc cxa

Bemerkung 1

Nach der Ausgleichung sind die Verbesserungen fiir die einzelnen Messungen
bekannt, und man mdchte damit die tatsdchliche Genauigkeit der Messungen berech-
nen bzw. lberpriifen, sofern man sie schon im Voraus gekannt hat. Dies geschieht,
indem man o, aus den erhaltenen Verbesserungen schitzt, ohne die Genauigkeits-

verhiltnisse der Kofaktorenmatrix in Frage zu stellen.

Bemerkung 2

Eine Schitzung kann beliebig aufgebaut werden. Man kann gute oder schlechte
Schitzer haben. Um eine Schitzung s? fiir o} zu erhalten, hat man die Verbesse-

rung V und die Gewichtsmatrix P zur Verfligung. Man wird daher
s2=F (V, P)
0 b

verwenden.

Eine vorhandene, geeignete Funktion der Verbesserungen ist die Zielfunktion VPV,

die minimalisiert wurde:
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Eine solche Schitzung ist geeignet, sofern sie erwartungstreu ist.

Das heisst, k ist so zu wihlen, dass die Schitzung s? fiir 62 erwartungstreu wird:

Dies bedeutet

Satz 2

In einer vermittelnden Ausgleichung mit n Beobachtungen und u Unbekannten ist

, V'PV
S =

n—-u

eine erwartungstreue Schitzung fiir 6 (2,
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Beweis

Da VTPV eine 1 x 1 Matrix ist, ist auch

Sp (V'PV)=V'PV

so dass

E(VTkPV) E(sp(V'PV))

=

— —

sp(PVV"))

sp(E(P)-E(VV"))

Ll Sl T

N
=
—
w
~
P
~

2 Sp(P . vi)

:GO
k

s(2) ist erwartungstreu, wenn
k =Sp (P. Q,y) = konstant
Aus 5.10 folgt
Sp(PQ,.)=5p{ P-( Q- A(a"Pa) " 47))

= Sp(E)- Sp(PA(ATPAf AT)
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Aus Satz 1 (Invarianz der Spur bei zyklischer Permutation) folgt:

o(PQ.,) - Sp(E) - sp{(a"PA)("PA) ")

nxn uxu uxu

= Sp(E) - Sp(E)

nxn uxu

Die Schitzung ist erwartungstreu, wenn k = n —u ist.

Bemerkung 3

Die Standardabweichungen der unbekannten Parameter kann berechnet werden, wenn
man o, kennt. Andernfalls kann zu einer Schétzung libergegangen und anstatt o,

so verwendet werden. Als allgemeine praktische Regel gilt:

-  Wenn o, bekannt ist, wird o, verwendet.

- Falls o, unbekannt ist (das heisst, wenn die Varianzen der Beobachtungen nur im

Verhiltnis bekannt waren, siehe Kap. 4.3), wird mit s, gearbeitet.

- Wenn o, unsicher ist und uns Griinde veranlassen zu glauben, dass s, eine bes-
sere Schiatzung darstellt (das ist vor allem in Netzen mit grossem Freiheitsgrad

moglich), rechnet man mit s, .
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Bemerkung 4

Die Schitzung s, kann verwendet werden, wenn man bei der Formulierung des
stochastischen Modells nur die Genauigkeitsverhiltnisse und nicht die einzelnen

Varianzen bekannt sind.

In diesem Fall ist nur die Kofaktorenmatrix bekannt, wéhrend die Beziehung zu den
Kovarianzen unbekannt bleibt.

z.B.

1 4

bedeutet, dass die Varianz der ersten zwei Beobachtungen ein Viertel der Varianz der
weiteren zwei Messungen ist. Um das zu schreiben, braucht man nicht die Kovarianz-
matrix der Beobachtungen zu kennen. Wer so vorgeht, weiss aber nicht wie gross die
Konstante cﬁ war. Man wird sie nach der Ausgleichung als s, schétzen.

Der Modelltest

In den meisten Fillen sind die Varianzen der einzelnen Messungen bekannt und die

Kofaktoren wurden mit Hilfe eines bekannten &, berechnet.

Trotzdem kann man nach der Ausgleichung die Schitzung s, fiir 6, bestimmen, um
die erhaltenen Werte zu vergleichen (Modelltest). Man bildet den folgenden Quotien-
ten (Testvariable):

7]
N

S
Il
B

Q
o N
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Die Beurteilung der Testgrosse F erlaubt uns, das Ergebnis auf Plausibilitit zu

priifen, oder gibt uns Anlass, das angenommene stochastische Modell zu verwerfen.

Die Schitzung s, stammt aus einer Schétzfunktion, die aus den Verbesserungen und
daher indirekt aus den Messungen (Zufallsvariablen) berechnet wird. Sie ist ebenfalls
eine Zufallsgrosse (sieche 3.12). Der Quotient F ist daher ebenfalls eine Zufalls-

grosse.

Aus der Statistik und aus den getroffenen Annahmen kann man die folgenden Aussa-

gen herleiten:

1. Die Quadratsumme von normal-verteilten Grossen ist y’-verteilt.

2. Der Quotient zweier x” -verteilten Grossen, die man durch den Freiheitsgrad divi-
diert, ist F-verteilt.

3. Die Beobachtungen 1 sind normalverteilt.
Die Verbesserungen v sind normalverteilt.

5. Fiir die Testgrosse F gilt:

SZ 2
= _0 3 n-u :
> st verteilt
0
das heisst:
2
so . .
F= -2 ist F verteilt.
0'2 n-u, oo
0

Die Testvariable F ist F-verteilt mit den Freiheitsgraden (n-u) und o .

Mit der Verteilungsfunktion und einem Signifikanzniveau o kann fiir die Grosse F

ein Annahme- und ein Verwerfungsbereich bestimmt werden.
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Im Anwendungsfall, wenn die Messungen und die Ergebnisse der Ausgleichung
vorliegen, kann man die Realisierung der Teststatistik F priifen. Entweder fillt sie in
den Annahmebereich, und man sicht daher keine Griinde, um das Modell zu verwer-
fen, oder sie ist im Verwerfungsbereich und daher muss mit einem Fehlentscheids-

risiko = o das Modell verworfen werden.

Die folgende Tabelle gibt einige Zahlenwerte fiir die Bestimmung von Annahme- und

Verwerfungsbereich.
oa=5% a=1%

f
f900 f900
1 3.84 6.64
2 3.00 4.60
3 2.61 3.77
5 2.22 3.02
10 1.83 2.32
100 1.24 1.36

f ist der Freiheitsgrad

o ist das Signifikanzniveau
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Bemerkung 1

Der Erwartungswert der Teststatistik ist:

E(F,.,.)=1

Der Modelltest sagt aus, ob der realisierte Quotient

-
Il
W |cw~

signifikant von 1 abweicht.

Bemerkung 2

Je grosser der Freiheitsgrad wird, desto kleiner wird die Varianz von F. Die Schit-
zung s’ wird mit zunehmender Uberbestimmung immer besser. Bei grossen
Freiheitsgraden stellt sich aber sehr bald die Frage, ob die Varianzen a priori der Beo-
bachtungen weiterhin als absolut genau betrachtet werden konnen. In der Praxis wird
der globale Modelltest fiir grosse Netze oft nur als Hinweis und nicht als Entschei-
dungskriterium betrachtet, da es im Normalfall nicht mdglich ist zu wissen, wie genau

die Varianzen a priori sind.

Beispiel:

Eine Ausgleichung mit 3 iiberschiissigen Beobachtungen (f=3) ergibt einen

Quotient F = =2.52.

oqN |°mN
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Ist die Abweichung von 1 signifikant oder nur zuféllig ?

Antwort: Zuerst muss das Signifikanzniveau o festgelegt werden: (o ist das sog.

Irrtumsrisiko):

Fir a=1% ergibtsich: 2.52 <3.77
Fir a=5% ergibtsich: 2.52 <2.61

zufillige Abweichung.

>

zufillige Abweichung.

Test der standardisierten Verbesserungen

Die Verbesserungen der einzelnen Beobachtungen sind a priori Zufallsvariablen, die
bei normalverteilten Beobachtungen ebenfalls normalverteilt sind. IThr Erwartungswert

und ihre Varianz betragen

E(Vi) =0
V(v,)=c2-q¥ =2,
Definition
Die Grosse
\
- i
wi 5

nennt man die standardisierte Verbesserung der i-ten Beobachtung.

Satz

Die standardisierten Verbesserungen sind standardnormalverteilt, das heisst

E(w) =0

V(w) =1
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Man kann daher die standardisierten Verbesserungen w; als Testvariablen betrachten,
da man ihre Verteilung kennt. Mit einem festgelegten Signifikanzniveau o kann ein

Konfidenzintervall bestimmt werden (1. Phase des Tests).

Nach Vorliegen der standardisierten Verbesserungen priift man, ob die Grossen w;
im Konfidenzintervall sind. In diesem Fall wird das Modell angenommen. Falls ein
w; (Realisierung von w;) ausserhalb des Konfidenzintervalles fillt, ist ein Fehler zu

suchen.

Konfidenzintervalle

Mit Hilfe der Kofaktorenmatrizen kann man die Kovarianzmatrizen der entsprechen-

den Grossen bestimmen.

Falls die Standardabweichung der Gewichtseinheit (c,) bekannt ist und durch den
Modelltest bestétigt wurde, folgt z.B.

2
X =60.Qxx

KX
KVV = 0(2) : QVV

Daraus konnen Varianzen und Kovarianzen der intressierenden Grossen bestimmt

werden.

Da die Unbekannten, Verbesserungen usw. als lineare Funktionen der Beobachtungen
normalverteilt sind, kann man mit Hilfe der Normalverteilung und einem Signifikanz-

niveau a die Grenzen des Konfidenzintervalles ermitteln.
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Sofern o, als nicht bekannt angenommen werden kann, werden die Kovarianz-

matrizen mit s, geschitzt.

(=

XX

Usw.

Die Bestimmung der Konfidenzintervalle erfolgt in diesem Fall mit Hilfe der t-Vertei-

lung und des Freiheitsgrades, mit welchem s, geschitzt wurde.

5.15 Arbeitsanleitung fiir eine vermittelnde Ausgleichung

1. Problem erfassen.

Ausgleichungsproblem ?
2. Mathematische Zusammenhiinge beschreiben.

Funktionales Modell
Beobachtungen (n)
Unbekannte Parameter (u)

Beobachtungsgleichungen

Stochastisches Modell
Zufallsgrossen (Beobachtungen usw.)

Eigenschaften der Zufallsgrossen (Verteilung, Varianzen, Kovarianzen)

Fehlerfreie Grossen
- P-Matrix
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. Verbesserungsgleichungen

Beobachtungsgleichung: l1=1+v= F(X, Y,Z )
Linearisieren: —> v=ax+by+cz+... - f
V=AX-F

. Normalgleichungssystem

Die Bedingung V'PV = Min fiihrt zum Normalgleichungssystem
(ATPA) X =A"PF
- Normalgleichungsmatrix bilden

- Absolutglieder bilden
- Bei Handberechnung Rechenkontrollen

. Losung des Normalgleichungssystems

Inversion der NG-Matrix + Losung des Gleichungssystems

- z.B. AT-Verfahren, ev. mit Summenkontrolle
- Losung fiir die x

- [pvv] zur Kontrolle

. Berechnung der Verbesserungen

V=A-X-F

- Einsetzen der Unbekannten x

- [pvv] bestimmen
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7. Schitzung der Varianzen a posteriori

- Schitzung von oy

[

pVV]
n—u

2_
Se =

sﬁ ist die geschitzte Varianz (a posteriori) einer Beobachtung mit Gewicht = 1

d.h. s, ist eine Schitzung fiir G,

- Modelltest

8. Schlusskontrolle

a) L=L+V=F(x,x, ...

b) L=L+V=AX-F+L=AX-L,

9. Nach Bedarf

Q,y, Qy; berechnen

. G, Gi

e Aus Q. — o,

o Konfidenzintervalle

o Aus 6,; und v, die standardisierten Verbesserungen

Vi
W. e e—
1 GV.

o Test der standardisierten Verbesserungen

o Gewilinschte Funktionen der Unbekannten

z=Hx—>Q, = HQ“HT
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Die vermittelnde Ausgleichung in der Triangulation
Einfithrung

In Kapitel 5 wurde das vollstandige Vorgehen einer vermittelnden Ausgleichung be-
schrieben. Die theoretischen Grundlagen wirden jetzt erlauben, praktisch beliebige
Ausgleichungsprobleme zu l6sen.

Es ist aber vorteilhaft, einige typische Problemstellungen genauer anzuschauen, damit
haufig vorkommende Herleitungen nicht jedes Mal wiederholt werden missen. Man
kann diese typischen Probleme auch als charakteristische Beispiele anschauen, mit
welchen die allgemeinen Grundlagen erlautert werden.

Im Kapitel 6 werden einige spezifische Teile einer vermittelnden Ausgleichung ge-
zeigt, die bei der Losung von Triangulationsproblemen auftreten. Insbesondere wer-
den die Verbesserungsgleichungen mit den dazugehérigen Normalgleichungsanteilen
fiir die Ublichen Beobachtungstypen (Distanzen, Richtungen usw.) besonders ange-
schaut.

Die unbekannten Parameter

Geodatische Netze werden verwendet, um die Lage von markierten Punkten auf der
Erde zu bestimmen. Die Lage von Punkten auf der Erde l&sst sich besonders gut mit
Koordinaten beschreiben. Oft sind gerade diese Koordinaten (geographische, geozent-
rische oder Projektionskoordinaten) die gesuchten Gréssen der Aufgabe.

Ein geodéatisches Netz kann leicht mit Hilfe dieser Punktkoordinaten beschrieben
werden, so dass das funktionale Modell einer vermittelnden Ausgleichung in der Re-
gel mit Punktkoordinaten als unbekannte Parameter aufgebaut wird.

Im Folgenden werden wir uns auf den Fall der Projektionskoordinaten beschranken.
Zu den Punktkoordinaten als unbekannte Parameter verwendet man auch zusatzliche

Parameter, die von den einzelnen Messverfahren benétigt werden, um die Beziehung
zwischen gemessenen Grossen und Koordinatensystem zu erstellen.
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Distanzmessungen

Das funktionale Modell im Allgemeinen

Bei der Ausgleichung von Triangulationsnetzen findet man unter den Beobachtungen
direkt gemessene Distanzen.

Die bliche Form der Berechnung von Triangulationsnetzen ist die vermittelnde Aus-
gleichung im Projektionssystem. Die folgenden Ausfuhrungen beschreiben diesen
Fall, bei welchem die schrdgen Distanzen, die im Geldnde gemessen wurden, vor der
Ausgleichung ins Projektionssystem reduziert werden.

Vor der Ausgleichung bereitet man die gemessenen Distanzen vor. Zuerst werden die
physikalischen Korrekturen angebracht: Temperatur, Luftdruck, zweite Geschwindig-
keitskorrektur usw. Dann werden die geometrischen Reduktionen berechnet: Horizon-
talprojektion, Reduktion auf Hohe Null, Transformation im Projektionssystem usw.,
damit die systematischen Fehler auf die folgende Arbeit keinen Einfluss mehr haben.
Das Vorgehen ist aus der Vermessungskunde und aus der Landesvermessung bekannt.

Die bereits im Projektionssystem reduzierten Distanzen werden dann als Beobachtun-
gen der vermittelnden Ausgleichung betrachtet.

Im funktionalen Modell bekommen die Netzpunkte der Triangulation rechtwinklige
(Landes-) Koordinaten, welche fur die noch zu bestimmenden Punkte unbekannte Pa-
rameter (oder einfach Unbekannte) der vermittelnden Ausgleichung werden.

Zu den unbekannten Koordinaten treten noch weitere Unbekannte auf, die vom Mess-
prozess abhangen:

a) Eine Massstabsunbekannte wird oft eingefiihrt, da das Fixpunktnetz (z.B. Landes-
netz) lokal nicht bekannte Massstabsfehler aufweist, die sich als systematische
Fehler auswirken wirden. Es ist ebenfalls moglich, dass die Distanzmessgeréte
mit einem unbekannten Massstabsfehler messen (z.B. Frequenzabweichung), den
man bericksichtigen will. Daflir kann eine Massstabsunbekannte fiir jedes Dis-
tanzmessgerét eingefuhrt werden. Die Massstabsunbekannte wird entweder als ei-
gentlicher Massstabsfaktor eingefuhrt (dimensionslose Zahl ungefahr gleich 1)
oder als distanzabhé&ngige Korrektur in sinnvollen Einheiten ausgedriickt, wie z.B.
in mm Korrektur pro Kilometer Distanz.
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b) Manchmal, wenn auch selten, kann die Additionskonstante eines Distanzmessge-
rates unbekannt sein. Man kann sie als unbekannter Parameter der vermittelnden
Ausgleichung einfiihren, wenn die Messanordnung eine geniigend genaue Be-
stimmung erlaubt. In der Regel aber wird die Additionskonstante vorgangig be-
stimmt und kann als bekannte Korrektur bei den Reduktionen berlicksichtigt wer-
den.

Man darf nicht vergessen, dass jede zusatzliche Unbekannte die Uberbestimmung des
Netzes um eine Einheit reduziert, das heisst, die Anzahl notwendige Messungen (Be-
stimmungsstiicke) erhoht sich um 1.

Beispiel:

Ein Punkt kann mit zwei Distanzen aus zwei bekannten Fixpunkten bestimmt werden
(Bogenschnitt). Wenn fur das Messgerat eine Massstabsunbekannte vorgesehen wird,
muss man mindestens drei Distanzen haben, um den Punkt zu bestimmen.

Das stochastische Modell

Die Messfehler der meisten Distanzmessgerate konnen als normalverteilte Zufalls-
grossen mit Erwartungswert Null betrachtet werden, falls die Reduktionen sorgfaltig
angebracht wurden.

Damit die Messungen als unabh&ngig betrachtet werden kénnen, mussen die Messan-
ordnung und der Messvorgang nach der Regel der Kunst geplant werden.

Falls ungenaue Angaben im vorgéngigen Reduktionsprozess verwendet werden, das
heisst z.B. dass mit ungenauer Temperatur oder ungenauem Luftdruck gearbeitet
wird, entstehen systematische Fehler, die sich ahnlich auf mehreren Beobachtungen
auswirken und die man als Korrelationen im stochastischen Modell beriicksichtigen
sollte. Diese Korrelationen sind aber schwer bestimmbar.

Die Standardabweichungen a priori der Messungen sind in der Regel gut bekannt, da
die Instrumentenhersteller sie genau untersucht und den Kunden mitgeteilt haben. Sie
werden durch eine Varianzfunktion oder eine Funktion fir die Standardabweichung
(Fehlergesetz) beschrieben.
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Elektronische Distanzmessgerite haben die Standardabweichungsfunktion:

c=a+bD, 1)

a und b sind Geratekonstanten und D die Lange der gemessenen Distanzen sind.
Zum Beispiel kann man ¢ =5 mm + 2 mm/km angeben, um die Messgenauigkeit ei-
nes bestimmten Gerétes zu beschreiben. Bei einer Distanz von 3 km ergibt das eine
Standardabweichung (mittlerer Fehler) von 5 mm + 6 mm = 11 mm.

Andere Messgerite (Messband, Basislatte usw.) haben andere Varianzfunktio-

nen, die man aus der Vermessungskunde kennt.

Da die Genauigkeit der Instrumente stdndig steigt, sind die weiteren gemessenen
Hilfsgrossen (Temperatur, Luftdruck, Instrumentenhohe, Signalhthe usw.) sowie die
Zentrierung von Instrument und Reflektor im stochastischen Modell nicht vernachlas-
sigbar. Man muss sie bei der Berechnung der Standardabweichung fir die einzelnen
Distanzmessungen mitberticksichtigen.

6.3.3 Beobachtungs- und Verbesserungsgleichungen

o

=Y

Fig. 1
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Fur eine in der Projektionsebene reduzierte Strecke s;x zwischen den Punkten P; und
Py gilt die untenstehende Beobachtungsgleichung, wenn die Koordinaten der Punkte
die unbekannten Parameter im funktionalen Modell sind:

Suc = \/(Xk - X )2 + (Yk -Y; )2

Mit einer Massstabsunbekannten M (als Massstabsfaktor) ist die Beobachtungsglei-
chung:

M'gik = \/(Xk—xi)2 "‘(Yk_Yi)2

Sik = ﬁ\/(xk—xi)z +(Yk_Yi)2

Wenn die Massstabsunbekannte als Distanzkorrektur verwendet wird, sieht die Beo-
bachtungsgleichung wie folgt aus:

;ik +m-d, = \/(Xk_Xi)2+(Yk_Yi)2

sic = V(X=X P + (Y- Y, — m-d, )

wobei d, eine genugend genaue N&herung der gemessenen Strecke in einer passen-
den Einheit ist. Wenn man zum Beispiel m in mm/km und Y, X, s in mm mdchte, so
muss d, die Einheit km haben.
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Um die Beobachtungsgleichung (4.2) zu linearisieren, benétigt man Naherungswerte
der unbekannten Parameter (Xok, Yok USW.), SO dass:

Xy = Xk +Xi

Yi = Yok + Yk
Yi = Y, +Yi

Die Massstabsunbekannte m ist klein (N&herungswert = 0) und die Beobachtungs-
gleichung ist bereits linear in m .

Die Linearisierung nach Taylor der Beobachtungsgleichung (4.2) kann wie folgt ge-
schehen:

\/(Xok - Xoi)2 + (Yok - Yoi)2 = so

Sik =§,——— X

+ Glieder héherer Ordnung
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Daraus entsteht folgende Verbesserungsgleichung:

Xoi_Xok ] Y'_Yok Xok_X'

Y.
2y—d, m— (sik_so) 3)

Vik =
So s s s

Zu beachten ist noch, dass d, eine N&herung des Abstands P;Py ist. Die verwendete
Einheit fur d, muss mit der Einheit von m zusammenpassen, damit d, - m die

gleiche Einheit wie vy erhalt.

Aus den Verbesserungsgleichungen und den dazugehdrigen Gewichten der einzelnen
Distanzmessungen ergeben sich die entsprechenden Normalgleichungsanteile.

Man kann die erforderliche Genauigkeit fir die Naherungskoordinaten abschatzen,
wenn man die linearisierte Funktion mit der Beobachtungsgleichung vergleicht. Fir
eine Distanzbeobachtung ohne Massstabsunbekannte ist die Beobachtungsgleichung:

1+v= \/(Xk -x,) +(v, - Y)’

nach der Linearisierung erh&lt man die Gleichung:

Xoi = Xok Y, — Y

l+v=s, + . X, + °‘s Ky +

o o

Das folgende Beispiel gibt Informationen tber die Wirkung von Ungenauigkeiten im
Meter-Bereich der Naherungskoordinaten fur eine Distanzbeobachtung von 1 km.

X . = 0 m X, =0m X
o1 1

Y. = 0 m y.=0m Y.
o1 1 1
X0k= 0m xk=1m X
Y, = 1000 m yy=1m Y

= 0 m

Aus der Beobachtungsgleichung ist 1+ v =1001.0005 m .

Aus der linearisierten Gleichung ist 1+ v =1001.0000 m .

Durch die Linearisierung entsteht somit ein Fehler von 0.5 mm .
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Richtungsmessungen

Das funktionale Modell im allgemeinen

Neben Distanzen werden in geodatischen Netzen Richtungen beobachtet. In der klas-
sischen Triangulation wurden reine Richtungsnetze ausgeglichen, wéhrend heute in
der Regel Distanzen, Richtungen und Satellitenbeobachtungen kombiniert werden.

Richtungen werden normalerweise in Form von Richtungssatzen gemessen. Winkel-
beobachtungen, die heute relativ selten auftreten, konnen als Spezialfall eines Rich-
tungssatzes (mit zwei Richtungen) behandelt werden. Dadurch kann man sich eine be-
sondere Herleitung von Winkelverbesserungsgleichungen ersparen.

Jede Richtungsmessung verbindet den Stationspunkt mit einem Zielpunkt. Stations-
und Zielpunkt sind entweder bekannt (Fixpunkt) oder unbekannt. In diesem Fall wer-
den in der vermittelnden Ausgleichung die entsprechenden rechtwinkligen Koordina-
ten des Punktes als unbekannte Parameter des Modells, wie bei der Distanzmessung,
auftreten.

/Ar///,, \ /A : Festpunkt
A \

o : Neupunkt

Fig. 2
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Richtungsmessungen werden in der Regel im Projektionssystem ausgeglichen. Da das
schweizerische Projektionssystem konform (winkeltreu) ist, kénnen auf dem Ellipsoid
gemessene Richtungen ohne Anderung im Projektionssystem (ibernommen werden,
wenn die Zielweiten nicht zu gross (unter 10 km) sind. In der Regel kdnnen die Ein-
flisse der Lotabweichung und der Stehachsenschiefe vernachléssigt werden. Dies ist
der Fall, wenn die Visuren nicht zu steil sind, wenn sorgféltig horizontiert wurde und
wenn die Topographie keine extremen Lotabweichungen vermuten l&sst.

Andernfalls missen die gemessenen Richtungen vorgéangig (wie die Distanzen) redu-
ziert werden. Man kann nach Bedarf folgende Korrekturen berechnen:

- Wenn die Stehachsenschiefe bestimmt wurde, kann man die gemessenen Richtun-
gen entsprechend korrigieren, um den Horizontierungsfehler zu eliminieren. Eini-
ge elektronische Theodolite (z.B. Kern E2 oder Wild T3000) berechnen die Kor-
rekturen automatisch.

- Wenn die Lotabweichung des Ortes bekannt ist, kann man die Richtungskorrektur
entsprechend berechnen. So werden die im Gelénde (Geoid) gemessenen Richtun-
gen auf das Ellipsoid reduziert.

- Fur lange Zielweiten (liber 10 km) kdnnen die Azimutreduktionen berechnet wer-
den, um die auf dem Ellipsoid gemessenen Richtungen korrekt ins Projektionssys-
tem zu Ubertragen.

Alle diese vorgéangigen Reduktionen werden in der Vermessungskunde und in der
Landesvermessung gelehrt.

Die Richtungen (nach den ev. erforderlichen Reduktionen) werden dann als Beobach-
tungen der vermittelnden Ausgleichung betrachtet.

Neben den Koordinaten der Neupunkte treten bei Richtungsmessungen weitere Unbe-
kannte in Erscheinung, die vom Messprozess abhéngen, und die in einfacher Art er-
lauben, die Beziehung zwischen Koordinatensystem und beobachtete Richtung herzu-
stellen.
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Die Notwendigkeit der Einfihrung einer zusétzlichen Unbekannten entsteht aus der
Tatsache, dass die gemittelten Richtungen eines Satzes auf eine in der Horizontalebe-
ne willkurlich orientierte Nullrichtung bezogen sind.

Aus den bekannten oder unbekannten Koordinaten von Stations- und Zielpunkt kann
hingegen das ebene Azimut ausgedriickt werden, welches die Richtung bezlglich der
XAchse ist.

Der unbekannte Winkel zwischen X-Achse und Nullrichtung des Satzes wird als un-
bekannter Parameter der vermittelnden Ausgleichung eingefiihrt. Man nennt ihn die
Orientierungsunbekannte des Richtungssatzes.

Zu beachten ist:

Richtung + Orientierungsunbekannte
= orientierte Richtung
= ebenes Azimut
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Im funktionalen Modell fiir die gemittelten und korrigierten Richtungen gelten in der
Regel folgende Punkte:

- die ebene Geometrie ist anwendbar

- die restlichen Fehler aus Lotabweichung, Stehachsenschiefe, Seitenrefraktion
usw. sind vernachl&ssigbar

- die Instrumentenfehler sind eliminiert

- die systematischen Exzentrizitatsfehler beim Instrument und beim Signal sind ver-
nachlassigbar

Das stochastische Modell

Wenn nach der Regel der Kunst gemessen wird, kénnen die gemessenen Richtungen
als normalverteilt angenommen werden. Die einzelnen Richtungen (Mittel zwischen
erster und zweiter Fernrohrlage) kénnen dazu als unkorreliert angenommen werden.

Die gemittelten Richtungen aus verschiedenen Satzen sind hingegen nur dann unab-
héngig, wenn alle Satze vollstandig sind. Andernfalls sind Korrelationen zu erwarten.
Mehr dariiber wird im Kapitel tiber die Stationsausgleichung berichtet.

Die folgenden Komponenten des zufalligen Fehlers werden bei der Bestimmung des
gesamten mittleren Richtungsfehlers (o) beriicksichtigt:

- der mittlere Fehler der Zielung und Ablesung (Angaben des Herstellers oder Er-
fahrungswerte), der als konstant angenommen wird

- der zuféllige Anteil des Zentrierungsfehlers von Instrument und Signal (kurze
Zielweiten flihren dadurch zu grésseren mittleren Richtungsfehlern als lange)

- nach Bedarf andere zuféllige Fehler: schlechte Sicht, unglinstige Beleuchtung,
Signalerkennbarkeit usw.
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6.4.3 Beobachtungsgleichungen

6.4.4

Die mathematische Beziehung zwischen beobachteter Richtung und unbekannten Pa-
rametern der vermittelnden Ausgleichung kann wie folgt dargestellt werden:

- . Yk i G
ri +Z; = Azimut (PiPk) = arctgm+ n-200 (n =1 oder 0)

k i

ra ist die ausgeglichene Richtung von i nach k. Z; ist die Orientierungsunbekann-
te des Richtungssatzes, in welchem i gemessen wurde. Der Zusatzfaktor n dient
fir die Wahl des Quadranten und ist fiir jede Beobachtung eindeutig bestimmt.

Man kann daher die Beobachtungsgleichung

_ Y —Y.
ri = arctg————Z+n-200°
X=X )

schreiben.

Verbesserungsgleichungen

Die Beobachtungsgleichung muss zuerst linearisiert werden. Man bestimmt daher
Né&herungswerte der Unbekannten, so dass:

Yi =Y, ty;
Yy = Yok +¥k

Dann ist;
= Y+ yYi—\Y,it+y;
rik=arctg ok Yk (01 yl)
X0k+xk_(Xoi+Xi)

—(Z0j+zj)
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Die Linearisierung nach Taylor fuhrt zur Verbesserungsgleichung:

Vik T - % + ax, + by, + ex  + dy  _ fik (5)
wobei
Y _ Y. sin Az,
a = ok oi p = — . p
2 D,
DO
b= XOk _ X01 _ cos Az,
DO
c = — a
d = -5>
f =r + Z arct Yo - Yo
ik ik - g X X
ok — oi
X 2 2
D, = (Xok - Xoi + (Yok - Yoi)

Az, = Azimut (P;Py) aus Ndherungskoordinaten

Die Langeneinheiten (Naherungskoordinaten, Distanz, Unbekannte, Koordinatenn-
derungen) mussen in der gleichen Einheit (z.B. mm) ausgedriickt werden. Da die Ab-
leitungsformel nur fir Winkel im Bogenmass gilt, missen die Koeffizienten mal p*

C

multipliziert werden, wenn die Verbesserung, Richtung und Orientierung in “ ausge-
driickt werden.

pe = 2000000 = 636619.8

[

Die Koeffizienten a, b, ¢, d werden Richtungskoeffizienten genannt. Sie geben die
Anderung der ausgeglichenen Richtung an, wenn die dazugehdrige Unbekannte um
eine Einheit geéndert wird.
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Fig. 4

Man kann die erforderliche Genauigkeit fur die Naherungskoordinaten auch bei der
Richtungsverbesserungsgleichung abschatzen, wenn man die linearisierte Funktion
mit der Beobachtungsgleichung vergleicht.

- AY
r=-7. +arctg——
! AX
- AY,
r=-7Z;+ax; + by, +cx, +dy, + arcth

o

Beispiel:

AX, = Ikm ; AY,=0;7Z,=0

y; =10m, x;, X, , ¥, =0

a=>0

b = —0.636620
c=0

d = 0.636620

r = 6366.20° ausder linearisierten Beobachtungsgleichung

r = 6365.99% ausder Beobachtungsgleichung

Der Unterschied ist 0.2 .
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Hohenwinkel und Hohenunterschiede

Das funktionale Modell im allgemeinen

Die Hohenbestimmung in geodatischen Netzen erfolgt in der Regel entweder durch
direkte Messung von Hohenunterschieden mittels Nivellement oder indirekt durch
Messung von Héhenwinkeln in trigonometrischen Netzen oder in Hohenzlgen.

Da die vertikale Ausdehnung geodatischer Netze gegentber der horizontalen klein ist,
kann man annehmen, dass der gegenseitige Einfluss zwischen Lagebestimmung (mit
Distanz- und Richtungsmessungen) und Hohenbestimmung (mit Hohenwinkeln und
Nivellementen) vernachléssigbar ist. Man kann daher Lage- und HOhenbestimmung
vollig trennen, so dass in den meisten Fallen Lagenetz und Hohennetz getrennt ausge-
glichen werden.

Die Hohenwinkelmessungen werden in solchen reinen Hohennetzen vorgangig verar-
beitet, um Hohenunterschiede zu erhalten. Dabei werden Refraktion, Erdkrimmung
usw. bertcksichtigt. Besonders zu beachten ist dabei die Bezugsflache, die im Ubli-
chen Hohensystem (Gebrauchshdhen) das Geoid ist.

Falls man in trigonometrischen Netzen vorberechnete Lotabweichungen berticksichti-
gen will, missen die Punkthohen auf das Ellipsoid bezogen werden. Um solche Ho-
hennetze am bestehenden HOhensystem anschliessen zu kénnen, benétigt man genaue
Angaben Uber die Geoidhthen (uber dem Ellipsoid), damit alle Koten in ein einheitli-
ches System transformiert werden kénnen.

Prazisionsnivellemente erfordern oft die Messung der Erdbeschleunigung entlang der
Linie, um den Einfluss von Schwereanomalien eliminieren zu kénnen.

Die Einzelheiten werden in den Fachgebieten HOhere Geodésie und Landesvermes-
sung behandelt.

Fur die Ausgleichungsrechnung ist zu beachten, dass die Messungen vorgangig redu-
ziert und in Héhenunterschiede transformiert werden. Diese H6henunterschiede wer-
den dann als Beobachtungen des Ausgleichungsmodells betrachtet.
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Die unbekannten Parameter des Modells sind in der Regel die H6hen (Uber der Be-
zugsflache) der Knotenpunkte des Netzes.

Zusétzliche Unbekannte werden selten eingefiihrt, da die Instrumentenkorrekturen
(Lattenmassstab, Zielachsenfehler usw.) entweder mit Eichmessungen im Labor oder
durch die Mess- und Rechenverfahren vorgangig eliminiert werden.

Das stochastische Modell

Die hergeleiteten Hohendifferenzen werden als unabhéngige normaltverteilte Mes-
sungen betrachtet. Die Voraussetzung dafr ist die sorgfaltige Elimination der syste-
matischen Fehler im Messprozess. Dies erfordert vor allem fiir Messungen hoher Pré-
zision wie fir das Prazisionsnivellement grosse Aufmerksamkeit.

Die Standardabweichungen oan der aus dem Nivellement stammenden Hohenunter-
schiede kann mit

GAH=GAH0.\/; (6)

berechnet werden.

Dabei ist o,y, die Standardabweichung des Hohenunterschiedes flr eine Instrumen-

tenaufstellung und n die Anzahl Aufstellungen.

Da die Zielweiten im Nivellement relativ konstant bleiben, kann man die Genauigkeit
des Hohenunterschiedes in Funktion der Linienldngen angeben, so dass

Gan =61, VL 7

wird.

c,, ist die Standardabweichung fir eine Nivellementsstrecke der Langeneinheit (z.B.

1 km) und L die L&nge der gemessenen Strecke in der gleichen Einheit.
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Fur die HOhenunterschiede, die aus dem Hohenwinkel stammen, sind die Ungenauig-
keiten aller Komponenten der Berechnung zu berticksichtigen:

gemessener Hohenwinkel

aus Koordinaten berechnete oder gemessene Distanz
Refraktionskoeffizient (k)

Instrumenten- und Signalhdhe (I-S)

Man bestimmt die Standardabweichung des Héhenunterschieds aus dem beobachteten
Hohenwinkel folgendermassen, wenn die Distanz D zwischen Stations- und Ziel-
punkt aus Koordinaten berechnet wird:

D’ D*

2 2 2 2 2
Oy =0Op-tga+o,-—+0o,-
AH D g o p2 K 4R2

+Gf +G§ t))

Die auftretenden Grossen mit den dazugehorigen Standardabweichungen sind

D, op die Distanz aus Koordinaten

o, Cq der Héhenwinkel

K, O der Refraktionskoeffizient
(x wird in der Regel 0.13 und oy zwischen 0.02 und 0.04
angenommen)

L, S, 01,05 die Instrumenten- und Signalhthe

R Erdradius

Fur Héhenunterschiede, die aus gemessenen Schragdistanzen und Hohenwinkeln be-
stimmt werden, kann ebenfalls eine entsprechende Formel hergeleitet werden.
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Beobachtungs- und Verbesserungsgleichungen

Die Beziehung zwischen den unbekannten Parametern (Punkthéhen von Stations- und
Zielpunkt P; und Py) und den beobachteten Grossen ist einfach zu erstellen:

1=1+v=H, - H,

Eine Linearisierung ist nicht notwendig, da die Funktion der Unbekannten bereits li-
near ist.

Né&herungshohen (Hi,, Hko) kOnnen trotzdem eingefiihrt werden, damit keine nume-
rischen Schwierigkeiten entstehen und vor allem, um eventuelle Messfehler friher

aufdecken zu koénnen.

So wird die Verbesserungsgleichung

v=h,-h,-(1-H, +H,) )
wobei

Hyx = Hyo + hx

H; = Hio + h;

Direkt beobachtete Parameter

Anwendungsmoglichkeiten

Je nach Wahl der Parameter im mathematischen Modell kann es gelegentlich vor-
kommen, dass die Parametergrdsse direkt beobachtet werden kann.

So kann z.B. eine Punkthohe in einem lokalen Hohensystem gleichzeitig unbekannter
Parameter H; des Modells und beobachtete Grosse (HOhenunterschied zwischen
Nullpunkt und P;) sein.

Diese direkten Beobachtungen von Modellparametern kdnnen in einer vermittelnden
Ausgleichung gleich behandelt werden wie die tbrigen Beobachtungen.
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Man muss eine Beobachtungsgleichung schreiben, um die Beziehung zwischen Be-
obachtung und Parameter herstellen zu kénnen.

Die wichtigste Anwendung von direkt beobachteten Parametern findet man bei der
Lagerung geodatischer Netze, wenn man die Koordinaten der bekannten Punkte als
(fiktive) Beobachtungen anstatt als gegebene Gréssen betrachtet.

Diese Vorgehensweise erlaubt einen flexibleren Ubergang zwischen bekannten Para-
metern (z.B. fehlerfreie Fixpunktkoordinaten) und unbekannten Parametern (z.B.
Neupunktkoordinaten).

Wenn man uber gute, aber nicht fehlerfreie Werte fur einige Parameter (z.B. Punktko-
ordinaten aus einer friheren Berechnung) verfligt und man mdchte sie bei einer Wei-
terverarbeitung nicht als fehlerfrei betrachten, kann man diese Parameter als Unbe-
kannte einflihren, und die verfligbare Information tber ihre Grdsse im funktionalen
Modell als direkte Beobachtung des entsprechenden Parameters angeben. So kdnnen
die Genauigkeitsangaben wunschgemdss im stochastischen Modell berlcksichtigt
werden.

Das stochastische Modell

Da direkt beobachtete Parameter selten aus tatsachlich ausgefiihrten Messungen
stammen, sondern in der Regel rechnerisch hergeleitete Grossen sind, sind diese Beo-
bachtungen nicht stochastisch unabhéngig. Wenn die Berechnungen, aus welchen die-
se Werte stammen, noch zuganglich sind, kann man daraus die dazugehoérige Kovari-
anzmatrix entnehmen. Andernfalls, wenn man die urspringliche Kovarianzmatrix
nicht mehr erhalten kann, wird sie ndherungsweise aufgrund von Erfahrungswerten
aufgebaut. Die Varianzen entstehen aus den erwarteten mittleren Fehlern und die Ko-
varianzen werden entweder Null oder in Funktion, z.B. der Distanz geschatzt.
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6.6.3 Beobachtungs- und Verbesserungsgleichungen

6.7

6.7.1

Direkt beobachtete Parameter erhalten wie jede Beobachtung eine Beobachtungs-
gleichung, die besonders einfach ist:

L = Li+ vy =X; (10)
Die Funktion der unbekannten Parameter ist eins mal den entsprechenden unbekann-
ten Parameter.

Die Funktion ist bereits linear, so dass eine Linearisierung uberfllissig wird. Néhe-
rungswerte konnen, wie bei den beobachteten Héhenunterschieden, vorteilhaft sein,
um numerische Probleme (Stellenausldschung usw.) zu vermeiden, und um eventuelle
Messfehler schneller entdecken zu kénnen.

Der Abriss

Ein iibersichtliches Rechenschema

Der Abriss entstand als Schema fur die tbersichtliche Bearbeitung von Richtungs-
messungen in einer Ausgleichung und war friher wéahrend den aufwendigen manuel-
len Berechnungen von Nutzen, um die Zwischenergebnisse klar darzustellen und das
Rechnen von Naherungsorientierungen, Absolutgliedern sowie definitiven Orientie-
rungen und Verbesserungen zu erleichtern.

Im Zeitalter des Computers hat der Abriss in der Ausgleichung geodéatischer Netze
keineswegs an Bedeutung verloren.

Das Schwergewicht liegt aber nicht mehr in der Verwendung als Rechenschema, son-
dern in der ubersichtlichen Darstellung von zusammengehdrenden Ergebnissen der
Ausgleichung.
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Da die heutigen geodéatischen Netze viele Beobachtungen enthalten und automatisch
ausgeglichen werden, ist die Interpretation der Ergebnisse sehr anspruchsvoll gewor-
den und stellt eine der wichtigsten Aufgaben des Ingenieurs dar.

Eine einheitliche Darstellung der Ausgleichungsergebnisse, in welcher die zusam-
mengehdrenden Informationen auf einen Blick betrachtet und beurteilt werden kon-
nen, ist die VVoraussetzung fur eine wirksame Arbeit.

Der klassische Abriss eignet sich ausgezeichnet auch fir diese neue Funktion und
wird daher auch bei der Computerberechnung verwendet.

Andere Abrissformen wurden dazu entwickelt, um auch Distanzmessungen und Ho-
henwinkelmessungen in ahnlicher Art darstellen zu konnen. Der traditionelle Abriss
enthdlt im gleichen Schema die provisorischen Werte (aus Néherungskoordinaten fiir
die Absolutglieder der VVerbesserungsgleichungen) und die definitiven Werte (aus den
ausgeglichenen Koordinaten).

Die Tabelle der definitiven Abrisse enthélt die Verbesserungen, wie man sie aus den
ausgeglichenen Koordinaten mit den nicht linearen Funktionen der Beobachtungs-
gleichunngen (Azimute, Distanzen) berechnet hat und ist daher Bestandteil der
Schlusskontrolle.

Heute werden getrennte Tabellen fur provisorische und definitive Abrisse vorgezo-
gen, damit die enthaltenen Informationen tbersichtlicher werden, und oft wird auf die
Darstellung des provisorischen Abrisses bei Computerberechnungen sogar verzichtet.
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Vor der Ausgleichung bendtigt man fur die einzelnen Richtungssétze eine Naherungs-
orientierung und die Absolutglieder der Verbesserungsgleichungen. Die Berechnun-
gen konnen in einem Abrissschema tbersichtlich eingetragen werden.

Das folgende Beispiel zeigt einen Abriss fur Richtungen, in welchem die Azimute
und die Distanzen aus N&herungskoordinaten berechnet sind.

Provisorischer Abriss

Azimute aus
Beobachtungen Né&herungskoordinaten
Punkt OR/Beob. Korr.| -F M.F. [ZI Wl Azi_.aus Koord. |Dist.aus Koord.
G/M CC/MM |CC/MM |CC/MM | % |CC/MM ©) w)

Leusl 0p = 33.22136

Muraz 0.0000 -2. 3.2 33.2212 1684.449
Saasz 354.3277 3. 3.0 387.5493 5060.995
Klosz  344.9810 -2. 3.3 378.2021 1334.453
Gotsz  268.2093 0. 3.1 301.4307 2825.107
Selfz 262.7128 5. 10.2 295.9347 194.970
Leusz 19.7208 -190. 815.6 52.9232 2.342

Mit Naherungskoordinaten (vor der Ausgleichung)

Die Né&herungsorientierung (O,) kann in der Umgebung des noch unbekannten Wer-
tes beliebig gewéhlt werden. Wenn die N&herungskoordinaten der Punkte gut sind,
kann die N&herungsorientierung als gewogenes arithmetisches Mittel wie folgt be-

rechnet werden:

0,=Az,-r,

_2p0,

Y o0,/c

ri

T Y XU

an
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Falls die Naherungskoordinaten schlecht sind, muss die schlechte Genauigkeit der
Né&herungsazimute berticksichtigt werden. Man verwendet daher hauptséchlich die
Azimute der langen Visuren, die von ungenauen Koordinaten weniger verfalscht wer-
den.

Falls grobe Fehler in den Messungen beflirchtet werden, wéren robuste Schéatzverfah-
ren besonders geeignet.

Das Absolutglied f; der i-ten Richtungsverbesserungsgleichung wird wie folgt be-
rechnet:

-f; = Az; - (ri + O,) 12)
I beobachtete Richtung

0, Né&herungsorientierung

Az; Né&herungsazimut (Station — Ziel)

Nach der Ausgleichung bendtigt man die Verbesserungen, die man aus den Beobach-
tungsgleichungen berechnet, um die Schlusskontrolle durchfiihren zu konnen. Diese
Berechnung kann ebenfalls im Abrissschema anschaulich dargestellt werden.

In den definitiven Abrissen muss die Orientierung entweder als gewogenes arithme-
tisches Mittel berechnet werden

oder man kann sie aus den erhaltenen Unbekannten entnehmen

0=0,+o0
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Im Abrissschema sind somit die Verbesserungen aus den (nicht linearen Beobach-
tungsgleichungen) leicht zu berechnen.

v,=Az,—(r, +0) (13)

O st die ausgeglichene Orientierung

Das Schema kann mit weiteren Informationen erweitert werden. Folgende Kolonnen
sind zum Beispiel zu erwéhnen:

- Richtungskorrekturen

Azimutreduktionen (Richtungskorrektur flr lange Visuren in den Triangulationen
héherer Ordnung), Lotabweichungskorrekturen

- Lokales Zuverlassigkeitsmass (zi =q¥ /qgliﬂ)

Der Quotient der entsprechenden Diagonalelemente in den Matrizen Q,y und Qy
gibt Hinweise Uber die Netzuberbestimmung.

- Standardisierte Verbesserungen ( w;=Vv;/ Gyi)

Die standardisierten Verbesserungen sind als Teststatistik fiir die Lokalisierung
grober Messfehler geeignet.

- Die Einzelorientierungen (O;= Az; - ;)

Die einzelnen Orientierungen werden als Zwischenergebnisse vor allem bei ma-
nuellen oder interaktiven Berechnungen geschétzt.
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Azimute aus den ausge-

Beobachtungen glichenen Koordinaten

Punkt [OR/Beob. |Korr. |Verb.| M.F. ZI wl Azi.aus Koord. |Dist.aus Koord.
G/M CC/MM |CC/MM|CC/MM | % | CC/MM ) )

Leusl OR = 33.22165
Muraz 0.0000 -1. 3.2 58 -0.4 33.2216 1684 .453
Saasz 354.3277 2. 3.0 63 0.8 387.5495 5061.018
Klosz  344.9810 -2. 3.3 54 -0.9 378.2024 1334.449
Gotsz  268.2093 0. 3.1 54 0.2 301.4310 2825.114
Selfz 262.7128 5. 10.2 22* 1.0 295.9349 194.973
Leusz 19.7208 -4. 815.6 21* 0.0 52.9421 2.343

6.7.3 Der Distanzabriss

Mit ausgeglichenen Koordinaten

Distanzbeobachtungen werden ahnlich wie Richtungen in einem Abrissschema darge-

stellt.

Die provisorischen Abrisse (aus Naherungskoodinaten) liefern die Absolutglieder der

Verbesserungsgleichungen.

Provisorischer Abriss

Beobachtete Distanzen

Distanzen aus
Né&herungskoordinaten

Punkt OR/Beob. [Korr. - M.F. VA | Wi Azi.aus Koord. |Dist.aus Koord.
G/M CC/MM | CC/MM | CC/MM % CC/MM ©) )
Shrnl Distanzen
Whrnl 3493.883 -4. 7.2 34.5663 3493.880
Flessl 7207 .441 14. 10.6 73.4501 7207 .455
Pischl 8709.435 -4. 12.1 0.9881 8709.431
Huerl 10409.096 17. 13.7 371.0176 10409.113

Mit Naherungskoordinaten
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In den definitiven Abrissen berechnet man die Verbesserungen aus den Beobach-
tungsgleichungen. Falls eine Massstabsunbekannte in der Ausgleichung bestimmt
wurde, ist die entsprechende Korrektur zu berechnen und im Schema einzutragen. Sie
wird bei der Berechnung der Verbesserungen berlicksichtigt.

daraus folgt

Definitiver Abriss

Beobachtete Distanzen

s;,+ Korr +v=s, .

V= skoord - KOI'I' - si (14)

Si gemessene Distanz
Korr : Massstabskorrektur
Skeorda: Distanz aus ausgeglichenen Koordinaten

Distanzen aus
ausgeglichenen
Koordinaten

Punkt OR/Beob. Korr.| Verb.| M.F. [ZI Wi Azi.aus Koord. |Dist.aus Koord
G/M CC/MM | CC/MM | CC/MM % | CC/MM ©) ))

Shrnl Distanze

Whrni 3493.883 -2. 7.2 33 -0.5 34 .5665 3493.881

Flessl 7207 .441 10. 10.6 38 1.5 73.4504 7207 .451

Pischl 8709.435 3. 12.1 60 0.3 0.9884 8709.438

Huerl 10409.096 14. 13.7 71 1.2 371.0177 10409.110

Mit ausgeglichenen Koordinaten
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6.8 Anwendungsbeispiel 1
Richtungsnetze [ Conzett, 1985 |

a) Riickwirtseinschneiden (eines Einzelpunktes) mit Richtungen

Zur Veranschaulichung folgender Figur:

1A
\\

Alle Verbesserungsgleichungen sind vom Typ "Standpunkt variabel"

v,=—z+aXx +by-f  Gewicht 1
v, =—-z+a,x+b,y—f, 1
v,=—-z+ax+by—-f 1
Y, -Y, X, - X,
Moy PR

wobei P; (Y;, X;) die Zielpunkte und P (Y, X) der Neupunkt sind. Y, und X,
sind die Naherungskoordinaten des Neupunktes.

Mittlerer Fehler der Gewichtseinheit a posteriori:
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b) Mehrpunkteinschaltung mit Richtungen

Die néchste Figur zeigt eine Dreipunkteinschaltung als Beispiel.

Alle Gewichte seien 1.

Wir ordnen die Beobachtungen nach folgenden Gesichtspunkten:

Festpunkte
Punkte E:
vorerst ausfihrlich: Gew.
Ver = ~Zg —fer 1
Vi = 7 Zg +ag;X; + by, — i, 1
Vi = —Zg +ap,X, + by, — 1, 1
Vep = ~Zg fED 1
Neupunkte
Als Beispiel Punkt 1:
Via =—Zp+a;, X+ by, —fia
Vig = —Z;+a;3X;+bypy, —fip
* *
Via =—Zp+apX +bypy, +anx, +byy, -1,
= b ¥ b; f
Viz =—Z;ta;3X, + b3y, +a;X; +by3y; — 13

Vic =—Z; +a;cX + by,
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Anwendungsbeispiel 2

Die Lagerung von zwangsfreien Netzen

(aus R. Conzett 1987)

Fuhren wir bei einem sog. freien Netz alle Koordinaten als unbekannte Parameter ein,
so erhalten wir ein singuldres Normalgleichungssystem; denn wir haben unbekannte
Parameter eingeflhrt, die das Problem nicht bestimmen kénnen. Man kann aus Dis-
tanzen und Richtungen allein keine Koordinaten bestimmten, wenn man keine Fix-
punkte hat. Der Rangdefekt - wir nennen ihn in der Geodéasie Lagerungsdefizit - be-
tragt 3 (bzw. 4, wenn wir den Massstabsfaktor offen lassen). Durch mindestens 3 be-
kannte Koordinaten (aber nicht 3 bzw. 4 x-Werte oder 3 bzw. 4 y-Werte!) wird dieser
Rangdefekt behoben.

Sind diese Koordinaten bekannte Konstanten, so sind die entsprechenden Normal-
gleichungskolonnen zu streichen. Wenn wir mehr als 3 bzw. 4 Kolonnen streichen,
wird auf das Netz ein Zwang ausgelbt.

Wenn wir diese vorgegebenen Koordinaten nicht als fehlerfreie Konstanten ansehen,
kénnen wir sie als fingierte Beobachtungen betrachten und ihnen den Charakter von
Realisationen von Zufallsvariablen zuordnen. Nach der eingangs formulierten Theorie
liefert dann jede "beobachtete” Koordinate eine Verbesserungsgleichung mit dem Ab-
solutglied null (wenn die Koordinatenwerte als N&herungswerte verwendet werden).
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a, b, ¢ uy
a, b, ¢, u,
A a, b, ¢, ... u, P
A 1 0 o0 ... 0 L
0
1
0

Die Normalgleichungsanteile dieser fingierten Beobachtungen, die oben durch die
Matrix A" dargestellt wurden, also die entsprechenden [paa], [pab] ... [puu], ergaben
aber - wegen a=b =...=u =1 (bzw. = 0) - eine Matrix, in der bei unabhangigen fin-
gierten Beobachtungen in der Diagonalen die Gewichte stehen, im allgemeinen Fall
aber die inverse Kofaktorenmatrix. Wir nennen diese Matrix Lagerungsmatrix L.

Py,

Py,
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Sie ist eine u.u-Matrix. Wir nehmen oben an, dass die Orientierungsunbekannten und
allfallige Massstabsfaktoren als letzte unbekannte Parameter genommen worden sei-
en, und dass diese "nicht beobachtet” seien, also das Gewicht null hatten. Dasselbe
gilt auch fur diejenigen Diagonalglieder, die Neupunkten, also "unbeobachtete Punk-
ten", zugeordnet sind: ihr Gewicht ist null.

Ohne naheren Beweis - es lasst sich aus dem oben gesagten leicht ableiten - sei beige-
fligt, dass natirlich Korrelationen zwischen den fingierten Beobachtungen ganz ana-
log einzufiihren sind: die Lagerungsmatrix wird zur Kofaktorenmatrix der "beobach-
teten" Parameter.

Was geschieht mit den Absolutgliedern der Normalgleichungen? Der Anteil aus der
Gruppe der fingierten Verbesserungsgleichungen, [paf], [pbf] ... [puf] ist gleich null,
weil alle f in dieser Gruppe null sind, also werden die Absolutglieder der urspring-
lichen Normalgleichungen tberhaupt nicht veréndert.

Damit haben wir eine ganz einfache Regel flr die Lagerung von freien, vermittelnd
angesetzten Netzen:

- man bildet die Normalgleichungsmatrix mit allen Koordinatenparametern; diese
ist singulér,

- man bildet die Lagerungsmatrix L, indem man die Gewichte der "freien", also
nicht durch fingierte Beobachtungen gebundenen Parameter null setzt und flr
mindestens 3 bzw. 4 Parameter in der entsprechenden Diagonalstelle, das zuge-
ordnete Gewicht einsetzt. Dabei ist zu beachten, dass diese Gewichte mit dem
gleichen sigma-null gerechnet werden, wie diejenigen der Beobachtungen,

- die <gelagerten> Normalgleichungen

Po
o L

A
E

A™e| | |a™pL| | [(a™PA+L)
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durch die Superposition der Lagerungsmatrix auf die (singulére) Normalglei-
chungsmatrix wird - wenn man obige Regeln beachtet - die resultierende Normal-
gleichungsmatrix reguldar und kann invertiert werden. Die "gelagerte” regulare
Normalgleichung lautet somit

(ATPA+L)x-A"Pf=0

logischerweise erhalten nun die "beobachteten Koordinaten™ Verbesserungen, die
sich nach den zugeordneten Gewichten richten, allerdings nur dann, wenn die La-
gerung Uberbestimmt ist (denn ohne Uberbestimmung entstehen keine Verbesse-
rungen).

Will man einen Punkt als "Festpunkt™ deklarieren, so hat er ein kleines Sigma, folg-
lich ein grosses Gewicht und damit nach dem Ausgleichungsprinzip [pvv] = Min. ein
kleines v, das praktisch bei hoheren Gewichten schnell gegen null geht. Ist die Lage-
rung Uberbestimmt (mehr als 3 bzw. 4 Gewichte # 0), so Ubt sie einen je nach Ge-
wichtswahl stérkeren oder schwécheren "Zwang" auf die Beobachtungen im Netz aus.

Die Lagerungsmethode ist sehr flexibel und erlaubt, die Unsicherheit der Ausgangs-
koordinaten in die Netzberechnung einzubeziehen.

Eine abschliessende Bemerkung zum Freiheitsgrad (FG) einer "gelagerten”, vermit-
telnden Ausgleichung:

Die Grosse FG = n — u setzt voraus, dass u gleich der Anzahl der Bestimmungs-
stiicke ist; diejenige Anzahl von fingierten Beobachtungen, die dazu dient, das
Lagerungsdefizit zu tilgen, erhéht den FG nicht,

erst jede fingierte Beobachtung, die bei der Lagerungs als Uberschissig einbezo-
gen wird, erhoht den FG um 1,

man sieht das auch an den Verbesserungen; jede iberschiissige Beobachtung er-
zeugt eine Verbesserung; diese ist dann naturlich auch beim [pvv] zu berucksich-
tigen.
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Anwendungsbeispiel 3

Die Stationsausgleichung

Das Problem

Richtungen werden mit dem Theodolit in mehreren Satzen gemessen. In jedem Satz
wird je einmal in erster und zweiter Fernrohrlage angezielt und abgelesen, damit die
Richtungen eines Satzes (Mittel zwischen erster und zweiter Lage) weitgehend frei
von systematischen Fehlern werden, und man sie in der Regel als unabhéngig betrach-
ten kann.

In der Vermessungskunde wird gezeigt, wie mehrere vollstandige Satze gleich genau-
er Richtungen gemittelt werden, und wie man die Standardabweichung einer Richtung
und des Satzmittels schatzen kann.

In der Praxis entstehen oft unvollstdndige Richtungssétze, wenn die Sichtweite wéh-
rend der Messung andert und die Beleuchtung unginstig wird. Vor allem bei grossen
Zielweiten (10 km und mebhr) ist dieser Fall ublich.

Es stellt sich daher die Frage, ob man auch unvollstandige Richtungsséatze mitteln
kann, wie man die gemittelten Richtungen berechnet, und wie man die Standardab-
weichungen der Richtungen und der gemittelten Richtungen schatzen kann.

Selbstverstandlich kann man das Problem umgehen, indem man ungleiche Teilsatze
getrennt lasst und sie einzeln mit je einer Orientierungsunbekannten in die Ausglei-
chung einfihrt. Diese Lésung wird oft verwendet.

Um die Anzahl Messungen zu reduzieren und um die Genauigkeit zu Uberprifen, ist
die Kombination (Stationsausgleichung) von unvollstandigen Richtungssatzen trotz-
dem wiinschenswert.
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6.10.2 Das funktionale Modell

Man kann die Stationsausgleichung auf eine vermittelnde Ausgleichung zurtickfih-
ren, indem man die gesuchten ausgeglichenen Richtungen und die Orientierungen der
einzelnen Sétze als Parameter einfiihrt.

Wenn alle Parameter als Unbekannte angesehen werden, ist das Problem unldsbar, da
die Gesamtorientierung der Sétze unbestimmt bleibt.

Man muss daher eine willklrliche Annahme treffen, um das Ausgleichungsproblem
I6sbar zu machen. Es ist zu beachten, dass dadurch kein Zwang auf die Richtungs-
differenzen entsteht.

Man kann zum Beispiel entweder die Orientierung des ersten Satzes als Null wéhlen
oder die erste ausgeglichene Richtung als Nullrichtung betrachten oder die Summe
der Orientierungen als gleich Null annehmen, usw.

Diese willkirlichen Annahmen spielen fur die Weiterverwendung der ausgeglichenen
Richtungen keine Rolle, da die Richtungsmessungen in der Netzausgleichung als frei
orientiert betrachtet werden. Man kann daher zu jeder Richtung eines Satzes die glei-
che Grosse addieren, ohne dass seine Bedeutung fur die Triangulation andert.
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Beispiel [ Conzett, 1987 |

Aufgabe: Es sind 2 Satze auf einer Station gemessen worden, wobei beim zweiten
Satz eine Richtung fehlt (z.B. wegen aufgekommenen Nebelschwaden).

Losung: Unbekannte Parameter sind die vier Richtungen (xi, X2, X3, X4) und zwei Ori-
entierungsunbekannte (z;, z;). Damit das Problem bestimmt ist, wird die Lage der
Nullrichtung mit z, = 0 festgelegt.

Es ergeben sich damit die folgenden Verbesserungsgleichungen:

- l11
- l12
- l13
-1

14

oder in Matrizenschreibweise v= A x -1, mit:

\% A X 1 P

Vi 1 00 0 0 0 100 0 0 00
Viz 0 1.0 0 O X 75.3243 010 00 O0WO
Vi 0 01 0 O X, 131.4526 0 01 00 00O
vl =10 0 0 1 0f|x,|-|2535458] ; [0 0 0 10 0 0
V,, 1 00 0 -1 X, 105. 6438 0 0 001 00O
V) 010 0 -1 z, 180.9671 0 00001 O
v, 0O 0 01 -1 359.1897 00 0 00 01
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Daraus ergibt sich die Normalgleichungsmatrix

ATPA
2 0 0 0 -1
0o 2 0 0 -1
o o0 1 o0 o
o 0 0 2 -1
-1 -1 0 -1 3
und ihre Inverse
.6667 1667 .0000 1667 3333
1667 .6667 .0000 1667 3333
.0000 .0000 1.0000 .0000 .0000
1667 1667 .0000 .6667 3333
3333 3333 .0000 3333 .6667

Den Loésungsvektor

.0002
75.3239
131.4526
253.5460
-105.6435

Die Berechnung der Korrelationskoeffizienten zeigt, dass die ausgeglichenen Rich-
tungen in diesem Falle korreliert sind.

1.0000 2500 0000 2500 5000
2500 1.0000 0000 2500 5000
0000 0000 1.0000 .0000 .0000
2500 2500 0000 1.0000 5000

5000 5000 0000 5000 1.0000
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Die willkurlich eingefiihrte Annahme (im Beispiel z; = 0) ist fir die ausgeglichenen

Richtungen unwesentlich, da sie nur eine einheitliche Drehung des Satzes bewirkt,
und ein gedrehter Satz bleibt fir die Weiterverwendung in der Triangulation gleich-
wertig.

Die Kofaktorenmatrix, die aus der Stationsausgleichung entsteht, wird ebenfalls von
der eingefuhrten Annahme beeinflusst. Das heisst: man bekommt je nach Anfangsbe-
dingung eine andere Kofaktorenmatrix. Alle so erhaltenen Kofaktorenmatrizen sind
aber bei einer Weiterverwendung &quivalent, wenn man sie vollstdndig berucksich-
tigt. Storend wirkt nur die Tatsache, dass die Varianzen der ausgeglichenen Richtung
von der getroffenen Annahme abhangig sind und bei unsymmetrischen Bedingungen
gleichwertige ausgeglichene Richtungen unterschiedliche Varianzen erhalten.

Es stellt sich daher die Frage, ob unter den unendlich vielen dquivalenten Kofaktoren-
matrizen eine Hauptaquivalente existiert, die die Varianzen und die Korrelationen
zwischen den verschiedenen Richtungen am dbersichtlichsten beschreibt und ein Tri-
angulationsnetz moglichst wenig verfalscht, wenn man die Korrelationen in der Aus-
gleichung vernachlassigt.

Diese Frage hat viele Geodaten beschaftigt. Sie wird von W. Hopcke in [W. Hopcke,
Einige Ergdnzungen zur Theorie der Richtungsmessungen, Zeitschrift fiir Vermes-
sungswesen, 3-1969] beschrieben.
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Fehlerellipsen
Stochastische Eigenschaften mehrdimensionaler Grossen

In geodédtischen Ausgleichungsproblemen werden oft Parameter geschétzt, die grup-
penweise zusammengehdren und daher als 2-, 3- oder n-dimensionale Grossen ange-

schaut werden.

Als Beispiel kann man die Koordinaten von Punkten in der Ebene (oder im Raum)
erwdhnen, die paarweise (oder in Dreiergruppen) zusammengehdren. Sie werden in
den tiiblichen Ausgleichungsproblemen der Vermessung mit einem linearen Modell
aufgrund von normalverteilten Messungen geschétzt, so dass die so entstandenen Ko-
ordinatenpaare normalverteilt sind. Die stochastischen Eigenschaften der geschitzten
Parameter sind fiir die Interpretation der Ergebnisse unentbehrlich und miissen daher

immer neben den geschitzten Werten der Parameter beschrieben werden.

Die stochastischen Eigenschaften von zusammengehorenden Zufallsvariablen werden
durch ihre 2- oder mehrdimensionale Verteilungsfunktion vollstindig wiedergegeben.
Die Arbeit mit 2- oder mehrdimensionalen Verteilungen ist aber umsténdlich, so dass

einfachere, aber ebenfalls aussagekriftige Indikatoren vorgezogen werden.

Die bisher verwendeten Kovarianzmatrizen sind ein Beispiel dafiir. Sie beschreiben
die wesentlichen Eigenschaften von mehrdimensionalen Zufallsvariablen. Bei nor-
malverteilten Variablen, zusammen mit den Erwartungswerten der einzelnen Kompo-
nenten, sind sie sogar gleichbedeutend wie die Dichtefunktion. Dank dem Computer
kann man mit solchen Matrizen leicht arbeiten, wie die Anwendungen des Fehlerfort-
pflanzungsgesetzes gezeigt haben. Sie sind aber nicht sehr anschaulich, so dass man
sie oft durch einfachere graphisch darstellbare Indikatoren ersetzt oder ergéinzt, die
vor allem in geometrischen Problemen ebenfalls aussagekriftig sind. Man kann da-

durch die Resultate wesentlich leichter interpretieren.

Diese Indikatoren werden fiir 2-dimensionale Zufallsvariablen mittlere Fehlerellipsen
genannt, wihrend man fiir 3-dimensionale Variablen von Fehlerellipsoiden (oder Hy-

perellipsoiden im mehrdimensionalen Raum) spricht.
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Die mittlere Fehlerellipse einer zweidimensionalen Zufallsvariable

Die 2-dimensionale Normalverteilung (aus 2.7.4) hat die Dichtefunktion:

1 1 ooy [(X—ui]z 2oy (X—u,][y—uy}{y—uy Jz
f(X9Y)= 3 ¢ 2 ciog—ciy\_ Ox "X"’yk Ox Oy Oy (1)

Fig. 1

Aus der graphischen Darstellung ist ersichtlich, dass die Linien konstanter Wahr-
scheinlichkeitsdichte "Hohenkurven" auf der Dichtefldche bilden. Fiir die Punkte sol-
cher Linien gilt:

f(x,y) = konstant

Das heisst, zu jeder gegebenen Konstanten (0 < Konst < Maximum f(x,y)) kann eine
Linie konstanter Wahrscheinlichkeitsdichte gebildet werden.
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Um bei 2-dimensionalen normalverteilten Zufallsvariablen eine konstante Dichte zu
haben, muss der ortsabhédngige Exponent der Dichtefunktion konstant bleiben, das

heisst, insbesondere muss

Satz 1

Die Kurven (gleicher Dichte einer zweidimensionalen Normalverteilung) sind Ellip-

sen mit Zentrum in (M, Hy).

Definition

Die Hohenkurve fiir welche der oben erwéhnte Exponent der Dichtefunktion gleich 1

ist, nennt man die mittlere Fehlerellipse der zweidimensionalen Zufallsvariable
X(x, y)-

Bemerkung

Die Gleichung der mittleren Fehlerellipse ist also

2 2 2 2
GxOy X— U, 20, (x=—p, || YK, Y~ Hy
2 2 2 - + =1 ?2)
G,G, —O,, G, c,'6,\ o, o, o,
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Satz 2

Die mittlere Fehlerellipse beriihrt die vier Geraden

H+

Y= Hy
und

Gy

X=ux oy

>
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Beweis

Man berechnet den Schnitt zwischen der mittleren Fehlerellipse und z. B. der Geraden

Yy=Hyt Oy:

2 2 2 2
OxOy [X_Mx] _2ny [X_ij Hy oy —Hy HytOy~Hy -1
2 2
050y —Oyy oy 0,0, Oy o, oy
22 [ 2
GXGY [X_ux] 2GXY X_“‘x_'_l =1
2 2_ 2
0y0y —Oyy oy 0,0, Oy

und die zwei gesuchten Schnittpunkte fallen zu einem Doppelpunkt zusammen, so

dass die Tangentenbedingung erfiillt ist.
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Die Gerade y = py + oy beriihrt daher die Ellipse in

GX
P[x=—y+ux,y=uy+cy] 3)
c

y

Die anderen drei Tangenten-Aussagen konnen in dhnlicher Art iiberpriift werden.

Bemerkung

Wenn die Kovarianzmatrix der Koordinaten eines Punktes bekannt ist, kann man die
Tangenten der mittleren Fehlerellipse in Richtung der Achsen des Koordinatensys-

tems leicht konstruieren:

HX fmmmmmmmee

1 Y
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Satz 3

Die Halbachsen a und b der mittleren Fehlerellipsen konnen mit der folgenden

Formel berechnet werden:

(C))
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Satz 4

Die Richtung ® der grossen Halbachse (a) erfiillt die folgende trigonometrische
Gleichung:

tg(z0)= Y ©)
xx ~ Qyy

Dazu gelten folgende Zusatzbedingungen:

Das Vorzeichen von qyy ist gleich wie das Vorzeichen von sin (2@) und das Vor-
zeichen von qx — qyy ist gleich wie das Vorzeichen von cos (2w). Eine eindeutige

Losung fiir ® kann daher im Bereich 0 < @ < +200 berechnet werden.

Definition

Die Standardabweichung o, eines Punktes P in einer beliebig vorgegebenen Rich-
tung R ist die Standardabweichung der Orthogonalprojektion des Punktes P auf R.

€
>
o
2
€
L gl S ——

Fig. 5
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Bemerkung

Die Position von P' auf R kann durch die Distanz r (= OP') angegeben werden.
r =y sin ® + x cos®

In Matrizenform
r=T"'-X

wobel
sinw
(o) - x=(3)
IN) X

wenn die Kovarianzmatrix

bekannt ist, kann die Varianz o’ des Punktes P in Richtung R berechnet werden.

Da

r=ysino+xcoso=T"-X
ist, folgt 62 mit Hilfe des Fehlerfortpflanzungsgesetzes
ol=T'K,_-T

()

= cs; sin” © + 20,, sinocos®+ clcos’®
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Satz 5

Eine Gerade R (Richtung R) und ein Zufallspunkt P mit der dazugehorigen mittle-
ren Fehlerellipse seien gegeben. Die Tangenten an die mittlere Fehlerellipse von P

senkrecht zu R schneiden auf R eine Strecke heraus, deren Linge 2 - o, betrigt.

R

Fig. 6

Bemerkung

Die Standardabweichungen eines Punktes P in Richtung R kann als Vektor mit Be-

trag o, ausgehend von P dargestellt werden.

X R

Fig. 7
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Definition

Der geometrische Ort der Orthogonalprojektionen eines Punktes Q auf die Tangen-

ten einer Kurve K heisst die Fusspunktkurve von K beziiglich Q

A, B, C, D sind Punkte der
Fusspunktkurve von K beziiglich Q

Fig. 8
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Satz 6

Die Vektoren der Standardabweichung von P in allen Richtungen beschreiben eine
Kurve um P, welche die Fusspunktkurve der mittleren Fehlerellipse von P beziigli-
che deren Mittelpunkt (P) ist.

Beweis

Fiir jede beliebige Richtung R konnen mit Hilfe des 5. Satzes zwei Standardabwei-
chungsvektoren konstruiert werden. Die dadurch entstandenen Punkte A; und A
sind Orthogonalprojektionen von P auf 2 Tangenten der mittleren Fehlerellipse und
daher 2 Punkte der Fusspunktkurve der Ellipse beziiglich P. Die Konstruktion kann in
allen beliebigen Richtungen wiederholt werden, so dass die Fusspunktkurve der der
mittleren Fehlerellipse entsteht.
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Die mittlere Fehlerellipse als Eigenwertproblem

Nach dem Hauptachsentheorem (Kap. 3.4) existiert zu jeder symmetrischen Matrix
M eine orthogonale Matrix U, so dass aus U und M eine Diagonalmatrix D be-

rechnet werden kann:
D=U"MU @)

wobei D die eindeutig bestimmte Diagonalmatrix der Eigenwerte und U die Matrix
der normierten Eigenvektoren sind. Die orthogonale Matrix U erfiillt (Definition) die
Bedingung U" U = E das heisst, die Kolonnenvektoren (uy, uy, ... uy) sind unter sich
orthogonal und haben Lénge 1. Es ist daher:

u-u, = 1fir i=j

]
0 fir i#j
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Im zweidimensionalen Fall kann die orthogonale Matrix U als Drehmatrix des Koor-

dinatensystems angesehen werden.

T CoS® sin® cos® Sinw
U = = (8)

cos(+100) sin(w +100) —sin® cosw

Die Eigenvektoren der symmetrischen Matrix sind daher bestimmt, wenn die erforder-
liche Drehung (w) des Koordinatensystems fiir die Hauptachsentransformation be-

stimmt ist.

Bemerkung

Man kann das Hauptachsentheorem an der Kovarianzmatrix eines Punktes P (X, Y)

anwenden.

Es existiert (mindestens) eine orthogonale Matrix U, so dass

U'K _ U=A
eine Diagonalmatrix wird.
Es gibt in der Ebene eine geeignete orthogonale Koordinatentransformation (Rotation

ohne Massstabsidnderung), die erlaubt die Koordinaten eines Zufallspunktes P (x,y) in

P (u,v) so zu transformieren, dass u und v stochastisch unabhéngig sind.
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Das heisst, es gibt eine geeignete Transformationsmatrix U” :

(-0

fiir welche die Kovarianzmatrix der Koordinaten K,, die Diagonalform annimmt.

Aus dem Fehlerfortpflanzungsgesetz ist:

K, =U'K_U

uu XX

und fiir die angegebenen Matrizen

ol o, . [ coso sino
K, = 5 und U = . &)

G, O, —sino cosw

ist

2 2 . 2 .2 1 2 2.
6,C0s" 0+ 06, sin2m+o6sin"0  ——\6;—-0, Jsin20+06,,c0s20
2 y y
K,, = (10)

1 . . .
- —(02 —¢? )sm 20+6..0s20 62cos’®m—o6_ sin2o+6sin’®
2 X y Xy y Xy X

Die neuen Koordinaten u, v des Punktes P sind unabhéngig, wenn

1 2 2 .
_E(G" - Gy)SInZ(o +0,,c0820=0

das heisst, wenn

sin2om 2c,,

0520 cl-o

In diesem Fall sind o2 und o gleich den Eigenwerten der urspriinglichen Kovari-

anzmatrix Kyy und auch der Varianzen des Punktes P in Richtung der Eigenvekto-

ren.
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Satz

Die Richtungen der Eigenvektoren sind die Richtungen der maximalen bzw. minima-
len Varianz von P, sie sind daher die Richtungen der Halbachsen der mittleren Feh-
lerellipse. Die Standardabweichungen von P in Richtung der Hauptachsen sind die

Halbachsen a und b der mittleren Fehlerellipse.

Beweis 1. Teil

Die Funktion, die cf, ergibt, ist

cﬁ = c,z(coszco + 0 4y SIN20 + c?,sinzo)

Die Funktion cﬁ erreicht ein Maximum oder ein Minimum, wenn ihre Ableitung

Null wird, das heisst:

do

= —ZGicosmsinm +20,,c0820m + chsina)cosco

2

ys1n2co

= —cisiano +20,,00520 + ©

= —(6,2( - ci)sian +20,yc082m =0

Die Ableitung von cﬁ nach ® ist gleich 0, wenn

tg20=— 2

Diese ist die gleiche Drehung des Koordinatensystems, die zu den neuen stochastisch

unabhéngigen Koordinaten (u, v) gefiihrt hat.
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Beweis 2. Teil
Die zweite Ableitung der Funktion o> gibt an, ob die Drehung ein Maximum oder ein

Minimum ist.

= —Z(Gi — G;)COSZ(D — 4o, sin20

Die Richtung o erfiillt die trigonometrische Gleichung

sin 2m 20,

tg2m = =
c0s20 o, - oi

welche 2 um 200 gon verschiedene Losungen 2m; und 2@, hat. Fiir welche gilt

sin2m, sin2o,

tg2m, = tg2m, = =
820, = 820, cos20, €0s2m,

wobeli

sin2m, = —sin2w,

cos2m, =—cos2o,

Fiir die Losung ®,, bei welcher das Vorzeichen von sin2® gleich dem Vorzeichen

von 6, ist, und das Vorzeichen von cos2® gleich dem Vorzeichen von cl- 0§

ein Maximum ist. Sie entspricht daher der Richtung der grossen Halbachse der mittle-
ren Fehlerellipse. ®, ist dann die Richtung der kleinen Halbachse.
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Beweis 3. Teil

Aus dem Hauptachsentheorem ist:

K =U'K_U

uu XX

eine Diagonalmatrix mit den Eigenwerten A;, A, von Ky, als Diagonalelemente, so
dass

6> 0 (M0
a0

Die Eigenwerte einer 2 - 2 Matrix konnen in eine geschlossene Formel abgeleitet
werden. Sie sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms der Matrix Ky, das

heisst, sie erfiillen die Gleichung

Det(K _—2-E)=0 (12)

Siehe [Schwarz, Numerische Mathematik, Teubner Stuttgart 1986]

cl-2 Oy
Det 5 =0
c c,—

Xy

(Gi — K)(Gi — k)— oy, =0
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Die quadratische Gleichung
% —(Gi + G:,)?\, + GiG; - Giy =0

hat die Losungen

=gl et o) otelot)

q, t4 1 2
Ay, =67 .[—2 24 \/Z(q“ ~q,,) + qiyJ (13)

Bemerkung 3

Die Beziehungen, in welchen Varianzen und Kovarianzen auftreten, gelten auch fiir
die Kofaktoren. Man muss die folgenden Substitutionen in den Formeln vornehmen:

2 2

Gy _Go.qxx

2 _ 2

cYy _Go.qyy (14)
2 2

ny_o-o'qu
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Die Fehlerellipsen als zweidimensionale Vertrauensintervalle

Die mittleren Fehlerellipsen und ihre Vergrosserungen (um einen Faktor k) begren-
zen ein Gebiet in der Koordinatenebene, in welcher eine Realisierung des dazugehori-
gen normalverteilten Zufallspunktes P (X,Y) sich befinden kann. Da die Dichte-
funktion f (x,y) der zweidimensionalen Zufallsvariable bekannt ist, (wenn man die
mittlere Fehlerellipse kennt), kann man die Wahrscheinlichkeit W bestimmen, mit

welcher eine Realisierung von P sich innerhalb der Ellipse befindet.

W= [[ £(x,y) dxdy (15)

iiber die

Ellipse

A fxy)

Fig. 10
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Satz

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Realisierung des Zufallspunktes P (X,Y) sich in-
nerhalb der eigenen, um den Faktor k vergrosserten Fehlerellipse befindet (Achsen:
k-a,k-b),ist:

(16)

Einige typische Félle konnen in der folgenden Tabelle gelesen werden.

k w
1 0.3935
2 0.8647
2.4477 0.95
3 0.9889
3.0349 0.99

Beweis

Im allgemeinen hat man fiir einen Zufallspunkt P (X,Y) nicht verschwindende Vari-

anzen und Kovarianzen (ci,ci,cxy), so dass die Fehlerellipsen in der Ebene belie-

big orientiert sein konnen. Da immer eine Koordinatentransformation existiert (Haupt-
achsentheorem), die zu unkorrelierten Koordinaten (u, v) fiihrt, kann man den Beweis

vereinfachen und die Koordinatenachsen auf die Hauptachse der Fehlerellipse legen,
somit werden o, und p,p, gleich Null.
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on:

N
Q <
<N N

Die dazugehdrige zweidimensionale Normalverteilung hat die folgende Dichtefunkti-
-

L

f(u,V)=m'e (17)

Die Gleichung der mittleren Fehlerellipse ist dann

u2 2

_2+
u

=1 (18)

Q
als

Die Gleichung einer um k vergrosserten Fehlerellipse ist dann

2 2
v 2

+—2—k

v

ENE
Q

Die Gleichung kann ebenfalls parametrisch geschrieben werden

u=Kk-o, cosa

v=Kk-c sina
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Die gesuchte Wahrscheinlichkeit

1{u? v?
. ‘z[cz %2]
W= || f(u,v)dudv=—|| € dudv 19
-” e 2160, ” e
iiber die iiber die
Ellipse Ellipse

kann mit Hilfe der Variablen a und k einfacher geschrieben werden:

1
2

](- c Adkda

K2

[

el

2n6 0,

Die Differentiale nach den urspriinglichen Variablen (dudv) sind mit Hilfe der Funk-
tionaldeterminate durch die neuen (dk da) zu ersetzen.

dudv = A-dkda
wobel
Ou Ou
ok oa c,cos0 —ko,sina
A = Det = Det .
av av G, sina ko, cosa
ok oo
so dass

— 2 in2 oy —
A=ko,0,cos’at+ko,o,sin“a=ko,c,

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist dann
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Da das innere Integral unabhingig von a ist, kann man es extrahieren:

k K2 2n
1 2
W= [€ koo, dk [da
2n6,0, | 0
2
1 2% |k 27
W= uOy -C ((G) J
2nc 0, 0 0
_Ly2 L2
w=-€ > +1=1-€ ° (20)
Bemerkung

Wenn die Standardabweichung o, nicht bekannt ist, und die Wahrscheinlichkeits-
betrachtung aufgrund des a posteriori Wertes s, erfolgt, verwendet man ebenfalls die
Fehlerellipse. Die Konfidenzintervalle miissen aber mit Hilfe der mehrdimensionalen
t-Verteilung bestimmt werden. Dies fiihrt zu einer Vergrdsserung der Vertrauensellip-
sen in Funktion des Freiheitsgrades.

Die folgende Tabelle zeigt einige Werte [Conzett, 1977]:

k f W
6.1 2 95
3.4 5 95
2.9 10 95
2.45 0 95
14 2 99
52 5 99
3.9 10 99
3.03 © 99
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Mittlere Fehler-Ellipsoide und -Hyperellipsoide

Die bisherigen Ableitungen wurden 2-dimensional fiir die unbekannten Parameter X,
Y dargestellt. Die gleichen Uberlegungen lassen sich auf 3 oder mehr Unbekannt ver-
allgemeinern. Der 3-dimensionale Fall fiihrt zu einem mittleren Fehlerellipsoide und

kann anschaulich beschrieben werden.

Wenn man eine 3-dimensionale normalverteilte Zufallsvariable P (X,Y,Z) betrachtet
und die dazugehorige Kovarianz oder Kofaktorenmatrix sowie die Erwartungswerte
kennt, ist:

o, o, O, q, 4, 49,
K,=|o, o o,|=0,|q, 4, 4,
6, ©, O, 4, 4,, 9,
X By
X=Y|; EX)=p=|p,
z H,

Die Gleichung des mittleren Fehlerellipsoides ist
X-pw)' K i(X-p)=1 1)

Die Achsen des mittleren Fehlerellipsoides sind 3 Vektoren im Raum mit folgenden
Eigenschaften:

- a,b,¢ sind orthogonal.

- Wenn das Koordinatensystem (X, y, z) in Richtung der Ellipsoidachsen gedreht
wird, werden die Komponenten der 3-dimensionalen Zufallsvariable im neuen Ko-
ordinatensystem unkorreliert.
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- Die Richtung der grossten Halbachse (ﬁ) ist die Richtung der grossten Varianz fiir

die 3-dimensionale Zufallsvariable.

- Die Richtung der zweitgrossten Halbachse (f)) ist die Richtung der grossten Vari-

anz in der Ebene senkrecht zu (ﬁ).

- Die Richtung der dritten Halbachse ist die Richtung senkrecht zu (5) und zu (f))

(sie ist die Richtung der kleinsten Varianz).

Bemerkung

Das Hauptachsentheorem kann an einer 3-dimensionalen Kovarianzmatrix angewandt
werden. Man kann immer mindestens eine orthogonale Matrix U und eine Diagonal-

matrix A bestimmen, die die folgende Beziehung erfiillen wird:
A=U"K_U

Die Diagonalelemente von A sind die Eigenwerte (A1, A2, A3) von Ky und die Ko-
lonnen von U sind die dazugehorigen Eigenvektoren (uy,u,,u;) von K.

Satz

Wenn die Eigenwerte und die Eigenvektoren nach dem Wert der Eigenwerte
(AM=A2> A3) geordnet werden, sind die Halbachsen (a, b, ¢) des mittleren Fehlerel-

lipsoides bestimmt.

Die Quadrate der Halbachsen sind die Eigenwerte der Ky -Matrix

a = 1
b*=2, (22)
C2 =Aj3

Die Richtung der einzelnen Halbachsen im Raum ist gleich der Richtung der entspre-

chenden Eigenvektoren.
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7.6 Mehrdimensionale Vertrauensintervalle

Wie im 2-dimensionalen Fall konnen 3-dimensionale Zufallsvariablen mit Hilfe des

Fehlerellipsoides anschaulich beschrieben werden.
So bildet analog das um k vergrosserte Fehlerellipsoid ein Vertrauensintervall.

Aus der Dichtefunktion der 3-dimensionalen Normalverteilung kann die Wahrschein-
lichkeit W, dass eine Realisierung der Zufallsvariable innerhalb des Ellipsoides fillt,

berechnet werden

Dotk %0 Kl x-w
f(x,y,z) = \/(2_—1'[))30( C

W= ”I f(x,y,z) dxdydz

iiber dem

Ellipsoid

In dhnlicher Weise kann das Problem im n-dimensionalen Raum gelost werden.
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7.7 Der mittlere Punktfehler

Definition

Der mittlere Punktfehler o, ist durch die folgende Beziehung definiert:

2 2 2

6,=0,+0, = Gﬁ(qxX + qyy) 24)

Satz

Der mittlere Punktfehler ist invariant bei einer Drehung des Koordinatensystems.

Beweis

Man drehe das Koordinatensystem (X,y), um einen Winkel o, um neue Koordinaten

(x', y') zu erhalten:
x' coso. sina) (x T
= ) . =T".X
y —sina.  coso/ \y

Das heisst,

x'=xcoso+ ysina

y'=xsina+ycosa

Aus dem Fehlerfortpflanzungsgesetz ist

Kx'x' = TT ' Kxx : T

das heisst,

Gy =0, cos’ o+ 20, sinacosa + o, sin’ o

“ N

2
X
2 2

. cos” a

6, =o,sin’ o— 20, sinocoso+c

-l )
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Die Summe der beiden Gleichungen gibt

Giv-l‘ va =6§+ o§ (25)

Der mittlere Punktfehler bleibt also nach der Drehung des Koordinatensystems unver-
andert.

Bemerkung 1

Die Varianzen und Kovarianzen der Komponenten einer mehrdimensionalen Grosse
sind koordinatenabhéngig, sie sind beziiglich einer Koordinatentransformation nicht

invariant.

Bemerkung 2

Die mittleren Fehlerellipsen (bzw. Ellipsoide usw.) sind invariant beziiglich einer Ko-
ordinatentransformation.

Die relative mittlere Fehlerellipse

Die mittlere Fehlerellipse beschreibt anschaulich die stochastischen Eigenschaften
von Koordinatenpaaren. Als Beispiele wurden bisher als Zufallsvariablen Punktkoor-
dinaten in der Ebene oder im Raum verwendet. Mittlere Fehlerellipsen konnen aber

fiir beliebige Paare von Zufallsvariablen bestimmt werden.

Man ist oft interessiert zu wissen, wie genau die relative Lage zwischen zwei Punkten
ist.

P2 (X V)

P, (X,. Y,) o
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Das heisst, man mochte wissen, wie sich die Zufallsvariablen

AX=X, - X,
AY=Y,-Y,

stochastisch verhalten.

Definition

Die mittlere Fehlerellipse der Koordinatendifferenzen von zwei Zufallspunkten in der

Ebene nennt man relative mittlere Fehlerellipse dieser zwei Punkte.
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Vorgehen

Die relativen mittleren Fehlerellipsen fiir die Verbindung der Punkte P; und P, bei-
spielsweise erhilt man aus der Untermatrix Q''” . Das Fehlerfortpflanzungsgesetz

FQ_F' auf die Koordinatendifferenzen Ax und Ay angewendet, ergibt

mit AX=X, —X, AY=X;‘X1

und
qX]X] qxl)’l qX1X2 qX]y2
F = -1 0 +1 0 QU2 = Ayy, Qyy, yx, 9y,
24 0 _1 0 + 1 . qx1x2 qy1x2 qx2x2 qx2y2
qleZ qY1YZ qxz)’z qYZY2
Mit der Matrix
Jaxax = Uxx, — qulxz + dx,x,
_ q axax qAxAy _ 2
Quxay = Qayay = Ayy, ~4lyy, Ty,
Qaxay  dayay

Uaxay = Uxy,  “lyx, "y, Ty,

lassen sich analog zu Qy Funktionen von Ax, Ay bearbeiten. Sinngemadss ldsst sich
die mittlere relative F.E. fiir das Punktepaar zeichnen, die bei entsprechender Interpre-
tation den Distanz- und den Querfehler zwischen den beiden Punkten gibt. Die Be-
rechnung der Elemente der mittleren relativen F.E. erfolgt analog mit dem Eigenwert-

problem oder den Formeln und auf Matrix angewendet.

Fl, F2 <. : m.F.E.

Fi2, Fi3 ... : rel. m.F.E.
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Die mittleren Fehlerellipsen in geoditischen Netzen
Berechnungsvorgang fiir die mittleren Fehlerellipsen

Sei Qu die Inverse der Normalgleichungsmatrix eines vermittelnd ausgeglichenen
Triangulationsnetzes und x;, y; die Koordinaten des i-ten Neupunktes, so ergibt sich

die Fehlerellipse dieses Punktes aus dem Eigenwertproblem der entsprechenden Un-
termatrix Q, , oder explizit aus den auf diese Untermatrix angewendeten Formeln.

Axx, Dxy, 9xx, Gxy,
yyi  Ayix, vy,
quxz qszz
qh)’z ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
iqx,xi Ax,y,
Qxx= inyu
iQpipi
Axx, Gx,y,
qYuYu

Die relativen mittleren Fehlerellipsen werden analog berechnet. Zuerst werden die
Kofaktoren der entsprechenden Koordinatendifferenzen bestimmt und daraus entsteht

die dazugehorige relative mittlere Fehlerellipse.
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7.9.2 Mittlere Fehlerellipsen a priori und a posteriori

Fiir die Berechnung der mittleren Fehlerellipsen werden also die Kofaktoren benoétigt,

die man aus der Inversen der Normalgleichungsmatrix (Matrix Q) entnehmen kann.

Die Kofaktoren bestimmen die Form der Ellipsen (Richtung der Achsen, Halbachsen-
verhiltnis). Sie sind von den vorgesehenen Beobachtungen und von den angenomme-
nen Gewichten (P-Matrix) abhéngig. Nicht aber von den gemessenen Werten, da um
die Matrix

Q. =(A"PA)”
zu berechnen, die Messwerte nicht benotigt werden.

Um die Grossen der Halbachsen zu bestimmen, benétigt man neben den Kofaktoren
der unbekannten Parameter auch den mittleren Fehler der Gewichtseinheit o©,. Falls
o, als bekannt vorausgesetzt werden kann, sind die mittleren Fehlerellipsen auch vor

der Messkampagne berechenbar.

Man spricht in diesem Fall von mittleren Fehlerellipsen a priori, da sie ohne Zugriff
auf die gemessenen Werte bestimmt werden. Es geniigt, wenn die geplanten Messun-

gen und ihre Genauigkeit festgelegt sind.

Man berechnet daher die mittleren Fehlerellipsen a priori bei der Planung von Mess-
anordnungen und man kann vor den Messungen im Feld verschiedene Varianten ver-

gleichen.

Wenn o, nicht geniigend genau bekannt ist, kann man die Halbachsen der mittleren
Fehlerellipse mit dem geschitzten Werte s, nach der Ausgleichung der ausgefiihrten
Messungen berechnen. Man spricht dann von mittleren Fehlerellipsen a posteriori. Die
Form der Ellipsen a posteriori ist gleich wie die Form der Ellipsen a priori. Sie sind

nur um den Faktor s,/ o, grosser.
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7.9.3 Eigenschaften der mittleren Fehlerellipsen

Die mittleren Fehlerellipsen sind anschauliche Indikatoren, die die Beurteilung einer

Messanordnung ermdglichen. Die folgenden Eigenschaften sind dabei zu beachten:

- Die einzelnen mittleren Fehlerellipsen (m.F.E.) ergeben die Lagegenauigkeit der

geschitzten Punkte in beliebigen Richtungen in Bezug auf das Fixpunktsystem.

- Die Informationen, die aus der m.F.E. gewonnen werden, stimmen nur unter der

Voraussetzung, dass das mathematische Modell stimmt (keine groben Fehler usw.).

- Die relative Lage zwischen zwei Neupunkten kann mit Hilfe der mittleren Fehler-
ellipsen nur bestimmt werden, falls die Punkte stochastisch unabhéngig sind. In der
Regel stammen die Koordinaten aus den gleichen Messungen, so dass die Korrela-

tionen zu berticksichtigen sind.

Fig. 11

In solchen Fillen muss man die relativen m.F.E. berechnen.
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Fixpunkte haben verschwindende m.F.E. (ox =0, =0).

Stark zusammenhingende Punkte, wie z.B. Zentren und Exzentren haben gleiche

M.F.E. sind von den beobachteten Werten unabhingig (abgesehen vom generellen

Vergrosserungsfaktor s,/ 6, der m.F.E. a posteriori).

Ein grober Fehler in den Messungen kann daher durch Betrachten der m.F.E. nicht
entdeckt werden. Bei der m.F.E. a posteriori verursacht ein grober Messfehler eine

Vergrosserung aller Ellipsen des Netzes.

Bei der Bestimmung von Punkten in allgemeinen Triangulationsnetzen werden
kreisformige m.F.E. angestrebt. In Netzen mit spezieller Zielsetzung konnen andere

Ellipsenformen vorteilhafter sein.

Die Grosse der m.F.E. und der relativen m.F.E. ist von der Lagerung (Fixpunkt-

wahl) abhéngig.

Die Grosse der m.F.E. ist von den Annahmen im mathematischen Modell (Mass-
stabsfaktoren und andere unbekannte Parameter, Genauigkeitsannahmen der In-

strumente usw.) abhingig.

Beim Variantenvergleich gilt nicht notwendigerweise, dass kleinere Ellipsen eine
bessere Variante bedeuten. Nur wenn das mathematische Modell stimmt, sind die

mittleren Fehlerellipsen richtig.
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7.10 Graphische Konstruktion von mittleren Fehlerellipsen

Die mittleren Fehlerellipsen sind eine wertvolle Hilfe bei der Beurteilung einer Mess-
anordnung. Sie unterstiitzen den Ingenieur beim Bewerten eines Netzes. Die einfachen
Methoden dieses Abschnittes erlauben eine rasche Schidtzung der mittleren Fehlerel-
lipsen aufgrund der Netzgeometrie und der mittleren Fehler a priori der Beobachtun-

gen und konnen auch bei der Feldrekognoszierung eingesetzt werden.

Die Anwendung dieser Verfahren muss sich grundsitzlich auf die Einzelpunkt-

einschaltung beschrianken.

Natiirlich kann man bei mehreren Neupunkten hierarchisch vorgehen, indem man
nach freier Wahl Punkt um Punkt einschaltet. Das Ergebnis wird aber ungenau, da zu

viele Vernachlissigungen vorgenommen werden miissen.
In solchen Féllen berechnet man besser die Elemente der Fehlerellipsen mit dem
Computer. Die Ausgleichungsprogramme berechnen diese Elemente aufgrund der

vorgesehenen Messungen und Genauigkeiten des Modells.

Die folgenden Bemerkungen und Sitze aus der Geometrie dienen als Grundlagen.
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Bemerkung

Wenn der Punkt P (x,y) mit zwei unabhédngigen normalverteilten Beobachtungen be-
stimmt ist, kann man mit Hilfe der linearisierten Beobachtungsgleichungen und der
mittleren Fehler der Beobachtungen zwei unabhingige Konfidenzstreifen um P kon-

struieren, die zusammen ein Parallelogramm bilden.

=0+ Dap/p

A

GqB: GCr- DBp/p

Definition

Der geometrische Ort der Mittelpunkte der Sehnen einer Ellipse, die parallel zu einer

Geraden g sind, heisst zu g konjugierter Durchmesser der Ellipse.
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Satz 1

Die Durchmesser sind Geraden durch das Zentrum.

Satz 2

Die Beriihrungspunkte der zwei zu g parallelen Tangenten der Ellipse sind die End-

punkte des zu g konjugierten Durchmessers.

a7

ts
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Satz 3

Wenn ein Durchmesser d; einer Ellipse konjugiert zu einem zweiten Durchmesser
d; ist, ist d, ebenfalls zu d; konjugiert. d; und d, heissen konjugierte Durchmes-

SECrT.

Satz 4

Die mittlere Fehlerellipse von P beriihrt die Parallelogrammseiten und die linearisier-
ten Beobachtungsgleichungen bilden im Parallelogramm zwei konjugierte Durchmes-

ser der Ellipse.
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Vorwirtseinschneiden ohne iiberschiissige Beobachtungen

Die Figur zeigt vorerst ein einfaches Vorwirtseinschneiden des Punktes P von den
Festpunkten A und B aus. Massstab der Netzanlage z.B. 1:25 000; Massstab der
Punktumgebung z.B. 1:1.

Mit Hilfe der Standardabweichungen der zu beobachtenden Azimute (AP) und (BP)
rechne man die mittleren Querabweichungen 6, und o, und zeichne die Parallel-

strahlen zu (AP) und (BP).

Das sind nach fritheren Erkenntnissen konjugierte Durchmesser der m.F.E., die damit

gezeichnet werden kann.
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Einem beliebigen Paar konjugierter Richtungen, z.B. PC und PD entspricht ein Paar
Festpunkte C und D, deren Abstinde PC und PD man aus den Querabweichungen
der entsprechenden Tangenten ermittelt. Das Paar C, D ist beziiglich der m.F.E. in P
dem Paar A, B vollstindig dquivalent. Diese Eigenschaft beniitzen wir im nichsten
Abschnitt.
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Vorwirtseinschneiden mit 3 dusseren Richtungen

AB
In der Figur entsprechen die Punkte A, B, P und die m.F.E. Fap der Figur. Als 3.
Punkt tritt C dazu. Wir rechnen o, wie frither und zeichnen das entsprechende Band

ein. Aus der m.F.E. Fap entnehmen wir den Abstand o, der Tangente parallel PC.

Senkrecht zu PC haben wir nun zwei mittlere Fehler, die zu voneinander unabhéngi-
gen Messungen, der Messung (CP) und der fingierten Messung aus der Kombination
(AP) und (BP), gehdren.

Ihre "Addition" geschieht nach dem speziellen (Gauss'schen) Fehlerfortpflanzungsge-
setz fiir unabhéngige Messungen, bei dem dann die Gewichte addiert werden (vgl.

gewogenes Mittel):

pm = pAB + pc
S, O, ,O5,
= +
2 2 2
qu GqAB GQc
Beispiel:
2 | 2
02 — qAB qc
Qm 2 + 2
4as 4e o, =23cm; o, =1.9cm
qas qc

o, =145<0c, ,0.,

Man beachte, dass die konjugierte Richtung zu PC unverdndert bleibt, somit kann
man die neue m.F.E. Fapc so zeichnen, wie wenn die beiden konjugierten Richtungen

mit ihren Querabweichungen aus zwei unabhédngigen Messungen entstanden wéren.
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Riickwiirtseinschneiden
Man hat vorerst zwischen Richtungs- und Winkelbeobachtungen zu unterscheiden.

Einfacher ist der Fall der Winkelbeobachtungen. Mit

q=a'b.l wird
c p
a-bo
cqz——y
¢ p

Nach der Figur kann aus jeder Winkelmessung die Breite des sogenannten mittleren
Querabweichungsbandes berechnet werden. Fiir die Richtung dieses (Tangenten-)

Bandes ist in der Figur die bekannte einfache Konstruktion angegeben.

Oq

~1 ]

=3
b

Die Kombination der einzelnen Bénder zu Ellipsen und deren "Addition" ergibt sich

aus dem vorangehenden Abschnitt.

Fiir Richtungsbeobachtungen ldsst sich keine einfache strenge graphische Losung

angeben.

Kombiniertes Einschneiden

Jede Richtung (innere und dussere) fiihrt auf ein mittleres Querabweichungsband. Die
sukzessive "Addition" dieser Fehlerellipsen flihrt auf die resultierende Fehlerellipse.
Die Fehlerbidnder von Distanzmessungen sind entsprechend senkrecht zu den Verbin-

dungslinien zu zeichnen und analog auszuwerten.
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Die Ausgleichungsrechnung in der geodatischen Praxis

Einleitung

Allgemeines

Die Ausgleichungsrechnung wird seit zwei Jahrhunderten in der Geodé&sie benutzt.
Der enorme Rechenaufwand fur die Auflésung von grossen Normalgleichungssyste-
men hat aber lange Zeit die Anwendung fir grossere Arbeiten eingeschrénkt. In den
sechziger Jahren entstanden aber die ersten Ausgleichungsprogramme, welche die
aufwendige Rechenarbeit tibernahmen, so dass jetzt Netze mit mehreren Hunderten
oder Tausenden von Neupunkten und Tausenden von Messungen in kurzer Zeit aus-
geglichen werden kdnnen. Im Ausgleichungsprogramm LTOP kdnnen z.B. mehr als
1000 Lageneupunkte resp. 1000 Hohenneupunkte mit Tausenden von Messungen be-
rechnet werden. Die meisten kantonalen Vermessungsamter und private Geometerbdi-
ros, die mit Ausgleichungsproblemen beschéftigt sind, sei es fir die Fixpunktebe-
stimmung oder fiir spezielle Absteckungsnetze, verfiigen heute tber solche Program-
me.

Ablauf einer gewohnlichen geodatischen Arbeit in der Praxis

Eine Punktbestimmung wird in folgende Schritte unterteilt:

- Vorbereitung
- Netzaufbau (Plan der Messungen) : - Buroentwurf
- Rekognoszierung
- definitiver Netzentwurf

- Versicherung der Neupunkte und Kontrolle der bestehenden Punkte
- Messung
- Auswertung: - Berechnung der N&herungskoordinaten
- freie Ausgleichung
- Beurteilung der Messungen
- Beurteilung der Anschlusspunkte
- definitive Ausgleichung
- Aktenanfertigung
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Alle diese Etappen missen mit der gleichen Sorgfalt ausgefuihrt werden, wenn die
Triangulation als Ganzes gut werden und gut bleiben soll.

In der Folge werden vor allem die Planung und die Beurteilung der Resultate bespro-
chen.

Die Planung geodatischer Messanordnungen
Eigenschaften

Ein Triangulationsnetz wird durch eine geeignete Kombination von Satellitenbeo-
bachtungen, Richtungs-, Distanz- und Hohenwinkelmessungen gebildet, mit dem Ziel,
Koordinaten von Punkten neu zu bestimmen (oder zu kontrollieren). Das Netz muss
so konzipiert sein, dass die Anforderungen beziliglich Nachbargenauigkeit, Zuver-
lassigkeit und Genauigkeit erfullt sind.

Die erwahnten Anforderungen sind in den Vorschriften mehr oder weniger explizit
formuliert.

In der Schweiz ist die Erstellung der Triangulation (LFP 1-2) seit Jahren abgeschlos-
sen. Im Rahmen der Erneuerung oder der Nachfiihrung werden kleinere oder gréssere
Triangulationsnetze neu gemessen. In den 90er Jahren wurde ein neuer Referenzrah-
men fur die Landesvermessung (LV95) bestimmt. Dank hochgenauer Satellitenbeo-
bachtungen ist eine absolute Genauigkeit im Zentimeterbereich erzielt worden. In den
néchsten Jahren wird man sukzessiv die ganze Vermessung der Schweiz im neuen
Rahmen integrieren.

In jedem Fall ist der Anschluss an die bestehende Triangulation zu gewéhrleisten. Die
Anschlusspunkte kdénnen nicht als fehlerlos betrachtet werden und weisen oft lokale
Zwénge auf, die manchmal nicht eliminiert werden kénnen. Diesem Umstand muss
beim Netzaufbau Rechnung getragen werden. Hier wird ndmlich sehr grosses Gewicht
auf die Nachbargenauigkeit gelegt.

Der erste Entwurf einer Messanordnung erfolgt intuitiv aus der Erfahrung oder aus
stark vereinfachten Entwurfskriterien.

Praktische Kriterien fiir den Netzaufbau

a) Lagenetz

In der Regel soll ein Punkt aus mindestens 6 Elementen bestimmt werden. Direkte
Verbindungen zwischen den Nachbarpunkten sind anzustreben.
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Wo direkte Verbindungen zwischen benachbarten Punkten nicht méglich sind, sol-
len sie indirekt hergestellt werden. Dazu dienen:

parallaktische Winkel

o 14m
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Satellitenbeobachtungen, die gleichzeitig ausgefuhrt werden und die gleichen Sa-
tellitensignale empfangen, bieten ebenfalls eine ausgezeichnete Verbindung der
Stationspunkte und gewahrleisten dadurch eine gute relative Genauigkeit.
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In diesen Beispielen ist ersichtlich, dass diese Verbindungen die Nachbargenauig-
keit zwischen dem Neupunkt 104 und dem néchst liegenden Triangulationspunkt
(TP) 105 gewadhrleisten. Sollte zwischen TP 105 und den tbrigen Anschlusspunk-
ten ein Zwang von wenigen cm auftreten, so wird mit dieser Netzkonfiguration da-
fiir gesorgt, dass dieser Zwang verteilt wird.

Bei Verlegungen und Punktgruppen (Hochzielpunkt/Bodenpunkt, Zent-
rum/Exzentrum, etc.) muss die Beziehung in jedem Falle erstellt und unabhangig
kontrolliert werden.

b) Hohennetz

Die trigonometrische Hohenlbertragung soll auf direktem Weg mit moglichst kur-
zen Visuren erfolgen. In der Regel soll die Hohe eines TP aus mindestens drei
Hohendifferenzen bestimmt werden. Die Hohenwinkel sollen gegenseitig gemes-
sen werden; einseitige Beobachtungen sind nur fur Punkte zul&ssig, auf denen
nicht stationiert werden kann. Hohenwinkel tiber 2 km sollen nur in Ausnahmefél-
len gemessen werden. Auch sollen bodennahe Visuren wegen der Probleme der
Refraktion moglichst vermieden werden. Satellitenbeobachtungen sind nur unter
Berlicksichtigung der Geoidundulation zu verwenden. Das Hohennetz ist im All-
gemeinen vom Lagenetz unabhangig. Triangulationspunkte in der N&he von Ho-
henfixpunkten sollen mit Nivellement bestimmt werden.

8.2.3 Rekognoszierung

Ziel der Rekognoszierung ist es, die Standorte der Neupunkte unter Beriicksichtigung
des Biroentwurfes festzulegen und die moglichen Visuren festzuhalten. Dabei ist
nach folgenden Kriterien vorzugehen:

- Die TP mussen langfristig dauerhaft versichert werden. Wo immer maoglich, mis-
sen die Punkte im 6ffentlichen Areal liegen.

- Die Benutzbarkeit soll fur die nachfolgenden Vermessungen gewahrleistet sein
(Anschlussmoglichkeiten flr Polygonziige).

- Es sollen die Visuren zu maoglichst allen benachbarten TP frei sein oder der freie
Horizont muss Satellitenbeobachtungen mit guter Konfiguration ermdglichen.
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Gleichzeitig wird der Zustand der bestehenden Punkte beurteilt.

Fur jeden TP ist ein Protokoll auszufiillen, welches eine Lageskizze enthalt und alle
mdoglichen Visuren festhalt. Dazu gehoren auch Angaben tber die zukiinftige Punkt-
versicherung, die Eigentumsverhéltnisse, Ausholzarbeiten, Zufahrtsmdoglichkeiten,
etc.

Definitiver Netzentwurf

Auf Grund der Rekognoszierung und der Kriterien zum Netzaufbau wird der definiti-
ve Netzentwurf fur das Lage- und das Hohennetz erstellt. Er enthélt alle zu messenden
Elemente und dokumentiert die vorgesehene Lagerung.

Es werden nur die nach den erwahnten Kriterien notwendigen Elemente und nicht alle
mdoglichen Visuren dargestellt. Diese Auswabhl ist sehr wichtig und muss sehr sorgfal-
tig Uberlegt und beurteilt werden.

Lagerung des Netzes

Wenn das neue Netz als Bestandteil der Landestriangulation betrachtet wird, ist zu be-
achten, dass die neubestimmten Punkte mit allen bestehenden Triangulationspunkten
der unmittelbaren Umgebung verbunden werden. Die Koordinaten dieser Triangulati-
onspunkte sind bekannt und kénnen als konstante Grossen in der Ausgleichung einge-
fihrt werden. Wenn die bestehenden Triangulationspunkte fehlerfrei oder nédherungs-
weise fehlerfrei sind, stimmt das mathematische Modell der Ausgleichung und die be-
rechneten Koordinaten werden optimal in das bestehende Netz integriert.

Oft weisen die Anschlusspunkte Koordinatenfehler auf. Die Ursachen kénnen ver-
schieden sein:

e Rutschungen
e ungenaue Messungen
e ungenaue Berechnungen

e USWw.
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Je nach Fehlerursache, Betrag des Fehlers oder Ziele der Arbeit, muss man entschei-
den, ob die Koordinaten des ungenauen Anschlusspunktes neu berechnet werden sol-
len oder ob man die lokalen Zwéange in Kauf nimmt und die Koordinaten trotzdem als
Konstanten betrachtet. Diesem Umstand muss beim Netzaufbau Rechnung getragen
werden, damit trotz allfalliger Zwénge die Nachbargenauigkeit nicht zu stark beein-
trachtigt wird.

Die Art, mit welcher die Beziehung zwischen Koordinatensystem und Messungen
hergestellt ist, wird Lagerung des Netzes genannt.

Man unterscheidet verschiedene Arten von Lagerungen:

a)

b)

Echte freie Netze

Alle Punkte des Netzes sind unbekannt. Die Messungen erlauben daher nicht, Ko-
ordinaten zu berechnen. Die Normalgleichungsmatrix ist singulédr. Eine L6sung
solcher Probleme ist dank Erweiterungen in der Algebra singulérer Matrizen mdg-
lich. Man sucht z.B. die Lésung mit minimaler Varianz der Unbekannten. Einzel-
heiten kdnnen hier nicht behandelt werden.

Zwangsfreie Netze

In der Schweiz spricht man auch von freien Netzen, Netzen mit minimaler Lage-
rung oder freier Ausgleichung. Die Eigenschaft der zwangsfreien Netze ist die mi-
nimale Verknipfung zwischen Messungen und Koordinatensystem, so dass Koor-
dinaten eindeutig berechnet werden koénnen, aber die Koordinaten der Fixpunkte
keinen Einfluss auf die Verbesserungen, auf die Varianzschéatzung und auf die nor-
mierten Verbesserungen w; haben.

Mit Hilfe von zwangsfreien Ausgleichungen kann man den Einfluss der Messfeh-
ler und der Zwange trennen.
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Typische Falle von zwangsfreien Netzen:

Reines Richtungsnetz, Lagerung mit zwei Fixpunkten

Netz mit Richtungen und Distanzen, Lagerung mit zwei Fixpunkten, eine Mass-
stabsunbekannte muss eingeftihrt werden.

Andere Varianten sind ein Fixpunkt und ein festgehaltenes Azimut (wenn auch
Distanzen gemessen wurden) und viele andere Kombinationen, je nach Bedarf.
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c) Gezwangte Netze

Die Koordinaten der bekannten Punkte werden als fehlerfrei angenommen. Sie
sind Konstanten in der Ausgleichung.

Bei stimmendem Modell erhédlt man dadurch die gewtinschten Koordinaten der
Neupunkte mit realistischen Fehlerellipsen usw.

Falls die Fixpunkte ungenau sind, entstehen Zwénge, die sich auf die ausgegliche-
nen Messungen, Verbesserungen und Varianzschatzungen auswirken. Man kann
nicht mehr gut unterscheiden zwischen Koordinaten- und Messfehlern. Manchmal
verwendet man die Einzwangung als Verfahren, um Fixpunktfehler tiber das ganze
Netz zu verteilen. Heute zieht man in der Regel vor, diese Fehler in einem
zwangsfreien Netz zu bestimmen, um sie nachtréglich mit Interpolationsverfahren
zu verteilen [5].

d) Koordinatenbeobachtungen

Mit Hilfe fingierter Koordinatenbeobachtungen (siehe direkt beobachtete Parame-
ter, Kap. 6) kann man eine gewisse Unsicherheit der Koordinaten der Anschluss-
punkte im stochastischen Modell beriicksichtigen. Dadurch kann ein stetiger Uber-
gang zwischen freien und gezwangten Netzen geschaffen werden.

Beurteilung der geplanten Messanordnung und der erwarteten Er-
gebnisse

Allgemeines

Ziel der Ausgleichung ist es, die Koordinaten und Hohen der Punkte zu erhalten und
den Nachweis zu erbringen, dass die gestellten Anforderungen beziiglich Genauigkeit
und Zuverlassigkeit erfallt sind. Die Genauigkeit wird mit Indikatoren wie mittleren
Fehlern, mittleren Fehlerellipsen, Standardabweichungen, Varianzen etc. Uberprift.
Die Zuverlassigkeit hat erst 1968 mit der Anwendung der Theorie von Baarda [1] in
geodatischen Netzen einen mathematischen Ausdruck gefunden.
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8.3.2 Praanalyse der Genauigkeit

Nach der Rekognoszierung im Gelénde weiss man, welche Messungen mdglich sind.
Daraus kann man einen ersten Netzentwurf skizzieren und die bekannten und zu be-
stimmenden Punkte sowie die vorgesehenen Messungen in einem Plan zeichnen.

Um Fehlerellipsen fur die gesuchten Punkte zu berechnen, benétigt man nur die Ko-
faktorenmatrix Qux der unbekannten Parameter (Koordinaten) und die frei gewahlte
Konstante o,.

Die Qu«x-Matrix kann vor den eigentlichen Messungen berechnet werden. Man beno-
tigt nur

- die N&herungskoordinaten der Punkte
- die vorgesehenen Messungen mit ihrer Genauigkeit

Daraus kann man die Matrix der Verbesserungsgleichungen A und die Gewichtsmat-
rix P bilden und mit der bekannten Beziehung:

Q.. =(ATPA)”

konnen wir die Varianzen der unbekannten Parameter, die mittleren Fehlerellipsen
sowie relative mittlere Fehlerellipsen bestimmen.

Eine solche Ausgleichung ohne Absolutglieder (fiir welche man keine Messwerte be-
notigt) nennt man Praanalyse oder Ausgleichung a priori. Sie erlaubt die Uberpriifung
einer vorgesehenen Messanordnung, insbesondere kann man damit kontrollieren, ob
die zu bestimmenden Punkte genligend genau sein werden.
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8.3.3 Praanalyse der Zuverlassigkeit

a) Einfache Zuverlassigkeitsindikatoren

Ebenfalls vor der Messung kann die Zuverlassigkeit der geplanten Messanordnung
geprift werden. Man kann in der Prianalyse kontrollieren, wie gut die Uberbe-
stimmung des Netzes ist und auch wie leicht allfallige grobe Messfehler entdeckt
werden kénnen.

Im Folgenden wird das Problem nur angedeutet, da die Zuverlassigkeitstheorie im
zweiten Teil der Vorlesung behandelt wird.

Die einfachste Grosse, die berechnet werden kann, um die Zuverlassigkeit der
Messanordnung zu tberprifen, ist der lokale Zuverlassigkeitsindikator

_q(\i,i/)
i (i)
9,

der fur jede Beobachtung als Quotient zwischen den entsprechenden Diagonal-
elementen der Kofaktorenmatrizen der Verbesserungen und der Beobachtungen
berechnet werden kann.

Neben dem lokalen Zuverlassigkeitsindikator verwendet man die Indikatoren der
inneren Zuverlassigkeit, die fur jede Messung angeben, wie klein ein grober Mess-
fehler sein darf, damit man ihn noch (gentigend wahrscheinlich) findet.

Die Folgen von unentdeckten groben Messfehlern auf die gesuchten Parameter
sind ebenfalls von Bedeutung. Sie werden von den Indikatoren der dusseren Zu-
verlassigkeit angegeben.

Beide Indikatoren werden im Kapitel Uber die Zuverlassigkeitstheorie beschrie-
ben. Trotz ihrer grossen praktischen Bedeutung werden sie daher hier nicht weiter
behandelt.

zi ist eine dimensionslose Zahl, deren Wert zwischen 0 und 1 resp. 0 und 100%
liegt. Die Summe aller z; entspricht gerade der Anzahl der Freiheitsgrade (oder
Uberbestimmungen) des Netzes. Die einzelnen Werte geben deshalb an, wie sich
die Uberbestimmungen auf die Beobachtungen verteilen.
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Die z; hdngen im Wesentlichen von der Netzgeometrie und der Gewichtswahl ab.
Sie lassen sich deshalb schon vor den Messungen, wie die Fehlerellipsen, auf
Grund des Netzentwurfes und der mittleren Fehler a priori an den Beobachtungen
berechnen.

Interpretation der Indikatoren

Die Indikatoren zi geben eine gute Information Uber die Zuverlassigkeit des Net-
zes.

Das lokale Zuverléassigkeitsmass z; kann fur Netze ohne besondere Anforderungen
z.B. wie folgt interpretiert werden:

Zi = 0%  die Messung ist nicht kontrolliert
Zi = 25% die Messung ist gentigend kontrolliert
Zi = 100%  die Messung ist perfekt kontrolliert, wie z.B. eine

Beobachtung zwischen zwei Festpunkten.

In einem guten Triangulationsnetz sollten die z; zwischen ca. 25% und ca. 60%
liegen. Haufigere Werte Uber 70-80% kdnnen bedeuten, dass das Netz zu stark
Uberbestimmt ist und noch optimiert werden sollte. Werte unter 25% kénnen nur
in Ausnahmefallen akzeptiert werden.

Beurteilung des Netzaufbaus

Es geht also darum, zuerst die ausser Toleranz liegenden Werte zu suchen und
dann gegebenenfalls die ndtigen Massnahmen zu treffen. Die unbefriedigenden
Werte weisen auf eine lokale Netzschwache hin, z.B.:

- Richtung Bodenpunkt - Hochzielpunkt nicht gentigend kontrolliert
- Exzentrumsbeziehung nicht gegenseitig gemessen

- Distanz durch parallaktischen Winkel zu schwach kontrolliert

- Messung im Netz zu wenig kontrolliert

- Netz mit polygonalem Charakter

- Kurze Visur durch lange schwach oder ungentigend kontrolliert
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Die Ursache fir toleranziiberschreitende Werte kann in einer ungeeigneten Wahl
der Standardabweichung der Messungen liegen. Im Normalfall wird aber auf
Netzschwéchen hingedeutet, die allenfalls Ergdnzungsmessungen erfordern. Zur
Behebung der oben erwédhnten Schwachen konnen folgende Massnahmen getrof-
fen werden:

- einen Hilfspunkt in der Nahe des BP wahlen und ahnliche Messungen wie auf
dem BP wiederholen

- Exzentrumsbeziehungen gegenseitig messen

- Parallaktische Winkel nochmals unabhéngig von der Satzmessung messen und
separat in die Ausgleichung einfiihren

- Ubergreifende Distanzen oder Richtungen messen
- zusétzliche mogliche Messungen einflihren
- Hilfspunkt zur Uberbriickung einer Netzschwiéche einfiihren

- in polygonartigen Netzen Distanzen hin und zuriick messen

Um solche nachtrégliche Massnahmen vermeiden zu kdnnen, sollte man eine a
priori Berechnung durchfiihren, d.h. eine Berechnung gemass Netzentwurf ohne
Messungen. Eine solche wird fir Neutriangulationsnetze verlangt, fur kleinere
Netze ist sie aber meist nicht notwendig. Wenn der Netzentwurf konsequent nach
den bisher bekannten Kriterien erstellt ist, werden die Toleranzwerte meistens ein-
gehalten.

8.3.4 Voraussetzung fur die Anwendung der Genauigkeits- und Zuverlassigkeitsindi-
katoren

Die Indikatoren geben nur dann eine richtige Aussage, wenn das zugrundeliegende
stochastische Modell realistisch ist, d.h. wenn die Wahl der Standardabweichungen a
priori fur die Messungen den tatsachlichen Verhéltnissen angepasst ist. Unrealistische
Annahmen flr eine Messung oder eine Messgruppe konnen die Beurteilung verfal-
schen. Wird z.B. eine Distanz als Hinmessung mit einer grosseren Standardabwei-
chung als dem der Rickmessung eingefuhrt, so kann die Rickmessung schwach oder
nicht kontrolliert sein.
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8.4 Beurteilung der Ergebnisse (Messungen und Berechnungen)
8.4.1 Verfahren

Die Beurteilung von Triangulationsergebnissen muss folgendes umfassen:

- Prifung der Genauigkeit und Zuverlassigkeit des gemessenen Netzes
- Entdeckung allfalliger Messfehler

- Lokalisierung allfalliger Netzzwange

Genauigkeit und Zuverlassigkeit missen nach erfolgten Messungen und abge-
schlossener Fehlersuche Uberprift werden. Dies unabhangig von den allfélligen Praa-
nalysen, da die definitive Messanordnung wahrscheinlich leicht von der geplanten
abweichen wird.

Die Genauigkeit kann mit Hilfe der mittleren Fehlerellipsen a priori (aus o,) oder,
wenn Griunde vorliegen, mit den mittleren Fehlerellipsen a posteriori (aus s,) beurteilt
werden.

Die Zuverlassigkeit kann z.B. mit Hilfe der Indikatoren z; anhand der definitiven
Berechnung, d.h. bei der definitiven Netzlagerung beurteilt werden. Die Indikatoren
der inneren und &usseren Zuverlassigkeit, die in der Praxis ebenfalls verwendet wer-
den, kénnen hier nur erwédhnt werden (siehe spéter Zuverlassigkeitstheorie).

Die Beurteilung der Messung erfolgt mit Hilfe der Testgrosse w; und des Indikators
gi aus der zwangsfreien Ausgleichung.

Die allgemeinen Modelleigenschaften kénnen mit dem Modelltest (Test auf F-
Verteilung) der Grosse

Tm
I
w
onN

Q
onN

gepruft werden.
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Die Netzzwange lassen sich mittels Verschiebungsvektoren der TP aus der freien
Ausgleichung fiur kleine Netze oder aus einer Helmert-Transformation fur grossere
Netze beurteilen.

Testgrossen

Die standardisierte Verbesserung w;, welche fur jede Beobachtung gerechnet wird, be-
schreibt das Verhdltnis zwischen der Verbesserung und ihrem mittleren Fehler. w; ist
eine dimensionslose Zahl.

Im Zahler steht die betreffende Verbesserung, im Nenner deren Standardabweichung.
Fur die Triangulation und die Basispunkte wird der kritische Grenzwert in der Regel
auf 3.0 — 3.5 gesetzt, was beim Freiheitsgrad 1 einem Irrtumsrisiko 1. Art von weniger
als 1% entspricht und mit der bisherigen Praxis tibereinstimmen dirfte.

Die vermutliche Grosse eines groben Fehlers g; ist der Quotient aus Verbesserung und
lokalem Zuverlassigkeitsmass.

Er gibt mit entgegengesetztem Vorzeichen an, wie gross ein grober Fehler an der
betreffenden Beobachtung sein misste, um die auftretenden Widerspruiche zu erkla-
ren. Dieser Indikator wird fur Distanzen, Satellitenbeobachtungen und Héhendifferen-
zen in mm, flr die Richtungen in Sekunden angegeben.

Die beiden Testgrossen geben einen Hinweis tber die Qualitat der Messungen und
kdnnen somit nur a posteriori berechnet werden.



8.4.3

230

Die standardisierte Verbesserung w; kann nach Festlegung der Testgrenze (z.B. 3.0)
wie folgt interpretiert werden:

w; < 3.0 die Messung wird als modellkonform betrachtet

3.0 < w; ein Fehler in der Messung ist zu befiirchten

Die vermutliche Grosse eines groben Fehlers g; gibt nur einen Hinweis Gber die
Grossenordnung und das VVorzeichen eines mdglichen Fehlers.

Als ersten Schritt nach der Erfassung der Daten wird empfohlen, eine oder mehrere
Berechnungen mit allen Punkten als Festpunkte durchzufiihren. Dadurch kénnen ganz
grobe Fehler, wie Identifikations-, Meter- oder Gonfehler besser entdeckt und elimi-
niert werden. Dazu ist es vorteilhaft, moglichst gute Naherungskoordinaten zu ver-
wenden.

Vorgehen bei der Beurteilung der Messungen

Da allfallige Zwange zwischen den Anschlusspunkten die normierten Verbesserungen
w; stark beeinflussen kdnnen, soll die Beurteilung der Messungen in einem freien oder
minimal gelagerten Netz erfolgen.

Ein Messfehler verursacht auch grosse w; auf den Nachbarmessungen. Im Allgemei-
nen wird der Fehler bei der Messung auftauchen, die das grosste w; erhalt, d.h. man
wird zuerst die Messung mit dem grossten w; untersuchen.

Falls kein Fehler entdeckt werden konnte, schreitet man zum zweitgrdssten w; usw.
Bei grosseren Netzen ist es empfehlenswert, den Wert der w; graphisch im Netzplan
aufzutragen. So kdnnen die lokal zusammenhangenden w; besser entdeckt werden.
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Bei der Hohenausgleichung sollten die Hohendifferenzen (Hin- und Rickmessung)
nicht mehr gemittelt werden, um realistische Zuverlassigkeitsindikatoren zu erhalten.
Die Verbesserungen sowie die entsprechenden Indikatoren werden fir die Hin- und
die Ruckmessungen separat gerechnet. Friiher wurden die Mittelwerte ausgeglichen,
wodurch die Refraktions- und Lotabweichungseinflisse grosstenteils eliminiert wer-
den konnten. Beim jetzigen Vorgehen wirken also diese Einfllsse voll auf die Mes-
sungen und kdnnen gréssere w; verursachen, auch wenn keine eigentlichen Messfeh-
ler vorhanden sind. Um diesen Effekt zu mindern, sollte der mittlere Fehler a priori fur
Hohenwinkel sowie die Unsicherheit am Refraktionskoeffizienten erhdht werden.

Die neuen Standardwerte der Landestopographie fiir gewohnliche Hohennetze sind
die folgenden:

GHohenwinkel = 10cc

GRefraktion = 0.06

Dies vor allem bei flachen oder knapp tber den Boden fliihrenden Visuren oder in
Berggebieten, wo Lotstérungen vorkommen.

Beurteilung der Netzzwange

Nach Abschluss der freien Ausgleichung soll die Qualitat der Anschlusspunkte beur-
teilt werden (siehe Kap. 8.1.2). Dies erfolgt am besten anhand einer Helmerttransfor-
mation, bei der die Koordinaten aus der freien Netzausgleichung als Lokalkoordinaten
in das Globalsystem der Anschlusspunkte transformiert werden [5]. Als Passpunkte
kdnnen wenige Punkte verwendet werden, welche aber als zuverldssig betrachtet wer-
den konnen.

In einem Vektorplan werden die Differenzen zwischen den bisherigen und den trans-
formierten Koordinaten dargestellt. Fir kleinere Netze kdnnen auch die Vektoren aus
der freien Netzausgleichung direkt aufgezeichnet werden.
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Unter Beriicksichtigung der topographischen Verhaltnisse, der alten und neuen Netz-
plane und allféalliger weiterer Akten, sowie aus der Erfahrung der Nachfihrung im
betreffenden Gebiet soll der Vektorplan beurteilt werden. Unter dem Gesichtspunkt
der Nachbargenauigkeit sind vor allem die Vektordifferenzen zwischen benachbarten
Punkten ausschlaggebend.

Auf Grund dieser Beurteilung werden die Festpunkte fir die definitive Lageberech-
nung gewahlt. Kann ein Anschlusspunkt nicht als Festpunkt eingefuhrt werden, so soll
er als Neupunkt behandelt werden, sofern er geometrisch geniigend bestimmt ist.
Nach der definitiven Ausgleichung dirfen diese Koordinaten allerdings nur dann (-
bernommen werden, wenn sie die Kriterien fiir die Nachbargenauigkeit und Zuverlés-
sigkeit erfullen und der Zustand der Versicherung regelkonform ist. Liegt keine geni-
gende geometrische Bestimmung vor, so werden diese Punkte als Festpunkte einge-
fihrt und der mittlere Fehler a priori fur die entsprechenden Beobachtungen stark er-
hoht. In Ausgleichungsmodellen, bei denen die Koordinaten der Festpunkte als Beo-
bachtungen eingefiihrt werden kdnnen, sollen bei zwéngenden Punkten die mittleren
Fehler a priori der Koordinaten entsprechend erhoht werden.

Falls keine freie Ausgleichung durchgefiihrt wurde oder méglich ist, kann die Beurtei-
lung der Netzzwange (und der Messungen) mit dem herkdmmlichen Auftrag der Ver-
besserungen und allenfalls den fehlerzeigenden Figuren auf dem Netzplan (siehe [4])
erfolgen.



233

Literaturverzeichnis

[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

Baarda W.: A Testing Procedure for Use in Geodetic Networks. Netherlands
Geodetic Commission, Publications on Geodesy, 2/5, 1986.

Gubler E. : Statistische Tests und andere Ergédnzungen in LTOP. Rechenzent-
rum L+T, Zwischenbericht Nr. 16, Januar 1986.

RAV: Projekt 700.5: Fixpunkte, Schlussbericht 1986 (E. Gubler, H. Dupraz, R.
Ammann).

Triangulation: Netzaufbau und Resultatbeurteilung. H. Chablais. Weiterbil-
dungskurs fir Geometerkandidaten, ETHZ, Mérz 1987.

Carosio A.: Robuste Ahnlichkeitstransformation und Interpolation nach dem
arithmetischen Mittel, VPK 6/1982.

Chablais H.: Ausgleichung geodatischer Netze in der Praxis. Referat im Rah-
men der Vorlesung "Informatik im Vermessungswesen", 28.6.1988.



9.1

9.2

234

Die bedingte Ausgleichung

Das stochastische Modell

Die stochastischen Eigenschaften der Beobachtungen wurden fiir die vermittelnde
Ausgleichung eingehend beschrieben. Alle Aussagen behalten auch bei den anderen

Ausgleichungsformen ihre Giiltigkeit und werden hier nicht wiederholt.

Die Informationen des stochastischen Modells werden fiir die Berechnung in den Ge-

wichts-, Kofaktoren- oder Kovarianz-Matrizen zusammengefasst.

Das funktionale Modell der bedingten Ausgleichung

Das funktionale Modell einer Ausgleichung kann in verschiedenen Formen dargestellt
werden. Es stiitzt sich auf die vorhandenen theoretischen Kenntnisse iiber das Prob-
lem (geometrische Beziehungen, physikalische Gesetze usw.). So kann man fiir eine
Reihe beobachteter Grossen Beziehungen formulieren, die die Beobachtungen erfiil-
len miissten, wenn sie fehlerfrei waren. Um diese Beziehungen zu formulieren, wer-
den manchmal zusdtzliche Parameter eingefiihrt (unbekannte Grossen), die die Auf-

stellung der Modellgleichungen erleichtern.

Wenn man die Bedeutung der gemessenen Grossen kennt, kann man im Allgemeinen
eine Reihe von Gleichungen schreiben, die die Beobachtungen und die unbekannten

Parameter erfiillen sollten (Kap. 4.4):

F(Lp Ly Ly sXp Xy X ) = )
mit i=1,2,..m
wobel L;  Erwartungswerte ("wahre Werte") der Beobachtungen sind,

X; die Erwartungswerte ("wahre Werte") der unbekannten Parameter

sind.
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Man spricht von einer bedingten Ausgleichung, wenn alle Gleichungen des funktiona-
len Modells nur Beobachtungen enthalten, das heisst, wenn keine zusétzlichen unbe-

kannten Parameter benotigt werden:

Fj(Ll, Lz""Ln)z" ji=1,2,...,r @)

Die r Gleichungen nennt man Bedingungsgleichungen.

Auch diese Beziehungen beschreiben die Eigenschaften eines bestimmten funktiona-
len Modells, entsprechend den Beobachtungsgleichungen der vermittelnden Ausglei-

chung.

Setzt man in die formulierten Bedingungen (2) an Stelle der Erwartungswerte L; die

realisierten Beobachtungswerte l; ein, so sind die Bedingungen im Allgemeinen nicht

erfiillt, sondern fithren zu Widerspriichen wj:
Fj(ll,12 1n)= w,

Damit man ein widerspruchsfreies System erhélt, miissen diese Widerspriiche durch
Korrekturen an den Beobachtungswerten beseitigt werden. Diese Korrekturen heissen

wie frither Verbesserungen.

Jede iiberschiissige Messung flihrt auf eine Bedingung. Es gibt nur soviel unabhiin-

gige Bedingungen, wie es iiberschiissige Messungen gibt.
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Das Ausgleichungsprinzip wird dhnlich wie bei der vermittelnden Ausgleichung for-
muliert.

Man sucht ausgeglichene Beobachtungen

I =1 +v,
1 1 1

die die Bedingungsgleichungen widerspruchsfrei erfiillen.
Fj(ll,lz...li...ln)=0 s j=1..r 3)

Wenn die Anzahl r der Bedingungsgleichungen kleiner als die Anzahl n der Beo-
bachtungen ist, sind unendlich viele Losungen fiir die Verbesserungen zu erwarten,
die die Bedingungsgleichungen (3) erfiillen.

Wir suchen unter diesen beliebig vielen moglichen Losungen diejenige, die [pvv] zu
einem Minimum macht.
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Die Verbesserungsbedingungsgleichungen

Wie in der vermittelnden Ausgleichung beim Ubergang von den Beobachtungsglei-
chungen zu den Verbesserungsgleichungen werden jetzt die Bedingungsgleichungen
linearisiert. (4) zeigt eine Taylorentwicklung der Bedingungsgleichungen, bei der die

ausgeglichenen Beobachtungen aus den gemessenen Werten entwickelt werden:

F(i,l, 1) =F,(1, +v,, L+v,. 1, +v,)=

OF, OF, .
F(1,L,,.1)+—=—| v, +=v,+...=—=-|-v. +GLh.0.=0 “)
](l 2 ll) 611 1 612 2 6n n
Mit den Abkiirzungen
oF, | _ A OF, . OF.| _ .
TP BT BT B ®)

entstehen bei Vernachldssigung der Glieder hoherer Ordnung die in den Verbesserun-

gen v linearen Beziehungen

av, + av,+ ...+ av, + w, =0
b,v, + b,v, + ...+ byv, + w,= 0
rv, + v, + ...+ rv, + w. .= 0

Mit Matrizen geschrieben, heisst das:

B - v+tw=0 B=| (6)
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Minima und Maxima mit Nebenbedingungen (Verfahren von
Lagrange)

Aus der Differentialrechnung ist das Extremumproblem mit Nebenbedingungen be-

kannt. Gegeben ist eine Funktion von mehreren Variablen
F(Xl’ Xyo oo xn)

Gesucht sind Minima (oder Maxima) dieser Funktion unter der einschrinkenden Be-

dingung, dass

1st.

Satz

Minima und Maxima von F konnen mit dem folgenden Verfahren von Lagrange be-

stimmt werden.
Die Losung kann in drei Schritten erreicht werden:

a) Es werden r neue zusitzliche Variablen (ki, Ka, ..., ki) als Unbekannte einge-

fiihrt, die Korrelaten genannt werden.

b) Man bildet aus F (xy, X3, ..., Xp) und aus allen G;j (X1, X2, ..., Xp) €ine neue Funkti-

on ), die man Prinzipalfunktion nennt:

Q= Fx;5 Xy, )= 2K, G (%15 X5500) = 2K, G 5 (X7 X ees e
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¢) Ein Gleichungssystem wird aus der Prinzipalfunktion hergeleitet, indem man die
partiellen Ableitungen der Funktion € nach allen Variablen (inkl. Korrelaten)

gleich Null setzt.

o0Q _

ok

o0 Nebenbedingungen
==0
6k2
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Die Korrelatennormalgleichungen

Wir haben unter 9.2 festgestellt, dass derjenige V-Vektor zu suchen ist, der V' PV zu
einem Minimum macht, wobei die Verbesserungsbedingungsgleichungen als Neben-
bedingungen einzuhalten sind.

Nach dem Lagrange'schen Verfahren bildet man somit die folgende Prinzipalfunktion:

Q=VTPV—2ET(BV;|-JW); K" =|k,,k,,...k, )

1.1
Mit dem Differential
dQ=2dV"PV -2dV'B'K =2dV" (PV - BTK)= 0

erhélt man das gesuchte Minimum.

Wegen  dV'= 0  muss gelten
PV = B'K.

Daraus folgen die sog. Korrelatengleichungen

_ p-lpTy T
v=P'B'™K =QB'K. ®)

Setzt man dieses v in die Verbesserungsbedingungsgleichungen (6) ein, so ergeben

sich die sog. Korrelatennormalgleichungen

BQBTK+W =0. (9)
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Die Normalgleichungsmatrix BQB" kann wie folgt ausgeschrieben werden, wenn

die Beobachtungen unabhéngig sind:

Caa] [ab]

SiEd
[ab| [bb] [
i

wie man sich mit Hilfe des Falk'schen Schemas leicht iiberzeugt.

Lost man (9) nach k auf und setzt

K=-(BQB") W (10)

in (8) ein, so werden die Verbesserungen v als lineare Funktion der Widerspriiche w

dargestellt:

V=-QB'(BQB")' W an
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Das Rechenschema

Die Koeffizientenmatrix der Korrelatennormalgleichungen sind im folgenden Schema
fiir die Matrizenmultiplikationen zu berechnen, wenn man manuell mit einem Ta-

schenrechner arbeitet. Das wird sehr selten der Fall sein.

Bei manuellen Berechnungen sind dazu Rechenkontrollen zweckmaissig. Dafiir dient

die nx1 Matrix S, in welcher Summenelemente
si=aj+b;+...
enthalten sind.
Nach den Multiplikationen befinden sich in BQS die Zeilensummen der Korrelaten-

normalgleichungen (Kontrolle fir (BQ) - B") und in S'Q die Kolonnensummen von
BQ (Kontrolle von B + Q).
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Fiir unkorrelierte Beobachtungen Q, und P sind Diagonalmatrizen. So kann die Be-

rechnung der Korrelatengleichungen wesentlich vereinfacht werden.

Am Beispiel von drei Bedingungsgleichungen zeigt das folgende Schema die erfor-

derlichen Berechnungen.

k1 k2 k3 W G
[ aa | [ ab | _ac_

— —_ — Wy S
[ ab | [ bb | [ be |

— — — W, G,
L P ] L P | L P |
[ ac | [ be | [ cc |

— — — w o
i ] i p ] i p ] 3 3
Wl WZ W3 0 64

Die Symbole sind die gleichen, die man bei der vermittelnden Ausgleichung verwen-

det hat:
p i-1 Pj

Besonders zu beachten sind die Absolutglieder der Korrelatennormagleichungen: sie

sind w; und miissen nicht wie in der vermittelnden Ausgleichung berechnet werden
(Ipall, [pbl] usw.)

Die o Kolonne enthilt o; Werte, die man so wihlt, dass die Zeilensumme +1 wird
(Kontrolle des AT-Verfahrens.)
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Die Losung des Normalgleichungssystems kann mit dem bekannten Austauschverfah-
ren erfolgen. Dadurch erhalten wir die unbekannten Korrelaten k; und die Inverse
der Korrelatennormalgleichungen.

Die Korrelatengleichungen:

v=QB'K

oder fiir unkorrelierte Beobachtungen:

p.v ak +bk +ck +...
11 11 12 13

p.v ak +b k +ck +...
2 2 21 22 23

= + + + ...
Pyvy = ak + bk, + ek,

liefern dann die Verbesserungen und die gesuchten ausgeglichenen Beobachtungen.

Kofaktoren der Widerspriiche

Die Kofaktorenmatrix der Widerspriiche kann aus den Bedingungsgleichungen herge-

leitet werden.

Satz

Die Kofaktorenmatrix der Widerspriiche einer bedingten Ausgleichung ist

Q. =BQ;B"

das heisst, sie ist die Matrix der Korrelatennormalgleichungen.
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Beweis

Die Widerspriiche sind Funktionen der Beobachtungen. Die Funktionen sind der linke

Teil der Bedingungsgleichungen.

wa | _| G, (1050l

W =

w.] |G (1L, )

0 0 0
O OO

Nach Linearisierung mit Hilfe von Néherungswerten (l 3 seees I ), die ohne wei-

teres die gemessenen Grdssen sein konnen, erhélt man

G,1"19,...,19 [ Al |
G, ... Al,

W= +B-| . |=G,+BAL
G, (1, ) LAl

Mit dem Fehlerfortpflanzungsgesetz kann man die gesuchte Kofaktorenmatrix be-

rechnen. Da die Kofaktorenmatrix der Messungen Qy ist, und da
L =1"+Al
ist, haben die Al; ebenfalls die Kofaktorenmatrix Qy, so dass

wa = B(211 BT

hergeleitet werden kann.
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Die Berechnung der [pvv]

Die [pvv] oder fiir korrelierte Beobachtungen V'PV kénnen auf verschiedene Ar-

ten berechnet werden.

a) Direkte Berechnung aus V und P
Es ist die naheliegendste Methode. Sie wird sogar erleichtert, wenn man fiir die
Berechnung der Verbesserungen zuerst

PV =B'K

bestimmt und erst dann QB'K .

b) Berechnungen aus Korrelaten und Widerspriichen

Satz 1
VPV =-K"W=-> wk,
i=1
Beweis
v'pv =(p'B"K) PV
da V=P 'B'K (Korrelatengleichungen)
dann folgt
V'PV=K'BP'PV
=K'BV
=-K'W
da BV+W=0 (Verbesserungsbedingungs-

und BV =-W gleichungen)
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¢) Aus den Widerspriichen und aus der Kofaktorenmatrix der Widerspriiche

Satz 2

VIPV=W'Q_ W

Beweis

Die Korrelaten stammen aus dem Normalgleichungssystem:

(BP'B")K+W=0
K=—(BP'B")"W
und da (Satz 1) V'PV=-K'W
folgt V'PV=W'(B-P'B")"W

=W'Q, W

ww
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d) Aus der Pseudonormalgleichung

Im Folgenden stellen wir (6.9) und (6.16) als lineares Schema dar:

Y=BQB' - K+W

T T (=0)
-V PV=W ‘K+0
also ausgeschrieben:

kq ks . Kk, 1
M| Wi
Y2 W2
Yr Wr

-V'PV Wi w2 W, 0

Nach r Austauschschritten zwischen y und k erscheint, wegen y; = 0, unter dem

Losungsvektor, in der letzten, nicht ausgetauschten Zeile —(pvv) .

Y1 y2 Yr 1
kq )
k»
> Losungsvektor fiir k
Kk, ./
-v'pv —[pvvl]

Die r + 1 -te Gleichung im Schema ist in den Koeffizienten symmetrisch zu den
Absolutgliedern, deshalb auch hier (vgl. vermittelnde Ausgleichung) der Name

Pseudonormalgleichung.
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Schlussprobe

Mit den v rechnet man die ausgeglichenen Beobachtungen 1. Diese miissen die Be-

dingungsgleichungen
F(I,1, ...1,)=0; 1, =1, +v,

erfiillen. Damit sind die Koeffizienten und Absolutglieder kontrolliert.

Der mittlere Fehler der Gewichtseinheit a posteriori

In 5. wurde das Problem fiir die vermittelnde Ausgleichung behandelt. Es besteht kein
Grund, das dort erhaltene Resultat nicht fiir die bedingte Ausgleichung zu {iberneh-

s, = [[pvv]
r

Es sei nochmals betont, dass dieser Wert s¢ eine Schétzung darstellt, deren Giite vom

men.

Freiheitsgrad r abhéngig ist.

Kofaktoren der Korrelaten
Satz

Die Kofaktorenmatrix der Korrelaten ist
_1 -1
Qu =(BQB") =Q,,

Beweis

Aus Korrelatennormalgleichungen

K=-(BQ,B")" W
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Aus dem Fehlerfortpflanzungsgesetz folgt

_1 1\
Qu = (BQHBT) Q. ((BQHBT) )
Weil Q,, =BQ,B" (aus 7.6) und (BQ“BT)_1 symmetrisch ist, folgt

Qu = (BQHBT )71

9.11 Kofaktoren der Verbesserungen

Satz

Die Kofaktorenmatrix der Verbesserungen ist
Q. = QllBTQkkBQll

Beweis

Aus Korrelatengleichungen
V=Q,B'K

Aus dem Fehlerfortpflanzungsgesetz folgt unmittelbar

Q,, = (QllBT)Qkk(QllBT)T
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9.12 Kofaktoren der ausgeglichenen Beobachtungen

Satz

Die Kofaktoren der ausgeglichenen Beobachtungen lassen sich mit folgender Formel

berechnen:

Qi =Qy- QllBTQkkBQll
= Qll_ vi

Beweis

=L+V;V=QB"K;K=-(BQB")'W

=F (L) =F(L,)+B-(L-L,) Taylorentwicklung von (2)

Aus diesen Grundlagen lésst sich entwickeln:

=I_J—QBT(BQBT)_1 BL +konst.
E-QB"(BQB)" B)L +Kkonst.

E—-
=Q - QB"(BQB") 'BQ

-QB'( )'BQ
+ QB"( ) 'BQB"(BQB") 'BQ
—

Qi =Qu- QuBT(BQuBT)_l BQ, =Qy - QllBTQkkBQll

BT(BQBT)_I B)Q“(E— BT(BQBT)_l BQ) ; abgek.Q,; =Q
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9.13 Der mittlere Fehler der ausgeglichenen Beobachtungen;

a priori, a posteriori

Dieser Begriff ist klar zu unterscheiden vom m.F. einer Beobachtung a posteriori. (26)

zeigt eine Gegeniiberstellung der verschiedenen Begriffe:

m.F. der Beob. L a priort: G, =0,yqy,

m.F. der Beob. |; a posteriori: s, ='s, /q,,

T T o (26)
m.F. der ausgeglichenen Beob. li:

a priori: O, = 0,4,

aposterlorl ZS-li =S, qii-li

Da in (26) beide Glieder ausschliesslich positive Diagonalglieder haben, folgt

qiiii <qlili

Damit ist allgemein bewiesen, dass fiir alle unsere Ausgleichungen der mittlere Fehler

der ausgeglichenen Beobachtung kleiner ist als der m.F. der Originalbeobachtung.

Man soll aber diesen Genauigkeitsgewinn nicht iiberschitzen, sondern im einzelnen
Fall studieren. Vollig abwegig - aber immer wieder praktiziert - ist es, a posteriori-
Werte der m.F. ausgeglichener Beobachtungen mit den a priori-Werten der entspre-
chenden Originalbeobachtungen zu vergleichen und etwa zu folgern, die Ausglei-

chung hétte keinen Genauigkeitsgewinn gebracht!

Zwischen allen entsprechenden a priori und a posteriori Werten der Varianzen besteht

ein konstantes Verhiltnis, das im Modelltest untersucht wird.
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9.14 Der mittlere Fehler an Funktionen der ausgeglichenen Beobachtung
nach der Matrizenmethode

Im Allgemeinen treten mehrere Funktionen g; der ausgeglichenen Beobachtungen auf.

6" =le,(110) - £.(0)

oder, linearisiert und in einem Vektor zusammengefasst:

1 1,-1¢
gl(l) Yu Yiz o Vin il li
gz(l) Yo Y22 e Yon| |2 2
G= =G +
m.1 m.10
gm(i) Tmi Tm2 = Tmn lﬂ:}n
- )
G =G, +T (L-L,)
m.1 m.l m.n n.l1
Qgg =I'Q; r'= FQ“FT _FQIIBTQkkBQllFT 27)

Typisch fiir diese Methode ist, dass die Qy; Matrix auftritt, die nach (25) zu berech-

nen ist.
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9.15 Der mittlere Fehler an Funktionen der ausgeglichenen Beobachtun-
gen aus dem Auflosungsschema

Satz

Eine symmetrische Matrix M sei in Untermatrizen unterteilt:

r s
r rxr
F HT
M = c':'sxs
T
S H G H rxs

Wenn F nicht singulér ist, erhdlt man nach Berechnung von r-AT-Schnitten mit Pivot
in der Diagonalen von F die folgende Matrix:
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Beweis

Aus der Definition des AT-Verfahrens kann man die Behauptung leicht iiberpriifen.

Bemerkung

Falls man nach einer bedingten Ausgleichung Funktionen der ausgeglichenen Beo-
bachtungen berechnen mochte und dazu noch die Standardabweichungen oder die

Kovarianzmatrix dieser Funktionen benétigt, kann man wie folgt vorgehen.
Gegeben sind die Bedingungsgleichungen

Gi(il,iz,...)=0 i=1,2,..r
und die anderen Funktionen

Fj(il,iz, ) j=1,2,...m

die man berechnen will.
Nach Linearisierung erhalten wir

B-V+W=0

I'-v+r, =
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Aus den jetzt bekannten Matrizen B, Qu, W, I' bilden wir die folgende zusammen-
gesetzte Matrix:

M = W 0 000

T
I'Q, B 0 rQ, r'
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Fiir unkorrelierte Beobachtungen kann die Matrix M auch gemadss folgender Tabelle

gebildet werden:
ki k; k3 w
[ aa | [ ab | [ ac | _ayl_ _ayz_
ad hidad a* Wi a1 hid 2
L P L P L P | L P | | P
[ ab | [ bb | [ be | [ by, | [ by, |
a9 fadedl o W,
L P ] L P | L P | | P | P
[ ac | [ be | ce | {cyl_ _cyz_
o o bt Wi
| P L P | L P | | | P
Wi W2 W3 0 0 0
[ ay, | [ by, | ey, | . {ml} 1172 |
L P | P L P | p L P
_a“{z_ _b72_ _Cyz_ 0 _7272_
| P | P L P L P
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Das ist eine Erweiterung des Auflosungsschemas fiir die Korrelatennormalgleichun-

gen.

Man kann auf dieser Matrix zweimal den Satz tiber das AT-Verfahren in Teilmatrizen

anwenden.

Nach r AT-Schritten mit Pivot in der Diagonale der Teilmatrix (BQuBT) von M er-

hilt man:

1
(BQllBT) . -Qy*W=K

T
-V PV

T T T
1qulr ) 1HQUB QkkBQllr

In der rechten unteren Ecke der ausgetauschten Matrix M erhidlt man die Kofakto-

renmatrix der gesuchten Funktionen der ausgeglichenen Beobachtungen.
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Ein einfaches Beispiel:

Stationsausgleichung aus Winkeln nach der Sektorenmethode:

Gemessen: O] «ee OU5
. . cc
(G<) a priori : 2 )

Gesucht: Cs

Bedingungsausgleichungen :

Gi+02+03-400=0 w, =3

04+ 05—03 =0 w,=2%

Gesuchte Funktionen :

o' =&2 +&4
& =400 — o, — as
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ki k, w d d J
1.5 -0.5 3 0.5 -0.5 -3
BQB'—
-0.5 2.5 2 1 -1 -3
3 2 0 - - -4
0.5 1 - 1.5 - -
GQB'——
-0.5 -1 - - 1.5 +1
0.67 0.33 -2 -0.33 +0.33 +2
-0.33 233 3 1.17 -1.17 -4
2 3 -6 -1 +1 2
+0.33  1.17 -1 1.33 +0.17 -1
-0.33  -1.17 1 0.17 1.33 0
0.72 0.14 -2.43 -0.5 +0.5 +2.57
0.14 0.43 -1.29 -0.5 +0.5 +1.71
243 1.28 -9.85 -2.5 +2.5 +7.14
0.50 0.50 -2.49 0.75 0.75 0.99
-0.50  -0.50 2.49 0.75 0.75 -2.01
9.85 cc 227
= a post.:+ > = 2.2 | Modelltest (S = 95%): 52 <3.0
N .
k, = —1.29 Schema Korrelatengleichungen
O5 =05 = O(5 =2+ 0.75 = 1.7
5,i und Schlusskontrolle sind nicht ausgefiihrt, weil die Original-
beobachtungen | nicht in das Beispiel eingefiihrt werden.
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10. Allgemeine Ausgleichungsformen

10.1 Vermittelnde Ausgleichung mit Bedingungen zwischen den unbe-
kannten Parametern

Einfiihrungsbeispiel

1 o// 2
\ .
3 °\
A
Fig. 1

In Fig. 1 ist ein Triangulationsnetz dargestellt, das vermittelnd ausgeglichen werden
soll. Aus Griinden, die hier nicht zu erortern sind, soll die Distanz 23 einen bestimm-
ten Wert annehmen, der als fehlerlos vorgegeben sei. Die Distanz 23 wird deshalb als
Konstante und nicht als Beobachtung eingefiihrt. Zum {iiblichen funktionalen Modell
der vermittelnden Ausgleichung (n Beobachtungsgleichungen) kommt somit eine Be-

dingungsgleichung zwischen den unbekannten Parametern dazu, wobei s,3 als vorge-

gebene Konstante aufzufassen ist:

S23 = \/[("gJr *%3)_ (Xg+ gz)]z + [(y‘3’+ ‘13)_ (Yg+ ‘12)]2 2

Diese Bedingungsgleichung (8.2) wird wie die Beobachtungsgleichungen in den Un-

bekannten der vermittelnden Ausgleichung mit Taylor linearisiert:

$23 =833~ 2 n3

0 0

0 szsg5 _Ayys
0 2 0

S23 S23 S$23 S23

Ang Ayg3
+ 0 ‘%3 + 0
oder

_ Axg3 & - Aygs
0 2 0 2

Ax! Ay0
23 23
T §3 0
S23 S23 S$23 S23

Na+w=0 A3)

Die Bedeutung der Symbole diirfte klar sein. w = Sg3— $,3, ergibt sich hier als Diffe-

renz zwischen gendherter und vorgeschriebener Distanz.

Die Bedingung (3) stellt eine Nebenbedingung dar, die zwischen den Variablen beim

Minimieren der [pvv] einzuhalten ist.
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Allgemeine Theorie

Das folgende lineare System von n Verbesserungsgleichungen wird nun um r < u li-

neare Bedingungen zwischen den Unbekannten erweitert; r +n > u,

v, =a,5+b,n+¢, 0 +.. .~ 1,

v,=a,i+bn+e,d+..—1, “4)
0=, &+ Bin+y d+...+w,

0= 5+ Bn+y. +...+ W,

Dasselbe in Matrizen:

V=A X-

n.l n.u u.l n.l (5)
0 =C X +W,

rdl r.u uldl r.d

Um die Funktion [pvv] zu minimieren, wird wie in (9.4) die Zielfunktion aufgestellt:

Q=V'PV+2K! (CX+W,) (6)

Bei der Bildung des Differentials ist der Vektor der unbekannten Parameter x die Va-

riable:
dQ=2dV'PV +2dX"C"'K_ =0
V=AX-F; dV=AdX ; dV' =dX"A" ;

1
540= dX"A"P(AX-F)+dX"C'K, =0

dX"[A"PAX-A"PF+C'K |=0
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Oder zusammen mit der 2. Gleichung von (5)

ATPAX + C'K¢ + -ATPF =0
CX + We =0 @)

Man erkennt, dass das um die Korrelaten erweiterte Normalgleichungssystem in der
1. Zeile durch die Bedingungen in der 2. Zeile zu einem vollstindigen Normalglei-

chungssystem erginzt wird.

Um den bekannten Normalgleichungscharakter zu betonen, kann man tiber die neuen
Bezeichnungen auch ein iibliches Normalgleichungssystem hinschreiben. Die Auflo-

sung gibt neben dem k-Anteil die gesuchte Losung x .

N’ _|ATPA C"| (X | W_—ATPF
= ; ; W'=
u+r,utr C 0 Kc Wc
®)
N'x'+w'=0 &)

Dieses System - als Zahlenschema gedacht - unterscheidet sich in keiner Weise von
einem frither behandelten Normalgleichungssystem. Im Losungsvektor x' sind aller-
dings nur die ersten u Komponenten "echte" Parameter zur Ermittlung der Verbesse-

rungen.
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Berechnung von v'pv

Wenn die Verbesserungen aus den Unbekannten berechnet sind, kann man die V' PV

direkt berechnen.
Die folgenden Beziehungen konnen ebenfalls verwendet werden:
VTPV = (X"AT = F"JpV = XTATPV - F"PV
= XT(ATPAX - ATPF)— F'PV
Mit Zeile 1 von (7 ) und mit ( 5 ) wird
VPV = -X"C"K, - F"P(AX - F)
V'PV = F'PF-F'PAX+ WK,

Daraus kann die Methode der Pseudonormalgleichung ebenfalls tiberpriift werden.

Schlussprobe

Mit der Schlussprobe muss gepriift werden, ob die berechneten Parameter die Beo-

bachtungs- und Bedingungsgleichungen erfiillen.

Die Schlussergebnisse sind in die nicht linearen Gleichungen einzusetzen.
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Schiatzung der Varianz a posteriori

Auch in der vermittelnden Ausgleichung mit Bedingungen kann die Standardabwei-

chung oy a posteriori geschitzt werden.

Die Berechnung des Freiheitsgrades erfolgt mit Hilfe der Anzahl Beobachtungen, der

unbekannten Parameter und der Bedingungen.

Es leuchtet ein, dass durch jede Bedingung zwischen den unbekannten Parametern der
Freiheitsgrad um eins erhoht wird, kdnnte man doch mit jeder Bedingung einen Pa-

rameter aus den Beobachtungsgleichungen eliminieren.

Fiir den Modelltest und die Fehlerbetrachtungen berechnet man

[ Lpvv]
S0~ n—(u-r) (10)

n: Anzahl Beobachtungen
u: Anzahl Unbekannte
r: Anzahl Bedingungen
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Vorgehen

Die folgenden Rechenschritte charakterisieren die vermittelnde Ausgleichung mit Be-

dingungen:
a) Die unbekannten Parameter werden gewdhlt.

b) Die Beobachtungsgleichungen sind so zu schreiben, wie in der vermittelnden
Ausgleichung.

c) Die Bedingungsgleichungen die dazu erfiillt sein miissen, sind entsprechend zu

schreiben (NB Bedingungen zwischen den Unbekannten).
Gj(xl, xz,...xu)=0 j=1,2, ...r
d) Die Gleichungen werden linearisiert. Daraus entstehen die Verbesserungsglei-
chungen und die linearen Bedingungsgleichungen.

V=AX-F
0=CX+W,
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e) Die Normalgleichungen werden gebildet.

T T
A PA C X A PE
+ =0
C 0 Ke We

Man kann das Schema fir das AT-Verfahren daraus bilden und allenfalls die

Pseudonormalgleichung anfiigen.

T T T
A PA C -A  PF
C 0 We

T T
-F PA WC F PF
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Nach (u+r) AT-Schritten mit Pivot im oberen Teil der Diagonalen erhélt man

-1
T T
Q. (APA) c'Q,| X
symmetrisch - Qkk KC
X! K [pvv ]
c

Die Herleitungen sind z.B. in [Hopke, 1980; Seite 128] zu lesen.
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10.2 Bedingte Ausgleichung mit unbekannten Parametern

Einfithrungsbeispiel

Fig. 2

In Fig. 2 wird eine Knotenpunktberechnung dargestellt. Fiihrt man im Knotenpunkt P
die Koordinaten x, y und fiir den Richtungssatz in P die Orientierungsunbekannte 0
ein, so lassen sich fiir jeden der 3 Polygonziige drei Bedingungsgleichungen formu-
lieren:
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Zug 1 -P:
_ - _ _ e =
(p1+|311+|312+|313+...+|31k]—k1-200 =0+r,
X;+S,, cosa,, +s,cosa,, +... =X
yi+S8,, sina, +... =y
Zug 2 -P: (13)
O, +B,, +B,+- .. =0+r,
X,+8,, €S, +8,, COSU,, +... =X
y,+$,, sina,, +... =y
Zug 3 -P:
Q;+PB; +P5,+. =0+r,
X;+S;, €080, +... =X
y3+S8;, sino;, +... =y
ferner:

011 =@ +Byy3 012 =0+ By, — 2008 = @, +PB,, +B,, — 200

_ kK
ik =@+ 3 By — (k—1)2008 (14
j=1

Diese Gleichungen (8.13) mit (8.14) stellen einerseits Bedingungsgleichungen zwi-
schen den ausgeglichenen Beobachtungen dar, andererseits enthalten sie die unbe-
kannten Parameter x, y, 0. Hat man im Anfangspunkt statt einem (fehlerlosen) An-
schlussazimut einen mehrfachen Richtungsanschluss, so wird ¢ zu einer fingierten

Beobachtung.
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Trotz dieser "Mischform" verlauft alles weitere wie frither:

a) fiir die unbekannten Parameter werden Néherungen Xy, yo, 09 und 'verkiirzte' Wer-
te &, m, € eingefiihrt:

X=Xg+&y=yp+tns0=0y+&; as)

b) Die Gleichungen (13) und (14) werden mit Taylor entwickelt, wobei fiir die aus-
geglichenen Beobachtungen die gemessen Werte, fiir die unbekannten Parameter
die Nédherungswerte als "Mittelpunkte" der Taylor-Entwicklung genommen wer-
den.

Die linearisierten Gleichungen seien fiir den 1. Zug formuliert:

-V, + Vit vV, Fee -C+w, =0

—s;,sina,, vy, — s, sina vy, +...coso, v, +...—&  +w, =0 (16)

+8,,€08Q;,V; +8,,€080,,Vy, +... 8in0L, vV, +...-M +W;;=0

Wi =[Bl]+(p1—r1—00—k1-200g 5
Wi, =[s c0su]+(x1—x0)

w3 =[s sinal+ (v,—y,)

Die Koeffizienten in den Verbesserungsgleichungen entsprechen vollstindig denjeni-
gen des frither dargstellten einfachen Polygonzuges.
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Allgemeine Theorie

Die Gleichungen des funktionalen Modells konnen folgendermassen geschrieben wer-

den:

Fj(i,x)=0 i=1, .,

Nach der Linearisierung kann man sie in Matrizenform darstellen:

B-V+AX+W=0 17

rxn nxl1 rxu uxl rx1

Die Widerspriiche entstehen aus den Bedingungsgleichungen nach Einsetzen der beo-

bachteten Werte und der Ndherungsunbekannten
Wj = Fj(L, X,)

Das stochastische Modell wird in der Kovarianzmatrix der Beobachtungen zusam-

mengefasst.

2 _ 2p-1
K, =6yQ, =0, P

nxn
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In diesen r Gleichungen stecken n unbekannte Verbesserungen v und u unbekannte
Parameter x . Das Gleichungssystem ist wegen r < n + u unterbestimmt. Mit Hilfe
der Minimumsbedingungen v'Pv, bzw. v'Q'v setzen wir folgende Prinzipalfunktion
Q mit der Nebenbedingung (8.17) an:

Q=v'Q'v-2k"(Bv+Ax +Ww) ;

wobei zu beachten ist, dass nun einerseits Vl, aber auch X unabhingige Variablen
n. u.l

sind. Das Minimum ergibt sich aus:

1

5 dQ=dv'Q'v—dv'B'k—dx'A'k =0 (18)
oder

dv'(Q'v-B'k)-dx"Ak =0
Wegen dv=0; dx'#0 (Variabeln!) ergibt sich

Q'v=B'k ; A'k=0

In (17) eingesetzt, erhalten wir mit v = QB'k

BOB" - k+A-x+w=0

(19)
AT -k =0

Analog zur vermittelnden Ausgleichung mit Bedingungen tritt auch hier zum erwei-

terten Normalgleichungssystem (1. Zeile in (19)) eine symmetrische Erginzung auf.



278

Das Gleichungssystem lésst sich im reguldren Fall 16sen und daraus erhilt man die
unbekannten Parameter X und die Korrelaten K .

Die Verbesserungen sind ebenfalls unmittelbar danach berechenbar:

T
V=0QB K

T
Berechnung von V PV
T . . .
V PV Ilisst sich aus Verbesserungen und aus den Gewichten direkt rechnen.
Satz 1
Die folgende Beziehung gilt:
T T
V PV =K BQB K

Beweis

v'PV = (QBTK)T p(oB"k)

T T
K BQ‘P- QB K

- K'BQB'K

daQ = P st
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Satz 2

VTPV = - WTK

Beweis

Aus Satz 1 gilt:
T T T
V PV=K BQB K
aus (19) ist aber
T
BQB K =-(AX + W)
Daher ist:

VPV = - KT(AX + W)

- KTW - KTAX

T
- KTW - (ATK) X
T . T . ..
undda A K= 0 ist (19) und V PV eine 1x1 Matrix ist, folgt:

T T
VPV=-WK
Schiatzung der Varianz a posteriori

T
s =/ Yone (20)

o \V ru

Die u unbekannten Parameter reduzieren den Freiheitsgrad. Man konnte in (17) jede

Unbekannte mit Hilfe einer Bedingungsgleichung eliminieren.
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Vorgehen

Die folgenden Rechenschritte charakterisieren die bedingte Ausgleichung mit Unbe-

kannten:
a) Die unbekannten Parameter werden gewihlt.

b) Die r Bedingungsgleichungen haben die Form:
G (i, R x,) =0
K i j

das heisst, in jeder Gleichung konnen beliebig viele Beobachtungen und Unbe-

kannte auftreten.

c) Die Bedingungsgleichungen sind zu linearisieren mit Hilfe der beobachteten Wer-

te und von Ndherungswerten der Unbekannten.
BV+AX+W=0
d) Die Kofaktorenmatrix der Beobachtungen ist zu bilden.
e) Die Normalgleichungen sind zu bilden, indem r zusétzliche Parameter k; (Kor-

relaten) eingefiihrt werden. Daraus entsteht das folgende Normalgleichungs-

system:

BQB A K w

Die Korrelaten k und die Unbekannten x; konnen dadurch bestimmt werden.

Aus V=QB'K kann man die Verbesserungen bestimmen.
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f) Die Inverse der Normalgleichungsmatrix enthilt die Kofaktoren der Korrelaten

und der anderen Unbekannten:

__1 -

(BQB"| A Qu |(BOB™)" AQx

T
A 0 —Qxx

Die Herleitungen sind z.B. in [Hopke, 1980; Seite 161] zu lesen.
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10.3 Die quasivermittelnde Ausgleichung

Einfithrungsbeispiel: Trigonometrisches Nivellement

i+l

i+l

Fig. 3

Man misst auf einer 'freien' Station F nach vorne auf Py (Vorblick) und nach riick-
wirts auf P; (Riickblick) je Distanz und Héhenwinkel. Wird dieses Beobachtungs-
konzept ldngs 'Nivellments' linien angewendet und werden diese Linien zu einem
Netz verflochten, so ergeben sich bei der Netzausgleichung folgende vereinfacht -
ohne (E - R) und (I - S) - dargestellten funktionalen Verkniipfungen

Di+1 s1n[3i+1 - Di s1n[3i= Hi+1 - Hi

Allgemeiner geschrieben sieht das funktionale Modell wie folgt aus:
Gi(l o T ) = F (% Xy o0 Xy)

mit der Besonderheit, dass jede Messung nur ein einziges Mal in einer Gleichung auf-
tritt.
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Das Problem kann in zwei Arten gelost werden.

Losung 1

Die Gleichungen konnen auch in der folgenden Form geschrieben werden:

Fi(xp %y o) - Gi(i o )= 0

Es handelt sich um eine bedingte Ausgleichung mit Unbekannten.

Losung 2

Es werden fingierte Messungen eingefiihrt.

Die dazugehorige Kofaktorenmatrix kann mit dem Fehlerfortpflanzungsgesetz be-

rechnet werden.

Das funktionale Modell wird dadurch in eine vermittelnde Ausgleichung umgewan-
delt.

Man kann beide Losungen am Einfiihrungsbeispiel anwenden.
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Einfithrungsbeispiel (Losung 1)

H;,,-H,; = ﬁi+1 SinBHl - ﬁi SinEi

In die iibliche Form gebracht, heisst das

F,

il _DiSinBi __DmSian -H;+H;,=0 (36)
D; Di+1 Bi Bis1 -.. sind Messgrossen, H; Hiyg ... unbekannte Parameter, wobei das Netz

mindestens durch ein vorgegebenes h; 'gelagert' sein muss.

Das funktionale Modell entspricht nach (36) einer bedingten Ausgleichung mit unbe-
kannten Parametern. Die Linearisierung mit Néherungswerten und verkiirzten Para-
metern X; bzw. X4 flir H; bzw. Hjiq ergibt

D;cosB,vy +sinB,v, — D, cosB,, vy —sinf, v, —-X+x,,+w=0 (37)

i+1

Das ist eine Zeile der folgenden vollstindigen Verbesserungsbedingungsgleichun-
gen

Bv +Ax +w=0

des Netzes.

Mit der entsprechenden Kovarianzmatrix der Beobachtungen steht der Losung nichts
mehr entgegen.

Gemidss (19) erhalten wir ein Normalgleichungssystem

k

BQB' A
X

A’ 0

X

von (r + u) Gleichungen. r ist dabei die Anzahl der 'gemessenen' AH, u die Anzahl

der erfassten Punkte P;, ohne die fest vorgegebenen.



285

Der Aufwand, (r + u) Normalgleichungen aufzuldsen, lisst sich folgendermassen re-
duzieren (Losung 2):

Wir fassen in (36) zusammen:

=Ah'"" = Ah, (38)

i+1 i i

]_)isin[_ii - _Di+1sin[_3

Ah; wird als fingierte Messung behandelt. Wesentlich fiir die quasi-vermittelnde Aus-
gleichung ist, dass die beteiligten Originalmessungen nur einmal, d.h. in keinen ande-

ren Ah; vorkommen.
Die Gleichung (36) bekommt damit die einfache Form

Ah,—H, +H, =0 (39)
oder mit Zhi =Ah, +v,,, wobei Ah; der gemessene Wert bedeutet.
Mit Néherungen fiir H, = H] + x, erhdlt man

VAhi =X:.—X

i i+1

- W 40)
Das ist die Form einer vermittelnden Ausgleichung, die auf u Normalgleichungen
A"Q'Ax-A"TQ'w=0

fiihrt, also ganz wesentlich weniger aufwendig zu 16sen ist als die allgemeine Losung

mit n + u Normalgleichungen.

Q ergibt sich aus dem FFG, das auf die Gleichung (38) angewendet wird.

Ah; = D;sinB; — D, ;sinf; |

linearisiert heisst

d(Ahi) =D;cosP,d; + sinf,dD, — D, ,cosB; ,dB, , —sinf, ,dD,,
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d(Ah,)= f"di,
1.4 4.1 (41)
QAhiAh, = fTQiLLf mit 42)
o
i 1 O-lz)i
R O @
O-lz)i+l

Alles Weitere ist bekannt.

Als abschliessende Frage: Wie erhalte ich die Verbesserungen an den Originalbeo-
bachtungen aus den errechneten vy, ?

Gleichung (41): d(Ahi) = f'dl, kann interpretiert werden als

T
Vai =V

T
oder 14 4.1 1.1

Das ist eine Verbesserungsbedingungsgleichung einer bedingten Ausgleichung mit
bekanntem Widerspruch ( —v,, ).

Also ergibt sich aus den Korrelatengleichungen

v=Q,f k =Q, f(fTQi.fT' Van, (44)

4.1 44 41 11

Auch die m.F. der ausgeglichenen Originalmessungen lassen sich jetzt entsprechend

der Theorie der bedingten Ausgleichung errechnen.
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11. Die Theorie der Zuverlassigkeit im Vermessungswesen

11.1 Einleitung

Die Notwendigkeit, sich gegen die Folgen von Messfehlern zu schiitzen, ist gut be-
kannt. Jeder Student kennt seit den ersten Stunden der Vermessungsausbildung die

Aussage:

'Eine Messung ist keine Messung'

Dieses Zitat beschreibt schon einen grossen Teil der Zuverldssigkeitstheorie. Fiir je-
den Geometer ist es unerldsslich, dass die Messanordnung eine geniigend grosse An-

zahl von liberschiissigen Messungen enthélt, damit eine Kontrolle gewéhrleistet ist.

Das Problem ist also nicht neu, aber in den letzten Jahren wurde eingehend nach neu-
en Losungen gesucht, die auch die praktische Arbeit des Geometers zu beeinflussen

beginnen.

Der holldndische Professor W. Baarda, Begriinder der modernen Zuverléssigkeitsthe-
orie in der Geodésie, publizierte 1968 ein bemerkenswertes Werk iiber die Methoden,
ein geoditisches Netz zu priifen. Darin wird zum ersten Mal ein mathematisches Mo-

dell der Zuverldssigkeit verwendet.
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11.2 Gegenstand und Definition der Zuverlissigkeit

Die Ausdriicke 'Zuverldssigkeit' und 'zuverldssig' werden in der Vermessung, vom
qualitativen Standpunkt aus, im gleichen Sinn wie in der Umgangssprache verwendet,
das heisst, mit der Bedeutung von "vertrauenswiirdig", "kontrolliert", "sicher". Etwas
genauer ausgedriickt: eine geodétische Arbeit ist zuverldssig, wenn man in der Lage

ist, allféllige Modellfehler entdecken zu kdnnen.

Dank der Theorie von Baarda und spdteren Arbeiten liess sich die Zuverlédssigkeit mit
Werten beschreiben und hat sich von einem subjektiven zu einem praktisch einsetzba-

ren, objektiven Kriterium verwandelt.

Um den folgenden mathematischen Teil zu verstehen, ist es unerldsslich, genau zu be-
schreiben, was Gegenstand der Zuverldssigkeit ist und diese wenigstens teilweise zu

definieren.

Die Zuverldssigkeit ist nicht, wie man oft glaubt, eine Eigenschaft der reinen Messan-

ordnung (Netzgeometrie).
Die Zuverladssigkeit ist eine Eigenschaft der folgenden drei Elemente:

- Der Struktur des geoditischen Netzes mit dem funktionalen und dem stochasti-
schen Modell.

- Der Alternativhypothese (eventuelle Fehler des Modells) mit den Anforderungen

an die Arbeit (Grosse des Fehlers an der Grenze des Annehmbaren).

- Des statistischen Tests, mit dem man das Modell nach der Ausfiihrung der Mes-
sungen und Berechnungen testet. (Mit dem Test wihlt man auch das Niveau a
des Fehlers erster Art).

Mit diesen Vorbemerkungen kann die Zuverldssigkeit folgendermassen definiert wer-

den:

Definition

Das Zusammenwirken der drei oben beschriebenen Elemente ist zuverldssig, wenn
der Test mit einer geniigenden Wahrscheinlichkeit (1-f) die Fehler des Modells, die

an der Grenze des Annehmbaren liegen, anzeigen.
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Intuitive Losungen

Die heutigen mathematischen Losungen unterscheiden sich nicht wesentlich von den
frither gebrauchten, intuitiven Methoden. Der Unterschied besteht in der Tatsache,
dass man frither um jeden Preis miihselige Berechnungen vermeiden musste. Anstatt
die genaue Wahrscheinlichkeit zu berechnen, mit welcher kleine Fehler durch statisti-
sche Methoden entdeckt werden konnen, benutzte man Mustermessanordnungen, die
sich auf Grund von Erfahrungen als zuverlédssig erwiesen. Die Zuverlédssigkeit neuer
Netze war gewdhrleistet durch Regeln, die die Verwendung vorgegebener Muster-

messanordnungen vorschrieben.

Als Beispiel kann man die alte Instruktion fiir die Triangulation 4. Ordnung der
schweizerischen Grundbuchvermessung von 1919 nennen. In dieser Instruktion be-
riicksichtigte man bereits die Tatsache, dass die Zuverlédssigkeit von der Messanord-
nung, vom Test und von den Anforderungen an die Arbeit abhidngt. Richtlinien fiir die
Messanordnung, vorgeschriebene Kontrolltests und anforderungsabhingige Toleranz-

schranken wurden verwendet, um die Zuverléssigkeit des Systems zu sichern.

Man kann leicht bemerken, dass in dieser friiheren Methode die drei Elemente der

modernen Definition klar zu erkennen sind.

Das Charakteristische dieser intuitiven Methoden ist der Verzicht auf eine mathemati-
sche exakte Abgrenzung zwischen einem zuverldssigen und einem nicht zuverlissigen

Messsystem.

Das mathematische Modell der Zuverlassigkeit

Nach dem Aufstellen der Genauigkeits- und Zuverldssigkeitsforderungen und der Al-
ternativhypothese wahlt man das Netz, das heisst die auszufithrenden Messungen so-
wie die Messgerdte. Man wihlt auch die Berechnungsmethode und bestimmt insbe-
sondere die Variablen und den statistischen Test, der am Ende der Arbeit zur Priifung

des mathematischen Modells dient.
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Auszuflhrende  Unbekannte andere

Messungen (Koordinaten) Verbesserungen Zufallsvariablen
. > | o |—7
Berechnungen

Fig. 1 Reihenfolge der Rechnungsoperationen

Demnach ist es moglich, die Eigenschaften der Testvariablen zu analysieren, fiir den
Fall, dass das mathematische Modell korrekt ist (keine groben Fehler z.B.).

In dieser Phase bestimmt man den Annahme- oder Verwerfungsbereich fiir die Test-
variable. GewoOhnlich wird die Grenze zwischen den beiden Bereichen in Funktion

von o (Risiko eines Fehlers erster Art) berechnet.

< Modell angenommen Modell verworfen >

&

Flache = av2

Fig. 2 Annahmebereich fiir die statistische Variable
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In einer zweiten Phase analysiert man den Einfluss jedes eventuellen Modellfehlers
auf die Testvariable.

Die eventuellen Fehler, die man in die Berechnung einbeziehen will, werden in der

Alternativhypothese beschrieben.

Die néchsten Seiten beschrianken sich auf grobe Fehler in den Messungen, um die Be-
rechnungen zu vereinfachen. Aber die Uberlegungen kénnen leicht an andere Hypo-
thesen angepasst werden. Der gegenseitige Einfluss von mehreren Fehlern des Mo-

dells wird ausgeschlossen.

Ein grober Fehler Al; der i-ten Messung wird einen Einfluss auf die Testvariable ha-

ben, er wird vor allem eine Anderung des Erwartungswertes und der Verteilung ver-

ursachen.

< Modell angenommen Modell verworfen >
i '
E & :
s 1
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Fig. 3 Risiko eines Fehlers zweiter Art

Derjenige Teil der Verteilung, der sich im friiher festgelegten Annahmebereich befin-
det, ist wichtig, denn er erlaubt die Berechnung der Wahrscheinlichkeit B, die Reali-
sierung der Testvariable im Annahmebereich zu erhalten, obwohl das Modell falsch
ist. Es handelt sich um das Risiko des Fehlers zweiter Art.
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So bestimmt man fiir jede Beobachtung die Wahrscheinlichkeit (1-B) mit welcher ein
grober Fehler, der an der Grenze des Annehmbaren liegt, gefunden werden konnte.
Wenn diese Wahrscheinlichkeit fiir alle Beobachtungen geniigend gross ist, ist das

System zuverldssig.

In der Literatur zieht man es oft vor, umgekehrt vorzugehen. Man gibt das maximale
Risiko By an, das noch zumutbar ist und berechnet daraus die Grésse VI; der groben
Fehler, die fiir jede Beobachtung mit Wahrscheinlichkeit By entgehen konnen. Wenn
alle VI; geniigend klein sind, d.h. wenn sie innerhalb einer annehmbaren Grdsse lie-

gen, ist das System zuverléssig.

Diese Grenzwerte VI, fiir die groben Fehler jeder Beobachtung nennt man Indikatoren

der inneren Zuverlissigkeit der Beobachtungen.

Mit diesen Indikatoren der inneren Zuverldssigkeit ist es moglich, den Einfluss Vx; ,
Vyi zu berechnen, den die Grenzfehler VI; auf alle Koordinaten des Netzes haben.
Die grossten Werte, die fiir jeden Punkt erhalten werden, heissen Indikatoren der dus-

seren Zuverlissigkeit.

Die Anwendungen des mathematischen Modells der Zuverléssigkeit sind in den fol-

genden Kapiteln so beschrieben, wie man sie in der Literatur und in der Praxis findet.

Das Zuverlissigkeitsmodell von W. Baarda

Die erste mathematische Losung, die auf dem Gebiet der Geoddsie vorgeschlagen
wurde /Baarda 1968/, basiert auf dem Fisher-Test mit einem Niveau o . fiir die An-
nahme oder die Verwerfung des Modells. Ausgehend von sy (der mittlere Fehler der
Gewichtseinheit a posteriori) und oy (der gleiche mittlere Fehler a priori) berechnet
man, nach der Ausgleichung nach der Methode der kleinsten Quadrate, die folgende

Testvariable:

W

les
I

Oy

Q

Deren Verteilung ist fiir ein stimmendes Modell (Nullhypothese Hy bekannt (Fisher-
verteilung). Der Freitheitsgrad f (= n—u) von sy wird der Ausgleichung entnom-

men, wihrend fiir oy der Freiheitsgrad co angenommen wird.
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Jetzt untersucht man die Testvariable F*, welche aus einer Alternativhypothese H;
stammt. Die untersuchte Alternative ist die allféllige Verfélschung einer Beobachtung
der Ausgleichung. Die Alternativhypothese wird im Folgenden der Nullhypothese ge-
geniibergestellt.

Wenn die i-te Beobachtung durch einen groben Fehler Al, verfélscht ist, das heisst

I'=1+A1

1 1 1 (2)
sind sq*und F* auch verfilscht und ihr verinderter Erwartungswert ist

B(F) = BB+ =1+ ®

Man kann die Formel beweisen und A bestimmen.
Fiir die vermittelnde Ausgleichung

V=AX-(1-1,)= AR(1-1,) - (1-1,) = (AR-E)(1-1,)
wobei R=(ATPA)'ATP

Wenn der Beobachtungsvektor verfélscht wird, ist

1*=1+A1
wobei Al" =(0,0,...,Al,0,...,0)
dann ist V' =V+AV

und AV =(AR-E)Al
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Im Modelltest wird dann:

pe_ Y PV
- f.cl

wobei f der Freiheitsgrad des Netzes ist.

(V*T PV *)
E(F¥)=E ———
(F) f. Gf,
und da:
VT PVE=(V+AV) P(V +AV)
= V'PV +2V'PAV + AV'PAV
und
E(2V'PAV) =0 weil E(V)=0 sind,
ist
V'PV) [AVTPAV]
E(F¥)=E — |+ :
f o ‘ f-o, ‘
(3]
=E G|+
c, f
wobei

Fiir unkorrelierte Beobachtungen gilt [Conzett, 1981]:

_AL e (AL d, @
: e G; qfl)

0 () 4
GO qll i
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Der allgemeine Fall (korrelierte Beobachtungen) kann ebenfalls hergeleitet werden
[Conzett, 1981]:

1
A =— AVTPAV

o

A= izAlT(PA(ATPA)‘1 AT - E)P(A(ATP)"ATP - E)Al
(&)

o

PA(ATCI:A)_I AT-E [P A(ATé’A)_l ATP-E

=PAQ_A"PAQ _A"P-PAQ _A"P-PAQ_A"P+P
E

=PAQ_A"P-PAQ _A"P-PAQ_A"P+P
=0

= P(E- AQ, A"P)=P(Q, - AQ _A")P=PQ, P

1
L =—Al"PQ, PAl
GO

Die Verteilung der Testgrosse F fiir normalverteilte Beobachtungen (ohne groben
Fehler) ist die Fisher-Verteilung. Die Verteilung von F * ist, im Gegensatz dazu, die
nicht zentrale Fisher-Verteilung mit A/f als Verschiebungsparameter (oder Nicht-

zentralitdtsparameter).
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4 angenommen Modell verworfen >

F

Fmax

A
f

]——--—-I —— e ———

Fig. 4 Dichte der Wahrscheinlichkeit der Variablen F und F*

Fiir jeden eventuellen groben Fehler Al, ist es moglich, vorgéngig zu berechnen, mit

welcher Wahrscheinlichkeit (1-f) er entdeckt werden kann, wenn die Grosse

2 2
F=s,/0,

mit der (zentralen) Fisher-Verteilung getestet wird. Fiir den Test wihlt man eine feste

Grenze Fyax (die aus dem Risiko o eines Fehlers 1. Art hergeleitet wird).

Man kann danach die Zuverléssigkeit berechnen, indem man fiir jede Beobachtung
den grossten noch verkraftbaren groben Fehler Al festlegt und die Wahrschein-

lichkeit (1-B) berechnet, mit welcher man einen solchen Fehler entdecken kann. Als
gleichwertige Alternative ist das umgekehrte Vorgehen ebenfalls anwendbar. Man be-
rechnet die Grosse eines groben Fehlers VI;, so dass der Test ihn mit einer gegebe-
nen Wahrscheinlichkeit (1-By) entdecken kann [Baarda, 1968], [Just, 1979].

(i)

&_ |9
5 = Mo, B, 1)

(i)
qd.y

(©))
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Fiir die Bestimmung von A kann man Nomogramme verwenden. Das folgende Bei-
spiel (aus [Baarda, 1968]) zeigt, wie aus p = 0.10, o und f der Nichtzentralititspara-

meter A bestimmt werden kann.
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Die Wahl, den Fisher-Test als Kontrollmethode zu gebrauchen, hat den Vorteil der
Vereinfachung der Theorie, aber auch den Nachteil, dass nur die grossen Al, ent-
deckt werden konnen, wenn der Freiheitsgrad des Netzes sich vergrossert. Aufgrund
dieser Tatsache ist es ratsam, bei der Anwendung dieser Methode die grossen Netze

in kleinere Teilnetze zu zerlegen.

1-gyloo
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11.6 Zuverlissigkeit und Test der Verbesserungen

In grossen Netzen ziehen es die Praktiker vor, die Resultate zu testen, indem sie die
Verbesserungen kontrollieren. Die Verbesserungen sind Zufallsvariablen (lineare
Funktionen der Beobachtungen) mit Normalverteilung, Erwartungswert = 0 und Stan-

dardabweichung

_ . [ab
Syi = % Uyy (6)

oy ist die Standardabweichung der Gewichtseinheit,

(ii)

q,, das Diagonalelement der Kofaktorenmatrix der Verbesserungen.

Dividiert man die Verbesserungen durch die entsprechenden oy; , so erhilt man die

standardisierten Verbesserungen.

w, = Y (7
o,
mit Normalverteilung, Erwartungswert = 0 und oy = 1. So ist es moglich, jede

Messung mit dem dazugehdrigen w; zu testen, indem man im Voraus den Grenzwert
Wmax (zum Beispiel auf dem Niveau o =5 %) bestimmt, mit welchem tiiber die An-

nahme oder Verwerfung des Modells entschieden wird.

Die Korrelationen zwischen den Verbesserungen erlauben es nicht, den Wert o fiir
das gesamte Netz direkt zu berechnen, wenn man den Test fiir jede Messung wieder-
holt. Eine Losung fiir dieses Problem wird durch die Methoden der multivariaten Sta-

tistik [Carosio, 1983] angeboten, die hier nicht ndher beschrieben werden.

Um sich auf einfache Berechnungen zu beschrinken, verzichtet man auf die Wahl von
o fiir das gesamte Netz, und wihlt auf Grund von Erfahrungen einen Wert oy fiir
den Test einer einzelnen Messung oder sogar direkt den Grenzwert Wpyay (z.B. 2 oder
3, das heisst zwei oder drei Mal die Standardabweichung von w) . Nach der Bestim-
mung des Grenzwertes Wpay kann man auf folgende Art iiberpriifen, ob jede Mes-

sung im Netz geniigend kontrolliert ist.
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Falls bei der i-ten Messung ein grober Fehler Al; vorhanden ist, wird die dazugehori-

ge standardisierte Verbesserung w; in wi* verandert. Da die Wi* ebenfalls von den
zufilligen Fehlern beeinflusst werden, ist w; auch eine Zufallsvariable (normalver-

teilt mit Varianz 1). Der Erwartungswert ist nicht mehr 0, er wird vom groben Feh-
ler Al; verdndert.

Der Einfluss eines groben Fehlers Al, der i-ten Messung auf die Variable w; kann

mit der folgenden Formel berechnet werden (fiir unkorrelierte Beobachtungen)
[Linkwitz, 1960]:

5. = Al, q(vi\iz) _ Al qgvi) 8
i__G 'q(ii)__G : (ii) ®
vi dn i V4

< Modell angenommen Modell verworfen >

4

1
1
I
1
1
1
1
I
I
I
1
1
|
1
1
1
|
1

Fig. 5 Dichte der Wahrscheinlichkeit der Variablen w und w*
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&; ist das Zentrum der Normalverteilung von w;, da die entsprechende Messung
durch einen groben Fehler Al, verfdlscht wurde.

(ii)

(ii)
q.y

und q,

sind die entsprechenden Diagonalelemente der Kofaktorenmatrizen der Verbesserun-

gen und der Messungen.

oy ist die Standardabweichung (mittlerer Fehler) der Messung und

(i)
oy =1 o ©)
qy

ist die Standardabweichung der Verbesserung. Die Figur 5 zeigt die Wahrscheinlich-
keit B, mit der der grobe Fehler Al, durch den Test nicht angezeigt wird. B kann mit

der Funktion der Normalverteilung berechnet werden.

In gleicher Weise wie beim Zuverlédssigkeitsmodell von Baarda kann man auch hier
die Formulierung umkehren und berechnen, wie gross der grobe Fehler Al, werden
muss, damit das Risiko, dass der Fehler entgeht, noch annehmbar ist. Das annehmbare
Risiko B, muss vorgegeben sein (z.B. B = 5%) und der so hergeleitete grobe Fehler
wird mit VI; bezeichnet. Man spricht von innerer Zuverldssigkeitsindikatoren, welche
fiir jede Messung die kleinsten groben Fehler, die man mit geniigender Wahrschein-

lichkeit noch entdecken kann, angeben.

Lokale Zuverlissigkeitsindikatoren

Die genaue Berechnung der Wahrscheinlichkeit, einen bestimmten groben Fehler auf-
zuspliren, ist nicht immer notig. Manchmal mdchte man nur die Zuverlédssigkeit eini-
ger Netzvarianten miteinander vergleichen. In diesen Féllen empfiehlt es sich, auf die
Anwendung der vollstandigen Formeln des mathematischen Modells der Zuverlissig-
keit zu verzichten, um sich auf die Geometrie der Netze zu konzentrieren. Dies ist
sinnvoll unter der Annahme, dass die Resultate auf jeden Fall mit einer wirksamen
Methode getestet werden (der gleiche Test fiir alle Varianten), und dass die Anforde-

rungen an die Arbeit nicht dndern.
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Die geometrische Komponente in den Formeln der Zuverlédssigkeit ist gegeben durch

(ii)

7= iy (10)
qu

Zi wird lokaler Zuverldssigkeitsindikator der Beobachtung i genannt.

q(vivi’ ist das i-te Diagonalelement der Kofaktorenmatrix der Verbesserungen.

qflﬁ’ ist das gleiche Element der Kofaktorenmatrix der Beobachtungen.

Der Indikator z; ist leicht zu berechnen, wenn man iiber die Diagonale der Kofakto-
renmatrix der Verbesserungen verfiigt. Fiir die vermittelnde Ausgleichung ist das in

Matrizenform:
Q. =Q, - AQ,A" (an
Q,, istdie Kofaktorenmatrix der Verbesserungen.
Q, istdie Kofaktorenmatrix der Beobachtungen.

Q.. istdie Kofaktorenmatrix der Unbekannten.
A ist die Matrix der Koeffizienten der Verbesserungsgleichungen.

Mit z ist es moglich, die Zuverldssigkeiten der Netze zu vergleichen, indem man
sich auf einfache, als zuverléssig anerkannte Anordnungen stiitzt. So kann man sogar

Schliisse iiber die Zuverldssigkeit komplexer Netze ziehen.

Grenzwerte fiir z; konnen als objektive Zuverlédssigkeitskriterien in technischen Nor-

men oder in Vorschriften der amtlichen Vermessung verwendet werden.

z; kann zwischen 0 und 1 variieren (das heisst von 0 % - 100 %), z; =0 zeigt an,
dass eine Beobachtung unkontrolliert ist, z; = 0,5 den Fall einer doppelten Messung

und z; =1 den Fall einer unendlich gut kontrollierten Messung.

Der lokale Zuverldssigkeitsindikator gewéhrleistet die Zuverlédssigkeit der Messarbeit
nur, wenn nach der Durchfiihrung der Messungen und der Berechnungen die Resulta-

te nach den Regeln der Kunst und mit der notigen Sorgfalt gepriift werden.
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11.8 Die Zuverlassigkeit der Koordinaten (dussere Zuverlassigkeit)

Die bisherigen Ausfiihrungen haben als Ziel die Berechnung der Zuverldssigkeit der

einzelnen Beobachtungen (innere Zuverléssigkeitsindikatoren V).

Die Vermessungsarbeit bezweckt aber in der Regel die Bestimmung von anderen her-
geleiteten Parametern (in der Regel Koordinaten), die das eigentliche Resultat darstel-
len und in Zukunft wiederverwendet werden. Fiir die Anwender eines Vermessungs-
werkes ist es letzten Endes irrelevant, wie gut die einzelnen Messungen kontrolliert
sind. Wichtig fiir ihn ist zu wissen, wie zuverldssig die Koordinaten (und die anderen

Parameter) sind.

Die unbekannten Parameter einer vermittelnden Ausgleichung werden mit der folgen-

den Formel berechnet:

(X - XO) = (ATPA)_ ATP(L - LO) = R(L— Lo)

In dieser Formel reprisentiert der Vektor L. die Beobachtungen (Azimute, Richtun-
gen, Distanzen usw.), die Matrix A spiegelt die Geometrie des Messnetzes wieder,
wihrend die Matrix P die Messgenauigkeit angibt. Die Matrizen A und P sind von
vornherein bekannt; zur Bestimmung des Vektors L miissen die Messungen durch-
gefiihrt werden. Der Vektor X enthélt die Unbekannten (Koordinaten, Orientierungs-
unbekannten usw.) und Ly sind die Ndherungen der Beobachtungen, die aus den Na-

herungsunbekannten X berechnet wurden.

Man kann dann den Einfluss auf die Koordinaten allfilliger grober Messfehler
bestimmen, indem man, fiir jede Beobachtung getrennt, den Einfluss eines Fehlers VI;
(innerer Zuverldssigkeitsindikator der i-ten Beobachtung gemidss Kap. 4.5) auf die

Koordinaten berechnet.

Wird der Vektor L — Ly durch einen Vektor VL ersetzt, welcher ausser der i-ten
Komponente ( = VI; ) lauter Nullen enthélt, so kann der Einfluss eines groben Fehlers
VI; auf die Koordinaten aller Punkte ermittelt werden. Dieser Einfluss wird durch die
Verschiebungsvektoren Nia und Nip der auszugleichenden Punkte A, B umschrieben,
deren Koordinaten im Vektor N (Ay, ,Ax, ,Ayg, Ax,) enthalten sind. Natiirlich
wire es auch moglich, den Einfluss auf die anderen Unbekannten (z.B. Orientierungs-

unbekannte) zu berechnen.

Zu beachten ist, dass der Vektor VL nur einen einzigen Term ungleich Null enthélt,

da man angenommen hat, dass nur ein grober Fehler VI; auftreten kann.
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(n,1)

Mit den (n-1) verbleibenden VI; kann analog vorgegangen werden. Man erhélt so fiir

jeden unbekannten Punkt ein Biindel von n Vektoren. Wegen der Linearitit des Glei-

chungssystems verursacht ein grober Fehler von — VI; einen Vektor, der demjenigen

von + VI; entgegengesetzt ist. Jedem zusétzlichen Punkt entsprechen demzufolge 2 n

Vektoren.

N

e

——

FIX 2

Fig. 6 Einfluss der groben Fehler VI; auf die Koordinaten

Selbstverstindlich gilt das, was bis jetzt anhand von planimetrischen Beispielen ge-

zeigt wurde, analog auch fiir die Hohenmessung. In diesem Fall handelt es sich jedoch

um ein eindimensionales Problem, bei welchem die Verschiebungsvektoren N in

Richtung der Z-Achse zeigen.
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11.9 Darstellung der Ausseren Zuverlissigkeit

Die Indikatoren VI; der inneren Zuverldssigkeit lassen sich am einfachsten in numeri-
scher Form in der Abrisstabelle darstellen. Da zu jeder Beobachtung ein VI;-Wert be-
rechnet wird, muss dafiir nur eine zusitzliche Kolonne in der Tabelle vorgesehen wer-

den.

Die Auswirkung der VJ; auf die Koordinaten ergibt fiir jeden Punkt 2 n Vektoren. Ei-
ne tabellarische Darstellung ist fiir eine so grosse Anzahl Werte nicht mehr realisier-
bar. Auch eine graphische Darstellung der 2 n Vektoren scheint wenig sinnvoll, da

Hunderte von Vektoren ebenfalls schwer zu interpretieren sind.

Es stellt sich die Frage, wie die grosse Anzahl Vektoren mit moglichst wenig Infor-

mationsverlust zusammengefasst werden kann.

Fiir die Anwendungen der Landesvermessung sowie der amtlichen Vermessung kon-

nen drei Losungsvarianten vorgeschlagen werden:
a) Der Zuverlissigkeitskreis

Nach der Bestimmung der n-Einflussvektoren der einzelnen VI (mit positiven

Vorzeichen) bestimmt man den grossten Vektor (Vy, Vx) unter den n berechne-

Radius = Vy’+Vx’

um den dazugehorigen Neupunkt enthélt alle 2n moglichen Einflussvektoren und

ten.

kann daher als guter Indikator fiir die Zuverldssigkeit der Koordinaten betrachtet

werden.

+ Sem

Fig. 7 Der Zuverldssigkeitskreis
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Als Zusatzinformation kénnen die Nummern der Beobachtung, die fiir die Be-
stimmung des Kreisradius massgebend waren sowie die Richtung des grossten

Vektors dienen.

Die Zuverlédssigkeitskreise sind vom verwendeten Koordinatensystem unabhin-
gig.
Die orientierten Zuverlissigkeitsrechtecke

Die Zuverldssigkeitskreise erlauben nicht mehr zu erkennen, ob die Vektoren der
Fehlereinfliisse auf die Koordinaten eine besondere Orientierung haben. Um die-
sen Nachteil zu beheben, kann man den Kreis durch ein Rechteck ersetzen. Der
grosste Vektor gibt die Richtung der grossen Seite des Rechtecks (Azimut von
NA) und dessen halbe Liange (NA) an. Die kleine Seite des Rechtecks (halbe Lan-
ge NB) wird so bestimmt, dass alle Vektoren der Fehlereinfliisse im Rechteck
enthalten sind. NB stammt aus dem Vektor mit der grossten zu NA senkrechten

Komponente.

Wie die Zuverladssigkeitskreise sind die orientierten Rechtecke vom Koordinaten-

system unabhingig.

Tabellarisch konnen die Zuverldssigkeitsrechtecke mit 3 Werten (NA, NB, Azi-

mut von NA) angegeben werden.

Die Beobachtungen, die fiir die Bestimmung von NA bzw. NB massgebend wa-
ren, sollten mit dem Rechteck angegeben werden. Dadurch kann die Beurteilung

wesentlich erleichtert werden.

Fig. 8 Das Zuverléssigkeitsrechteck
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Die nach den Trigheitsachsen orientierten Rechtecke

Es gibt Sonderfille, in welchen die Rechtecke, die nach dem grossten Einfluss-
vektor orientiert sind, eine unstetige Funktion der Beobachtungen erhalten. Das
heisst, dass eine kleine Beobachtungsinderung zu einer sprunghaften Anderung
der Orientierung des Rechtecks fiihren kann.

Um diese Eigenschaft zu beseitigen, kann man das Rechteck anstatt nach dem
grossten Vektor nach den Trigheitsachsen orientieren. Die halben Seitenldngen
sind dann so zu bestimmen, dass die Einflussvektoren im Rechteck enthalten sind
[Wicki, 1991].

Da die befiirchtete Unstetigkeit hauptsidchlich in konstruierten Beispielen auftritt
(genau symmetrische Figuren), wurde diese dritte Variante vorldufig nicht weiter
verfolgt.

Fig. 9 Nach den Trigheitsachsen orientiertes Zuverlissigkeitsrechteck
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11.10 Die Anwendung der Zuverlassigkeitsmodelle

Die Berechnung der in den vorhergehenden Kapiteln vorgestellten Zuverlissigkeits-

indikatoren ist ziemlich einfach, aber die Wiederholung fiir die Punkte eines Netzes

und fiir mehrere Varianten erfordert trotzdem einen betriachtlichen Arbeitsaufwand.

Es ist also offensichtlich, dass die praktische Anwendung dieser Methoden an einen

Computer (gross oder klein), fiir den man sich auch entsprechende Programme ver-

schaffen kann, gebunden ist.
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Koordinatentransformationen

Das Problem im allgemeinen

Gegeben ist die Lage von Punkten in einem Koordinatensystem, gesucht sind die

Koordinaten der gleichen Punkte in einem anderen.

X =Fx (x,y)

Y =Fy (xy)

In der klassischen Geodédsie ist die Hohenbestimmung von der Lagebestimmung

getrennt, so dass auch das Transformationsproblem in Lage (2 Dimensionen) und

Hohe getrennt werden kann.

a)

b)

Wenn die Funktionen Fx und Fy bekannt sind, sind die Losungen einfach.

Beispiele: Geographische Koordinaten — Landeskoordinaten
Projektion A — Projektion B

Es handelt sich um eine wohldefinierte Koordinatentransformation.

Wenn die Funktionen Fy und Fy; unbekannt sind und wir zuwenig Angaben

besitzen, um sie zu bestimmen, ist das Problem unldsbar.

Beispiel: Man mochte rdumliche Koordinaten, doch man besitzt nur eine

gewOhnliche photographische Aufnahme.

In der Regel wird das Problem zwischen den zwei Extremfillen gestellt. Die
Funktion ist in der Art bekannt, aber einige Koeffizienten (allgemein Parameter

genannt) sind noch zu bestimmen.

Dafiir verfiigt man {iber einige Punkte, die sowohl im Ausgangskoordinaten-
system als auch im Zielkoordinatensystem bekannt sind. Das Ausgangskoordi-
natensystem nennt man oft Lokalkoordinatensystem, wihrend das Zielkoordi-
natensystem Global-Koordinatensystem genannt wird. Die Punkte, die in beiden
Koordinatensystemen (global und lokal) bekannt sind, nennt man Passpunkte oder

auch Stiitzpunkte.
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Die Losung solcher Probleme wird in zwei Phasen geteilt:

- In der ersten Phase berechnet man die unbekannten Parameter der Transforma-
tionsfunktion mit Hilfe der verfiigbaren Informationen, insbesondere der Koordi-

naten der Punkte, die in beiden Koordinatensystemen bekannt sind.

Da normalerweise diese Parameter nicht deterministisch bestimmbar sind, schéitzt
man sie im Sinne eines Optimierungsverfahrens mit einer Ausgleichung nach der
Methode der kleinsten Quadrate.

- In der zweiten Phase transformiert man die Koordinaten aller Punkte, die im Aus-

gangskoordinatensystem bekannt sind in Koordinaten des angestrebten Systems.

Die Funktion F ist selbstverstindlich massgebend fiir die Eigenschaften der Trans-
formation und da es unendlich viele Funktionen gibt, gibt es auch unendlich viele ver-

schiedene Transformationen.

Bevor man sich mit der Frage beschiftigt, welche Funktionen in einem bestimmten
Fall besonders geeignet sind, ist es zweckmissig sich mit den Eigenschaften von eini-

gen typischen Transformationen zu befassen, die man in der Geodésie oft verwendet.

Die Helmert-Transformation

In vielen Féllen mdchte man eine Transformation haben, die keine Verzerrungen ver-
ursacht. Man mdchte also, dass die geometrischen Figuren auch nach ausgefiihrter
Koordinatentransformation ihre Form behalten (d.h. die Winkel, das Langen-verhélt-
nis, die Parallelititseigenschaften usw. sollen unveréndert bleiben). Man spricht dann

von einer Ahnlichkeitstransformation.

Der allgemeinste Fall einer solchen Transformation ist die Helmert-Transformation,
in welcher die transformierten Koordinaten aufgrund einer Translation, einer Drehung

und einer Streckung (Massstab) bestimmt werden.

Y'=y,+mcos® -y+msino -x

X'=X,—msin® -y +mcosa -X
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Yo, Xo, M, ® sind die Transformationsparameter, welche im ganzen Bereich konstant
bleiben. Bei einer solchen Transformation ist besonders zu bemerken, dass die Funk-
tion mit einer einfachen Substitution linear in den Parametern wird.
Fiir

a=m-cos®

b=m-sin®
wird

Y'i =Y, +ay+bx
X'j =X, — by +ax

Die Parameter Xo, Yo, @, b werden mit einer Ausgleichung nach der Methode der
kleinsten Quadrate so bestimmt, dass die transformierten Koordinaten aller Pass-
punkte moglichst gut mit ihren bekannten Globalkoordinaten zusammenpassen.
Das heisst, wenn

Yi+v, =Y =y, +ay; + bx;

Xi+v, =X=X,- by, + ax;

ist, werden Yo, Xo, @, b so bestimmt, dass die Summe der V)Z(i und der vf,i aller

Passpunkte minimal wird.

Eigenschaften

- Die Streckung (Massstab) ist in allen Richtungen und an allen Orten gleich
(konforme Abbildung, Ahnlichkeitstransformation).

- Die Form der Figuren im lokalen Koordinatensystem bleibt nach der Transforma-

tion unverindert.

- In der Regel werden die Korrelationen zwischen den fingierten Koordinaten-

beobachtungen vernachlissigt.
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- Die transformierten Koordinaten werden als lineare Funktion der Koordinaten
im lokalen System berechnet.

- Man kann mit den Landeskoordinaten direkt rechnen. Aus numerischen Griinden
(Anzahl Stellen) ist es zu empfehlen, die Koordinaten zu kiirzen (Translation).
Beispiel:

Anstatt mit (620°143.355, 230°861.222) zu arbeiten, rechne man mit (143.355,
861.222), wenn alle Punkte sich in der Ndhe von (620’000, 230°000) befinden.

- Eine vorgingige Translation der Urspriinge beider Koordinatensysteme (global
und lokal) auf die Koordinaten der Schwerpunkte der Passpunkte vereinfacht die
Berechnung derart, dass die Helmert-Transformation "von Hand" berechnet

werden kann.
- Die Helmert-Transformation hat vier Parameter.

- Zwei Passpunkte sind mindestens notwendig, um die vier Parameter zu bestim-

men.

- Wenn nur zwei Passpunkte vorliegen (Minimalfall), werden die transformierten
Koordinaten der zwei Passpunkte gleich wie die gegebenen Globalkoordinaten
sein, so dass die Verbesserungen Vy und Vy verschwinden. Die Ausgleichung ist
nicht kontrolliert.

- Wenn mehr als zwei Passpunkte vorliegen, werden die transformierten Koordina-

ten der Passpunkte nicht gleich wie ihre Globalkoordinaten (Filterung).

Anwendungsbereich

- Vergleich von Triangulationsresultaten (Varianten, Deformationsmessungen

usw.).

- Vorstufe fiir komplexere Interpolationsverfahren (wo oft die Voraussetzung gilt,
dass globales und lokales Koordinatensystem ungefdhr gleich im Raum liegen

sollen).

- usw.
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Die Berechnung der Parameter

Die Beobachtungsgleichungen
Yi+Vy, =Yg +ay+bx

Xj +Vy, =X —by +ax

erlauben die vier unbekannten Parameter Yy, Xo, @, b mit Hilfe einer vermittelnden

Ausgleichung zu bestimmen.

Da die Beobachtungsgleichungen linear sind, kdnnen die Verbesserungsgleichungen

direkt hergeleitet werden:
Vy. =Yg +ay +bx-Y;

Vy, =X —by +ax - X;

Wenn die Anzahl Passpunkte grosser als 2 ist, wird die Bedingung
> (V2 + V) = Minimum

verwendet, um das Normalgleichungssystem zu bilden. In Matrizenform:
NeX=Z

wobei N die Koeffizientenmatrix des Normalgleichungssystem ist:
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X der Vektor der unbekannten Parameter

X" =(v,,X,,a,b)

Z der Vektor der Absolutglieder

Z' = ( [Yi ]’ [Xi ]’ [ini ]"‘ [Xixi ]’ [XiYi ]_[yixi ] )

Das Gleichungssystem vereinfacht sich wesentlich, wenn der Ursprung beider
Koordinatensysteme (global und lokal) auf den Schwerpunkt der Passpunkte verscho-
ben wird.
Da in diesem Fall die Summen

[Xi]’[yi]’[xi]' [Yi]

gleich null werden.

In jedem Fall liefert die Losung des Gleichungssystems die gesuchten Transformati-

onsparameter.
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12.3 Die allgemeine lineare Transformation (Affinitat)

Die Helmert-Transformation hat vier Parameter und ist eine lineare Funktion der

Lokalkoordinaten.
Y'=yq +ay +bx
X'=Xq — by +ax

Man kann diese spezielle lineare Funktion allgemeiner schreiben, wenn man auf die
Bedingung der Ahnlichkeit verzichtet. Man kommt dann zu folgenden Abbildungs-

gleichungen:

Y'=a+by+cx

X'=d+ey+1fx

Diese allgemeinste lineare Transformation ist die bekannte affine Transformation, die

uns aus der projektiven Geometrie bekannt ist.

Die sechs Parameter (a, b, c, d, e, f) sind in der Regel unbekannt und werden mit einer
Ausgleichung nach der Methode der kleinsten Quadrate bestimmt. Die Beobachtungs-

gleichungen sind
Yi+Vy. =Y'=a+byj +cX;

Xj+Vy, = X'=d+eyj +1Xj

wobei die (Yi, X;) die Lokalkoordinaten der einzelnen Passpunkte und die (;, X;) die
dazugehorigen Globalkoordinaten sind, die als Beobachtungen fiir die transformierten

Koordinaten wie bei der Helmert-Transformation angeschaut werden.



316

Eigenschaften

Die Affinitit hat sechs Parameter.

Es sind mindestens drei Passpunkte notwendig, um die sechs Parameter zu

bestimmen.

Wenn nur drei Passpunkte vorliegen (Minimalanzahl), werden die transformierten
Koordinaten der drei Passpunkte gleich wie die gegebenen Globalkoordinaten, so
dass die Verbesserungen Vy und Vy verschwinden. Die Ausgleichung ist nicht
kontrolliert.

Wenn mehr als drei Passpunkte vorliegen, werden die transformierten Koordina-

ten der Passpunkte nicht gleich wie ihre Globalkoordinaten (Filterung).

Die transformierten Koordinaten werden (wie bei der Helmert-Transformation)
als lineare Funktion der Koordinaten im lokalen System berechnet.

Man kann mit den Landeskoordinaten direkt rechnen. Eine vorgingige Transla-

tion (Koordinatenkiirzung) ist aber aus numerischen Griinden empfohlen.

Geometrische Eigenschaften der Affinitét:

Aus der projektiven Geometrie wissen wir, dass

* Geraden Geraden bleiben.

» Parallele Geraden parallel bleiben.

» Kegelschnitte ihren Typ behalten (Ellipsen bleiben Ellipsen usw.).

®  usSw.

Man kann die affine Transformation in Komponenten zerlegen:

» Zwei Translationen (Yo, Xo).

* Eine Rotation ().

» Zwei richtungsabhingige Massstabsparameter (Mmin, Mmax) mit der Rich-

tung, in welcher Mpax gilt ( Mmin wirkt in der dazu senkrechten Richtung).

Einige Folgen davon
* Die Form der Figuren bleibt nicht erhalten.
* Die Winkel werden verzerrt.

» Kreise werden Ellipsen.
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Anwendungsbereiche

- Elimination von Verformungen, die Hauptrichtungen aufweisen (Papierverzug
z.B.).

- Interpolationsverfahren mit maschenweise affinen Transformationen in einem

triangulierten Gebiet.

12.4 Maschenweise Affine Transformationen

0, TAMBOH

PCMEIG

Das ganze Gebiet wird einmal in Dreiecksmaschen unterteilt. Die Knoten sind in der
Regel Punkte, fiir welche sowohl Landeskoordinaten als auch lokale Koordinaten
vorliegen. In besonderen Féllen kdnnen auch mit einem geeigneten Verfahren vor-
gingig interpolierte Punkte als Knoten verwendet werden. Fiir jedes Dreieck wird
eine lineare Transformation so festgelegt, dass die Eckpunkte, die in beiden Koordi-
natensystemen vorliegen, genau diese Werte durch die Transformation erhalten. Die
so bestimmte Affinitdt wird fiir alle Punkte des Dreiecks (innere und Randpunkte)

verwendet.
Dieses Vorgehen hat folgende Vorteile:

» Jede Masche ist ein klar abgetrenntes Gebiet, in welchem die Transformation aus-

schliesslich von den Koordinaten der Eckpunkte abhéngig ist.
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* Lokale Verdichtungen wirken sich nur innerhalb der eigenen Masche aus.

* Bei Bedarf konnen lokale Verbesserungen in Teile von Maschen angebracht

werden, wenn man sie mit transformierten Punkten begrenzt.

* Mit dieser linearen Transformation kann man jede komplexe Transformation

approximieren (transformierte Punkte als fiktive Passpunkte).

* Die Transformation ist stetig, als lineare Funktion umkehrbar und leicht zu

berechnen.

Als Nachteil kann hier die Richtungsunstetigkeit einer punktweise transformierten

Linie beim Ubergang von Masche zu Masche erwihnt werden.

Anwendung

Die Einfiihrung einer neuen Landesvermessung (LV 95) bedingt, wihrend ldngerer
Zeit mit zwei verschiedenen Referenzen (Bezugsrahmen) zu arbeiten. Wihrend dieser
Zeit mochte man ein Transformationsverfahren haben, das eine Umrechnung der

Koordinaten von einem System ins andere erlaubt.
(YLK 'XLK) ARd (Y95 ’X95)

Es wird wéihrend mehreren Jahren Gebiete geben, wo schon neue Landeskoordinaten
bis zu den Detailpunkten existieren, wihrend angrenzend dazu noch die bisherigen
Koordinaten gelten. An diesen Randgebieten soll die Transformation erlauben, im

gewiinschten Bezugsrahmen (LV03 oder LV95) zu arbeiten.

Die Qualitdt der Transformation wird von der Dichte der Passpunkte (Punkte mit geo-
datisch bestimmten Koordinaten in beiden Systemen) abhidngen und lokal sehr unter-

schiedlich sein.

Solange die Abstinde unter den Passpunkten noch gross sind, muss der Ingenieur jede
Anwendung der Transformation sorgfiltig beurteilen. Nach einer geniigenden Ver-
dichtung wird die Qualitit der Transformation so gut sein, dass transformierte Koor-
dinaten und geoddtisch bestimmte Koordinaten im Gebrauch als gleichwertig
betrachtet werden konnen. Der frithere Bezugsrahmen (LVO03) konnte dann ohne

Bedenken in den neueren vollstidndig transformiert werden.
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Man benétigt fiir die Praxis eine einfachere mathematische Transformation, welche
die ideale Transformation approximiert und wéhrend lidngerer Zeit beide Systeme

verkniipft.

Folgende Anforderungen sind zu erfiillen:

* Die Punkte der bestehenden Landesvermessung (LVO03), die in der LV95 neu

bestimmt wurden, miissen hin und zuriick die genauen Koordinatenwerte ergeben.

e Punkte in unmittelbarer Nidhe miissen gleich transformiert werden (stetige

Transformation).

* Das Verfahren muss einmal festgelegt werden, flir die ganze Schweiz gelten
(Norm), und solange in einem Gebiet nicht systematisch neu gemessen wird,

muss die Transformation unveridndert bleiben.

*  Wo das neue Landessystem systematisch durch neue geoditische Messungen ver-

dichtet wurde, soll die Transformation sukzessiv lokal verbessert werden kénnen.

» Koordinaten, die einmal transformiert wurden, sollen jederzeit ohne Qualitéts-

verlust zuriicktransformiert werden kdonnen.

» Die Berechnung muss einfach sein und wenig Rechenaufwand verursachen (PC,

Geometerbiiro).

Nach dem Vergleich verschiedener Alternativen hat sich die maschenweise Affine
Transformation als die geeignetste fiir die Ubertragung von der LVO03 in die LV95

erwiesen.
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12.5 Transformationen mit polynomen und anderen Funktionen

Eine lineare Abbildung einer Ebene in einer Ebene hat sechs frei wiahlbare Parameter,
und so koénnen wir drei Passpunkte durch die Transformation zur Ubereinstimmung

bringen.

In ausgedehnten Gebieten mit vielen Passpunkten und unregelméissigen Abweichun-
gen zwischen Lokal- und Globalkoordinaten ist eine lineare Transformation zu wenig
anpassungsfahig. Man kann die Anzahl frei bestimmbarer Parameter erh6hen, indem
man Polynome hoheren Grades oder andere Funktionen mit vielen Koeffizienten ver-

wendet. So kann man jede beliebige Anzahl Passpunkte in Ubereinstimmung bringen.

Wenn die gewéhlte Funktion vorgidngig bekannte mathematische Zusammenhinge
wiedergibt und die Anzahl Passpunkte geniigend gross ist, um die Funktionsparameter

zu bestimmen und zu kontrollieren, ist eine solche Methode zweckmassig.

Beispiel: Bestimmung von Projektionsparametern.

Wenn hingegen Polyonome oder andere Funktionen zur Approximation unbekannter
Zusammenhinge verwendet werden, ist grosse Vorsicht am Platz, da die Eigenschaf-

ten solcher Funktionen nicht sofort ersichtlich sind.

Beispiel:

170

Y = X3 = 12%X% + 36X + 10

Polynom dritten Grades im eindimensionalen Fall
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Wenn man solche Funktionen zur Approximation verwenden will, miisste man die
Eigenschaften der Funktion im Anwendungsbereich analysieren. Die Methoden haben
wir in der Mittelschule gelernt (Kurvendiskussion), was aber in mehrdimensionalen

Fillen sehr aufwendig werden kann.

Man findet Abhilfe beim Computer, indem man die erhaltene Funktion numerisch
abtastet (Testgitter) und die Ergebnisse fiir eine visuelle Analyse graphisch darstellen
ldsst.

L

Interpolation und Pradiktion im allgemeinen

Bei der Interpolation werden in den geodatischen Anwendungen, die uns interessie-
ren, Probleme gestellt, die in der Form gleich aussehen wie die Probleme, die bei den
Transformationen beschrieben werden. Die Betrachtungsweise ist hingegen eine
andere. Zu den Unterschieden kann man sagen, dass bei den Transformationen das
Funktionale im Vordergrund steht, wihrend bei der Interpolation das Stochastische in

der Regel besonders betont wird.

Interpolation und Extrapolation sind geldufige Begriffe; sie werden im Gesamtbegriff

Priadiktion zusammengefasst.
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12.7 Eindimensionale Pradiktionsprobleme

Y A

T

o
-

X

Aus einigen erhobenen Werten der abhingigen Variable sind interpolierte oder extra-

polierte Werte gesucht.
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Extreme Beispiele

a) Diagramm des Heiz6lverbrauchs nach der Aussentemperatur.
b) Lotto-Zahlen.

c) Der Betrag in unserer Telefonrechnung.

Voraussetzung fiir eine Pradiktion ist ein Zusammenhang zwischen den gesuchten
Werten und den bekannten Stiitzwerten. Der Zusammenhang kann funktional oder

stochastisch (Korrelation) sein.

Die Genauigkeit der Stiitzwerte ist ebenfalls von Bedeutung bei der Priadiktion. Weit
reichende Korrelation und kleine Genauigkeit lassen eine Filterung als zweckmassig

erkennen.

Man kann sich unendlich viele Priadiktionsverfahren konstruieren. Das Problem ist,

das geeignete fiir die vorhandenen Daten zu wihlen.

Funktionale Ansatze fur die Koordinatenbestimmung

Es gibt Félle, in welchen man die mathematischen Zusammenhénge zwischen Koor-
dinaten im globalen und lokalen System kennt. Man weiss, wie die Global- und die

Lokalkoordinaten entstanden sind und alle Informationen sind noch vorhanden.

Beispiele

a) Die Lokal- und Globalkoordinaten stammen aus zwei verschiedenen, aber
bekannten Ausgleichungen.

b) Die Projektionsabbildungen sind bekannt und man weiss, mit welchen Parametern

die Transformationen zu berechnen sind.

Die naheliegendste und beste Losung in solchen Fillen ist die Berechnung der

Koordinaten mit Hilfe des korrekten mathematischen Modells.
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Vorteile:

* Die mathematischen und physikalischen Eigenschaften werden individuell behan-
delt.

» Die Genauigkeit kann besser geschitzt werden.

» Systematische Einfliisse werden eliminiert.

Nachteile:
* Der Aufwand kann sehr gross werden.
»  Oft sind nicht alle mathematischen Zusammenhénge bekannt oder es ist schwer,

sie zu gewinnen.

Vor jeder Anwendung eines Pradiktionsverfahrens muss man sich fragen, ob mindes-
tens Teile des Prozesses funktional bekannt sind. Es ist oft zweckmaéssig, diese
bekannten Teile vorgidngig zu beriicksichtigen. Manchmal unterscheiden sich zwei
Koordinatensitze der gleichen Punkte, weil die dazugehorigen Koordinatensysteme
stark verschoben und verdreht sind. Man kann in solchen Féllen mit einer vorgédngi-
gen Helmert-Transformation die Koordinatensysteme in ungefihre Ubereinstimmung

bringen.

Im Folgenden werden wir annehmen, dass die Global- und Lokalkoordinaten sich nur
wenig unterscheiden, weil grosse funktionale Unterschiede zwischen den beiden

Systemen vorgingig eliminiert werden konnen.

Stochastische Ansatze fur die Koordinatenbestimmung

Wenn man die mathematischen Zusammenhédnge zwischen den zwei Koordinaten-
systemen nicht kennt, d.h. wenn keine funktionalen Transformationen die Passpunkte
zur genauen Ubereinstimmung gebracht haben, bleibt nichts anderes iibrig, als die
Koordinatendifferenzen zwischen den transformierten und bekannten Koordinaten der

Passpunkte als Zufallsvariablen zu betrachten.

Wenn diese zu korrigierenden Koordinatendifferenzen unter sich korreliert sind, kon-
nen wir Korrekturen auch fiir Punkte schitzen, die nur im Lokalkoordinatensystem
bekannt sind (zu priadizierende Punkte). Es gibt unendlich viele Verfahren, daher fol-

gen nur einige Beispiele.
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Beispiel 1
Inversionsfreie Pradiktion

Es handelt sich um einfache Verfahren, in welchen man die Korrekturen der zu pradi-

zierenden Punkte als gewogenes Mittel der bekannten Korrekturen der Passpunkte

berechnet.
AXE = > PiAX;
D pi
AYY = zpiAYi

D pi

Die Feststellung, dass Nachbarpunkte dhnliche Korrekturen haben werden (starke
Korrelation), wird bei der Wahl der Gewichte beriicksichtigt. Die Gewichte werden
als Funktion der Distanz S; zwischen dem zu pridizierenden Punkt und jedem Pass-

punkt gewahlt.

z.B.

Pi=— (A 1st eine Konstante)

Wenn eine Filterung gewiinscht wird, d.h. wenn man die Globalkoordinaten der Pass-

punkte mit Hilfe der Nachbarpasspunkte noch etwas verbessern wird, kann man

1
shic

Pi (A und C sind Konstanten)

einsetzen. [Wolf, 1983]

Beispiel 2

Die Methode HELVEC, die von L. Barraud nach dem Prinzip der inversionsfreien
Pradiktion aufgebaut wurde. Die Konstante A  wurde gleich zwei eingesetzt. Es ist

keine Filterung vorgesehen ( C =0 ) [Simos-Rapin, 1986]
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Beispiel 3

Die Interpolation nach dem arithmetischen Mittel

Diese Losung, die eine Erweiterung des inversionsfreien Pradiktionsverfahrens dar-
stellt, ist im Bundesamt fiir Landestopographie in den 80er Jahren entwickelt worden.
Sie ist im Computer-Programm TRANSINT enthalten (sieche Anhang 1).

Beispiel 4

Interpolation nach kleinsten Quadraten (QUINT)

Diese Interpolationsmethode, die von K. Kraus entwickelt wurde, orientiert sich an
der Kollokationsmethode und stiitzt sich auf ein strenges Ausgleichungsprinzip: die
Minimalisierung des mittleren Fehlers der interpolierten Werte. Die Methode nimmt
Bezug auf den Begriff der Korrelation zwischen den Stiitzpunkten. Die Anfangsab-
weichungen betrachtet man als Summe von zwei Komponenten: die erste als rein

zufdllige und die zweite als systematische.

Das Ziel der Methode ist die Schétzung der systematischen Komponente (zu interpo-
lierender Wert) in allen Punkten des Gebietes aufgrund der bekannten Abweichungen

der Stiitzpunkte.

Die Korrelation rjj zwischen zwei Punkten P; und Pj ist Funktion der Distanz djj

zwischen den Punkten und ist durch eine Gauss'sche Glockenkurve beschrieben:

—C2' d|2J
rij :C(O)e

Die zwei Funktionsparameter sind vom Anwender zu wéhlen:

- Der erste Parameter C(0) wiedergibt die Korrelation zwischen zwei sehr nahen
Punkten. Wenn dieser Wert sich 1 néhert, bedeutet dies, dass der zufillige Anteil
(Rauschen, noise) sehr klein ist. Eine Filterung ist nicht erwiinscht.

Kleinere Werte von beispielsweise C(0) = 0.5 bedeuten, dass die Korrelation
sehr naher Punkte hochstens 0.5 erreicht und daher der zufallige Anteil relativ

gross ist.
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- Der zweite Parameter ¢ beeinflusst die Form der Kurve. Er ist in direktem

Zusammenhang mit dem Interpolationsradius R, definiert als Distanz zwischen

zwei Punkten, fiir welchen die Korrelation 0.0001 ist. Es handelt sich um die

Distanz, ab welcher sich die Stiitzpunkte praktisch nicht mehr auswirken.

Wenn die Korrelation festgelegt worden ist, konnen die Koordinaten eines Punktes P;

mit der folgenden Formel interpoliert werden:

Mit iy 2. jn

ik

DX, DY;

-1

1 Mo In DX]_
1 DX2

) 1%
1 1 DXn

Korrelationen zwischen den zu transformierenden
Punkten und den Stiitzpunkten

Korrelation zwischen den Stiitzpunkten P; und P

Koordinatenunterschiede auf dem Stiitzpunkt P;

Fiir die Berechnung der DY verwendet man die gleiche Formel.

Diese sehr gute, statistisch begriindete Methode ist vielseitig und flexibel einsetzbar.

Sie verbirgt aber einige Schwierigkeiten, da die Wahl der Parameter heikel ist und

ihre geometrische Bedeutung nicht sofort sichtbar ist. Die Erfahrung zeigt, dass ver-

schiedene Anwender unterschiedliche Resultate aus den gleichen Eingabedaten

erhalten. Man muss daher die Resultate sehr aufmerksam analysieren. [Dupraz, 1986]
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12.10 Kombinierte Ansatze fur die Koordinatenbestimmung

12.10.1Ein Modell der Wirklichkeit

In der Regel ist die Beziehung zwischen den zwei Koordinatensystemen weder rein
funktional noch rein stochastisch. Es ist daher oft zweckmaissig, die zwei Ansétze zu

kombinieren.

12.10.2Phasen-Modelle

Der naheliegendste Weg ist die Unterteilung der Transformation in Phasen, um die

verfligbaren Informationen individuell anzuwenden.

So kann man z.B. in einer ersten Phase mit einer (Helmert-)Transformation die beiden

Koordinatensysteme in gute Ubereinstimmung bringen.

In einer zweiten Phase konnen die klein gewordenen Koordinatenunterschiede analy-
siert werden, und man wird sie gegebenenfalls mit einem stochastischen Ansatz inter-

polieren.

12.10.3Die Kollokation

Die Kollokation nach der Methode der kleinsten Quadrate ist eine Erweiterung der
iiblichen Ausgleichungsmodelle und bietet die Moglichkeit, funktionale Transforma-

tion und stochastische Pradiktion in einem Ansatz zu kombinieren.

Die Unterschiede zwischen Vermittelnder Ausgleichung und Kollokation kdnnen wie

folgt dargestellt werden.
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Vermittelnde Ausgleichung
Die Beobachtungsgleichungen

gelten als genau bekannt und es wird vorausgesetzt, dass die "wahren Werte" der
Beobachtungen

T oder Ij +F%;
und die "wahren Werte" der unbekannten Parameter die Gleichungen erfiillen.
Die Parameter X, Y, .. und die ausgeglichenen Beobachtungen werden so
geschitzt, dass sie die Beobachtungsgleichung erfiillen. Das heisst:

Ii = Ii +Vj = Fi (x,y,...)

und die gewichtete Summe der Quadrate der Verbesserungen minimal wird

VTPV =3 ppv = Min

Zu beachten sind die Funktionen F;. Sie werden als bekannt vorausgesetzt.

Kollokationsmodell
Die funktionalen Zusammenhdnge sind nur ndherungsweise bekannt, so dass die

wahren Werte die Beobachtungsgleichungen nicht genau erfiillen wiirden.

~

i ~ Fi(?,y,...)
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Die Schétzung der Parameter nach der Methode der kleinsten Quadrate wird so
durchgefiihrt, dass

Ii =Sj+Nn;+ Fi(x,y,...)
erfuillt sind und

nTPnnn +sTPsss =Min

Die Losung des Kollokationsproblems

Die Beobachtungsgleichungen werden linearisiert und konnen in Matrizenform

geschrieben werden
AX+S+n=w
die Gewichts- und Kovarianzmatrizen missen bestimmt werden

P, =C,

P =Cm
CZZ = Cnn + CSS

das heisst, Css und Cpn miissen bekannt sein.

Zuerst werden die unbekannten Parameter des funktionalen Modells bestimmt
-1
X = (ATc;ZlA) ATC, w

und dann werden die Signale (systematische Korrekturen) und das Rauschen

(Zufallskorrektur, Verbesserung) berechnet
5= —CgsCp (AX — W)

N =-CpnCiy (AX - w)
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Man kann dann beliebig viele neue s' Werte priadizieren, wenn man die Kovari-

anzmatrix Cgs zwischen den Passpunkten und den Neupunkten bestimmt:
s'= —Cgs - Cor(AX — W)

[Hopke, 1980], [Conzett, 1987]

12.10.4Die Interpolation nach dem arithmetischen Mittel (TRANSINT)
Anwendungsbereich

Das Problem der Einpassung neuer Netze in die bestehende Triangulation hoherer

Ordnung stellt sich nach jeder Messung eines selbstandigen Netzes.

Traditionell erreicht man die Losung durch Einzwéngen des Netzes bei der Ausglei-
chung: Die Koordinaten aller Punkte der iibergeordneten Netze werden als fest
betrachtet. Diese Losung hat sich in der Praxis durchgesetzt, da sie weniger Rechen-
aufwand erfordert als alle Alternativmdoglichkeiten.

Das Einzwéngen der Netze fiihrt aber nur zu befriedigenden Resultaten, wenn die als
fest angenommenen Punkte tatsdchlich mit den Messungen der Ausgleichung iiber-
einstimmen oder beim Vorhandensein einiger Zwénge, wenn das eingezwingte Netz
sehr homogen ist und somit eine regelmédssige Verteilung der Widerspriiche entsteht.
Da in der Praxis diese Bedingungen nicht leicht einzuhalten sind, haben explizite
Interpolationsverfahren im letzten Jahrzehnt an Bedeutung gewonnen, weil sie die

Restzwénge unabhédngig vom Netzaufbau regelméssig verteilen. [Carosio, 1980]

Die haufigste Applikation ist die Einpassung neuer Triangulationsnetze in das beste-
hende Fixpunktsystem. Das neue Triangulationsnetz (lokales System) ist mit den
heutigen genauen Messgerdten gemessen und zwangsfrei ausgeglichen, die Unge-
nauigkeiten betragen daher wenige (1-2) cm. Die Fixpunkte (globales System) hinge-
gen sind eine Erbschaft aus der Vergangenheit und enthalten oft ortliche systemati-
sche Fehler (im Dezimeterbereich); sie diirfen aber oft aus organisatorischen und

wirtschaftlichen Griinden nicht gedndert werden.
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Die Interpolationsmethode sollte die folgenden Bedingungen einhalten:

- die interpolierten Passpunkte miissen die Globalkoordinaten behalten

- die Zwischenpunkte sind homogen und ohne Uberkorrekturen zu interpolieren
- die Berechnung muss schnell und preisgiinstig durchgefiihrt werden kénnen

- die Modellparameter sollten eine anschauliche Bedeutung haben

Im Bundesamt fiir Landestopographie wurde 1982 das Programm TRANSINT mit
einem einfachen Verfahren, der sogenannten Interpolation nach dem arithmetischen

Mittel, entwickelt, das weitgehend die gewiinschten Eigenschaften aufweist.

Das mathematische Modell
Voraussetzungen

Wenn ein neues Netz mit zahlreichen Punkten zwangsfrei ausgeglichen wird, erhalten
die Netzpunkte im Koordinatensystem der Berechnung (lokales System) neue Koor-
dinaten. Um das neue Netz in eine bestehende Triangulation einzupassen, werden
geeignete Punkte festgelegt, von denen man die Koordinaten in der bestehenden
Triangulation (globales System) bereits kennt und die man, meist aus wirtschaftlichen
Griinden, unveréndert behalten will. Diese Punkte werden Passpunkte genannt. Da fiir
die Passpunkte lokale und globale Koordinaten vorliegen, sind die entsprechenden
Inkremente DX und DY, fiir welche

Ylok + DY = Yg|
Ylok +DX = Xg|

gilt, aus den bekannten Global- und Lokalkoordinaten der Passpunkte direkt

berechenbar.
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Die Interpolationsfunktion berechnet darauf von den Inkrementen der Passpunkte aus-
gehend passende Korrekturen DY, DX auch fiir die anderen Punkte des lokalen

Netzes und liefert dann ihre gesuchten Globalkoordinaten.

Die Interpolationsfunktion

Man kann die Interpolationsfunktion fiir die vorgesehenen Applikationen weitgehend
frei auftbauen. Nur die vier erwdhnten Bedingungen sollen eingehalten werden. Es ist
daher zweckmissig mit ganz einfachen Funktionen zu beginnen, und dann durch
sukzessive Verbesserung zu einer voll befriedigenden Interpolationsfunktion zu

gelangen. Bereits das allgemeine arithmetische Mittel

_ > pi-DY;

- Zpi

_ >.pi-DX;

P 3

DY,

DX

liefert bei einem geeigneten Gewichtsansatz wie z.B.

gute Koordinaten fiir die interpolierten Punkte und befriedigt die gestellten Bedin-
gungen, wenn die Passpunktdichte ungeféhr konstant ist (d; ist die Distanz zwischen
Neupunkt und i-tem Passpunkt) und wenn die Lokal- und Globalkoordinaten sich
wertmissig nur wenig unterscheiden. Falls die zwei Koordinatensysteme stark von-
einander abweichen, kann man sie mit einer Helmert-Transformation vorgingig

anpassen.
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Bekannte Abweichungen fiir die Passpunkte

und interpolierte Werte fiir die Zwischenpunkte

Das allgemeine arithmetische Mittel kann wie eine vermittelnde Ausgleichung in

Matrizenform dargestellt werden:

-1
DY, = (ATPA) .ATp.DY

1
DX, =(ATPA) "-ATP-DX

WO AT = (1,1, ...1) ein Vektor mit Einheitskomponenten,
P die Diagonalmatrix der Gewichte
und
DY bzw. DX die Vektoren der Inkremente aller Passpunkte sind.

Ein Schonheitsfehler entsteht, wenn mehrere Passpunkte sich an einem Ort treffen
(z.B. wenn mehrere Exzentren vorliegen). Diese mehrfachen Passpunkte wiirden dann
ein Ubergewicht bekommen und die Homogenitit der Interpolation storen. Um dies
auch zu beriicksichtigen, kann man eine Korrelationsmatrix R zwischen den Pass-

punkten einfiihren:
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g o Mn
R=|ry r» Mon
M1 2 Mn

Zur Berechnung der einzelnen Korrelationskoeffizienten rij wurden zahlreiche Netze
untersucht, um eine geeignete Korrelationsfunktion zu bilden. Die folgende Formel

hat sich als gute Naherung fiir die {iblichen Applikationen erwiesen:

r = olg.e—ln(l.B)(dij/do)z

wobei dj; die Distanz zwischen dem i-ten und j-ten Passpunkt und die Konstante dp
die Distanz zwischen zwei Passpunkten ist, fiir welche die Korrelation r = 0.5
gesetzt wird. Aus der Formel konnen die Werte der folgenden Tabelle berechnet

werden, die das Variieren der Korrelation in Funktion der Distanz zeigen:

ij’ 9o hij
0.90
5 0.78

0

0

1 0.50
2 0.09
3

4

0.005
0.0001
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Da in Triangulationsnetzen mit Maschenweite = dy in der Praxis festgestellt werden
kann, dass die Werte der Tabelle eine recht gute Néherung fiir die Korrelation
zwischen den ausgeglichenen Koordinaten darstellen, bekommt der Parameter dp
eine anschauliche Bedeutung. Er kann als mittlere Maschenweite der Netze angege-

ben werden, aus welchen die Passpunkte urspriinglich bestimmt wurden.

Selbstverstindlich gilt diese Bedeutung nur unter der Voraussetzung, dass die
Herkunftsnetze keine wesentlichen systematischen Fehler enthalten, was z.B. bei
neuen Netzen der Fall ist. Bei der Interpolation von neuen Triangulationen in alten,
systematisch verfalschten Fixpunktnetzen muss dg einfach als Distanz zwischen den
Passpunkten gelten, bei welchen die Korrelation 0.5 ist. Sie muss empirisch durch
die Betrachtung der graphischen Darstellung der Koordinatendnderungen der Pass-
punkte bestimmt werden. do wird dann so klein gewéhlt, dass um dy entfernte oder
nihere Passpunkte tatsichlich sehr dhnliche Anderungsvektoren aufweisen. Ganz
unterschiedliche Anderungsvektoren diirfen nur zwischen Passpunkten, die mehr als

2- do voneinander entfernt sind, auftreten.

Die Korrelationsmatrix ist nach der Festlegung von dy bestimmt und daraus berech-

net man die entsprechende vollstindige Gewichtsmatrix:
p-pYy2.RL.p}2

Pg ist die Diagonalmatrix der Gewichte, die flir das allgemeine arithmetische Mittel

verwendet wurde.

Die Matrizenformeln des allgemeinen arithmetischen Mittels konnen fiir diese allge-

meinere Losung unverdndert iibernommen werden:
Toa) T AT
DY, =(ATPA) "-ATP-DY
Toa) L AT
DXp:(A PA) .ATP.DX

Zu bemerken ist nur, dass im vorliegenden Fall die Matrix P keine Diagonalmatrix

ist.
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Die gesuchten Korrekturen fiir die interpolierten Punkte sind, wie aus der Formel

ersichtlich ist, lineare Funktionen der Koordinateninkremente der Passpunkte, d.h.

DYp =cq-dyg +Cp-dyp + ... Cp -dyp
DXp=c¢g-dXg +Cp-dXp + ... cp-dXxy

in jedem Fall z ci=1

Die Koeffizienten ¢; sind in der Regel, wie es auch sinnvoll ist, positiv und fithren
daher zu keinen Uberkorrekturen. Nur in Spezialfillen, wenn man stark korrelierte
Passpunkte sehr unterschiedlich gewichtet, werden einige C; negativ. Um dies zu ver-
meiden, werden die dazugehorigen Passpunkte bei der Interpolation nicht berticksich-
tigt. Die iibrigen ¢; erhalten, nach Neubildung der inversen Korrelationsmatrix und
anschliessender Neuberechnung, die gewiinschten positiven Werte (Cj=0). So
bleiben auch in extremen Féllen die geforderten funktionalen Eigenschaften der Inter-

polation erhalten.
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Die numerische Lésung und das Programm

Das Verfahren ist im Programm TRANSINT der Landestopographie realisiert. Da
geometrische Transformationen und Interpolationen organisatorisch sehr dhnliche
Verfahren sind, schien es daher zweckmadssig, beide Operationen in einem einzigen

Programm zu kombinieren.

Eine Ahnlichkeitstransformation oder eine Interpolation oder beide hintereinander,

konnen durch entsprechende Angaben in den Programmoptionen berechnet werden.

Gemeinsame Eingabedaten sind

- das File der Globalkoordinaten (Passpunkte)
- das File der Lokalkoordinaten (Passpunkte und Neupunkte)
- die Liste der Passpunkte

Die Berechnung erfolgt dann vollautomatisch, und es wird ein File der transformier-
ten oder interpolierten Punkte erzeugt zur Weiterverwendung in anderen Computer-
programmen. Ein Papierausdruck mit den notwendigen Angaben wird ebenfalls
bereitgestellt.

Fiir die Ahnlichkeitstransformation sind zusitzlich einige Modellparameter

anzugeben. Die wichtigsten:

- Anzahl Unbekannte (um zu wéhlen zwischen Translation, Translation-Rotation

und Helmert-Transformation)

- Die Transformationsparameter, wenn man sie vorgeben will, sonst werden sie

durch Ausgleichung berechnet (Normalfall)

- Der Parameter Kk fiir die robuste Ausgleichung (fir k = 0, was anstelle von
k — o zu setzen ist, wird eine gewohnliche Ausgleichung nach der Methode der
kleinsten Quadrate durchgefiihrt)

Fiir die Interpolation wird ein einziger Modellparameter bendtigt: Die Netzmaschen-
weite do des globalen Netzes (fiir neue Netze 3. Ordnung ca. 3000-5000 m, fiir 4.
Ordnung ca. 500-1000 m, fiir Polygonnetze 50-100 m usw.), welche bei der Bildung

der Korrelationsmatrix verwendet wird.
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Die numerische Losung fiir die Interpolation sieht die folgende Reihenfolge von

Operationen vor:

*  Nur einmal fiir die ganze Interpolation

Bilden der Korrelationsmatrix gemiss Formel (6)
Inversion der Korrelationsmatrix
Bilden der Vektoren der Passpunktinkremente (DY und DX) fiir Y und X

getrennt aus Formel (1)

» Fiir jeden zu interpolierenden Punkt

Bilden des Gewichtsvektors Pgq gemiss Formel (3)

Berechnen des Vektors C aus
-1
P=pl/2. R1.PYZ  und C:(ATPA) ATp

Priifen, ob kein ¢; negativ ist. Wenn mindestens ein ¢; negativ ist, wird fiir
den Passpunkt, bei welchem ¢; am kleinsten ist, das Gewicht auf Null gesetzt
und die Inverse der Korrelationsmatrix durch einen Austauschschritt [Stiefel,
1963] entsprechend reduziert. Das Verfahren wird wiederholt, bis alle ¢; die

Bedingung ¢; >0 erfiillen. Dann folgt die Berechnung von

DY, -cT.pY und DX, -cT.px
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12.11 Wahl des Interpolationsverfahrens
12.11.1Welche Interpolationsmethode sollen wir verwenden?

Die Vielseitigkeit der Anwendungen von geometrischen Transformationen und Inter-
polationsverfahren in der Geodésie erlaubt keine allgemein giiltige Antwort auf diese

Frage.

Auch wenn der Anwendungsbereich auf die Transformation von digitalisierten Plan-
koordinaten im Landessystem beschriankt wird, bleiben zuviele mogliche Varianten
und Kombinationen von Varianten zu analysieren. Wir konnen uns daher nur mit Ent-
scheidungskriterien befassen. Die Wahl erfordert eine eingehende Untersuchung des

vorhandenen Materials.

12.12 Die Ursachen der Koordinatenunterschiede zwischen Plan- und Lan-
deskoordinaten

Die gegenseitige Abhédngigkeit der Abweichungen zwischen Plan- und Landeskoordi-
naten bildet die Grundlage fiir die Wahl des Interpolations- oder Transformationsver-

fahrens.

Es lohnt sich, einige mdgliche Ursachen von Abweichungen einzeln zu analysieren,

um die Auswirkungen festzustellen.

a) Nur zufallige und stochastisch unabhéngige Fehler (z.B. ungenaue Digitalisierein-
richtung)
Verfahren: nur Helmert-Transformation.

b) Nur systematische Fehler infolge ungenauer Triangulationspunkte
Verfahren: (Transformation blattweise) und Interpolation im ganzen Gebiet.
Die Koordinatenkreuze diirfen nicht als Passpunkte verwendet

werden.

c) Nur Papierverzug
Verfahren: Interpolation mit Koordinatenkreuzen als Passpunkte. Transfor

mation ins Landessystem.
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Die Wirklichkeit wird uns selbstverstindlich eine Summe von verschiedenen Ursa-

chen zeigen und daher sind wir gezwungen, Kompromissldsungen anzuwenden.

Eine sorgfiltige Analyse der Fehlerursachen im Plan und der bekannten Koordinaten

im Landessystem wie auch im lokalen System ist unerldsslich.

12.13 Das vorhandene Material

Das Transformationsvorgehen muss nicht nur an die Art der Ungenauigkeiten im Plan

und in den Koordinaten angepasst werden.

Eine wesentliche Rolle spielen auch die zugénglichen Zusatzinformationen, die gege-
benenfalls mitberiicksichtigt werden konnten, wie zum Beispiel: Koordinaten der

Polygonpunkte, Koordinaten von Detailpunkten und Originalmessungen.

12.14 Test der Transformation

Bei der Verwendung von komplexen Transformations- oder Interpolationsfunktionen

ist ein Test der Funktionseigenschaften unerlisslich.

Das Vorgehen ist einfach und erlaubt, unerwiinschte Eigenschaften der Funktion
sofort zu erkennen. Man bildet neben den Dateien der Passpunkte im Global- und
Lokalkoordinatensystem auch ein geniigend dichtes Gitter von Punkten im lokalen
System, die man transformieren ldsst. In einer graphischen Darstellung kann man

sehen, ob die Verschiebungsvektoren den Erwartungen entsprechen oder nicht.
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12.15 Schlussfolgerungen

Die Verwendung von Transformations- und Interpolationsverfahren in der vorgesehe-
nen Applikation: die Gewinnung von Landeskoordinaten aus digitalisierten Plankoor-
dinaten ist ein Ndherungsverfahren, das sicher schlechter ist als eine Neuberechnung,

und wesentlich schlechter als eine Neuvermessung des Gebietes.

Die Ergebnisse sollten aber keineswegs schlechter werden als die heute vorhandenen
Unterlagen. Bei einer geschickten Wahl des Vorgehens kann sogar die vorhandene

"absolute" Genauigkeit deutlich verbessert werden.

Auch wenn zurzeit keine entsprechenden Konzepte erarbeitet wurden, ist es denkbar,
dass eine sukzessive Katastererneuerung mit einer Reihenfolge und einer Kombina-
tion von Transformationen, Neuberechnungen, Neuvermessungen usw. ein langfristi-

ger vorteilhafter Weg sein konnte.
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Robuste Ausgleichung
Allgemeines

Einfithrung

Seit mehr als hundert Jahren wird tber die statistischen Eigenschaften der geodéti-
schen Beobachtungen gesprochen und uber die Tatsache, dass das fiir die Auswertung
bereitgestellte Material die Hypothese der Normalverteilung nicht vollstandig befrie-
digt. In jeder Einfiihrung in die Ausgleichungsrechnung werden die groben Fehler er-
wéhnt, die nicht normalverteilt sind. Die meisten Definitionen solcher Fehler beziehen
sich auf ihren Betrag und ihre Ursache, z.B."Grobe Fehler sind vorhanden, wenn die
Messungswiderspriiche betrachtlich grésser sind als...zu erwarten war [...] Sie beruhen
meistens auf fehlerhaften Ablesungen [....] Unachtsamkeit oder Ubermiidung".

Die Feststellung, dass die Beobachtungen fast, jedoch nicht vollstdndig normalverteilt
sind, hat praktische Folgen, die lange vernachlassigt worden sind. Man hat sich darauf
beschrénkt, ganz allgemein geeignete Messanordnungen vorzuschreiben, die die Ent-
deckung der groben Fehler erlauben und danach zur Wiederholung der "falschen™
Messungen fiihren. Solche allgemeinen, von jeher aktuellen Vorschriften wurden in
den letzten zwei Jahrzehnten eingehend untersucht. Mehrere Lsungsansétze sind das
Ergebnis einer regen Forschungstatigkeit.

Die Analyse der Zuverlissigkeit

Ziel solcher Verfahren ist die Zuverlassigkeit des vorgesehenen Messsystems zu
uberprifen und dadurch optimale Messanordnungen und Berechnungsmethoden zu
planen.

Sowohl die Triangulationsnetze als auch die Aufnahmen der Katastervermessung ha-
ben keinen sehr hohen Uberbestimmungsgrad (in giinstigen Fallen gibt es doppelt so
viele Beobachtungen wie Unbekannten), so dass die Zuverléssigkeitsbetrachtungen
eine wichtige Rolle spielen. Die eingehende Prifung der graphischen Netzdarstellung
ist in der Geodasie bis heute das gebrauchlichste VVorgehen, um sich tber die Zuver-
lassigkeit einer Messanordnung zu vergewissern. Die Kombination von Distanzmes-
sungen mit Richtungen und Satellitenbeobachtungen sowie die Ausgleichung immer
grosserer Netze mit den verschiedensten Unbekannten (Lotabweichungen, Massstabs-
faktoren usw.) machen ein empirisches Urteil zunehmend schwieriger und haben die
Entwicklung numerischer Verfahren begunstigt (siehe auch die entsprechenden Publi-
kationen [Gerber, 1974], [Baarda, 1968], [Carosio, 1983]).
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Die Fehlersuche a posteriori

Es handelt sich hier um Methoden, die die Eliminierung des Einflusses allfalliger gro-
ber Fehler auf die Ergebnisse bewirken sollen. Sehr oft werden nicht befriedigende
Beobachtungen mittels statistischer Tests gesucht, daraufhin entfernt und wenn maog-
lich wiederholt. Diese Suche basiert meistens auf einer Prifung der standardisierten
Verbesserungen, der geometrischen Bedingungen (z.B. Winkelsumme eines Dreiecks)
oder auf mehr empirischen Methoden wie eine graphische Eintragung der Verbesse-
rungen im Netzplan [Kraus, 1975], [Carosio, 1983].

Alle diese Verfahren bezwecken, zu einer Reihe von Messungen zu kommen, die dem
klassischen Modell entsprechen. Die Aussortierung der "falschen Messungen™ enthalt
aber einige willkirliche Komponenten, so dass die Verfahren an mathematischer
Strenge einbdissen.

Die robuste Ausgleichung

Es gibt jedoch eine zweite Mdglichkeit, der bis in letzter Zeit auch in der Geodasie
grossere Aufmerksamkeit geschenkt worden ist: namlich der Entwicklung von Aus-
gleichungsverfahren, robuste Ausgleichungen genannt, die weniger sensibel auf gro-
be Fehler reagieren als die Methode der kleinsten Quadrate, so dass wirklichkeitsnahe
Resultate erzielt werden konnen, auch wenn sich unter den Messungen noch einige
grobe Fehler befinden, das heisst, wenn die Normalverteilung nicht ganz zutrifft. Den
dazu notigen robusten Schatzfunktionen haben die Statistiker seit einiger Zeit ihre
Aufmerksamkeit gewidmet. Manche Autoren verwenden die Bezeichnung "nicht pa-
rametrische Schitzungen". Einige Uberlegungen zu diesen Mdglichkeiten bilden das
Thema des vorliegenden Kapitels.
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13.1.5 Historischer Uberblick
Ursprung der Normalverteilung

Man werfe einen Blick auf den Ursprung der Normalverteilungshypothese fiir Mess-
fehler [Huber, 1968]. Gauss stellt fest, dass die Bestimmung der wahrscheinlichsten
Werte der Unbekannten unmdglich ist, ohne die Verteilungsfunktion der Fehler zu
kennen, und sagt aus, dass er diese unbekannte Verteilung durch den umgekehrten
Weg gesucht hat: Das einfache arithmetische Mittel ist im einfachsten Ausgleichungs-
fall allgemein als gute Schatzung anerkannt. Eine derartige Schétzung liefert das
wahrscheinlichste Resultat fur Fehler X, dessen Wahrscheinlichkeit proportional zu
einer Exponentialfunktion vom Typus e Y ist, [Gauss, 1821]. Mit anderen Wor-
ten: Es wird (als Axiom) angenommen, dass im Falle von mehrfachen direkten Beo-
bachtungen (mit gleichem Gewicht) das einfache arithmetische Mittel den wahr-
scheinlichsten Wert fir die gesuchte Grgsse liefert, und von dieser Annahme ausge-
hend wird die Normalverteilungsfunktion hergeleitet [Dore, 1960].

Um die Normalverteilung der Messfehler zu begrinden, werden oft zu didaktischen
Zwecken empirische Versuche durchgefihrt. Sie haben jedoch fiir die Ausgleichungs-
rechnung wenig Bedeutung, da die aus einer begrenzten Anzahl Beobachtungen erhal-
tenen Histogramme keine signifikanten Angaben uber die Haufigkeit grosserer Fehler
erlauben. Diese aber ist gerade ausschlaggebend fiir die Wahl der Ausgleichungsme-
thode.

Erste Versuche mit Alternativhypothesen

Das unten stehende Beispiel zeigt, dass nicht immer das arithmetische Mittel als beste
Schatzung fur eine mehrfach beobachtete Grosse gegolten hat. In gewissen franzosi-
schen Gegenden wurde, um den mittleren Ertrag einer Liegenschaft zu bestimmen,
folgende Methode angewandt:

"Man betrachtet den Ertrag der letzten zwanzig Jahre, subtrahiert das beste und das
schlechteste Jahr und teilt den Rest durch 18" (Zitat eines Anonymen 1821 aus [P.J.
Huber, 1968]).
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Newcomb wich ebenfalls von der klassischen Hypothese ab, indem er die Verwen-
dung der folgenden Dichtefunktion anregte (1886):

72m | O -t o

Diese Funktion bedeutet, dass die dazu gehdrigen statistischen Variablen X aus m
verschiedenen Untermengen Q stammen, in denen normalverteilte X mit Standard-
abweichung o; enthalten sind. Die Konstanten p; ergeben die Wahrscheinlichkeit,
mit der eine statistische Variable X aus €); stammt. Die Konstanten p; sind so zu
wahlen, dass Zp; =1 ist (i =1, 2...m). Eine solche Dichtefunktion beriicksichtigt die
Feststellung, dass grosse Fehler haufiger sind, als dies die Normalverteilung erwarten
lasst. Wegen den sehr arbeitsintensiven Rechnungen, die daraus folgen, ist aber damit
kein Fortschritt erzielt worden.

Die Entwicklungen der letzten Jahrzehnte

Erst in den letzten vierzig Jahren wurde das Problem wirksam erfasst und es wurden
praktisch verwendbare Alternativen entwickelt. Als Initiator gilt Tukey mit seiner Sta-
tistiker-Forschungsgruppe in Princeton, der das Problem populédr zu machen begann.
In den letzten Jahrzehnten haben (berdies die Studien von Peter J. Huber in Zirich
und Berkeley zu einem bemerkenswerten Fortschritt der Verfahren gefuhrt.
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Das stochastische Modell der robusten Ausgleichung

Die Hypothese der Normalverteilung flr die beobachteten Gréssen gilt im Prinzip
noch. Sie wird nur etwas abgeschwécht. Sie ist nicht mehr eine absolute VVorausset-
zung.

Die Messfehler werden als stochastische Grdssen mit Verteilung:
F=(1-g)®+¢eH

@ ist die Normalverteilung, H die unbekannte Verteilung der groben Fehler und &
die geringe Wahrscheinlichkeit, mit der grobe Fehler auftreten.

Das heisst: Die Beobachtungen sind fast normalverteilt, und die angenommenen mitt-
leren Fehler stimmen beinahe flr alle Messwerte. Es gibt jedoch Beobachtungen, die
dem Grundmaodell nicht entsprechen (grobe Fehler). Ihre Verteilung ist unbekannt.

Funktionale Modelle

Schitzfunktionen

Sie sind die mathematischen Abbildungen zwischen den beobachteten Grossen L;
und den ausgeglichenen Werten (unbekannte Parameter, ausgeglichene Beobachtun-
gen usw.).

Wenn die mathematischen Beziehungen vorliegen, die das Problem charakterisieren,
geht es nun darum, die Funktionen zu finden, die die ausgeglichenen Beobachtungen
oder andere Unbekannten liefern.
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Li=g; (L;;Lyy.. Ly )

Xi=%; (Ly,Ly,... Ly )

Die Schatzfunktion g; und x; wird robust sein, wenn sie gute Werte fur L; und X;
auch bei nicht ganz normalverteilten Beobachtungen ergeben. Solche robuste Schéatz-
funktionen konnen in verschiedenen Arten aufgebaut werden. Hier werden als Bei-
spiel drei wichtige Gruppen erwéhnt [Huber, 1968], [Kanani, 2000]:

a)

b)

M-Schitzer (Maximum-Likelihood-Typ)

Eine geeignete Funktion p(x) einer reellen Variablen wird gewéhlt und die
Funktion

L;=g; (L) gesucht, so dass

Z p(fi —L)= Min

Der Spezialfall p(x) = x* fihrt zum uns bekannten Verfahren der Methode der
kleinsten Quadrate, wo die ausgeglichenen Beobachtungen so bestimmt werden,
dass

> p(ii—Li)= z(ii —Li)z =[vv] = Min

ist. Durch eine gunstige Wahl von p(x) erhalt man die gewunschten Eigenschaf-
ten beztglich der Empfindlichkeit auf grobe Fehler.

L-Schiitzer (Linearkombinationen von Ordnungsstatistiken)

Im einfachsten Fall, ndmlich die mehrfach direkt beobachtete Grdsse, werden die
n Beobachtungen so geordnet, dass
<L < < <
L <L<L <..<L
ist.
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Man nennt die L; i-te Ordnungsstatistik der Stichprobe (L, L;.... Ly) [Bach-
mann, 1973], [David, 1981].

Die Schatzfunktion fir L:g (Li ) ist vom Typ

E=g(L)=Zai-Li wo Zai=

Ihre Bedeutung zeigt sich in einigen Beispielen

Beispiel 1:

Es wird

fur alle i gewahlt. Daraus folgt:

=

]
L=
= |-

=

Il
= |-
L=

=

das heisst, das einfache arithmetische Mittel.

Beispiel 2:

Wenn a; =a, =1/2 und ansonsten a; =0 gewahlt wird, ist

L +L
1 1

L= 3

Das heisst: L wird so gewahlt, dass der absolute Betrag der grossten Verbesse-
rung zu einem Minimum wird. Es ist eine Ausgleichung nach Tschebyscheff. L
ist mit einer solchen Schatzung sehr empfindlich auf grobe Fehler (wenig robust).
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Beispiel 3: Fir a; =a, =0 und

Andere Schatzfunktionen kénnen auf den Grundlagen des Rang-Tests entstehen
[Kreiyszig, 1968], [Huber, 1972].

Alle erwéhnten Methoden fiihren, nach Annahme von einigen sehr allgemeinen
Bedingungen, zu asymptotisch normalen Schatzungen, so dass in der Praxis,
wenn der Freiheitsgrad geniigend gross und das Netz gut ist, die ausgeglichenen
Beobachtungen als normalverteilt betrachtet werden kénnen. Damit sind alle Ub-
lichen Beurteilungsverfahren verwendbar.

Schitzer mit hohem Bruchpunkt

In der Literatur der robusten Statistik (u.a. [Hampel, 1986] wird als quantitatives
Mass flr die Robustheit eines Schétzers der Bruchpunkt verwendet. Dieser gibt
den grosstmoglichen Anteil an (beliebig grossen) Ausreissern an, der in einer
Stichprobe enthalten sein darf, bevor der Schatzer 'zusammenbricht’, d.h. vollig
unzuverlassig wird. Fir das arithmetische Mittel ist der Bruchpunkt 0. [Hampel
und andere, 1986], [Wicki, 1992].
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Der Median

Ein Erwartungswertschétzer mit hervorragenden Bruchpunkteigenschaften ist der
Median. Man kann ihn verwenden, wenn n direkte Beobachtungen des gesuchten
Parameters vorliegen.

Gegeben sind n Beobachtungen (13, 1, ... I,) mit gleichen Erwartungswerten und

Varianz.

Die Beobachtungen kénnen aufsteigend geordnet werden:

A
A
—

1 <1 <...
(GO )] (n)
Der Medianschatzer ist dann

izl[nﬂ] falls n ungerade

1, +1 falls n gerade
[n] [n+lj

Mit dem Median erhalt man eine gute Schatzung von 1, auch wenn

%(n— 1) falls n ungerade

oder

—n-1 falls n gerade

Beobachtungen beliebig verfalscht sind. Fir n — oo strebt der Anteil der Mes-
sungen, die beliebig falsch sein dirfen, gegen n/2. Der Median hat also einen
Bruchpunkt von 0.5.
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13.4 Die robuste vermittelnde Ausgleichung nach Huber

13.4.1 Grundlagen

Als eine Uberaus interessante Anwendung in der Geodéasie erweist sich die robuste
vermittelnde Ausgleichung [Huber, 1972].

M-Schétzer werden als besonders geeignete Schatzfunktionen fur die Unbekannten
der Ausgleichung betrachtet, vor allem wegen der Ahnlichkeit mit der Methode der
kleinsten Quadrate und wegen der &hnlichen Wirksamkeit. Es handelt sich hierbei
darum, eine Funktion p (v) zu wahlen und danach die Unbekannten zu bestimmen, so
dass

Zp(V) = Zp(il - Ll) = min

ist. P. J. Huber schl&gt vor, die folgende stetige und konvexe Funktion zu verwenden:

1 .
p(v)=EV2 fur <k
1, "
=k~|v|—5k fur vk
wobei k eine Konstante ist. In geodatischen Netzen mit nicht besonders grosser

Uberbestimmung kann k = 3-¢, gewahlt werden (eventuell 2-6,).

N.B. Die vorgeschlagene Schétzung ist fur k — oo identisch mit derjenigen der Me-
thode der kleinsten Quadrate.

.

e
-———---- -

\j
<t
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13.4.2 Numerische Losung

Ausgangsdaten daftr sind wie bei der gewohnlichen vermittelnden Ausgleichung n
lineare Verbesserungsgleichungen, die aus n Beobachtungen entstanden sind:

v, =ax+by+cz+...-f i=1,2,...n
1 1 1 1

>p(v,) = min
1
erfillen. Da die v; - Funktion der Unbekannten sind, kann das Minimum-Problem
durch das Gleichungssystem
oxp (v;)

o ozp (v;)
ox oy

mit ebenso vielen Gleichungen wie Unbekannten geldst werden.
Unter Beriicksichtigung, dass
0Zp (v.) s op
ox ox

ist, kann die Differenzierung fiir jede Verbesserungsgleichung unabhéngig stattfinden.
Sie bildet den entsprechenden Normalgleichungsanteil.

Fur die vorgeschlagene Funktion p (v) miussen drei Falle unterschieden werden:
a) v<-k
dann ist

2 2
p(v)=—kv—%k =—k(ax+by+cz+...—f)—%k
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Nach der Differenzierung nach x, y, z... entsteht folgender Anteil fur das Normal-
gleichungssystem

0, 0, oo —ak
— bk
—ck
alespadl | ...

d.h. kein Anteil fir die Koeffizienten der Unbekannten und flr die Absolutglieder
— ak, — bk, usw.

—-k<v<k

2

. 2
ist p(V)=%V =L ax+by+...—1)

(S

Durch Quadrieren und Differenzieren entsteht der bekannte Normalgleichungsan-
teil wie bei der Methode der kleinsten Quadrate.
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19) vk

Analog zu a) wird folgender Anteil gebildet:

0,0,.. ak
bk
ck

allespual | ...

Die Addition der Normalgleichungsanteile ergibt das Normalgleichungssystem,
dessen Losung die gesuchten Unbekannten der robusten vermittelnden Ausglei-
chung sind.

Weil man nicht im Voraus weiss, in welchem der drei Intervalle die v; sich be-
finden, sind einige Iterationen nétig. Begonnen wird mit der Annahme, dass flr
alle Beobachtungen —k <v <k ist. Nach einigen Wiederholungen wird fur jede
Verbesserungsgleichung bekannt sein, zu welcher Gruppe sie gehért. Die letzte
Iteration ergibt dann die gewiinschten Unbekannten.

Die Varianz-Kovarianz-Matrix der Unbekannten kann wie folgt geschatzt wer-
den:

wo K die zu schatzende Varianz-Kovarianz-Matrix, n die Anzahl Verbesse-

rungsgleichungen, u die Anzahl Unbekannten, r die Anzahl Verbesserungen,
die nicht im Intervall (-k, k) enthalten sind, und Q(‘) die Kofaktoren-Matrix der

entsprechenden Ausgleichung nach der Methode der kleinsten Quadrate (1. Itera-
tion) sind.
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13.4.3 Schnelle numerische Verfahren

Die bisher geschilderte numerische Ldsung, die direkt aus dem Schétzverfahren her-
geleitet wird, ist rechenaufwendig.

Das Verfahren ist iterativ:

1. Iteration Ausgleichung nach der Methode der kleinsten Quadrate

i-te Iteration Zuteilung der Verbesserungen der dazugehdérigen Intervalle

(o0, —K), (-k, k), (k, +o0)
Bildung der neuen Normalgleichungen

Losung des Systems usw.

Wiederholen, bis alle VVerbesserungen dem richtigen Intervall
zugeteilt sind.

Jede Iteration enthdlt die Losung eines Gleichungssystems. Die Rechenzeit wird
gross.

Eine wesentliche Beschleunigung kann erreicht werden, wenn man folgendes beach-
tet:

Satz 1

Die robuste Ausgleichung ergibt die gleichen Unbekannten, wenn, anstatt die Normal-
gleichungen zu verandern, die Beobachtungen derart modifiziert werden, dass nach
der Ausgleichung

[vi|=k

fiir die Verbesserungen, die ausserhalb des Intervalls (-k, k) fallen wirden.
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Aus der Beziehung

v=-Q,Pf

entsteht fir unkorrelierte Beobachtungen

i1

Vi=—"Pi1ldw W fn

fl—...—Zifi_---_pnqvv

und da f;=1; -1y, kann man fur eine grosse positive Verbesserung (v; >k;) die Beo-
bachtung so modifizieren:

=1 - i das heisst f, =f -
. 1mo

und man erhalt

imod i

Fur eine stark negative Verbesserung (v; <-k;) ist eine Korrektur mit umgekehrten
Vorzeichen anzubringen.

Falls mehrere Beobachtungen angepasst werden mdassen, ist ein iteratives Verfahren
vorzusehen, bis alle Verbesserungen der modifizierten Beobachtungen +k (bzw. —k)
geworden sind.

Der Vorteil der geschilderten Losung ist naheliegend, die Normalgleichungsmatrix
bleibt unveréndert und nur eine Matrixinversion ist zu berechnen. Nur falls man die
Linearisierung anpassen muss, sind die Verbesserungsgleichungen neu zu bilden, und
die Inverse der Normalgleichungsmatrix muss berechnet werden.

Die so erhaltenen Unbekannten kdnnen in die Verbesserungsgleichungsmatrix einge-
fihrt werden, um die effektiven Verbesserungen zu erhalten.
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Satz 2

Die robuste Ausgleichung ergibt die gleichen Unbekannten, wenn anstatt die VVerbes-
serungsgleichungen zu verandern, die mittleren Fehler der entsprechenden Beobach-
tungen derart vergrossert werden, dass nach der Ausgleichung

| vi| = Ki

fur die Beobachtungen, die sonst eine Verbesserung ausserhalb des Intervalls (—k;, k;)
hatten. Dabei ist zu bemerken, dass eine Vergrosserung des mittleren Fehlers zu einer
Reduktion des Gewichtes, zu einer Vergrosserung des Betrages der Verbesserung und
zu einer noch starkeren Vergrosserung des Grenzwertes k; flhrt.

Mit einem iterativen Verfahren kann man die Gewichte nach der folgenden Regel

sukzessiv verandern:
p; far |Vi| <Kk;

l)i mod — k_

p,-— fir |v,|>k;
vi

Das Vorgehen ist zu wiederholen, bis es keine VVerbesserung mehr mit

|Vi| > K,

gibt.
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13.5 Modernere funktionale Modelle der BIBER-Schétzer

Das Verfahren von Huber begrenzt den Einfluss der Verbesserungen.

Die Zielfunktion (auch Verlustfunktion genannt) der Methode der kleinsten Quadrate
Z% pv’ =min

wird ersetzt durch
Z p(\/F V) = min

und neu erhélt man die Lésung fur eine vermittelnde Ausgleichung

E:\/Eaij‘l’(\/g-vi)=0 j=1,..u

i=1
v (v) nennt man die Einflussfunktion der Verbesserungen wobei
y™=p"'(V)

die Ableitung der Zielfunktion ist.

Der Schatzer nach Huber hat folgende Funktionen:

Verlustfunktion und Einflussfunktion fiir den Schatzer nach P. Huber
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Ab einer Grosse k = c¢ ¢ o bleibt der Einfluss der Verbesserung konstant. In geodéti-
schen Netzen ist die Uberbestimmung nicht sehr gross und man weiss, dass bei
schwacher Uberbestimmung bereits kleine Verbesserungen gefahrlich sein kénnen. Es
ware daher vorteilhaft, wenn die Grenze der Einflussfunktion von der Standard-
abweichung der Verbesserung abhangig waére.

Geeignet ist eine Grenze
k =C* Gvi
mit o, Standardabweichung der Verbesserung und ¢ = konstant (z.B. 2.5 oder 3.0).

Diese Grenze bedeutet, dass der Einfluss der standardisierten Verbesserung w; be-
grenzt wird.

coy v | coy v

Verlustfunktion und Einflussfunktion fiir eine moderne, robuste Ausgleichung

Das Verfahren entspricht einer robusten Ausgleichung nach Schweppe, die neben der
Grosse der Verbesserung auch die geodatische Messanordnung ber(icksichtigt.

Dieses Verfahren ist unter der Bezeichnung BIBER-Schétzer von F. Wicki entwickelt
worden und ist in der schweizerischen Software LTOP implementiert. Sie wird in der
Praxis eingesetzt und hat sich in der Ausgleichung heterogener Netze bewahrt.
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Beispiel einer robusten Ausgleichung mit dem BIBER-Schétzer

Man berechne die folgende Einzelpunkteinschaltung mit 6 Beobachtungen

202
A\
——-A 203
900
/
/
A
201
Y X
201 521810.400 181081.550
202 521860.880 182309.700
203 523010.920 181895.080

Auf dem Neupunkt 900 wurden folgende Grdssen gemessen:

Station | Ziel Richtungen Distanzen

900 201 228.58 10 869.40
202 345.22 70 672.78
203 82.03 70 717.24

angenommene mittlere Fehler 7° und 7 mm.
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Die Ausgleichung nach der Methode der kleinsten Quadrate fiihrt zu

Y X

9200 522900.002 181799.998

Falls die Distanz 900-202 um 1 m verfélscht und in die Ausgleichung mit dem Wert
673.78 eingefuhrt wird, ergibt dieselbe nach der Methode der kleinsten Quadrate

Y X

900 522900.268 181799.694

Die Lage des Punktes 900 wird somitum ca. 41 em verfalscht.

Ganz anders verhélt sich die robuste Ausgleichung (mit ¢ = 2.5). Mit den gleichen
Beobachtungen wird

Y X

900 522900.010 181799.982

Der grobe Fehler hat einen sehr kleinen Einfluss auf das Resultat (weniger als 1 cm).
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Die daraus berechneten Verbesserungen lassen den hier kinstlich erzeugten Fehler so-
fort erkennen.

Station | Ziel Richtungen | Distanzen
(co) (mm)
900 201 11 4
202 -1 - 989
203 -32 2

Die robuste Ausgleichung verkraftet einen Distanzfehler von einem Meter ohne we-
sentliche Verfalschung der Ergebnisse.

Varianzschitzung a posteriori fiir den BIBER-Schitzer (Varianz fir die Ge-
wichtseinheit)

g _1 zi:pivf +czzal:zi
B

0
n—-u

i
z ist die Summe der Verbesserung des Intervalls (~k,k)
a
z ist die Summe der Verbesserung ausserhalb des Intervalls (—k,k)
c ist die Konstante der robusten Ausgleichung (Einflussbegrenzung)
z ist die partielle Redundanz  z; = 62;/of;
n—u ist die Uberbestimmung (Anzahl Messungen minus Anzahl Unbekannte)
B ist ein Koeffizient zur Erhaltung der Erwartungstreue des Schatzers
_ 2 2 vi
Bl =Eg o, zi‘P

Clo |z.
oV'i

_1
B=_ 2B
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13.6 Kategorien von modernen M-Schéitzern

Die modernen Verfahren der robusten Schatzer wurden urspriinglich fiir Regressions-

probleme entwickelt und daraus ist die Terminologie entstanden.

Huber-Schatzer

Die robuste Ausgleichung nach Huber begrenzt den Einfluss der VVerbesserungen

Huber

Dadurch bewirken Beobachtungen mit grossen x;-Werten stark auf die Ausglei-

chungsresultate.

Schiitzer nach Mallows

Um das zu vermeiden, hat Mallows [Mallows, 1975] vorgeschlagen, die Beobachtun-
gen mit einem zusétzlichen Gewicht zu versehen, in welchem die "Distanz" vom

Schwerpunkt der Beobachtungen bertcksichtigt wird.

Mallows 1975

Wi
w;
d;
X;

ZWcLi]WiXi =0

Zusatzgewicht
min(1,b/d,)
robuste Mahalanobis-Distanz
vom Mittelpunkt der Stichprobe

Damit werden alle Beobachtungen, die aussergewdhnlich entfernt sind, vom Mittel-

punkt der anderen Messungen in ihrer Wirkung begrenzt.
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Schiitzer nach Schweppe

Eine andere Alternative, um die Wirkung der Hebelarmpunkte (leverage points) zu
reduzieren, wird von Schweppe vorgeschlagen. Der Einfluss der Verbesserungen wird
in Funktion der Grosse der Verbesserung und der Position der Beobachtung auf der
X-Achse gesteuert.

by Schweppe

chwi[v

G,

1

J-xi =0

w, = zusatzliche Gewichte

Wahrend bei der Methode von Huber eine falsche Beobachtung mit einer stark abwei-
chenden X-Koordinate zu einer falschen Regressionsgeraden fuhrt, sind die Metho-
den von Mallows und Schweppe auch in diesem Fall robust.

Das Modell der schweizerischen Landesvermessung [Wicki, 1992] ist ein Spezialfall
der robusten Regression nach Schweppe.

Die balancierte Ausgleichung von Kampmann

G. Kampmann schlégt vor, zuerst die Konfiguration durch Bestimmung neuer Ge-
wichte auszubalancieren, damit alle Beobachtungen die gleiche partielle Redundanz
erhalten. Bei diesem Verfahren wird eine Methode der robusten Ausgleichung ange-
wandt (z.B. Norm L1). Diese Methode ist jener von Schweppe sehr &hnlich.
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13.7 Robuste Ausgleichungsverfahren und Zuverlissigkeit

Robuste Ausgleichungsmodelle nehmen von Anfang an in Kauf, dass die Beobach-
tungen nicht genau normalverteilt sind, und dass grobe Fehler oder sonst stark abwei-
chende Messwerte vorhanden sein konnen. Das Ausgleichungsmodell erfordert im
Prinzip keine besondere Analyse a posteriori der Beobachtungen.

Die Definition der Zuverlassigkeit, die man fir die Methode der kleinsten Quadrate
verwendet, stiitzt sich auf die Wahrscheinlichkeit, mit welcher allfallige grobe Fehler
gefunden werden. Da bei robusten Verfahren keine groben Fehler gesucht werden,
kann keine Wahrscheinlichkeit fur das Finden berechnet werden. Die herkdmmliche
Definition der Zuverléssigkeit ist daher nicht mehr anwendbar. Der Begriff der inne-
ren Zuverlassigkeit hat keine Bedeutung. Trotzdem besteht eine Beziehung zwischen
allfalligen groben Fehlern und geschatzten Parametern (Koordinaten usw.). Es ist in-
teressant zu wissen, wie gross die Verfalschung der Koordinaten sein kann, wenn eine
Messung grob falsch ist.

Man kann den Einfluss eines unendlich grossen Messfehlers A.(A, —oo) auf die

Koordinaten und anderen Parameter berechnen.

Die Einflussfunktion w(v) ergibt den Einfluss der Verbesserung auf die Ausglei-
chungsresultate. In den bisher geschilderten Modellen ist
w(vi)=v fur | v, | <k,
w(v,)=k fir |Vi | >k,

1

Ein unendlich grosser Fehler hat einen Einfluss wie eine Beobachtung, fir welche

|Vi |=k.

In anderen Worten, ein Fehler A; >0 in der robusten Ausgleichung hat die gleiche

Wirkung wie ein Fehler

K,
V,=—
Z;
q®
wobei Z, =— das lokale Zuverlassigkeitsmass ist.

—

q 1ii)
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Fur das Modell der schweizerischen Landesvermessung, bei welchem die standardi-
sierte Verbesserung w; einen beschrénkten Einfluss hat, ist

Man ist so in der Lage, fiir jede Beobachtung den kleinsten groben Fehler VI; (redu-
zierter grober Fehler) zu bestimmen, der sich wie ein unendlich grosser Fehler in einer
Ausgleichung ohne zufalligen Fehler auswirkt. Man kann also fiir jede Beobachtung
den Einfluss eines unendlich grossen Fehlers auf die Erwartungswerte berechnen, der
in der Ausgleichung berechneten oder spater hergeleiteten Grossen.

Dies erlaubt in &hnlicher Art wie beim Modell der Ausgleichung nach der Methode
der kleinsten Quadrate Indikatoren der dusseren Zuverlassigkeit fir die Koordinaten
zu berechnen.

Die Ergebnisse bei der robusten Berechnung VX, VY wéren so mit den entsprechen-
den Indikatoren der M.d.k.Q. nur vergleichbar, wenn im zweiten Fall das Risiko
B=50% gewahlt wird und damit die Verteilung des zufélligen Messfehlers aus-
schaltet.

Um auch bei den ublichen Risikogrenzen (B = 5%, 1% usw.) vergleichbare VX, VY
zu erhalten, muss man auch im robusten Modell den Einfluss der zufalligen Fehler be-
riicksichtigen. Dies wurde mit einer empirisch festgelegten Vergrosserung der Ein-
flussgrenze eines unendlich groben Fehlers auf die Ausgleichung erzielt, um den fol-
genden reduzierten groben Fehler jeder Beobachtung zu erhalten.

mit dem Verschiebungsfaktor

*
0 =c+1,

Tw Wird so bestimmt, dass die Verschiebung des Erwartungswertes der standardisier-
ten Verbesserung w; bei der M.k.Q. gleich wie der Verschiebungsfaktor bei der ent-
sprechenden robusten Ausgleichung wird.
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