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1. Einleitung

Diese Arbeit behandelt den Satz von Pythagoras und damit eng verwandte Themen als Gruppenpuzzle. Es
werden vier Themen bearbeitet: Das erste Thema setzt sich mit Beweisen des Satzes von Pythagoras aus-
einander, das zweite Thema beschéftigt sich mit denjenigen Zahlen, die sich als Verhaltnisse von Strecken
geometrisch konstruieren lassen, die Umkehrung des Satzes von Pythagoras sowie die pythagoreischen
Zahlentripel werden im dritten Thema behandelt, und im vierten Thema wird eine Formel fiir den Abstand
von zwei Punkten in einem rechtwinkligen, zweidimensionalen Koordinatensystem gesucht.

Die vorliegende Arbeit fihrt in den Themenbereich ein, enthalt detaillierte Arbeitsauftrage fir die Behand-
lung der vier Themen und schliesst mit einem Rickblick und Ausblick ab, in dem gezeigt wird, in welchen
Richtungen der Stoff weiterbehandelt werden kann. Die Aufgaben fiir das notwendige Eintiben und die Wis-
senssicherung werden skizziert.

1.1. Zielgruppe und Vorwissen

Das Gruppenpuzzle ist fur Schilerinnen und Schiler im 8. Schuljahr gedacht. An Vorwissen wird das
vorausgesetzt, was an Schweizer Gymnasien Ublicherweise auf dieser Stufe bekannt ist. Allgemein wird
angenommen, dass in der Klasse das Thema Beweise bereits einmal angesprochen worden ist.

Aus der Arithmetik und Algebra wird erwartet, dass die Schilerinnen und Schuler mit Variablen im Korper
der reellen Zahlen arbeiten und dabei Gesetze wie das Distributivgesetz anwenden kdénnen sowie mit
linearen Gleichungen und linearen Funktionen vertraut sind. Weiter sollten sie mit natirlichen Zahlen als
Exponenten und mit Quadratwurzeln umgehen kénnen, wobei angenommen wird, dass das Wurzelziehen
als Umkehrung des Quadrierens arithmetisch eingefiihrt worden ist. Schliesslich sollten sie auch wissen,
was irrationale Zahlen sind, und dass jede Wurzel aus einer Primzahlirrational ist.

An Vorwissen aus der Geometrie werden Grundkenntnisse Uber Dreiecke, Rechtecke und Quader sowie
Uber Flachenberechnung, Kongruenz und Zeichnen mit Zirkel und Lineal vorausgesetzt. Speziell wird als
bekannt angenommen, dass zwei zerlegungsgleiche Figuren in der Ebene den gleichen Flacheninhalt ha-
ben. Zuséatzlich wird erwartet, dass sich die Schilerinnen und Schuler mit rechtwinkligen Koordinatensys-
temen in der Ebene, aber auch im Raum auseinander gesetzt haben und eine Vorstellung davon haben,
wie man eine Funktion als Graph darstellt. Um Zahlen als Streckenverhaltnisse geometrisch zu konstruie-
ren, wird vorausgesetzt, dass die Ahnlichkeit und die Strahlensatze bekannt sind.

1.2. Lernziele

Leitidee: Der Satz von Pythagoras ist nicht nur einer der bekanntesten Satze der Mathematik, an den —
und insbesondere an dessen Formel —sich selbst Leute erinnern, die sonst alles vergessen haben, was sie
in der Schule an Mathematik je gelernt hatten, sondern ist auch eine entscheidende Voraussetzung fur die
Entwicklung der Mathematik — insbesondere der Analysis — in den letzten vierhundert Jahren, weil dafir
die rechtwinkligen Koordinatensysteme mit der einfachen Berechenbarkeit des Abstandes zwischen zwei
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Punkten von nicht zu Uberschéatzender Bedeutung sind. Weil er zudem die Arithmetik Gber die weiter zur
Fermat'schen Vermutung fuhrenden pythagoreischen Zahlentripel, die Algebra Uber die babylonischen
Formeln und die Geometrie Uber die rechtwinkligen Dreiecke miteinander verbindet, eignet er sich sehr
gut, um den Schilerinnen und Schillern die Mathematik als ein zusammenhangendes Ganzes zu vermit-
teln. Aus der Geometrie wissen sie, dass ein Dreieck bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt ist, wenn zwei
Seiten und der eingeschlossene Winkel gegeben sind. Der Satz von Pythagoras besagt, dass die dritte
Seite nicht nur geometrisch konstruiert, sondern deren Lange auch berechnet werden kann, falls der ein-
geschlossene Winkel 90° ist, und schafft dadurch den Bezug zur Arithmetik. Diese Berechnung ist zudem
nicht nur moglich, sondern benutzt auch lediglich bereits bekannte mathematische Hilfsmittel.

Durch die Bearbeitung der vier Themen, die von den einzelnen Gruppen behandelt werden, bekommen die
Schilerinnen und Schuler auch einen Einblick in die Tatigkeit des Mathematisierens und lernen zu be-
obachten, entdecken und erfinden oder aber zu argumentieren und beweisen. Weil sie zum Schluss die
Erkenntnisse ihrer Expertengruppe den ubrigen Mitgliedern ihrer Stammgruppe weitergeben missen,
Uiben sie auch ihre mindliche Ausdrucksfahigkeit, womit alle vier allgemeinen Lernziele des Mathematik-
unterrichts nach Erich Christian Wittmann abgedeckt sind.

Dispositionsziele: Die Schilerinnen und Schiler kennen den Satz von Pythagoras und erkennen Situa-
tionen, in denen er angewendet werden kann. Sie kdnnen ihn beweisen, verstehen seine Nitzlichkeit bei
der LAngenmessung in rechtwinkligen Koordinatensystemen und seine Anwendbarkeit im Rahmen der
ganzen Zahlen Uber die pythagoreischen Zahlentripel, verwenden ihn bei Diagonalen sowohl in Recht-
ecken als auch in Quadern und sehen die Quadratwurzeln aus natirlichen Zahlen nicht ausschliesslich als
arithmetische, sondern assoziieren mitihnen auch geometrische Objekte.

Operationalisierte Lernziele: Die Schilerinnen und Schuler kdnnen im rechtwinkligen Dreieck aus der
Lange der Katheten die Lange der Hypotenuse berechnen beziehungsweise allgemeiner aus der Lange
von zwei Seiten die Lange der dritten ermitteln. Sie wenden dies sowohl auf die Diagonale in Rechtecken
und Quadern wie auch auf die Distanz zwischen zwei Punkten in rechtwinkligen Koordinatensystemen an.
Durch die Behandlung der vier Themen haben sie zusétzlich folgende Fertigkeiten erworben:
1. Sie kdnnen einen Beweis des Satzes von Pythagoras reproduzieren und jemandem verstandlich
erklaren.
2. Siekodnnen—gegeben eine Einheitsstrecke — eine Strecke mitder Lange n fur jede naturliche Zahl
n konstruieren.
3. Sie kennen die zwei bekanntesten pythagoreischen Zahlentripel (3, 4, 5) und (5, 12, 13), kbénnen
aber auch systematisch weitere finden.
4. Sie kénnen die Formel fiir den Abstand zweier Punkte in einem Koordinatensystem herleiten und
jemandem verstandlich erklaren.

1.3. Ubersicht tiber das Gruppenpuzzle

Einfihrungsphase: In den ersten Lektionen wird der Satz von Pythagoras vorgestellt. Weil es schwierig
ist, die Behauptung des Satzes selber zu entdecken, wird sie einfach in den Raum gestellt und an Beispie-
len Gberprift. Anschliessend wird das Leben von Pythagoras kurz historisch beleuchtet, und die Lehrper-
son fuhrt die Regeln des Gruppenpuzzles sowie die vier zu behandelnden Themen ein. Als Vorbereitung
auf das selbststandige Arbeiten in der Expertengruppe dient eine Lernaufgabe, mit welcher der Satz von
Pythagoras fir den Spezialfall des gleichschenklig rechtwinkligen Dreiecks bewiesen wird. Zum Schluss
werden die Stamm- und Expertengruppen zusammengestellt.

Erarbeitungsphase: Die Mitglieder der verschiedenen Stammgruppen, die das gleiche Thema gewahlt
haben, treffen sich in den Expertengruppen und bearbeiten die Arbeitsauftrage selbstandig, aber gemein-
sam. Die vier Auftrage sind so bemessen, dass eine Doppellektion genugt. Weil einzelne Schilerinnen und
Schiiler jedoch schneller sind als andere, gibt es bei jedem Auftrag eine Zusatzaufgabe, die etwas schwie-
riger ist und zu weitergehenden Reflexionen anregt.

Vermittlungsphase: Die Experten kehren inihre Stammgruppe zurtick und prasentieren sich gegenseitig
das, was sie gelernt haben. Die Lehrperson geht von Stammgruppe zu Stammgruppe, um sich ein Bild zu
machen, wie sich die Schilerinnen und Schiler gegenseitig Uiber das Gelernte informieren, und beobach-
tet, was dabei gut und was nicht so gut ablauft. Fir diese Phase sind vier Lektionen vorgesehen.
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Phase der Evaluation und Integration: Zum Schluss werden im Sinne einer Wissenssicherung die ge-
lernten Teile zu einem Ganzen zusammengeflgt. Dies geschieht in zwei Schritten, in denen einerseits das
Wissen gefestigt und andererseits Uberpruft wird. Die Lehrperson fasst im ersten Schritt tibersichtlich das
zusammen, was die verschiedenen Expertengruppen erarbeitet haben und wiederholt so das Gelernte,
wahrend sie im zweiten Schritt Aufgaben stellt, die wahrend der Lektion begonnen und als Hausaufgaben
fertiggestellt werden sollen.

1.4. Bemerkung zur Darstellung

In der vorliegenden Arbeit sind Materialien, die flur die Prasentation des Stoffs im Lehrervortrag direkt be-
nutzt werden kénnen oder als Teil der gedruckten Unterlagen flr die Schilerinnen und Schiiler vorgesehen
sind, eingerahmt dargestellt. Computeranimationen sind keine eingeplant, weil sie nichts zum Verstandnis
des Themas beitragen wiirden. Das gilt jedoch nicht grundsétzlich, denn es gibt Beweise des Satzes von
Pythagoras und des Kathetensatzes, die auf der Umformung von Dreiecken oder Parallelogrammen in
flachengleiche Dreiecke oder Parallogramme basieren, die von einer bewegten Darstellung profitieren
wurden. Sie sind aber in der vorliegenden Arbeit nicht benutzt worden.

2. Ablauf des Gruppenpuzzles und Materialien

Im Folgenden werden die vier Phasen des Gruppenpuzzles detailliert beschrieben und Materialien fir den
Lehrervortrag und die Schillerauftrage prasentiert.

2.1. Einfihrungsphase

Die Lehrperson stellt das Programm fir die kommenden Lektionen vor. Dabei werden die Kenntnisse Uber
Dreiecke, rechte Winkel, Flachenberechnung und Konstruktionen mit Zirkel und Lineal aktiviert, sodass
das bendtigte Vorwissen zur Verfiigung steht. Gleichzeitig werden die Schilerinnen und Schuler daran er-
innert, dass man in der Geometrie einerseits konstruiert und misst, andererseits aber auch berechnet.

Informierender Unterrichtseinstieg: In den néachsten paar Lektionen werden wir uns mit dem Satz von
Pythagoras beschaftigen und zwar in Form eines Gruppenpuzzles, bei demihrin Gruppen den Stoff selber
erarbeitet und anschliessend euren Mitschilerinnen und -schilern erkléart. Die Art, wie ihr dabei vorgehen
werdet, ist ganz &hnlich wie bei Lernaufgaben. Ihr arbeitet zwar in Gruppen, versucht aber die Arbeitsauf-
trage erst einmal so weit wie moglich alleine zu erledigen.

Um zu verstehen, was der Satz von Pythagoras sagt, erinnern wir uns an

etwas, das ihr friiher im Geometrieunterricht gelernt habt. Im letzten Jahr c

habt ihr Flachen berechnet. Wenn ihr von einem Dreieck die L&ange einer

Seite und die Lange der darauf senkrecht stehenden Héhe kennt, so kbnnt

ihr den Flacheninhalt berechnen. Im letzten Jahr habt ihr aber auch Drei-

ecke konstruiert. Wenn beispielsweise zwei Seiten und der eingeschlos- b

sene Winkel gegeben sind, so kdnnt ihr das Dreieck konstruieren. Anders

ausgedrickt heisst das, dass die Lange der Seite ¢ durch die drei Grossen

a, b und y eindeutig festgelegt ist. Wir kdnnen die Lange der Seite c durch A c
Messung ungefahr bestimmen. Kénnen wir sie aber aus den Grossen a, b

und y auch berechnen? Das ware naturlich viel eleganter.

Ubergang zum Lehrervortrag: Betrachtet einmal die folgende Aufgabe an und stellt euch vor, ihr seid Zu-
schauer an einem Fussballturnier. Jetzt ist Spielpause, und ihr wisst nicht, ob ihr Uber das Spielfeld gehen
durft, oder ob das nur den Spielern erlaubt ist. Das Fussballfeld® ist 100 Meter lang und 75 Meter breit. Wie
viel Zeit kdnntet ihr einsparen, wenn ihr es diagonal durchquert statt dem Rand entlang zu gehen? Der rote
und der blaue Weg bilden zusammen ein rechtwinkliges Dreieck, bei dem also zwei Seiten und der einge-
schlossene Winkel bekannt sind. Konnt ihr die dritte Seite, die Diagonale des Fussballfeldes, berechnen,
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wie ihr die Flache des Fussballfeldes berechnen kénnt? Bevor wir uns mit dieser Frage beschaftigen, be-
stimmen wir diese Lange erst durch Messung.

Aufgabe

[EEN

Fussballfeld Punkt Geschwindigkeit: 4.5 km/h

9]

Wie viel schneller bist du, wenn du
direkt vom Punkt 1 zum Punkt 2 statt
indirekt um das Fussballfeld herum
gehst?

75m

Zeichne das Fussballfeld im Mass-
stab 1: 2500 auf ein Blatt Papier, miss
erst die Lange der Diagonale und
Uberlege dir anschliessend, wie man
100m sie berechnen konnte.

Punkt 2

Nachdem die Aufgabe gel6st und die Zeitersparnis von 40 Sekunden bestimmt worden ist, stellt die Lehr-
person den Satz von Pythagoras vor und lasst die Schiilerinnen und Schiler nachrechnen, dass die 5 cm,
die sie im verkleinerten Modell des Fussballfeldes bei der Diagonale gemessen haben, und die einer Lan-
ge von 125 Metern entsprechen, nach diesem Satz nicht nur ungeféhr, sondern exakt stimmen.

Der Satz von Pythagoras

Der Satz von Pythagoras sagt, dass die Summe
der Quadrate der beiden Kathetenlangenin einem
rechtwinkligen Dreieck gleich dem Quadrat der
Hypotenusenlénge ist.

Kathete

ai+b’=¢’ Kathete

! Gemass dem Wikipedia-Eintrag http://de.wikipedia.org/wiki/Fussball darf ein Fussballfeld zwischen 45 und 90
Meter breit und zwischen 90 und 120 Meter lang sein, muss aber fir LAnderspiele gemass FIFA-Reglement seit 2008
restriktivere Bedingungen erfiillen, dem das hier gewahlte Fussballfeld nicht geniigt.
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Die Behauptung des Satzes von Pythagoras wird an einer zweiten Aufgabe tGberprift. Dazu fordert die Leh-
rerin oder der Lehrer jede Schilerinnen und jeden Schiiler auf, zwei Zahlen zwischen 1 und 10 zu wéhlen,
die als Langen der einen Kathete (in cm) benutzt werden, wéahrend die Lange der anderen Kathete fest auf
10 cm gesetzt werden soll. Die beiden rechtwinkligen Dreiecke sollen konstruiert und die Lange der Hypo-
tenuse sowohl gemessen als auch mit dem Taschenrechner aus der Formel a’ + b? = ¢? berechnet werden.
In der Annahme, dass alle zehn Werte zwischen 1 und 10 in der Klasse mindestens einmal gewéhlt worden
sind, schreibt die Lehrperson die Langen der Hypotenusen als Tabelle an die Wandtafel.
Zusammenfassend lasst sich also sagen, dass der Satz von Pythagoras es erlaubt, die Lange der dritten
Seite aus den Langen der beiden anderen Seiten und dem eingeschlossenen Winkel zu berechnen, wenn
der eingeschlossene Winkel 90° misst.

Anschliessend geht die Lehrerin oder der Lehrer auf die Lebensdaten von Pythagoras ein, erwahnt dabei,
dass sich viele Legenden gebildet haben, dass man somit nur wenig wisse, und dass nicht einmal sicher
sei, ob Pythagoras Uberhaupt den nach ihm benannten Satz selber entdeckt oder ihn auf seinen Reisen
nach Agypten und Babylonien nur einfach kennen gelernt habe, weil dort der Satz schon bekannt gewesen
und praktisch genutzt worden war. Man gehe aber davon aus, dass er den Satz wenigstens als Erster be-
wiesen habe.

Pythagoras kommtum 570 v.Chr. in Samos zur Welt.

Er reist nach Agypten (und vermutlich auch nach Babylonien), wo er
Bekanntschaft mit den mathematischen, philosophischen und reli-
gibésen Lehren dieser Kulturrdume macht.

Er grindetin Kroton um 530 v.Chr. eine Schule.

Es kommt zu Spannungen zwischen der Schule von Pythagoras
und den Burgern von Kroton, sodass Pythagoras um 500 v.Chr.
nach Metapont zieht, wo er um 480 v.Chr. stirbt.

Abdera ,

Dikaiarcheia

Sikyon

.
Phleius

&) Syrakus

Spar: a

An dieser Stelle werden die Regeln eines Gruppenpuzzles vorgestellt und besprochen. Die Beschreibung
wird zudem ausgedruckt im Klassenzimmer aufgehéangt, damit sie jederzeit konsultiert werden kann.
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Die Regeln eines Gruppenpuzzles

Einteilung in Stammgruppen

Die Klasse wird in Stammgruppen mit vier (héchstens fiinf) Schiilerinnen und Schiler einge-
teilt. Jede Stammgruppe gibt sich einen Namen.

h 8 o 0 o

Einteilung in Expertengruppen und Bearbeitung der Arbeitsauftrage

Es werden vier Expertengruppen gebildet, die je einen Arbeitsauftrag bekommen und auf
diese Weise ein Thema bearbeiten. Aus jeder Stammgruppe nimmt mindestens eine Schule-
rin oder ein Schuler an jeder Expertengruppe teil.

- B2

Die Expertengruppen erledigen die Arbeitsauftrage, indem jedes Mitglied zwar selbststandig,
aber trotzdem gemeinsam und im Kontakt mit den tbrigen Mitgliedern die Aufgaben I6st und
fur die spatere Prasentation in der Stammgruppe vorbereitet.

Prasentation in den Stammgruppen

Die Experten kehren in ihre Stammgruppen zurlck, erklaren inren Kolleginnen und Kollegen,
was sie gelernt haben, und erlernen von diesen auf gleiche Weise die Resultate der drei ande-

ren Expertengruppen.

—
—

—
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Als Einstimmung ins selbststandige Arbeiten der nachsten Phase stellt die Lehrperson eine Lernaufgabe,
bei der die gleichschenklig rechtwinkligen Dreiecke untersucht werden.

Lernaufgabe: Ein Spezialfall
Ci‘b

Das gleichschenklig rechtwinklige Dreieck -
Im gleichschenklig rechtwinkligen Dreieck sind die beiden Katheten gleich lang. Nimm an,
sie seien beide eine Einheitsstrecke lang, also gilta=b=1.

Frage: Kannst du beweisen, dass in diesem Spezialfall der Satz von Pythagoras gilt?

Betrachte die nebenstehende Skizze. Sind die zwei blauen Quadrate zu-
sammen gleich gross wie das rote Quadrat?

Konstruiere die drei Quadrate, schneide sie aus und falte sie entlang
den eingezeichneten Linien. Was stellst du fest?

Zur Erinnerung:

Zwei geometrische Figuren in der Ebene, die sich durch Drehung, Ver-
schiebung und Spiegelung zur Deckung gebracht werden kénnen, sind
kongruent (deckungsgleich) und haben den gleichen Flacheninhalt.

Frage: Wie lang ist die Hypotenuse nach dem Satz von Pythagoras?

Betrachte die nebenstehende Skizze. Das rote Quadrat und das blaue Recht-
eck haben den gleichen Flacheninhalt, wie du soeben gezeigt hast. Was lasst
sich Uiber die Seitenlangen des blauen Rechtecks sagen? Und was lasst sich
Uber die Seitenlange des roten Quadrates sagen?

Zur Erinnerung:
Der Flacheninhalt eines Rechtecks ist Lange mal Breite, und der Flachenin-
halt eines Quadrates ist die Seitenlange im Quadrat.

LOosung:

In der nebenstehenden Figur sind alle acht eingezeichneten Drei-
/ ecke kongruent und haben damit den gleichen Flacheninhalt. Die

roten Dreiecke gehen durch Drehung um 90° je ineinander tber, und
die blauen Dreiecke gehen entweder durch Spiegelung oder durch
Verschiebung ineinander Uber. Um zu beweisen, dass die roten und
blauen Dreiecke untereinander ebenfalls kongruent sind, gentgt es
Zu zeigen, dass eines der blauen durch Verschiebung in eines der
roten Dreiecke Uberfuhrt werden kann.

Die Flache des grossen Quadrates ist gleich der

}Breite =1 Flache der beiden kleinen Quadrate zusammen,
ﬁ — also 2. Somit ist die Lange einer Seite im grossen
Lange =2 Quadrat V2.
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Um die Einteilung der Klasse in die Stamm- und Expertengruppen vorzubereiten, stellt die Lehrperson die
vier Themen fir die Bearbeitung durch die Expertengruppen in einer Ubersichtsfolie vor.

Ubersicht Uber die Arbeitsauftrage fur die Expertengruppen

Thema 1. Beweise den Satz von Pythagoras

Wir haben in der Aufgabe, die wir eben bearbeitet haben, mit einer Zerlegung der Flachen
der drei Quadrate gezeigt, dass der Satz von Pythagoras fur die rechtwinkligen Dreiecke gilt,
die gleichschenklig sind.

Auftrag an die erste Expertengruppe: Beweise den Satz von Pythagoras fur alle recht-
winkligen Dreiecke und nicht nur fur die gleichschenkligen.

Thema 2. Konstruiere Zahlen geometrisch

Diese Aufgabe hat auch gezeigt, dass die Diagonale eines Quadrates mit Seitenlange 1 die
Lange V2 hat, und dass wir also mit Zirkel und Lineal eine Strecke der Lange V2 konstruieren
kénnen, wenn eine Strecke der L&dnge 1 gegebenist.

Auftrag an die zweite Expertengruppe: Konstruiere mit Zirkel und Lineal weitere Strecken,
deren Langen die Wurzeln von nattrlichen Zahlen sind, und zeige, wie man auf diese Weise
alle Wurzeln von naturlichen Zahlen konstruieren kann.

Thema 3. Kehre den Satzes von Pythagoras um und finde pythagoreische
Zahlentripel

Die Zahl 2 ist bekanntlich eine irrationale Zahl. Das zeigt, dass ganzzahlige Kathetenlan-
gen zu irrationalen Hypotenusenldngen fiihren kdnnen. Vorher haben wir aber festgestellt,
dass es ein rechtwinkliges Dreieck mit den ganzzahligen Seitenlangen 3, 4 und 5 gibt.
Auftrag an die dritte Expertengruppe: Der Satz von Pythagoras hat eine Umkehrung, die
beim Bau der &gyptischen Pyramiden angewendet worden ist. Beweise diese Umkehrung
und finde weitere rechtwinklige Dreiecke mit Seitenldngen, die ganze Zahlen sind, und die
man deshalb pythagoreische Zahlentripel nennt.

Thema 4: Berechne den Abstand von zwei Punkten

Bei der Aufgabe, mit der wir den direkten Weg tber das Fussballfeld bestimmt haben, haben
wir gesehen, dass man mit dem Satz von Pythagoras den Abstand zwischen zwei Punkten
berechnen kann. In rechtwinkligen Koordinatensysteme lasst sich das nutzen.

Auftrag an die vierte Expertengruppe: Finde eine Formel fur den Abstand von zwei Punk-
ten in einem rechtwinkligen, zweidimensionalen Koordinatensystem.

Lehrervortrag zur Einfuhrung der vier Arbeitsauftrage: Bevor ich die Einteilung der Klasse in Stamm-
und Expertengruppen bekannt gebe, mdchte ich die vier Arbeitsauftrage besprechen.

Der Satz von Pythagoras erlaubt uns, aus den Langen von zwei Seiten in einem rechtwinkligen Dreieck die
Lange der dritten Seite zu berechnen. Ihr habt dies soeben fir das rechtwinklige Dreieck bewiesen, dessen
Katheten gleich lang sind. Das Fussballfeld, das ihr in der ersten Aufgabe betrachtet habt, ist aber nicht
gleichschenklig, und wir méchten naturlich sicher sein, dass der Satz fur alle rechtwinkligen Dreiecke gilt
und nicht nur fiir diesen Spezialfall. Dies zu beweisen, wird die Aufgabe der ersten Expertengruppe sein.
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Wie man eine Strecke mit Zirkel und Lineal verdoppelt, verdreifacht oder allgemein auf die n-fache Lange
bringt, wisst ihr. Als wir die Ahnlichkeit und die Strahlensétze besprochen haben, habt ihr auch gelernt, wie
man eine Strecke mit Zirkel und Lineal drittelt, fiinftelt und allgemein in n gleiche Teile zerteilt. Wir haben da-
mals gesagt, dass auf diese Weise alle positiven rationalen Zahlen mit Zirkel und Lineal konstruiert werden
kénnen. Heute habt ihr gesehen, dass sich auch die Wurzel aus 2 und somit mindestens eine irrationale
Zahl konstruieren lasst. Die zweite Expertengruppe wird sich damit beschéatftigen, wie man weitere Wurzeln
aus naturlichen Zahlen und damit noch andere irrationale Zahlen konstruieren kann.

Am Dreieck mit den Seitenl&ngen 3, 4 und 5 haben wir gesehen, dass es rechtwinklige Dreiecke mit ganz-
zahligen Seitenldngen gibt. Weil sie die Gleichung a’ + b* = ¢? erfiillen, nennt man die Zahlen 3, 4, 5 ein
pythagoreisches Zahlentripel. Damit haben die Agypter vor Jahrtausenden rechte Winkel bei ihren Pyra-
miden konstruiert. Gibt es neben dem Tripel 3, 4, 5 noch andere solche Zahlentripel? Mit dieser Frage wird
sich die dritte Expertengruppe auseinander setzen. Vorher sucht sie aber nach einem Beweis, weshalb die
Agypter mit pythagoreischen Zahlentripel rechte Winkel haben konstruieren kénnen.

Mit dem Satz von Pythagoras kann man die Lange der Diagonalen in einem Rechteck berechnen, wenn
man die Seitenlangen kennt. In rechtwinkligen Koordinatensystemen lasst sich dieser Umstand anwenden
und zur Berechnung des Abstandes zwischen zwei Punkten benutzen. Die vierte Expertengruppe wird
sich damit beschéaftigen und eine Formel fiir zweidimensionale Koordinatensysteme bestimmen.

Was die vier Expertengruppen zu tun haben, werdet ihr in den Arbeitsauftrdgen genauer erfahren. Fir den
Moment gentigt es, wenn ihr eine ungefahre Ahnung habt.

Zum Schluss teilt die Lehrperson die Klasse in Stamm- und Expertengruppen ein. Dabei ist darauf zu ach-
ten, dass die Stammgruppen leistungsheterogen zusammengesetzt sind, und dass jede Expertengruppe
mindestens ein Mitglied enthalt, das tber die motivationalen und sozialen Kompetenzen verfigt, um zu
garantieren, dass die Arbeitsauftrage zielstrebig bearbeitet werden, dass sich die Gbrigen Gruppenmit-
glieder weder ablenken noch durch allfallige Schwierigkeiten entmutigen lassen, und dass somit die Grup-
penlernziele erreicht werden. Wenn die Gruppeneinteilung abgeschlossenist, gibt sich jede Stammgruppe
einen Namen und tragt diesen zusammen mit den Namen der Mitglieder und dem Thema, das von ihnenin
der Expertengruppe bearbeitet wird, in die vorbereitete Tabelle ein.

Vor dem Ende der Lektion fasst die Lehrperson die wichtigsten Punkte betreffend Gruppenpuzzle noch-
mals zusammen und stellt sicher, dass alle Schiilerinnen und Schiler wissen, was sie in der nachsten
Phase zu tun haben, damit die flr die Erarbeitungsphase vorgesehene Doppellektion nicht durch Unklar-
heiten unnaotig verkurzt wird. Die Lehrperson hangt eine Kopie der Tabelle mit den Stammgruppen und de-
ren Mitglieder sowie das Blatt mit den Regeln des Gruppenpuzzles im Klassenzimmer auf.

2.2. Erarbeitungsphase

Die Experten aus den verschiedenen Stammgruppen treffen sich und erarbeiten selbststandig, aber ge-
meinsam das von ihnen gewahlte Thema, indem sie die Arbeitsblatter mit den Arbeitsauftragen lesen und
I6sen. Sie Uiberlegen sich die Aufgaben zuerst selber und beginnen erst dann mit den anderen Mitgliedern
der Expertengruppe zu diskutieren, wenn sie auch nach langerem Nachdenken alleine nicht weiterkom-
men, oder wenn sie mit einem Auftrag fertig sind. Wenn maoglich sollte jeder Expertengruppe ein eigener
Raum zur Verfigung stehen, damit sie sich nicht gegenseitig stéren.

Die Lehrerin oder der Lehrer besucht jede der Expertengruppen mehrmals und beobachtet das Gesche-
hen, greift aber nur dann ein, wenn die Experten auch nach langerer Zeit nicht selber auf die ztindende
Idee kommen und sich deshalb Frustration breit macht, oder wenn die Gruppe sich in eine Richtung be-
wegt, die ganzlich ungeeignet ist. Die Schilerinnen und Schiler sollten sich schon in dieser Phase erste
Gedanken dartiber machen, wie sie die Resultate in der nachfolgenden Phase den Kolleginnen und Kolle-
gen in ihrer Stammgruppe prasentieren wollen, und sollten diesen Punkt auch mit den anderen Experten
besprechen.

Neben den Arbeitsauftragen fur das zugeteilte Thema hat jede Schulerin und jeder Schiler auch ein Blatt
mit der Beschreibung des Satzes von Pythagoras als Orientierungshilfe bekommen. Die Arbeitsauftrage
selber enthalten einen Lesetext als Einfihrung, die zu bearbeitenden Aufgaben, eine Schlussbemerkung
als Vorbereitung auf die Vermittlungsphase und Zusatzaufgaben fir diejenigen Schiilerinnen und Schiiler,
die vorzeitig mit der Bearbeitung der Auftrége fertig werden. Diese Unterlagen sowie Papier, Schreibuten-
silien, Taschenrechner, Zirkel und Lineal oder Geodreieck bringen die Schiilerinnen und Schiiler fur die
Expertenarbeit wahrend der Erarbeitungsphase mit.
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Einteilung in Stammgruppen

Gebt eurer Stammgruppe einen pfiffigen Namen und tragt ihn in die oberste Zeile ein. Die funf
dbrigen Zeilen sind fir die Namen und Expertenthemen der vier (maximal fiinf) Mitglieder
eurer Stammgruppe bestimmt.
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Gruppenpuzzle Arbeitsauftrage Thema 1:
Beweise den Satz von Pythagoras

Lernziel

Nach dem Durcharbeiten dieser Arbeitsauftrage hast du mindestens zwei Beweise fir den
Satz von Pythagoras verstanden und kannst sie jemandem so erklaren, dass er sie ebenfalls
versteht.

Einflhrung

Der Satz von Pythagoras sagt, dass die Summe der Quadrate der beiden Kathetenlangen in
einem rechtwinkligen Dreieck gleich dem Quadrat der Hypotenusenlange ist. Es ist erstaun-
lich, dass hier eine Beziehung zwischen Langen und Flachen besteht. Was haben die quad-
ratischen Flachen Uber den Katheten mit der quadratischen Flache tber der Hypotenuse zu
tun? Der Satz von Pythagoras stellt eine héchst tiberraschende Behauptung auf.

Man kann eine Behauptung wie diese an ein paar Dreiecken nachmessen, aber erstens ist
eine Messung immer ungenau, und zweitens kdnnen wir bei noch so vielen Dreiecken mes-
sen, alle bekommen wir nie, denn es sind unendlich viele. Deshalb versuchen wir den Satz
von Pythagoras zu beweisen, also eine Begriindung zu finden, weshalb dies bei allen recht-
winkligen Dreiecken so sein muss.

In der letzten Stunde hast du mit einer Lernaufgabe bewiesen, dass der Satz von Pythagoras
fur gleichschenklig rechtwinklige Dreiecke gilt. Deine Aufgabe ist es jetzt, Beweise zu finden,
die auch fur diejenigen rechtwinkligen Dreiecke gelten, die zwei verschieden lange Katheten
haben.

Erster Arbeitsauftrag

Fur den ersten Beweis schneidest du Figuren aus Karton aus, mit
denen du experimentieren kannst. Zu diesem Zweck wéahlst du die
Langen der Katheten a und b fiir ein rechtwinkliges Dreieck so aus,
dass a+b etwa 18cm ergibt. Konstruiere anschliessend auf dem
beiliegenden Stick Karton ein Quadrat mit Seitenlange a+b und
vier rechtwinklige Dreiecke mit den Katheten a und b wie in der
nebenstehenden Skizze gezeigt. Dieses Quadrat und die vier Drei-
ecke schneidest du mdglichst genau aus.

Schiebe die vier ausgeschnittenen Dreiecke auf dem ausgeschnit- | }
tenen Quadrat herum und beobachte, welche Figuren entstehen. a b
Kannst du erreichen, dass die vier Dreiecke so auf dem grossen

Quadrat liegen, dass zwei Quadrate unbedeckt bleiben? Und was

kannst du Giber diese beiden Quadrate sagen? b
Kannst du jetzt die vier Dreiecke so auf dem grossen Quadrat ver-

teilen, dass ein einziges Viereck unbedeckt bleibt, das auch wie ein a

Quadrat aussieht? Was kannst du tber dieses Viereck sagen, und
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wie kannst du nun schliessen, dass a’ + b* = ¢* gilt? Damit hast du den ersten Beweis des Sat-
zes von Pythagoras bereits gefunden.

Trage die zwei Anordnungen der vier Dreiecke in die folgenden Figuren ein und beschreibe
den Beweis in Worten. Begriinde genau, weshalb das Viereck in der einen Figur nicht nur wie
ein Quadrat aussieht, sondern auch ein Quadrat ist.

a}b} ‘a}b

Dieser Beweis stammt mdglicherweise von Pythagoras selber, scheint aber bereits vor Gber
zweitausend Jahren auch in China bekannt gewesen zu sein.

Zweiter Arbeitsauftrag

Betrachte die beiden folgenden Figuren und Uberlege dir, weshalb auch

hier ein Beweis fuir den Satz von Pythagoras steckt. Trage alle bekannten b
Langen vom Dreieck auf der rechten Seite in diese beiden Figuren ein
und Uberlege dir, ob das Viereck in der Mitte der linken Figur ein Quadrat
ist und, falls ja, wie gross seine Seitenléange ist. Beschreibe auch diesen
Beweis in Worten.

Diesen Beweis hat der indische Mathematiker Bhaskara Atscharja, der im 12. Jahrhundert
lebte, in seinem Buch mit dem Titel “Stirnjuwel der Lehrmeinungen” beschrieben.

Reflexion

Der zweite Beweis, den du eben erarbeitet hast, ist ein Zerlegungsbeweis, denn er nimmtein
Quadrat mit der Seitenlange c und zerlegt es so in Teilstiicke, dass aus ihnen die Flache von
zwei Quadraten mit den Seitenlangen a und b entsteht, wenn man sie entsprechend zusam-
mensetzt. Schau jetzt noch einmal den ersten Beweis an. Zerlegt er auch eine Figur? Was ist
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der Unterschied? Er geht anders vor, und man bezeichnet ihn als Erganzungsbeweis. Die
vier Dreiecke, die du aus Karton geschnitten hast, erganzen einerseits die beiden Quadrate
mit den Seitenlangen a und b und andererseits das Quadrat mit der Seitenléange ¢ zu demsel-
ben Quadrat mitder Seitenlange a+b, das du ebenfalls aus Karton ausgeschnitten hast.

Zum Schluss

Du hast jetzt zwei Beweise des Satzes von Pythagoras gesehen. Diese beiden Beweise zu
verstehen, ist dir moglicherweise nicht ganz leicht gefallen. Schreibe auf, welche Punkte dir
besonders Schwierigkeiten bereitet haben, und Gber welche Fragen ihr in der Expertengrup-
pe lange diskutiert habt.

Falls du anschliessend noch Zeit hast, oder falls die anderen Experten noch nicht ganz so
weit sind und du auf sie wartest, so kannst du noch einen dritten Beweis fur den Satz von
Pythagoras kennen lernen. Man schatzt Gibrigens, dass es etwa 400 verschiedene Beweise
dieses Satzes gibt.

Zusatzauftrag

Beginne mit der nebenstehenden Figur und
Uberlege dir, wie sie einerseits mit dem Satz
von Pythagoras und andererseits mit den
beiden Figuren unten zusammenhangt. Wie
kommst du von der Figur unten links zur Fi-
gur unten rechts? Und wie kommst du von
dort weiter zu einem Beweis des Satzes von
Pythagoras? Wodurch unterscheiden sich
die schwarze Figur und das rot gestrichelte
Viereck untenrechts? Und ist dieses Viereck
ein Quadrat?

Der Beweis, der in diesen Figuren steckt, findet man in einem Mathematiklehrbuch des deut-
schen Mathematikers Heinrich Winter.
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Gruppenpuzzle Arbeitsauftrage Thema 2:
Konstruiere Zahlen geometrisch

Lernziel

Wenn du diese Arbeitsauftrage erledigt hast, kannst du fur jede nattrliche Zahl n mit Zirkel
und Lineal eine Strecke konstruieren, die Yn mal so lang ist wie eine vorgegebene Einheits-
strecke.

Einflhrung

Hast du den Ausdruck “die Quadratur des Kreises” schon einmal gehort? Man bezeichnet
heute damit allgemein ein unlésbares Problem, aber urspriinglich meinte er die Aufgabe, zu
einem gegebenen Kreis mit Zirkel und Lineal ein flachengleiches Quadrat zu konstruieren. In
den letzten zwei Jahrtausenden ist intensiv nach einer Losung gesucht worden, bis im Jahre
1882 der deutsche Mathematiker Ferdinand von Lindemann beweisen konnte, dass dies gar
nicht moglich ist. Sein Beweis hat etwas damit zu tun, welche Streckenverhaltnisse man mit
Zirkel und Lineal konstruieren kann, und damit wirst du dich jetzt beschéftigen.

Bei gegebener Einheitsstrecke A,A, weisst du, wie du eine

Strecke konstruierst, die m mal so lang ist, und wie du die Ein- ',A‘o 1 A:‘l '?‘z A,‘s
heitsstrecke in n gleiche Teile teilst. Zusammen kannst du also
eine Strecke mit der rationalen Lange m/n wie in der neben-
stehenden Figur am Beispiel von 3/5 illustriert mit Zirkel und
Lineal konstruieren.

In der Lernaufgabe der letzten Lektion hast du gezeigt, dass
man mit einem gleichschenklig rechtwinkligen Dreieck auch
Strecken mit der irrationalen Lange \2 konstruieren kann. Im
ersten Arbeitsauftrag lernst du nun, wie du auf &hnliche Weise
die Wurzel aus jeder natirlichen Zahl konstruieren kannst.

A,

Erster Arbeitsauftrag

Du kannst also nicht nur jede positive rationale, sondern auch mindes-

tens eine irrationale Zahl mit Zirkel und Lineal konstruieren. Benutze

den Satz von Pythagoras und die Tatsache, dass du V3 aus V2 gleich
konstruieren kannst, wie du V2 in der Figur unten aus V1 konstruiert

1 hast, um V3 zu bekommen. Wenn du weiter V4 auf gleiche Art aus V3,

anschliessend V5 ebenso aus V4 konstruierst und so fortfahrst, dabei

aber immer die bereits konstruierten Strecken benutzt, so entsteht

7/1 eine Figur, die man Wurzelspirale nennt.

ﬁ Zeichne die Wurzelspirale von V1 bis V17 mit Zirkel und Lineal. Wahle

3 cm flr die Lange der Einheitsstrecke und beginne in der Mitte des

Papiers. Wenn du mit der Wurzelspirale fertig bist, miss ein paar der

Strecken und rechne mit dem Taschenrechner nach, wie genau du

B.
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gezeichnet hast. (Uberpriife vor allem auch die letzte Strecke, welche die Lange V17 hat.) Mit
der Wurzelspirale hast du eine Methode gefunden, mit der du bei 1 beginnend der Reihe
nach die Wurzel aus jeder naturlichen Zahl konstruieren kannst.

Zweiter Arbeitsauftrag

Die Wurzelspirale ist keine sehr effiziente Methode, um die Wurzel einer grossen naturlichen
Zahl zu konstruieren, und besonders exakt ist sie auch nicht, weil du in jedem Schritt beim
Zeichnen kleine Ungenauigkeiten machst, wie du vermutlich bei deiner eigenen Wurzelspi-
rale festgestellt hast.

Um zu V17 zu kommen, musst du aber gar nicht bei 1 beginnen. Schau deine Wurzelspirale
an und suche rechtwinklige Dreiecke, die du auch direkt hattest konstruieren kdnnen, weil du
zwei Seiten mit Zirkel und Lineal aus der Einheitsstrecke bekommen kannst. Konstruiere
V17 jetzt nochmals auf diesem Weg, wobei du die Einheitsléange wie im letzten Arbeitsauftrag
als 3 cm wahlst, und miss nach, wie genau du diesmal gezeichnet hast. Vermutlich warst du
nicht nur um einiges schneller, sondern auch um einiges genauer.

Uberleg dir, woran das lag, dass du die Wurzel aus 17 auf diese Weise hast konstruieren kén-
nen. Geht das auch fiir andere Zahlen? Kannst du beispielsweise V50 oder V65 so bekom-
men? Schreibe eine Regel auf, mit der man feststellen kann, fur welche nattrliche Zahl n die
Wurzel aus n mit dieser Methode bestimmt werden kann.

Lasst sich deine Regel erweitern? Kannst du etwa aus der Tatsache, dass 13=9+4 ist, eine
einfache Konstruktion fiir V13 ableiten? Konstruiere V13, passe deine Regel an und schreibe
sie in Worten auf.

Reflexion

Du fragst dich vielleicht, weshalb es wichtig ist, dass man eine Zahl als Lange einer Strecke
mit Zirkel und Lineal konstruieren kann. Mathematiker suchen manchmal nach Antworten
auf Fragen, deren praktischer Nutzen nichtimmer klar ist. So hat Gauss bewiesen, dass ein
regulares Funfeck mit Zirkel und Lineal konstruiert werden kann, wahrend ein reguléres Sie-
beneck nicht konstruiert werden kann. Manchmal zeigt sich der praktische Nutzen auch erst
viel spater. Wenn deine Eltern tGber eine sicher verschlisselte Leitung von einem Computer
zu Hause aus die Zahlungsauftrage an ihre Bank Ubermitteln kdnnen, so ist das nur méglich,
weil Mathematiker sich vor Jahrhunderten mit Eigenschaften von Primzahlen beschéftigt ha-
ben, die damals auch keinen praktischen Nutzen hatten, sondern einfach nur interessant fur
diese Mathematiker waren.

Zum Schluss

Du hast jetzt gesehen, wie man bei gegebener Einheitsstrecke nicht nur jede rationale Zahl,
sondern auch die irrationalen Zahlen, die Wurzel einer nattrlichen Zahl sind, mit Zirkel und
Lineal konstruieren kann. Du hast erst die Wurzelspirale kennen gelernt, mit der man theore-
tisch die Wurzel jeder natirlichen Zahl konstruieren kdnnte, und anschliessend Methoden
gefunden, mit denen man die Wurzel fir gewisse natirliche Zahlen schneller erreicht. Diese
Aufgaben sind dir méglicherweise nicht ganz leicht gefallen. Schreibe auf, welche Punkte dir
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besonders Schwierigkeiten bereitet haben, und tber welche Fragen ihr in der Expertengrup-
pe lange diskutiert habt.

Falls du anschliessend noch Zeit hast, oder falls die anderen Experten noch nicht ganz so
weit sind und du auf sie wartest, so kannst du noch einen dritten Auftrag bearbeiten, bei dem
du weitere Mdglichkeiten kennen lernst, um Zahlen mit Zirkel und Lineal zu konstruieren.

Zusatzauftrag

Im letzten Arbeitsauftrag hast du gesehen, wie du die Zerlegung einer natirlichen Zahl in
zwei geeignete Summanden benutzen kannst, um die Wurzel daraus in einem Schritt statt
mit der Wurzelspirale in mehreren Schritten zu konstruieren. Diese Methode lasst sich aber
nur auf einen Teil der natirlichen Zahlen anwenden. Doch was macht man, falls sie fur eine
Zahlnichtgeht?

Um V15 zu konstruieren, kannst du, weil 10=9+1 gilt, mit V10 beginnen und wie bei der Wur-
zelspirale V11, V12 und so weiter bis Y15 bestimmen. Weil du im letzten Arbeitsauftrag ge-
sehen hast, wie sich 13=9+4 benutzen lasst, um V13 zu bekommen, kannst du auch mit v13
beginnen und von dort in Einerschritten zu V15 gehen. Kann man das vereinfachen? Kannst
du beispielsweise die Tatsache, dass 15=16-1 gilt, ausnutzen, um V15 in einem Schritt zu
gewinnen? Das geht, und auf die gleiche Weise bekommst du auch V24. Jetzt ist es nicht
mehr schwierig, um aus 21=25-4 auch noch die Wurzel aus 21 in einem Schritt zu kon-
struieren. Du kannst also nicht nur die Addition benutzen, um die Wurzel einer natirlichen
Zahl effizient zu bestimmen, sondern auch die Subtraktion.

Wenn du keinen Weg findest, um in einem Schritt zum Ziel zu kommen, bleibt dir nichts ande-
res ubrig als zu schauen, ob du es vielleicht in zwei Schritten schaffst. Bei 57 beispielsweise
hilft 57=49+4+4 als mogliche Aufteilung. Konstruiere V57 auf diese Weise.

In der Einleitung zu diesen Arbeitsauftragen wurde in Erinnerung gerufen, wie man bei gege-
bener Einheitsstrecke eine Strecke der Ldnge m/n mit Zirkel und Lineal konstruiert, und du
hast dich jetzt intensiv damit auseinander gesetzt, wie man dasselbe mit der Wurzel einer na-
turlichen Zahl macht. Es gibt aber noch andere Zahlen als rationale Zahlen und Wurzeln aus
naturlichen Zahlen. Wie steht es dort mit der Konstruierbarkeit mittels Zirkel und Lineal? Wie
lasst sich zum Beispiel die Wurzel aus einer rationalen Zahl m/n konstruieren?

Wie kannst du 3/5 so umformen, dass du mit dem, was du schon weisst, die Wurzel aus 3/5
mit geometrischen Mitteln bestimmen kannst? Welche Umformungen, die den Wert nicht ver-
andern, sind bei Briichen erlaubt?

\3/5
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Gruppenpuzzle Arbeitsauftrage Thema 3:
Kehre den Satz von Pythagoras um
und finde pythagoreische Zahlentripel

Lernziel

Wenn du mit diesen Arbeitsauftragen fertig bist, kannst du beweisen, dass die Umkehrung
des Satzes von Pythagoras gilt, und kennst eine Methode, um so genannte pythagoreische
Zahlentripel zu finden.

Einflhrung

Als die Agypter vor Giber 4000 Jahren ihre beriihmten Pyramiden bauten, mussten sie sehr
sorgfaltig vorgehen und exakte rechte Winkel konstruieren, damit die Steinblécke genau zu-
sammenpassten. Kleinste Abweichungen hatten beispielsweise bei der Cheops-Pyramide,
die eine Seitenlange von uber 200 Meter hat, den Bau verunmoglicht. Die Frage ist, wie sie
es schafften, derart prazise rechte Winkel zu bekommen.

Das hat etwas mit pythagoreischen Zahlentripel zu tun, wie du im ersten Arbeitsauftrag fest-
stellen wirst. Als pythagoreische Zahlentripel bezeichnet man drei natirliche Zahlen a, b und
¢, welche die Gleichung a* + b? = ¢ erfiillen und somit Seitenlangen eines rechtwinkligen
Dreiecks sein kdnnen.

Beim rechtwinkligen Dreieck, bei dem beide Katheten eine Einheitslange lang sind, hat die
Hypotenuse die Lange V2, wie du in der Lernaufgabe der letzten Stunde gesehen und be-
wiesen hast. Nicht alle Kathetenlangen, die nattrliche Zahlen sind, fihren also zu ganzzah-
ligen Hypotenusenlangen. Rechtwinklige Dreiecke mit drei ganzzahligen Seitenléngen sind
die Ausnahme. Im zweiten Arbeitsauftrag findest du eine Methode, mit der du unendlich viele
davon berechnen kannst.

Erster Arbeitsauftrag

Die erste Aufgabe |6st ihr gemeinsam in der Experten-
gruppe. Einer von euch findet in den Unterlagen einen
Seilring mit zwdlf Knoten, die alle denselben Abstand
von ihren Nachbarn haben. Haltet drei Knoten dieses
Seilrings so fest, dass ihr ein Dreieck aufspannt, und
variiert das Dreieck, dass es einmal spitzwinklig und
einmal stumpfwinklig ist. Haltet jetzt die Knoten so fest,
dass die drei Seitenlangen 3, 4 und 5 Knotenabstande
sind. In diesem Dreieck erflillen die Seitenlangen die
Formel 3° + 4 = 5° des Satzes von Pythagoras, wie ihr
leicht nachrechnen kénnt, und es sieht auch rechtwink-
lig aus, aber ist es das wirklich? Es stellt sich also die
Frage, ob die Umkehrung des Satzes von Pythagoras
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gilt: Wenn ein Dreieck mit den Seiten a, b und ¢ die Gleichung a* + b* = ¢” erfilllt, so ist es auch
rechtwinklig. Wie kannst du das beweisen?

Rufe dir dazu in Erinnerung, welche Angaben ndétig sind, um ein Dreieck bis auf Kongruenz
eindeutig zu konstruieren. Es genugen einerseits alle drei Seiten (SSS) und andererseits
zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel (SWS):

Betrachte das Dreieck ABC mita=3, b=4 und c=5.

Betrachte das Dreieck AB’C' mita’=3, b’=4 und y'=90°. C

1. Berechneim Dreieck AB'C’ die Seite c'. N

2. Warum sind die Dreiecke ABC und A'B’C’ kongruent? i

3. Was folgt daraus fur den Winkel y? A 5
C

Schreibe die Begriindung auf, weshalb die beiden Dreiecke kongruent
sind, und weshalb daraus folgt, dass die Umkehrung des Satzes von
Pythagoras stimmt.

Zweiter Arbeitsauftrag

Ein Zahlentripel (a,b,c) mit natirlichen Zahlen a, b und ¢ heisst pythagoreisch, wenn es die
Gleichung a* + b* = ¢? erfiillt. Das Tripel (3,4,5) hast du schon kennen gelernt. Gibt es aber
noch andere? Was passiert beispielsweise, wenn du diese drei Zahlen verdoppelst? Gibt
das wieder ein pythagoreisches Zahlentripel? Und was passiert, wenn du sie verdreifachst,
verzehnfachst oder mitirgendeiner natirlichen Zahl multiplizierst?

Weil Vielfache von pythagoreischen Zahlentripel wieder pythagoreische Zahlentripel sind,
genugt es, nach so genannten primitiven pythagoreischen Zahlentripel zu suchen, bei denen
der grésste gemeinsame Teiler der drei Zahlen 1 ist. Das Tripel (3,4,5) ist so ein primitives py-
thagoreisches Zahlentripel. Gibt es aber noch andere? Kannst du eines durch Ausprobieren
finden?

Es ist gar nicht so leicht, nur durch Ausprobieren solche Tripel zu finden. Es wéare einfacher,
wenn wir eine Methode hatten, mit der man sie systematisch finden kann. Solche Methoden
gibt es. Eine davon benutzt eine interessante Eigenschaft der Quadratzahlen.

Wenn du die ungeraden Zahlen mit 1 beginnend der Reihe nach zusammenzéhilst, so ist das
Resultat bei jedem Schritt eine Quadratzahl. Die erste ungerade Zahl 1 ist selber eine Quad-
ratzahl. Zahlen wir zu 1 die nachste ungerade Zahl 3, so gibt das 1+3=4, und das ist wieder
eine Quadratzahl. Zahlen wir zu 1+3 die ndchste ungerade Zahl 5, so gibt das 1+3+5=9, und
auch dasisteine Quadratzahl.

Schau die folgenden Beispiele an und tberlege dir, weshalb es immer eine Quadratzahl gibt,
wenn du die ungeraden Zahlen der Reihe nach zusammenzéahlst. Die schwarzen und roten
Punkte unten rechts helfen dir dabei. Die Anzahl rote Punkteist 1in (a), 3in (b), 5in(c) und 7
in (d). Welche Figur kdme als nachstes? Zeichne sie und tberprife, dass sie 9 rote und 16
schwarze Punkte hat.

Beispiele: gl u g2 @ (b (c) (d)
1=1 0+1=1 0 1 1 ® 00 000 0000
1+3=4 1+3=4 1 3 4 LA ++ S +++
1+3+5=09 4+5=9 4 5 9 osse
1+3+5+7=16 9+7=16 9 7 16
1+3+5+7+9=25 16 +9=25 16 9 25
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Damit hast du das erste pythagoreische Zahlentripel gefunden. Es ist das Tripel (3,4,5), das
wir schon kennen, denn 3°=9 rote plus 4°=16 schwarze Punkte gibt zusammengezahlt 5°=25
Punkte. Auf diese Weise kannst du aber weitere pythagoreische Zahlentripel finden. Fihre
entweder die Figur mit den roten und schwarzen Punkten oder die Tabelle mit den Zahlen g1
(kleinere Quadratzahl), u (nachste ungerade Zahl) und g2 (grossere Quadratzahl) weiter, bis
du ein zweites pythagoreisches Zahlentripel gefunden hast.

Schreibe das néchste pythagoreische Zahlentripel auf, das du auf diese Weise findest, und
beschreibe in Worten, wie man weitere Tripel bestimmen kann. Auf diese Weise lassen sich
beliebig viele primitive pythagoreische Zahlentripel berechnen.

Reflexion

So, wie die Agypter vor Jahrtausenden mit Seilringen rechte Winkel konstruiert haben, ist es
ein Trick, und Tricks haben den Nachteil, dass man nicht so recht weiss, weshalb sie funktio-
nieren. Die Mathematik hat aus diesem Trick eine Methode gemacht, von der man nicht nur
weiss, weshalb sie funktioniert, sondern auch, wie man Seilringe mit anderen Zahlentripeln
konstruieren kann, die ebenfalls rechte Winkel liefern.

Zum Schluss

Du hast erst gesehen, wie die Agypter vor Jahrtausenden rechte Winkel konstruiert haben,
um ihren Pyramiden und Tempeln die perfekte Form zu geben, hast anschliessend die Um-
kehrung des Satzes von Pythagoras bewiesen, der erst die Begrindung liefert, weshalb der
Seiltrick der Agypter funktioniert, und hast zum Schluss eine Methode gefunden, mit der du
primitive pythagoreische Zahlentripel systematisch bestimmen kannst. Den Beweis fiir die
Umkehrung des Satzes von Pythagoras zu verstehen und die Methode fur pythagoreische
Zahlentripel zu finden ist dir moglicherweise nicht ganz leicht gefallen. Schreibe auf, welche
Punkte dir besonders Schwierigkeiten bereitet haben, und tiber welche Fragen ihr in der Ex-
pertengruppe lange diskutiert habt.

Falls du anschliessend noch Zeit hast, oder falls die anderen Experten noch nicht ganz so
weit sind und du auf sie wartest, so kannst du noch einen dritten Auftrag bearbeiten, bei dem
du eine zweite Methode kennen lernst, um pythagoreische Zahlentripel zu finden.

Zusatzauftrag

Die altbabylonische Tontafel mit dem Namen
Plimpton 322 enthalt pythagoreische Tripel,
von denen man nicht genau weiss, wozu sie
dienten. Wegen der Anordnung auf der Tafel
geht man jedoch davon aus, dass die folgen-
den Formeln, die man deshalb babylonische
Formeln nennt, benutzt worden waren:

a=m’-n,b=2mn,c=m’+n’
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Sind m und n naturliche Zahlen, und ist m grosser als n, so sind auch a, b und ¢ naturliche
Zahlen, die a’ + b* = ¢* erfiillen, und damit ein pythagoreisches Zahlentripel bilden. Kannst du
durch Einsetzen in die babylonischen Formeln Gberprifen, dass das stimmt?

a=m’-n,b=2mn,c=m*+n’

Lass dich durch die vierten Potenzen, die beim Quadrieren und anschliessenden Ausmulti-
plizieren entstehen, nicht abschrecken. Die Rechnung ist nicht schwierig.

Mit den babylonischen Formeln kannst du ebenfalls systematisch unendlich viele pythago-
reische Zahlentripel berechnen, indem du bei 1 beginnend die natirlichen Zahlen mund n so
wabhlst, dass m immer grosser als n ist. Trage ein paar davon zusammen mit den daraus ab-
geleiteten Werten von a, b und cin der folgenden Tabelle ein.

Nummer m n a=m’-n’ b =2mn c=m’+n’

© 00N O 01 | b W (DN |

[
o

[EEY
[EN

Mit den babylonischen Formeln bekommst du auch pythagoreische Zahlentripel, die nicht
primitiv sind, wie etwa (6, 8, 10). Zudem ist die erste Zahl nicht immer kleiner als die zweite.
Wir betrachten die drei Tripel (3, 4, 5), (4, 3, 5) und (8, 6, 10) aber als dasselbe Tripel.

Hast du mit dieser Methode — abgesehen von solchen Tripel, die wir als gleich betrachten —
noch pythagoreische Zahlentripel gefunden, die du mit der Methode im zweiten Arbeitsauf-
trag nicht gefunden hast? Wenn ja, weshalb ist das so? Was unterscheidet die Zahlentripel,
die sich nur mit der zweiten Methode finden lassen, von denen, die du schon mit er ersten
Methode gefunden hast? Und was unterscheidet die beiden Methoden, dass sie nicht genau
dieselben Tripel liefern?
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Gruppenpuzzle Arbeitsauftrage Thema 4.
Berechne den Abstand von zwei Punkten

Lernziel

Nach der Bearbeitung dieser Arbeitsauftrage kannst du eine Formel angeben, mit der sich
der Abstand von zwei Punkten in einem rechtwinkligen Koordinatensystem aus ihren Koordi-
naten berechnen lasst.

Einflhrung

Der Satz von Pythagoras sagt, wie man aus den Kathetenlangen im
rechtwinkligen Dreieck die Lange der Hypotenuse berechnet. Weil
die beiden Seiten eines Rechtecks zusammen mit einer Diagonale b
ein rechtwinkliges Dreieck bilden, lasst sich dieser Satz auch zur Be-
rechnung der Lange der Diagonale im Rechteck benutzen. Diese
Tatsache lasst sich weiter auf die Berechnung des Abstandes zweier
Punkte in rechtwinkligen, zweidimensionalen Koordinatensystemen d=a’+b’
anwenden. Eine Formel dafir zu finden ist deine Aufgabe.

Erster Arbeitsauftrag

Bestimme die Abstéande des Punktes P von den sechs Punkten P, ..., P, im folgenden Koor-
dinatensystem und trage sie in der Tabelle unten ein. (Tipp: Die Distanzen lassen sich allein
aus den Koordinaten der Punkte berechnen.)

-15-14-13-12-11-10 9 -8 -7 6 5 -4 -3 2 -1 AY1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
P, P .
9
5 8
2 7
6
5 5
$ 4
Ps 3
2
1
P >
5 -1
4 2
-3

PP, = PP, = PP, = PP, = PP, = PP, =
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Landkarten wie diejenige auf der nachsten Seite legen auch ein rechtwinkliges Koordinaten-
system, wie du es eben in der Aufgabe benutzt hast, Giber die abgebildete Landschaft. Man
kann damit einen Punkt auf der Erde mit zwei Zahlen festlegen. Wenn du in der Beispielkarte
den Punkt mit den beiden Koordinaten 685 und 239 finden sollst, ist das einfach. Wende jetzt
das, was du vorhinim Koordinatensystem gemacht hast, auf diese Landkarte an und bestim-
me auf eine Kommastelle genau die Koordinaten der beiden rot markierten Punkte in der Kar-
te. Zeichne weiter ein rechtwinkliges Dreieck ein, dessen Hypotenuse diese beiden Punkte
verbindet und dessen Katheten parallel zu den Koordinatenlinien liegen. Berechne zum
Schluss die Langen der beiden Katheten aus den Koordinaten der beiden rot markierten
Punkte. Damit kannst du den Abstand dieser beiden Punkte mit dem Satz von Pythagoras
ausrechnen. Miss nach und Uberprife, ob das, was du berechnet hast, auch stimmt.

Zweiter Arbeitsauftrag

Bestimme den Abstand folgender Punktepaare (auf eine Kommastelle genau):
(0,0) (0,325) (-50,-50) (-50,144) (134,216) (134,347)
(0,0) (a,0) (-50,-50) (70,-50) (134,216) (234,291)
(0,0) (100,75) (-50,-50) (50,25) (12,58) (136,423)
(100,100) (100,b) (-120,-120) (-64,-120) (-113,-24) (544,18)
(100,100) (200,175) (-120,-120) (-20,-45) (-113,24) (544,-18)

Die Losungen findest du unten auf der letzten Seite dieser Arbeitsauftrage. Kontrolliere die
Ergebnisse, die du bekommen hast. Uberlege dir, wie du zu deinen Resultaten gekommen
bist. Hast du anders gerechnet, wenn die Koordinaten negative Zah-

len enthielten, oder hast du immer die gleichen Rechnungen ausge- P,
fuhrt? Und was hat du bei den Koordinaten mit Variablen getan? =
Was andert sich an deinen Rechenschritten, wenn du den Abstand Pl _—
des Punktes (20,30) vom Punkt (15,20) statt dem Abstand des Punk-
tes (15,20) vom Punkt (20,30) bestimmst? Und was andert sich,
wenn du statt dem Abstand der Punkte (10,15) und (20,30) den Ab- (X, V) (X, Y,)
stand (110,215) und (120,230) berechnest?

In den obigen Beispielen hast du den Abstand der Punkte (0,0) und (a,0) bestimmt. Einer der
Werte war eine Variable. Kannst du auch den Abstand der Punkte (0,0) und (x,,y,) angeben,
und denjenigen der Punkte (x,,0) und (x,,0)? Kannst du zum Schluss noch den Abstand des
Punktes (x,,y,) vom Punkt (x,,y,) finden und ihn nur mit den vier Werten x,, y,, X, und y, aus-
driicken? Uberprife deine Losung an ein paar Beispielen.

Reflexion

Esistdir sicher auch schon passiert, dass du die x- und die y-Koordinate verwechselt hast. In
der Kartographie, also der Lehre von der Herstellung der Landkarten, ist man sich bewusst,
wie leicht dies passieren kann. Deshalb hat man die Koordinaten bei den Landeskarten der
Schweiz in nord-sidlicher Richtung im Bereich von 50 bis 350 und in ost-westlicher Richtung
im Bereich von 450 bis 850 gewé&hlt. Somit gibt es in der Schweiz nur einen Punkt mit den
Koordinaten (239,685) oder (685,239). Du findest ihn in der Karte auf der nachsten Seite.
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Zum Schluss

Du hast verstanden, wie man aus den Koordinaten von zwei Punkten ihren Abstand berech-
nen kann, hast eine Formel dafiir gefunden und hast gesehen, wie man dies auf die Distanz-
berechnung in Landkarten anwenden kann. Diese allgemeine Formel zu finden ist dir mogli-
cherweise nicht ganz leicht gefallen. Schreibe auf, welche Punkte dir besonders Schwierig-
keiten bereitet haben, und Uber welche Fragen ihr in der Expertengruppe lange diskutiert
habt.

Falls du anschliessend noch Zeit hast, oder falls die anderen Experten noch nicht ganz so
weit sind und du auf sie wartest, so kannst du noch einen dritten Auftrag bearbeiten, bei dem
du die gefundene Formel fir den Abstand zweier Punkte auf Kreise anwendest.

Zusatzauftrag

Jede Gerade in der Ebene lasst sich bekanntlich in einem Koordinatensystem durch die
Gleichung ax + by + ¢ = 0 mit Koeffizienten a, b und c darstellen. Die Gleichung x - y = 0 bei-
spielsweise ist die Winkelhalbierende, die den ersten und dritten Quadranten teilt. Mit Glei-
chungen kann man also gewisse Punktmengen beschreiben. Kennst du noch andere Punkt-
mengen ausser Geraden, und kannst du sie ebenfalls mit einer Gleichung oder Ungleichung
festlegen? Der Kreis ist eine Punktmenge, die du kennst, aber gibt

es dafiir auch eine Gleichung? P (x.y)
Zeichne einen Kreis mit Radius 10 um den Nullpunkt (0,0). Liegt der | B
Punkt (0,7) auf dem Kreis, oder liegt er innerhalb oder ausserhalb / rN
der Kreisflache? Und wie steht es mit den Punkten (6,8), (11,5) und

(3,7)? Wie kannst du das herausfinden? M| (0}0)
Welchen Abstand hat in der nebenstehenden Figur der Punkt P mit N /
den Koordinaten (x,y) vom Mittelpunkt des Kreises mit den Koordi- N |
naten (0,0), wenn der Radius r gleich 10 ist? Wie kannst du das mit

der Formel, die du im letzten Arbeitsauftrag gefunden hast,
ausdrucken? (Tipp: Die Punkte auf dem Kreis mit Radius r um den Mittelpunkt M sind durch
eine bestimmte Eigenschaft charakterisiert. Welche Eigenschatftist das?)

Welchen Abstand hat der Punkt P mit den Koordinaten (x,y) vom Mittelpunkt des Kreises mit
den Koordinaten (0,0), wenn der Kreisradius r ist? Kannst du das mit einer Gleichung, die du
aus der Formel fur den Abstand zweier Punkte herleitest, darstellen? Wenn du die Gleichung
gefunden hast, so hast du die allgemeine Gleichung fir einen Kreis mit Radius r und Mittel-
punkt (0,0) gefunden. Hast du auch noch Lust, die Gleichung fiir den Kreis mit Radius r und
Mittelpunkt (a,b) zu finden?
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Wenn die Schilerinnen und Schiler ihre Arbeit in den Expertengruppen abgeschlossen haben, tberlegen
sie sich als Hausaufgabe auf die nachste Lektion, die fur die Vermittlungsphase vorgesehen sind, wie sie
den Stoff, den sie gelernt haben, ihren Kolleginnen und Kollegen in der Stammgruppe weitergeben wollen.

2.3. Vermittlungsphase

Die Expertinnen und Experten prasentieren ihre Erkenntnisse in den Stammgruppen. Jede Stammgruppe
sollte, wie schon jede Expertengruppe in der Erarbeitungsphase, einen eigenen Raum zur Verfiigung ha-
ben, um das Gelernte weitergeben und ungestort diskutieren zu kénnen. Eine Wandtafel ist nutzlich, aber
nicht notwendig, weil sich die vier oder héchstens finf Personen in der Stammgruppe gut auch mit Papier
und Bleistift an einem Tisch gegenseitig informieren kdnnen. Sollten nicht geniigend freie Zimmer zur Ver-
figung stehen, mussten sich die bis zu sechs Stammgruppen im Schulzimmer verteilen.

Die Vermittlung ist nicht als ein reiner Vortrag der Expertinnen und Experten gedacht, sondern beinhaltet
auch, dass die Ubrigen Mitglieder der Stammgruppe Aufgaben aus den Arbeitsauftragen der Experten-
gruppen lésen oder diese gar ganz durcharbeiten. Sie sollten dabei jedoch weniger Zeit brauchen, als die
Expertinnen und Experten brauchten, weil diese ihren Kolleginnen und Kollegen Teilschritte erklaren oder
ihnen auf andere Weise helfen konnen.

Auch in dieser Phase besucht die Lehrperson die verschiedenen Gruppen immer wieder und beobachtet
die Vermittlung des Stoffes. Sie greift nur ein, wenn ihr dies unumganglich scheint, merkt sich aber, falls sie
irgendwelche Unklarheiten oder Fehlvorstellungen entdeckt, um sie in der néchsten Phase zu thematisie-
ren. Sie stellt zudem sicher, dass sie jede Expertin und jeden Experten mindestens einmal bei der Prasen-
tation sieht, um sich ein vollstandiges Bild Uber die Vermittlungskompetenzen der Klasse zu machen.

2.4. Phase der Evaluation und Integration

Die Lehrperson fasst die Erkenntnisse der vier Expertengruppen zusammen und wiederholt, was diese
entdeckt haben. Die Zusatzaufgaben werden zusammen mit den anderen Arbeitsauftragen besprochen.

Thema 1: Der Satz von Pythagoras lasst sich beweisen |
. I

p o a

Beim ersten Thema bespricht die Lehrperson die drei Beweise. Vorher soll aber der Unterschied zwischen
einem Zerlegungsbeweis und einem Ergénzungsbeweis angesprochen und diskutiert werden.

Im ersten Beweis kann auf zwei verschiedene Arten gezeigt werden, dass das Viereck in der linken Figur
ein Quadrat mit Seitenlange c ist. Das folgt einerseits daraus, dass die Winkel beim Punkt P gleich c.und
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aus dem urspriinglichen Dreieck sind und der Winkel des Vierecks wegen der Winkelsumme somit 90°
sein muss, andererseits aber auch aus Symmetrietiberlegungen, weil das Viereck bei Drehung um 90° mit
Zentrum M in sich tbergeht. Bei der rechten Figur kann darauf hingewiesen werden, dass dies eine geo-
metrische Darstellung der binomischen Formel (a+b)’ = a*+ 2ab + b’ ist, falls diese bekannt ist. Damit wird
wieder betont, dass Geometrie und Algebra eng miteinander verbunden sind.

Im zweiten Beweis wird gezeigt, dass das Viereck in der Mitte der linken Figur ein Quadrat mit Seitenlange
a-bist. (Dass die Winkelin diesem Viereck 90° sind, folgt daraus, dass sie zusammen mit dem rechten Win-
kel des Dreiecks einen Winkel von 180° ergeben.)

Der dritte Beweis aus dem Zusatzauftrag kann am besten durch Flachenumformungen erkléart werden.
Erst wird der untere Teil gespiegelt und anschliessend werden zwei Dreiecke um eine ihrer Ecken gedreht,
sodass ein Viereck entsteht. Dass die Dreiecke wirklich kongruent sind und durch Drehung ineinander
ubergehen, folgt daraus, dass zwei ihrer Seiten und der eingeschlossene Winkel gleich sind. Aus den-
selben Uberlegungen folgt aber auch, dass das Viereck ein Quadrat mit der Seitenlange ¢ sein muss.

Thema 2: Die Wurzel jeder naturlichen Zahl lasst sich konstruieren
1 B S +/a=2 Ja=2 1
1| 2

YAy S

13=9+4
17=13+4
5=4+1 =9+4+4 15=16-1

Bei der Besprechung des zweiten Themas wird in Erinnerung gerufen, dass jede natirliche und jede ratio-
nale Zahl bei gegebener Einheitsstrecke konstruiert werden kann. Anschliessend wird gezeigt, wie auch
die Wurzel aus jeder nattrlichen Zahl konstruierbar ist. Weil man jedoch nicht immer bei 1 beginnen und
die ganze Wurzelspirale zeichnen méchte, wird an ein paar Beispielen diskutiert, wie man vorgehen wur-
de, wenn man die Wurzel einer nattrlichen Zahl einfacher konstruieren wollte. (Jede natirliche Zahl lasst
sich als Summe von Quadratzahlen darstellen, wobei die trivialste Aufteilung diejenige in lauter Einer ist.)
Zum Schluss wird besprochen, wie man eine rationale Zahl unter einer Wurzel erweitert, um im Nenner ein
Quadrat zu bekommen. So wird aus V3/5 erst V15/25 und dann V15 / 5, was mit den bereits bekannten
Mitteln konstruiert werden kann.

Thema 3: Es gibt unendlich viele pythagoreische Zahlentripel

Das bekannteste Beispiel ist (3, 4, 5), aber es gibt mehr:

< 3 4 5 11 60 61 8 15 17
o g 5 12 13 13 84 85 20 21 29

@ 7 24 25 15 112 113 12 35 37
— 9 40 41 17 144 145 28 45 53

Zum dritten Thema wird — ausgehend wieder vom Seilring und dessen Anwendung beim Bau agyptischer
Pyramiden — erst die Umkehrung des Satzes von Pythagoras besprochen. Dass ein Dreieck bis auf Kon-
gruenz eindeutig bestimmt ist, wenn entweder alle drei Seiten oder zwei Seiten und der eingeschlossene
Winkel gegeben sind, wissen die Schulerinnen und Schuler aus dem Geometrieunterricht. Wenn also ein
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Dreieck gegeben ist, dessen drei Seiten bekannt sind und a*+ b* = ¢? erfiillen, und wenn ein anderes Drei-
eck gegeben ist, von dem zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel bekannt ist, wobei die zwei Seiten
gleich sind wie die beiden Seiten a und b des ersten Dreiecks und der eingeschlossene Winkel 90° betragt,
sodass die Lange der dritten Seite wegen dem Satz von Pythagoras ebenfalls gleich wie die Seite ¢ des
ersten Dreiecks sein muss, so mussen die beiden Dreiecke kongruent sein.

Damit ist gezeigt, dass und wie man mit pythagoreischen Zahlentripel rechte Winkel konstruieren kann, so
wie es die Agypter getan haben. Pythagoreische Zahlentripel findet man mit den zwei Methoden aus den
Arbeitsauftragen, wobei die erste Methode nur Tripel findet, bei denen die grésste Zahl um Eins grésser als
die mittlere Zahl ist. Es gibt aber pythagoreische Zahlentripel, bei denen das nicht der Fall ist.

Thema 4: Der Abstand zweier Punkte und die Kreisgleichung

P1P2 = \/(Xz'xl)z + (yz'y1)2

g

X
RS
Ner

F \
yi
M%0,0) MP = Nx*+y*=r Ma.b) MP = N(x-a)* + (y-b)* = r

X2 + y2 — r.2 (X_a)Z + (y_b)Z — r.2

Das vierte und letzte Thema, bei dem eine Formel fur den Abstand von zwei Punkten im rechtwinkligen,
zweidimensionalen Koordinatensystem gefunden wurde, ist wichtig fiir den weiteren Mathematikunterricht
und soll deshalb ausfiihrlich besprochen und gelibt werden.

Die Kreisgleichung fur Kreis um den Nullpunkt des Koordinatensystems, die im Zusatzauftrag gesucht wor-
denist, ergibt sich direkt aus der Formel fiir den Abstand zweier Punkte, weil jeder Punkt P mit den Koordi-
naten (x,y), der auf der Kreislinie liegt, den Abstand r vom Nullpunkt haben muss. Die allgemeine Kreisglei-
chung mit Mittelpunkt (a,b) kann entweder ebenfalls aus dieser Formel oder aber durch eine Koordinaten-
transformation (eine Translation) eingefiihrt werden. (Die Lehrperson sollte erklaren, weshalb man die
Kreisgleichung normalerweise in der Form ohne Wurzelzeichen benutzt.)

Als kleiner Exkurs wird an dieser Stelle ein Punkt erwahnt, der bei diesem Thema in den Unterlagen unter
Reflexion aufgebracht worden ist. Weil Schilerinnen und Schiler auch in diesem Alter noch ab und zu die
x- und y-Koordinate verwechseln, ist es fur sie leicht nachvollziehbar, weshalb bei den Schweizer Land-
karten ein Nullpunkt gewahlt worden ist, der dies verhindert. (Bei Schiessubungen der Artillerie kdnnten
solche Verwechslungen verheerende Folgen haben.)

Vertauschte Koordinaten
4
Weil sich die moglichen Werte >
der x- und y-Koordinate im roten > 7 und x < 21
Gebiet nicht Gberschneiden, gibt y>0undy<&
es nur einen Punktin diesem Ge- 3y
biet, der einem Zahlenpaar wie
beispielsweise (3,11) entspricht. 00 5 10 15 0

A

v

In der Phase der Evaluation und Integration diskutiert die Lehrerin oder der Lehrer mit den Schilerinnen
und Schilern auch das Gruppenpuzzle selber, bespricht mit ihnen die in der Erarbeitungs- und in der Ver-
mittlungsphase gemachten Beobachtungen, lasst sie ihre Eindriicke und sowohl positiven wie auch nega-

Gruppenpuzzle zum Satz von Pythagoras - 27 - Rainer Hauser, Frihlingssemester 2008



tiven Erfahrungen erzahlen und beantwortet Fragen. Ziel dieses Meinungsaustausches ist einerseits die
beiderseitige Riickmeldung dessen, was in einem eventuell nachsten Gruppenpuzzle anders gemacht
werden konnte, und andererseits das Aufdecken von allféalligen Missverstandnissen und Fehlvorstellun-
gen, die sich in den Expertengruppen gebildet haben kénnten.

Anschliessend werden die Hausaufgaben bekannt gegeben, mit denen —im Sinne einer Lernkontrolle und
Wissenssicherung — tberpruft wird, wie gut der vermittelte Stoff verstanden worden ist. Falls die fir die Pha-
se der Evaluation und Integration vorgesehene Lektion noch nicht zu Ende ist, kdnnen die Schilerinnen
und Schiler schon damit beginnen.

Folgende Aufgaben eignen sich flr die ersten drei Themen:

1. Zeichne fir einen der beiden besprochenen Beweise des Satzes von Pythagoras eine Skizze, be-
schreibe ihn in Worten und begrinde, weshalb daraus folgt, dass der Satz fur alle rechtwinkligen
Dreiecke gilt.

2. Konstruiere eine Strecke der Lange V18 mit Zirkel und Lineal unter der Annahme, dass die Einheits-
strecke 5 cm misst.

3. Finde zweiverschiedene pythagoreische Zahlentripel (a, b, ¢) und rechne mit dem Taschenrechner
nach, dass sie die Formel a®+ b’ = c*erfiillen.

Aufgaben fir das vierte Thema:

Aufgaben:

Berechne den Abstand der Punkte mit den Koordinaten (6, 3) und (9, 7).

Berechne den Abstand der Punkte mit den Koordinaten (3, 1) und (3, 8).

Berechne den Abstand der Punkte mit den Koordinaten (-3, -2) und (5, 4).

Trage die Punkte mit den Koordinaten (-3, -2) und (5, 4) in einem Koordinatensystem ein,

verschiebe beide Punkte um 5 nach oben und um 9 nach rechts, bestimme die neuen

Koordinaten und berechne den Abstand der beiden verschobenen Punkte.

5. Berechne den Abstand der Punkte mit den Koordinaten (10, 12) und (31,45) auf eine
Kommastelle genau.

6. Berechne den Abstand eines Punktes mit den Koordinaten (10.7, -3.8) von einem Punkt
mit den Koordinaten (-2.9, -7.3) auf zwei Kommastellen genau.

7. Berechne die Lange der Hohe hin einem gleichseitigen Dreieck mit Seitenlange s.

8. Berechne die Lange der zweiten Kathete in einem rechtwinkligen Dreieck, wenn die an-
dere Kathete 5 cm und die Hypotenuse 13 cm lang ist.

9. Beweise, dass es kein pythagoreisches Tripel mit zwei gleichen Zahlen gibt.

bR

Ldsungen der Aufgaben fur das vierte Thema:

1. DerAbstandist5.

2. DerAbstandist7.(Beachte, dass die x-Koordinaten der beiden Punkte gleich sind.)

3. DerAbstandist10.

4. DerAbstandist 10 wie in der Aufgabe 3, weil die Verschiebung beider Punkte um den gleichen Vek-
tor den Abstand nicht andert. Die neuen Koordinaten sind (6,3) und (14,9).

5. DerAbstandist39.1 gemass Formel.

6. DerAbstandist14.04 gemass Formel.

7. Die Hohe him gleichseitigen Dreieck mit Seitenlange sistV3/2 - s.

8. Dieandere Katheteist 12 cmlang.

9. Die Hypotenuse kann nicht gleich lang sein wie eine Kathete, weil die andere Kathete sonst Lange

0 hatte, was keine natlrliche Zahl ist. Die beiden Katheten kénnen aber auch nicht gleich lang sein,

weil sonst die Lange der Hypotenuse ¥2 mal die Lange einer der Kathete ware, womit entweder die
Hypotenuse oder die Katheten keine ganzzahlige L&nge haben kdnnen.
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2.5. Ausblick

Im Folgenden wird der Rahmen abgesteckt, in dem eine weiter-  Der Kathetensatz:
fuhrende Behandlung des mit der Satzgruppe des Pythagoras
eng verwandten Stoffes erfolgen konnte.
In der vorliegenden Arbeit ist der Zugang zu diesem Themen-
kreis Uber den Satz von Pythagoras gewahlt worden, obwohl der
Kathetensatz ein allgemeineres Resultat geliefert hatte. Weil des-
sen Beweis aber schwieriger zu verstehen ist, erschien der hier b a
benutzte Einstieg geeigneter fir die Zielgruppe.
Als Nachfolgethemen nach dem Gruppenpuzzle sind Katheten-
und Hohensatz aber sicher naheliegende Kandidaten. Der Ka- q
thetensatz verfeinert den Satz von Pythagoras, indem das Hypo-
tenusenquadrat weiter unterteilt wird. Der Hohensatz kann als a =pc
“Quadratur des Rechtecks” eingefiihrt werden. Weil der Satz des b"=qc
Pythagoras nicht nur fiir die Quadrate Uber den Seiten des recht-
winkligen Dreiecks, sondern fir beliebige drei Figuren Uber den
Seiten gilt, solange diese ahnlich sind, kann man so Uber die
Mondchen von Hippokrates auf die Quadratur des Kreises zu
sprechen kommen (Baptist 1998).
Das Thema der pythagoreischen Zahlentripel kann als Anlass be- .
nutzt werden, um die Fermat'sche Vermutung zu thematisieren.  Der Hohensatz:
Pierre de Fermat (1601 - 1665) hatte 1637 die Vermutung geaus- -
sert, dass es fiir n>2 keine natiirlichen h™=pq
Zahlena,bundcgebe,diea"+b"=c"er-
fullen. Das Thema eignet sich an dieser b h a
Stelle wegen fehlenden Vorkenntnissen
kaum fur mehr als einen interessanten
Exkurs, der sich aber trotzdem lohnt, weil
so die Satzgruppe des Pythagoras einen
Bezug zu einem Ergebnis der modernen q
Forschung bekommt, was die Mathema-
tik als lebendige Wissenschaft zeigt’.

3. Schlussbemerkungen

In der vorliegenden Arbeit ist ein Gruppenpuzzle zur Einfuhrung in den Themenbereich um den Satz von
Pythagoras beschrieben worden. Die vier Expertengruppen bearbeiten vier Themen: Der Beweis dieses
Satzes, die geometrische Konstruierbarkeit von Zahlen, die Umkehrung des Satzes mit der Anwendung
Uber die pythagoreischen Zahlentripel auf die antike Baukunst und der Abstand zweier Punkte im zweidi-
mensionalen, rechtwinkligen Koordinatensystem. Anséatze zur weiterfilhrenden Behandlung des Themen-
kreises sind angegeben worden.

3.1. Reflexion

Die folgenden Uberlegungen haben die Entwicklung dieses Gruppenpuzzles bestimmt:

1. Esist schwierig, die Schilerinnen und Schiiler den Satz von Pythagoras gefihrt selber entdecken
zu lassen, denn erstens haben einige von ihnen bereits davon gehért und teils richtige, teils aber
auch falsche Vorstellungen davon, was er aussagt, und zweitens ist der Zusammenhang zwischen
den Langen der Dreiecksseiten und den Quadraten alles andere als offensichtlich. Deshalb schlagt

? Die Fermat'sche Vermutung gehort (vor allem auch in Laienkreisen) zu den beriithmtesten mathematischen Fragen.
Simon Singh hat seine Geschichte im Buch Fermats letzter Satz, das 1997 auf englisch und 1998 auf deutsch er-
schienenist, dusserst spannend erzahlt.
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diese Arbeit einen anderen Weg ein. Die Aussage des Satzes wird postuliert, dann wird aber das
Unerwartete betont, dass Seitenlangen durch diesen Satz mit irgendwelchen Flachen, die auf den
ersten Blick gar nichts mit dem Dreieck zu tun haben, verbunden sind.

Die Einbettung des Gelernten in das Vorwissen und die breite Verkntipfung des Neuen mit der be-
reits Bekannten ist geméass moderner Lehr-Lern-Psychologie fur das spéatere Abrufen aus dem Ge-
dachtnis und flr den Wissenstransfer von grosser Bedeutung. In dieser Beziehung ist die Thematik
um den Satz von Pythagoras ein hochst dankbares Feld, denn es erlaubt, die traditionelle Zirkel-
und-Lineal-Geometrie mit Zahlentheorie, Algebra, analytischer Geometrie und Analysis zu verbin-
den. Die Bearbeitung des Stoffes in Form eines Gruppenpuzzles erlaubt es, das Thema im Sinne
des operativen Prinzips zu behandeln und dabei alle vier allgemeinen Lernziele nach Wittmann
(1. Mathematisieren, 2. Beobachten, Entdecken, Erfinden, 3. Argumentieren, Beweisen, 4. mind-
liche und schriftliche Ausdrucksfahigkeit) abzudecken.

Die vier Themen sind absichtlich verschieden gewéhlt worden. Es hatten auch vier verschiedene
Gruppen von Beweisen des Satzes von Pythagoras untersucht werden konnen. Beweisen istin der
Altersstufe der Zielgruppe jedoch problematisch. Hans Niels Jahnke geht im Artikel “Proofs and
Hypotheses” (ZDM Mathematics Education 39, 2007, Seiten 79-86) allgemein auf die didaktischen
Seiten des mathematischen Beweisens und auf die Abstraktion von der Empirie ein.

Die Arbeitsauftrage fiir die vier Themen sind so gestaltet, dass auch leistungsschwachere Lernen-
de einen Teil davon selbststandig |16sen kénnen. Weil die Mitglieder der Expertengruppen die Auf-
trage zwar selbststandig, aber doch gemeinsam bearbeiten, profitieren die leistungsschwécheren
Schilerinnen und Schiler zudem auch bei den Teilen der Auftrége, die sie allein nicht bewaltigen
koénnten, von ihren leistungsstarkeren Kolleginnen und Kollegen.
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Die Regeln fur das Gruppenpuzzle sind der Beschreibung von JIGSAW | in Paddagogische Psychologie
von Marcus Hasselhorn und Andreas Gold (Verlag Kohlhammer, 2006) entnommen worden.
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