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1 FLUIDDYNAMIK

1.1 EINFUHRUNG

Das Klimasystem kann in Subsysteme eingeteilt werden. Wie bei allen systemtheoreti-
schen Betrachtungen ist eine derartige Einteilung bis zu einem gewissen Grad willkiirlich.
Fiir eine Kontinuumsmechanische Beschreibung des Klimasystems bietet sich eine Ein-
teilung in Atmosphére (Luft, Wolken, Niederschlige), Hydrospire (Ozeane, Seen, Fliisse,
Eisschilde, Meereis) und Pedosphire (Boden, Fels, Vegetation) an. Teilweise konnen diese
Systeme fluiddynamisch beschrieben werden, und ihre gegenseitige Kopplung kann durch
Randbedingungen oder eine Grenzschicht behandelt werden.

Die im Klimasystem relevanten Medien kénnen als Fluide behandelt werden:
Atmosphire: ideales Gas, Kondensation und Verdunstung von Wasser
Hydrosphére: Wasser ist eine Newton’sche Fliissigkeit, Eis ein Nicht-Newtonsches Fluid

Randbedingungen: Kopplung an andere Subsysteme (Thermisch, mechanisch, Massenfluss,
Phaseninderung)

1.2 GRUNDLAGEN
1.2.1 Bilanzgleichungen

Bezeichne mit ¥y die Menge einer additiven Grosse ¥ in einem gegebenen Volumen V,
mit q—)'ay den Fluss dieser Grosse durch die Oberfliche dV des Volumens, Iy, und Xy sind
die Produktion, resp. Zufuhr von ¥ in V. Die zeitliche Anderung von ¥y wird damit zu
(Haupt, 1993; Hutter, 1983)

d -
a‘l’y = Dyy + 11y + Xy. (1.1)

Sei 1 die Dichte von ¥ , d_; die Flussdichte von ¥ durch ein Oberflichenelement d
Die linke Seite von Gleichung (1.1) kann umgeschrieben werden:

alll v = [l g
= I e (Gov)]
_ ///V :aa—f—i—(grad D) - 7+ (div 5)] av

_ ///V :%—Tf +div (1/)17)] av

///V %—fdv+ [ v do (1.2)

Die letzte Beziehung in Gleichung (1.2) heisst Transporttheorem von Reynolds, und Glei-

S
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Q

chung (1.1) wird damit zu



///[ + div ( ¢v)] = //avq's'-ﬁdOJF///v(Ha)dv
= [l (o) av

oder in lokaler (differentieller) Form:

o9

ot + (grad v) - ¥ + ¢(div 7) = div <;_5’+7r+(7

1.2.2 Sprungbedingungen

(1.3)

(1.4)

Die lokale Form (1.4) der Bilanzgleichung gilt nur fiir differenzierbare Felder 1 und ([_;

Héufig kobnnen diese Feldgrossen oder ihre Ableitungen entlang einer Fliche diskontinu-

ierlich verlaufen (Oberflichen, Phasengrenzen). Sei S eine derartige Fliche und V ein

Volumenelement, das durch § zerschnitten wird. Das Transporttheorem (1.2) wird damit

zu

%//ﬂ’dv = %//V+¢dV+%//V_¢dV

///w ot dV+/aV¢+* i dO — //w+ -1 dO
AUT dV+/mﬂ’ ”d0+//¢vsnd0
///1;88_15dV+/3v¢ﬁ'ﬁdO_/[S[¢ﬁsﬂ'ﬁdO

mit der Definition der Klammer:

+

[l =4* -9~

Die Bilanzgleichung fiir das zerschnittene Volumen wird zu

///v%dv * /6V¢5'ﬁd0—/fsﬂ¢ﬁsﬂ-ﬁdo
[l 00+ e

(1.7)

Lassen wir das Volumen derart schrumpfen, dass sich seine Oberfliche an die Diskonti-

nuitétsfliche anschmiegt. Die Oberflichenintegrale werden im Grenzfall zu

//(9v¢17-ﬁd0—>//8[[¢17‘]]-ﬁd0 : //av(;.ﬁdo_)//s[[gg]],ﬁdo

(1.8)



und die Volumenintegrale verschwinden. Damit kann die Sprungbedingung an der Diskon-
tinuitét in lokaler Form geschrieben werden:

—[$- 7]+ [¥(T - 5,) -] =0 (1.9)

1.2.3 Erhaltungssitze

Die Dichte, Flussdichte, Produktions- und Zufuhrdichte von Masse, Impuls und Energie
sind in der Tabelle (1.1) zusammengefasst.

Tabelle 1.1: Physikalische Grossen in den Bilanzgleichungen

physikalische Grosse P (,2_5' s o
Masse p 0 0 0
Impuls pU T 0 p f
Energie p(057-T4+¢) | T-T—¢ 0 p(r+f-17)

Damit erhalten wir die allgemeine Form der entsprechenden Bilanzgleichungen, fiir die

Masse:

% + (grad p) - U+ p(div ¥) = % +div (p?) =0 (1.10)

die Impulsgleichung:

% + [grad(p?)] - U+ pv- div & =

o5 9 )
p a—;)-l—(gradfﬁ)-ﬁ]+ﬁa—ft)+ﬁ-(gradp)17-|—p17-div17 _ divT+pf (111)

mit Beriicksichtigung der Massenbilanz (1.10)

dv ov S I, 4
Py =P [a + (grad ) - U] =div T + pf (1.12)

und analog fiir die Energie:

d <€+ﬁ-ﬁ> 9 <€+6'-17>+ . ( +ﬁ-q7> B
- R — — - T [ .
Pat 2 Po¢ 2 grad \et )"

-

= div(T-7—q)+p(f-T+7) (1.13)
und die entsprechenden Sprungbedingungen:

[o(v = ¥s) -] = 0 (1.14)
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[p3(7 — 7,) - L — T = (1.15)

§.5
[[p<e+T>(17—173)—T-17+cj']]-ﬁ:0 (1.16)

Die Bilanz mechanischer Energie (keine Erhaltungsgrosse) erhalten wir durch skalare Mul-
tiplikation der Impulsbilanz (1.12) mit dem Geschwindigkeitsvektor o

d_' —
pﬁ-d—z:ﬁ-divTerﬁ-f: (1.17)

oder gleichwertig;:
d (17 ) >

pa T) = div(T - ¥) — Sp(T - grad ¥) + pf - ¥ (1.18)

Der Gradient des Geschwindigkeitsfeldes " ist ein Tensor 2. Stufe, L, der auch additiv in

einen symmetrischen und einen antisymmetrischen Teil zerlegt werden kann:
L1 o1 -
L:gradvzi(L—I—L )—I—§(L—L )=D+R (1.19)
Der symmetrische Teil heisst Deformationstensor, D, und der antisymmetrische Teil
Vorticity-Tensor, R. Es gilt

T-grad =T -L=T-(D+R), (1.20)

Sp(T-L)=Sp[T-(D+R)]=Sp(T-D), (1.21)

weil R antisymmetrisch ist. Durch Einsetzen der Gleichung (1.18) in die Energiebilanz
(1.13) erhalten wir eine Bilanzgleichung fiir die innere Energie,

de

Eri pa—; + (pgrad €) - = Sp(T - D) — div §+ pr (1.22)

p

Mit Gleichungen (1.18) und (1.22) konnten wir die Bilanzgleichungen fiir die mechanische
Energie und die innere Energie einzeln schreiben, wobei der Dissipationsterm Sp(T - D)
(Reibungsverlust) der mechanischen Energie der Produktion von innerer Energie ent-
spricht.

1.2.4 Geschwindigkeit und Deformation

Definitionen:
Die momentanen Stromlinien liegen iiberall tangential zu den Geschwindigkeitsvektoren.

Streichlinien durch einen Punkt bestehen aus den materiellen Teilchen, die sich zu irgend
einem fritheren Zeitpunkt durch den gegebenen Raumpunkt bewegt haben.

Bahnlinien sind die Bahnen gegebener Masseteilchen.

4



Im stationdren Fall 4(7, t) = 9(7, to) fallen Strom-, Streich- und Bahnlinien zusammen. Bei
Stromlinien sind der lokale Geschwindigkeitsvektor und die Aenderung des Ortsvektors
entlang der Stromlinie definitionsgemiéss zueinander parallel:

7 x dif = 0. (1.23)

Daraus ergeben sich die Gleichungen der momentanen Stromlinien in einem gegebenen
momentanen Geschwindigkeitsfeld:

v1 deg — v9 dz1 = v9 dag — vz dog = —v1 dzs +v3 dzy =0 (1.24)

Das Geschwindigkeitsfeld kann lokal entwickelt werden (Taylorreihe):

(7)) = vp + 7 - (grad ¥)g + -.. (1.25)

In infinitesimaler Umgebung kénnen die Glieder hoherer Ordnung vernachléssigt werden:

17(77) =7y + 7Ly =17 +77-(D0+R0) (1.26)

Hilfssatz: Sei ein Geschwindigkeitsfeld definiert durch

G A= TOTECN oA (20 (1.27)
z1b + zod c d

dann ist die Divergenz der Geschwindigkeit

dc ab od
£ +zx1— +d+x0— (1.28)

da
divi=a+x1— +29— Oig g
2

0z
Falls A = (const) und Sp A = 0 (oder als Spezialfall: A antisymmetrisch):
div 5 =0 (1.29)

Das bietet eine Zerlegung des Geschwindigkeitsfeldes in Teile mit verschiedenen grundle-
genden KEigenschaften an:

1 1
3(7) = T +7 |Do— = (Sp Do)E| +7+ =(Sp Do)E + 7 .
o(7) 0 +7 0 3(SP 0)E| +7 3(SP 0)E+7-Rg (1.30)
R ~ s )

(2) (3)

Die Bewegung wird derart in eine reine Translation (1), eine reine (volumenkonstante)
Deformation (2), eine reine (formtreue) Dehnung (3) und eine starre Rotation (4) zer-
legt. Dies soll am 2-dimensionalen Fall illustriert werden, fiir den die Gleichung leicht
verschieden ist:



0 . 0 d
c)—l—r-(_d 0) (1.31)

mit

1 /0vi Ovy 1 /0vi Ovg
_ 1(9n 0oV — - (L2 1.32
@ 2 (8:1:1 8:1:2) ’ b 2 <8.’E2 + 8:1:1) ( 3 )
_ 1 3’1)1 6’02 _ 1 81)1 8’02
€= 2 (6:1:1 + 8:132) ’ d= 2 (8552 8.’131) (133)

Teil (1) ist einfach als reine Translation zu erkennen. Fiir Teil (3) erhalten wir eine Glei-
chung fiir die lokale Stromlinie nach (1.24):

Ory v2  T9
—===-= 1.34
8$1 V1 I ( 3 )

deren Losungen Geraden durch den Nullpunkt sind, und die Geschwindigkeit auf der
Stromlinie:

zo=Cx; und v=cr. (1.35)

Damit wird die Bewegung zu einer zentrischen Streckung. Fiir Teil (4) ergibt (1.24) eine
Gleichung fiir die Stromlinien,

0Ty U9 T
- _= 1.36
8:51 U1 I ( )

deren Lisungen Kreise um den Nullpunkt sind, und die Geschwindigkeit auf der Stromlinie:
24 zi=C und v=dr (1.37)

Damit wird die Bewegung zu einer starren Rotation. Entsprechend finden wir fiir Teil (2)
die Gleichungen fiir die Stromlinien:

Oxre v2  z1b— x90
Z2 _ 2T et 1.
s (1.38)

U1 10 + LEQb
sk sk sk sk sk s sk sk sk s sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ko sk sk sk sk sk sk sk sk sk ko sksk sk ok sk sk sk sk skokok sk

Aufgabe (1.1):

Finde die Losungen fiir die Stromlinien (1.38) fiir zwei Spezialfiille: ¢ = 0 oder b = 0, und
beschreibe ihre Form. Zeige auch, dass das Geschwindigkeitsfeld auch im allgemeinen Fall
(a # 0 und b # 0) divergenzfrei ist.



1.3 MATERIALGLEICHUNGEN
1.3.1 Allgemeine Grundlagen

Die 5 Bilanzgleichungen (1.10), (1.12) und (1.13) enthalten die 14 Unbekannten
P, V1, Vo, v3, T11, T19, Ti3, Too, Toz, T33, €, g1, g2, und ¢g3. Um das System zu schliessen,
sind noch 9 Gleichungen notwendig. Diese Gleichungen werden durch die Definition des
Materiales in Betrachtung gliefert werden: (1) Konstitutivgleichungen, (2) Materialsym-
metrie und (3) kinematische Bedingungen.

1.3.2 Konstitutivgleichungen

Konstitutivgleichungen fiir den Spannungstensor definieren die Beziehung zwischen dem
Spannungstensor und dem Deformationstensor,

R(T,D) =0 (1.39)

wobei R ein allgemeines Funktional ist. Fiir die Spezifikation von R werden einige Prin-
zipien beriicksichtigt:

Das Prinzip der lokalen Wirkung sagt, dass der Spannungszustand nur durch eine infini-
tesimale Umgebung bestimmt wird.

Das Prinzip des Determinismus sagt, dass der gegenwirtige Spannungszustand durch die
Vorgeschichte der Deformation eindeutig bestimmt ist.

Das Prinzip der materiellen Objektivitdt sagt, dass die Beschreibung des Spannungszu-
standes koordinatenunabhéngig ist.

Klassifikation:

ja: i i 1 it: plastisch
ja: 1nelast1sch{ angzers: plastisc

Erinnerung verblassend: viskoelastisch

nein: elastisch

implizit

Konstitutivgleichung { ..
explizit

1.3.3 Materialsymmetrie

Die Materialsymmetrie muss sich in den Konstitutivgleichungen wiederspiegeln, zum Bei-
spiel kubisch, hexagonal, triklin bei Kristallen, Isotropie bei Fliissigkeiten.

1.3.4 Kinematische Bedingungen
Kinematische Bedingungen sagen etwas aus iiber geometrische Beschrinkungen der Be-
wegung.

Beispiele: volumenkonstante Bewegungen (p = const) bei inkompresiblen Materialien,
Beziehung zwischen Druck, Temperatur und Dichte bei idealen Gasen.
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1.3.5 Newtonsche Fliissigkeiten

Eine Newton’sche Fliissigkeit ist definiert durch eine lineare Abhéingigkeit der Spannungs-
komponenten von den Komponenten der Deformationsrate (6 Gleichungen):

T = —pE+&k (SpD) E+ 217D
1
— —pE+ ) (SpD) E+27|D - ;(SpD) E|, (1.40)

wobei n und A der dynamische Viskositiatskoeffizient (Scherviskositidt) und der Volumen-
viskositétskoeflizient sind, und

2
A=3n+h. (1.41)

Der Druck p kann eine Funktion anderer Grossen sein, z.B. der Dichte p und der Tempe-
ratur @, und eine Konstitutivgleichung fiir p ist notwendig. Im Falle einer inkompressiblen
Newton’schen Fliissigkeit sind x und X nicht definiert, und fiir p ist keine Konstitutivglei-
chung notwendig:

T =—pE+ 21nD. (1.42)
Gleichung 1.40 in die Impulsbilanzgleichung 1.12 eingesetzt ergibt die sog. Navier-Stokes

Gleichung:

dé 1 P
py, = div |-pE+A(SpD)E +20{D — < (SpD)E}| + pf

— —grad p + grad(x divd) + 2 div(n grad®d) + pf (1.43)

Aufgabe: Schreibe die Impulsgleichungen fiir eine Newton’sche Fliissigkeit als Funktion
der Geschwindigkeitskomponenten in einem Kartesischen Koordinatensystem.

Falls die Thermodynamik der Fliissigkeit wichtig ist, benotigen wir Konstitutivgleichungen
fiir die innere Energie € und die Wirmeleitung ¢ (4 Gleichungen):

é=cé (1.44)
und die Fourierbeziehung

g = —k grad 6. (1.45)

Dies kann in die Gleichung (1.22) eingesetzt werden:

pca—f = div (k grad 0) — pc(grad 0) - ¥ + Sp(T - D) + pr. (1.46)



Bilanz:

15 Gleichungen: 5 Kontinuititsgleichungen (1.10), (1.12) und (1.13), 6 Konstitutivglei-
chungen (1.40) fiir die Spannungskomponenten und 4 thermische Konstitutivgleichungen
(1.44) und (1.45)

15 Unbekannte: Die 14 zu Beginn des Abschnittes aufgezihlten Unbekannten und die
Temperatur.

Bemerkung: Konstitutivgleichungen haben einen beschrinkten Giiltigkeitsbereich, z.B. nur
fiir geniigend langsame Deformationen.



2 BEWEGUNGSGLEICHUNGEN

2.1 GRUNDGLEICHUNGEN

In den Bewegungsgleichungen fiir die Atmosphéire oder die Ozeane auf der sich drehen-
den Erde miissen die Tréigheitskrifte (Coriolis - und Zentrifugalkraft) mitberiicksichtigt
werden:

ov 1 —~ ~

a—";+(grad 7) -7 = -div T — 20 x 5+ 2 R+ go. (2.1)
P

Die Erde kann mit sehr guter Niherung als Kugel angenommen werden. Die Gravitations-

beschleunigung gy und die Zentrifugalbeschleunigung (2R sind nur von der geographischen

Breite abhingig, und konnen deshalb zur sog. Schwere g zusammengefasst werden:

QQR—I-ﬁo

g. (2.2)

Damit wird die Gleichung (2.1) mit Zerlegung der Spannungsdivergenz in einen hydrosta-
tischen Teil und den Reibungsteil zu

v 1 1 -
7z + (grad ¥) - v+ —grad p— —div P +2Q x ¢ —
- P P

A e T

=0 (2.3)

Der Tensor P wird mit der Konstitutivgleichung (1.40) eindeutig definiert. Der Term
(1) ist die Eulersche Beschleunigung, (2) die Trigheitsbeschleunigung, (3) die Druckgra-
dientbeschleunigung, (4) der Reibungsterm, (5) die Coriolisbeschleunigung und (6) die
Schwerebeschleunigung.

2.1.1 Buckingham Theorem

Gegeben: n physikalische Gréossen: Wi, 1 =1,---n
Dimensionale Grossen: Ly, k=1,---m
Definition:

Sei z € {W;} und z habe die Dimension [z] = L{*L3?--- L% dann ist der Dimensions-
vektor von @ von z wie folgt definiert:

Qu
Il

(2.4)

sei b; der Dimensionsvektor von W;:

10



B bai
bi = - (25)
bmi
und B die sog. Dimensionsmatrix der Menge {W;|i = 1,---,n} von physikalischen Varia-
blen:
b11 bin
B= (2.6)
bml bmn
Buckingham-Theorem:
Die Anzahl k unabhingiger dimensionsloser Grossen, die mit den Grossen Wy, i = 1,---,n

gebildet werden konnen, ist k = n — r, wobei 7 = Rang(B).
Beweis:

Sei A = W{""W5? .- W2 eine dimensionslose Grosse, die aus den gegebenen Grossen W
gebildet wurde. Die Potenz der dimensionalen Einheit L; von A ist dann

(L) (L) o (L) = (L) = 1 (27)

bi1ir1 + bipzo + -+ + binz, =0, i =1,---,n (2.8)

Dieses System von Gleichungen, B - x = 0, hat k¥ = n — r linear unabhéngige Losungen,
wobei r der Rang der Matrix B ist.

Beispiel: Planck’sches Strahlungsgesetz

2hc? dX
A5 €exp (A’}C—CT) -1

Liste der vorkommenden physikalischen Grossen: By, A, h, ¢, k, T

Byd\ =

Liste der dimensionalen Grossen: Linge [m], Zeit [s], Masse [kg] und Temperatur [K]

Die Dimensionsmatrix (Reihenfolge der Kolonnen: B, A, h, ¢, k, T, und Reihenfolge der
Zeilen: Linge, Zeit, Masse, Temperatur) ist

11 2 1 20
g_| 30 -1-1-20 (2.10)
10 1 0 10
00 0 0 —1 1

11
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10+

0.2 0.4 06 08 1 1.2 1.4

Abbildung 2.1: Skaliertes Planck’sches Stahlungsgesetz

wobei die erste Zeile fiir die Dimension Linge, die zweite fiir Zeit, die dritte fiir Masse und
die vierte fiir die Temperatur steht. Der Rang der Matrix ist r = 4, und damit die Anzahl
moglicher dimensionsloser Kombinationen

k=6—r=2 (2.11)

Beispiele zweier unabhingiger dimensionsloser Kombinationen:

AKT B)\h4c3
“he ’ IOT5 (2.12)
scaling
he ~ 2K5T® -
By)=|—=\ ——B 2.1
(A, By) (kT)\’ hAcs A) (2.13)
| dX
BAd)\—ﬁ - (2.14)
exp (§) — 1
Wien:
he ~ const
/\maw = k_T/\maz = T (2.15)

Stefan-Boltzmann:

12



kAT

o0 o0
_ _ o1~ 4
Bt = /0 B,dv = 2 /0 B,dv = const T' (2.16)

2.1.2 Skalierung der Bewegungsgleichung

Liste der vorkommenden physikalischen Grossen: o, 7, t, p, p, P, Q, ¢
Liste der dimensionalen Grossen: Linge [m], Zeit [s], Masse [kg]

Die Dimensionsmatrix ist

101 -3 -1 -1 0 1
B=| -110 0 -2 -2 -1 =2 (2.17)
000 1 1 1 0 0

wobei die erste Zeile fiir die Dimension Lénge, die zweite fiir Zeit und die dritte fiir Masse
steht. Der Rang der Matrix ist 7 = 3, und damit die Anzahl mdoglicher dimensionsloser
Kombinationen

k=n—-r=5 (2.18)

Eine Gleichung besteht oft aus mehreren Summanden:

A+ Ay + Ag+ ..+ A, =) A =0. (2.19)

Um ein objektives Kriterium fiir die Vernachlissigung kleiner Terme zu finden, kénnen die
Terme mit ihrer typischen Gréssenordnung skaliert werden:

A;={A;} A7 mit {4;} =magn (4;) (2.20)

wobei die skalierte Grosse A; dimensionslos und zusédtzlich von der Grossenordnung
magn (AY) = O(1) ist. Die Gleichung (2.19) in skalierter Form ist

(A1} A7+ {Ao} A5+ {4z} A5+ o+ {An) AL =S (A} A; =0. (2.21)

Fiir einen Vergleich der Terme, z.B. mit Term 1, k6nnen alle anderen Skalierfaktoren durch
{A;} dividiert werden:

_ {4}
{An} = A} (2.22)

Damit kann die Gleichung (2.19) in skalierter und dimensionsloser Form geschrieben wer-

den:

AL+ {An} A5+ {Asi} A5+ .+ {Am} 4] = {4a} A7 =0. (2.23)

Die skalierte Navier-Stokes Gleichung (2.3) lautet nun
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(511 (%) + Qeman o) (a9 +{ [eradp |} (Cpaap)

1 1 * - - *
— —|div P }(—divP) +{2|QxT 20 x U
raver( {216 x [} (268 x 7)

- @@ =0 (2.24)

Beim Vergleich der Terme mit dem Trigheitsterm ergeben sich fiir die anderen Terme Ska-
lierfaktoren, deren Reziproke vielverwendete dimensionslose Zahlen sind. Das Verhéiltnis
der Eulerschen Beschleunigung zum Trigheitsterm heisst Stouhal-Zahl:

lerad 9) 7]} _ g 2.25
=T (229

das Verhéiltnis der Coriolisbeschleunigung zum Trigheitsterm heisst Rossby-Zahl:

{l (grad ) -7} _ o) (2.26)
{2|1Qx7|}

das Verhéltnis der Druckgradientbeschleunigung zum Triigheitsterm heisst Euler-Zahl:

U(Ead®) ) _
Olaadp} (2.27)

das Verhiltnis des Reibungsterms zum Trigheitsterm heisst Reynolds-Zahl:

{I (grad @) - ¥ |} _
Clavp]) = Re (2.28)

das Verhéltnis der Schwerebeschleunigung zum Trigheitsterm heisst Froude-Zahl:

{(grad )7} _
7 =F (2.29)

Damit kann die Gleichung (2.24) neu geschrieben werden:

1 /05\* 11 .
1 /1. * 1 = \*
— E (;dlv P) + % (29 X ’U)

1

- (§)* =0. (2.30)
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2.1.3 Skalieren der einzelnen Variablen

Diese pauschale Abschéitzung der Terme als ganzes ist nicht einfach. In den meisten Fillen

ist es einfacher, eine typische Grossenordnung der einzelnen Variabeln anzugeben. Deshalb

bietet sich eine Skalierung der einzelnen Variabeln, die in einer Gleichung vorkommen, an.

In der Navier-Stokes Gleichung (2.3) kommen folgende skalierbare Variabeln vor:

Gleichung (2.3) wird damit zu

{r} Ov*
{t}{v} ot

+

Fo= {r} (2.31)
7 = {v} (2.32)
g {G}g" (2.33)
P {P}P* (2.34)
P {p}p” (2.35)
p = {p}p’ (2.36)
Q = {Q (2.37)
_ . _{r}..
o= = (2.38)
* =k ,D'* {p} . Ta, * *
(grad™ o") - 7" + o o (grad® p*)
{P} i vt P* 2{Q}{T} ) * 7
PHp @ By (08
{C{’j}{g ) g =0, (2.39)

und die dimensionslosen Zahlen kénnen jetzt in den einzelnen Variablen ausgedrckt wer-

den:

St = %
Ro= %
Re — {,0{}]{3’1}{}2
= i

15

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)



2.1.4 Abschitzung der Terme

Fiir die Atmosphire, deren Gasmischung als ideales Gas angenommen werden kann,
kénnen wir die skalierte ideale Gasgleichung verwenden:

rp® _ .
) R{0}6, (2.45)

womit die Euler-Zahl folgende Form bekommt:

_ {v)?
Bu = R} (2.46)

Der skalierte Reibungsteil {P} in der Reynolds-Zahl kann mit dem skalierten Geschwin-
digkeitsgradienten abgeschitzt werden:

%grad*ﬁ'* — %(D* + R*) (2.47)

{P}P* = {n}%%*D* (2.48)

_ A{nHv}
(P} =10 (2.49)

und mit der Definition der kinematischen Zihigkeit 1y = %

Re = 1Y} (2.50)
{mo}
Um numerische Werte fiir die dimensionslosen Zahlen zu bekommen, miissen problemspe-
zifische Annahmen iiber die typischen Gréssenordnungen der Variabeln gemacht werden.
Fiir die grossriumige, d.h. {r} ~ 10® m, Zirkulation wehen Winde mit typischerweise
{v} = 10 m s~!. Die Winkelgeschwindigkeit der Erdrotation ist {Q} = 7-107° s~! und
die kinematische Zihigkeit der Luft ist etwa {n} = 1.8- 107> s m~2:

St =0.03; Ro=0.07; Eu=0.001; Re=>5-10" ; Fr = 0.00001 (2.51)

2.2 REIBUNGSFREIE ATMOSPHARE
2.2.1 Bewegungsgleichungen in Kugelkoordinaten

Die Reynoldszahl ist viele Grossenordnungen grosser als die anderen dimensionlosen Zah-
len. Dies ist ein wichtiges Resultat, da damit der Reibungsterm fiir die Berechnung der
grossrdumigen Zirkulation vernachlissigt werden darf. Das vereinfacht die Bewegungsglei-
chungen wesentlich, die in kartesischen Koordinaten die folgende Form bekommen:

8—u+u@+va—u+wa—u+2(wﬂy—fuﬂz)+%%:

ot oz oy 0z 0 (2.52)
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ov ov ov Ov 10p

%—T+ug—i+vg—z+wa&—j+2(vﬂw—qu)+%%+g:0 (2.54)
Diese Gleichungen werden im folgenden fiir Kugelkoordinaten geschrieben. Die Koordi-
nate r ist der Abstand zum Erdmittelpunkt, ¢ die Geographische Breite (vom Aequator
gezihlt), und A die geographische Linge (von einer Referenzrichtung her gezihlt). Dabei
werden die Komponenten des Geschwindigkeitsvektors, ¥, der Schwerebeschleunigung, g,
und des Vektors der Erdrotation, ﬁ, wie folgt definiert:

0 0
v=| v , = 0 , Q=1 Qcos¢ |, (2.55)
—g Qsin ¢

und folgende Abkiirzungen verwendet:

0x = rcos ¢ O U= U
oy =r d¢ Vy = v (2.56)
0z = Or vy =W

2 ist der Betrag der Winkelgeschwindigkeit der Erdrotation, und a ist der mittlere Erdra-
dius. Die Gleichungen (2.52), (2.53) und (2.54) in Kugelkoordinaten lauten damit

ou ou ou ou
_.I_

E U%‘F’Ua—y—Fw%
- W tan ¢ + ue +2'chos¢—2stin¢+la—p—O (2.57)
a+z a+z pOr ’
oo o
ot or oy 0z
vw u? 10p
- t 2uf) si -——=0 2.58
+ a+z a+z ang +2u Sln¢+p6y (2:58)
B_w + ua—w+v8—w+wa—w
ot oz oy 0z
u? + v? 10p
_ —2u) it = 2.
o u COS¢+p8z+g 0 (2.59)

2.2.2 Statische Atmosphére

Die polytrope Atmosphére ist definiert durch einen konstanten vertikalen Temperaturgra-
dienten ~:

0 =00—y(z—2) (2.60)
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und die daraus resultierende Hohenabhéngigkeit des Druckes ist

0y — vz T
p=m (") (2.61)
0

In einer adiabat geschichteten Atmospéire mit dem adiabaten vertikalen Temperaturgra-
dienten I' ergibt sich folgende Temperatur-Druck Beziehung:

P R
P g

— = = 2.62

to (m) (2:62)

Eine adiabate Atmosphéire hat entsprechend eine Obergrenze, wo der Druck Null wird:

_ %

=0 =H,
p «a =T

(2.63)

wobei H, die Hohe dieser Atmosphére ist. In einer homogene Atmosphire mit konstanter
Dichte, die allerdings hochgradig instabil wére, ist der Druck eine lineare Funktion der
Hohe:

p=po— pg(z — z) (2.64)

Auch diese Atmosphire hat eine Obergrenze mit der Hohe Hy:

RO
pg g

Eine isotherme Atmosphére hat im Gegensatz zu obigen Fillen keine Obergrenze, da der
Druck exponentiell mit der Héhe abfillt:

A
P =po exp(—Fo) (2.66)

Fiir eine Atmosphére kénnen potentielle und innere Energie, P, und U, wie folgt berechnet
werden:

oo Do
P, = / pgzdz:/ z dp
0 0

0 oo
= zp|}° —/ p dz =/ p dz (2.67)
oo 0
o c’U o
Uy = / pcy,0 dz = —/ p dz (2.68)
0 R Jo

Die beiden Energieanteile haben iiberraschend ein konstantes Verhéiltnis:

I q ~
e ~ 0.4 2.69
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Mit der hydrostatischen Grundgleichung dp = —pg dz werden die Gleichungen (2.67) und
(2.68) zu

Po Po
U, = c—/ 6dp; P=2 ["oap (2.70)
g Jo g Jo

und mit ¢, = ¢, + R erhalten wir

c c
P =Py =2Pp 2.71
a T Uq qu R4 (2.71)
D 00
Pq—i-U:c—p/OHdp:c—p pdz (2.72)
¢ Jo R Jo
P—I—U:C—pP:c—p/oopdz (2.73)
q q R q R 0 -

Die Hohe der Schwerpunktes der Atmopshire, H,, ist gegeben durch

P, o0 Po d
Hy=—L mit Mq:/ pdz:/ L_B (2.74)
gM, 0 o 9 g
P, 1 [po 1 [o©
Hy=-"%=— zdp:—/ pdz (2.75)
Po Po Jo Po Jo

und mit der Gasgleichung erhalten wir

R [po RO
H,=— 6dp=—. (2.76)
apo Jo g

6 ist Mitteltemperatur der Luftsiule, gemittelt mit p als vertikale Koordinate.

Fiir eine polytrope Atmopshire mit dem Temperaturgradienten 7 ergibt dies

RO,  Hy
g(1+5) (1+%)

H, = (2.77)

womit auch eine Beziehung zwischen der Skalenhthe und der Hohe des Schwerpunktes
gegeben ist.

2.3 SEICHTE ATMOSPHARE
2.3.1 Anisotrope Skalierung

In der Atmosphire, wie auch in den Ozeanen, sind die charakteristischen Skalen fiir Lingen
und Geschwindigkeiten in horizontaler Richtung viel grosser als in vertikaler Richtung:

(L} > {H} uwnd {U} > {W)} (2.78)

19



Umgekehrt sind die Druckschwankungen iiber eine charakteristische Distanz in der verti-
kalen Richtung in der Grossenordnung des Druckes selbst, in der horizontalen Richtung
hingegen zwei bis drei Gréssenordnungen kleiner:

(2> (22}

Dies legt es nahe, fiir Lingen und Geschwindigkeiten unterschiedliche Werte fiir die Ska-
lierfaktoren in horizontaler und vertikaler Richtung zu wéhlen:

(z,y) = {L}="y") (2.80)

(z,H) = {H}z",H") (2.81)

(u,v) {U(w",v") (2.82)

w = {Whiuw' (2.83)

L} .
t = {4 =+—=t 2.84
wr =12 (28)
Fir die Skalierung des Druckgradienttermes skalieren wir zuerst die Gasgleichung:
*H*

p p p p

und anstelle des Druckes selbst wihlen wir eine Skalierung fiir die relativen Druckschwan-
kungen:

1op _ {GHH) {ALp}g*Hg (18_1))

p Oz {ry lop p Oz
10p _ {GHH} [Arp\ .. (10P\"
p Oy {L} p p Oy
-—— = H}(—— 2.
p oz {H} p J9 0 \502 (2:86)
Die Coriolisparameter werden wie folgt definiert,
f=2Qsin¢g; [ =20cos¢ (2.87)

und wir skalieren sie mit ihren typischen Werten, z.B. fiir mittlere Breitengrade:

f=Arrs 1={gr (2.88)

Gleichungen (2.57) bis (2.59) ergeben bei anisotroper Skalierung unter Verwendung von

{Ua} ={U} und

{H} _{W} _
m = ﬁ = (2.89)
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2.3.2 Hierarchie von Approximationen

ou* n L ou* n L ou* n L ou*
at Yo TV ayr TV
+ {ai} (—tan ¢ u*v* + euw™)
+ — {l}el*w* = {f}fv
T (e = (7))
{GHH} {ALP} N (1 Bp)*
Hi|-—— ) = 2.
T e e 0 e = (2.90)
ov* n L Ov* n L 0v* n L Ov*
at Yo TV By T B
E o *2 * % {f}{L} * %
+ . ( tan ¢ u +evw)+7{U} ffu
+ Hi{—-—— ) =0 291
oy Up J970 oy (2:91)
ow* n L ow* v L ow* n L ow*
a1t Yo TV Ty T o
+ Hy({——) + =0 2.92
oy e 90 Ga:) 1O (2.92)

Fiir eine Abschatzung der Werte der Skalierfaktoren beniitzen wir dieselben Skalierwerte
wie im isotropen Fall, zusétzlich wihlen wir fiir ¢ = 0.01. Fiir die vertikale Gleichung
erhalten wir damit:

% ~01; {ﬁ%} ~ 1000 : {{g}} {{VLV}} {A;Ip } ~107. (2.93)

Damit fallen alle Terme gegeniiber dem Druckgradient- und Schwereterm um viele
Grossenordnungen ab, und kénnen vernachléssigt werden. Die vertikale Bewegungsglei-
chung degeneriert so zur hydrostatische Druckgleichung;:

10p
it = 2.94
5oz Y 0 (2.94)

Die Skalierfaktoren in der horizontalen Gleichung sind
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{LH{tang} - {fHL} ... {GHH} [Awp) _
. ~0.1; w7 ~ 10 ; e {p }Nmoo (2.95)

Die Terme, die € enthalten, sind um zwei Gréssenordnungen kleiner als die entsprechenden
Terme ohne ¢, und kénnen fiir eine entsprechende Niherung weggelassen werden:

ou ou ou ou wuv ) 10p
a—i—ua—x—kva—y—kw%—;tanqﬁ—%ﬂsmqﬁ—k;a—x—O (2.96)
Ov ov ov o u? 1dp

D huE el s - 2uQ) i b 2.
8t+u8$+vay+w8z atanqS—I— u smgb—l—pay 0 (2.97)

Durch Zusammenfassen des Beschleunigungstermes mit den Trigheitstermen, und Ver-
wendung der Definition fiir den Coriolisparameter wird daraus

du wv 10p
_— = — — - = 2.
% 4 tan¢g — fv + e 0 (2.98)
dv  u? 19p

_ _Z = 2.
% a tan¢+fu+pay 0 (2.99)

oder als Linearkombination der Basisvektoren €; und é5 geschrieben:

du dv u . . . o
watTE®2 - tan ¢ (—vé1 + uey) + f (ver + ues)
1 /0p, Bp#)
- (2= £ = 2.1
; (&Eeﬁ o) =0 (2.100)

Wir definieren den horizontalen Geschwindigkeitsvektor und den horizontalen Nabla-
Operator mit

a
u %

m=v | Va=|Z% | (2.101)
0 0

Die totale zeitliche Ableitung des horizontalen Geschwindigkeitsvektors unterscheidet sich
wegen metrischen Termen vom horizontalen Anteil der totalen zeitlichen Ableitung der
Geschwindigkeit:

uv . u? . u2+v2_,
—€y — —tan¢ e — —tan¢ éy — €3
a a

d7, u? + 02 d7,
= (d—th>h - y = —1 (2.102)

Damit reduziert sich die horizontale Bewegungsgleichung fiir die freie Atmosphire auf
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47 1
(lﬂ 1 (@ X ) + Vip =0 (2.103)
h

und in skalierter Form:

d’l_J'* % (= o Ro ALp 1 % %
RO( h)h+f (engh)+F—r{7}EVhp =0. (2104)

Im stationdren Fall erhalten wir die Gleichung fiir den rein geostrophen Wind,

1
f (€3 x Tp) + ;Vhp =0, (2.105)
und im Fall fiir sehr grosse Ro die Gleichung fiir den Eulerwind:

a1
— —Vup = 0. 2.106
( dit )h * P hp ( )

2.4 PHYSIKALISCHE KOORDINATEN

Jede relevante physikalische Grosse, die monoton von der Hohe iiber Grund abhéingt,
kann als neue vertikale Koordinate beniitzt werden. Eine oft verwendete Grosse ist der
atmosphérische Druck oder monotone Funktionen davon:

isobare Koordinaten: z = p

o-Druckkoordinaten: z = p%
normierte o-Druckkoordinaten: z = 20=F
Po—Ppt
2.4.1 Isobare Koordinaten
0z Op
a5, 9, 2.107
0z 0z P9 ( )
und damit
0 0z 0 o
o, " 9,95  P95° 2.108
0z 0z 0% P9 Op ( )
und fir o = z,y,1
0 0 0z 0
g (2.109)

9&  da ' a0z
2.108 auflésen und 2.107 ergeben

)
o0 _0 000 (2.110)

fir « = z,y allein
~ - = 0
Vi =Vh+ pVp®— (2.111)
Op
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Aufgabe: zeige, dass

Vip = pV® (2.112)

Drucktendenzgleichung: mit 05/0t = 0

Op 0%
2 _ 7 2.113
ot o (2.113)
totale zeitliche Ableitung:
d 0 0 0 ~ 0
-1 — = — 4T - Z— 2.114
a - gr T Vet ug = gt Vet 2g (2.114)
Mit Gleichung 2.103 erhalten wir mit Isobaren Koordinaten:
Oty - = = ov - N
% T Ty Vi +w8L; FFEX = -V, (2.115)
Fiir die geostrophe Ndherung wird die materielle zeitliche Ableitung Null gesetzt:
f E X 73’h = —ﬁh(i) (2.116)
Wir 16sen die Gleichung nach o), auf durch vektorielles Multiplizieren mit k:
o - b e o o o 1- ~ =
kx(kxﬁh):(k-ﬁh)k—(k-k)ﬁh——kxvhé (2.117)
0 1 f
S g
T = —?k X V,® (2.118)

Der geostrophe Wind ist also nicht nur parallel zu den Isobaren, sondern auch zu den
Flichen gleichen Geopotentials (Isohypsen).

2.4.2 o-Druckkoordinaten

0z ap 1 0p 1

s _ £ _ - F _ 2.119
0z Ozpy po Oz Po Pg ( )

und damit

0 020 _ pgd

o _0z0 __pPIO 2.12
0z 0z0z po 0Z ( 0
und fiir a = z,y,t
0 0 0z 0
=t ey (2.121)
0 0 0z 0 0 0z 0
Jg_0 0z0 O 9z 0 2.122
da 04 0aoz 04  "aa0z (2.122)
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0 0  p0odo
da  O0a py0a 0z

fiir @ = z,y allein

- -0
Vi =Vi+ LV,0—
Do 0z

Aufgabe: zeige, dass

Vip = Vip + V0
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2.5 Anwendungen

2.5.1 Zyklostrophe Bilanz

ou ou ou ou wv 10p

ogu O O UV ou()si 9P _ 9.12
6t+u8w+vay+waz - an ¢ — 2v Sm¢+p8x 0 (2.126)
ov  Ov v o u? 10p

i e - _ = 2u) si - = 2.12
8t+u8x+vay+waz atan¢+ u Sm¢+p8y 0 (2.127)

Die auf der Venus beobachtete Superrotation der héheren Atmosphére kann nun diagno-
stisch interpretiert werden. Die Winde sind vorwiegend zonal und horizontal, das heisst
u >> v und w = 0, annidhernd stationér:

ou Ov
i 0 und i 0 (2.128)

ausserdem ist die Winkelgeschwindigkeit 2 der Venusrotation sehr klein. Nehmen wir
zugleich an, dass die Ableitungen in z-Richtung verschwinden, dann vereinfacht sich die
Gleichung (2.127) zu

u? 10p

Ein Windsystem mit dieser Kréftebilanz heisst zyklostroph, im Gegensatz zum geostro-
phen Regime auf einem schneller rotierenden Planeten. Interessant ist die Wichtigkeit
eines metrischen Termes, der die Bewegung der Atmosphére iiber einer Kugeloberfliche
hier wesentlich mitbestimmt.

Mit der Definition des Geopotentials, ® = gz, und den isobaren Koordinaten

F=p (2.130)

9 __ .9 (2.131)

— = — — 2.132
oy — o5 oy op (2.132)
erhalten wir
op 0 0
A — 2.133
o~ 955 (2133)
und damit wird Gleichung (2.129) zu
u? 0%
—t = — 2.134
g = o 2.13)

Mit der hydrostatischen Grundgleichung
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10p

it 2.135
g0z~ " (2.135)
und dem idealen Gasgesetz erhalten wir:
0% D
p— = —= = —RT 2.136
- » (2.136)
Wir fithren neue Koordinaten ein:
(=-In (3) (2.137)
Po

Diese Koordinaten entsprechen einer Proportion zur Héhe z fiir den Fall einer isothermen
Atmosphéire mit einer Druckverteilung

P = po exp C%) (2.138)
womit
-9
Weiter gilt
0% 0% 0% 0%
= = = —p—=RT (2.140)
¢ 9 (— In p%) %apﬂo op

Wir differenzieren Gleichung (2.134) nach ¢ (mit dy = ad¢)

0 [u? 9 (0% 9

und erhalten

ou R oOT

eine Gleichung fiir den Zusammenhang zwischen der zonalen Windgeschwindigkeit als
Funktion der Hohe und dem zonalen Temperaturgradienten.
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A TENSOREN

A.1 KARTESISCHE TENSOREN
A.1.1 Vektorrechnen

Zur Repetition und Einfithrung der Schreibweise werden hier die Vektoren in einem kar-
tesischen Koordinatensystem eingefiihrt. Die Basisvektoren €7, € und é3 parallel zu den
Koordinatenachsen haben je die Linge | €; | = 1. Ein beliebiger Vektor @ kann nun als
Linearkombination der Basisvektoren geschrieben werden:

3
a= alé'l + a252 + a3é'3 = Z aké'k = aké'k (Al)
k=1
Die letzte Identitéit legt die sog. Einstein’sche Summenkonvention fest, nach der Terme
mit einem wiederholten Index iiber diesen Index summiert werden. Vektoren bilden eine
abelsche (kommutative) additive Gruppe:

i+b = b+a (A.2)

i+ b+ = (@+b)+¢ (A.3)

mit einem Neutralelement (Nullvektor) und dem negativen eines Vektors:

|
ST
—
>
=~
~—

Sl

+
+

S Q)

>b=-a (A.5)

Y]
|
QL
Ml

Weiter ist eine distributive Multiplikation mit einem Skalar definiert:

ma = dam (A.6)

m (n a) (mn) @ (A.7)
(m+n)a ma+nd (A.8)
m(@+b) = ma b (A.9)

Falls die Skalarmenge ein algebraischer Korper ist, bilden die Vektoren einen sog. Vektor-
raum. Ein Skalarprodukt mit der Definition:

@-b = |@|lb]|cosh (A.10)
mit |[@| = /a?+a3+d3 (A.11)
ei-ej=5ij={ 0 iz (A.12)
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kann als Linearkombination von Skalarprodukten der Basisvektoren geschrieben werden:

@b (a1€1 + a2€s + azey) - (b1€1 + baéy + b3el)
= a;b; (€; - €j) = ayby, (A.13)
und ist auch kommutativ:
a-b=b-a (A.14)

A.1.2 Dyadisches Produkt

Sei T eine Funktion: b = T - g und &= @- T, die die Linearititsbedingungen

=

nb) = m(T-a)+n(T-
T = m(@-T)+n(b-

T . (ma

+n

&+

(
(md

T-S).¢d = T-(S-a) (A.17)
@-(T-S) = @ T)-S (A.18)

Eine derartige lineare Funktion kann wie folgt geschrieben werden:

— -

T-@ = f(g-@)=(fg)-a (A.19)
a-T = (@ -fig=a- (f§) (A.20)

Die Form T = fg heisst dyadisches (oder tensorielles) Produkt von f mit §. Mit den
Gleichungen (A.19) und (A.20) folgt auch

—

f(ng) = (nf)i = n(f7) (A.21)

Damit kann das dyadische Produkt in Komponenten geschrieben werden:

[§ = [1g1818 + 192818 + f1938183
+  fog1€2€1 + fogoealo + fog3éacs
+ f3g1€3€1 + f3g2€3€2 + f3g3€3€s = Tijki; (A.22)

Die Komponenten T;; = f;g; von T sind zweifach indizierte Skalare, die Basis des Tensors,

kij = €;€;, besteht aus den dyadischen Produkten der Basisvektoren €;. Das dyadische
Produkt T = fg§ kann als Tensor zweiter Stufe betrachtet werden, ein Vektor als Tensor
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erster Stufe und ein Skalar als Tensor nullter Stufe. Analog werden Tensoren héherer Stufe
definiert. Mit obigen Definitionen kénnen folgende Rechenregeln abgeleitet werden:

T-ad = (figj€i€;) - (arek) = (figjar)(€i€}) - €
(figjar)€i(€; - €k) = (figjardjr)€ = (figja;)e;
= (Tijay) &
(A.23)
a-T = (aré)- (figj€i€;) = (arfig;)éx - (€:€))
= (axfig;) (€ - €:)€j = (aifig;)E;
= (a;Ty) € (A.24)
Weiter gelten
T-S = (Ti€€;) - (Sneérer) = (T;jSk)(€i€;) - (€xel)
= (T3 Ski)(€:€1) (€} - &) = (L3 Sj1) (€i€l) (A.25)
Sp(T - S) = T3; ;s (A.26)

A.1.3 Raé&umliche Ableitungen

Fiir die rdumlichen Ableitungen wird der Nabla-Operator definiert:

0 0 0
— +ér— +éz3— (A.27)

Der Nabla-Operator ist ein Vektoroperator und formal gelten die gleichen Rechenregeln
wie fiir normale Vektoren. Unter einer Divergenz einer tensoriellen Grésse T verstehen wir
die skalare Multiplikation V - T, und unter einem Gradienten einer tensoriellen Grosse das
dyadische Produkt VT. Mit diesen Definitionen werden der Gradient eines Skalarfeldes,
Divergenz und Gradient eines Vektorfeldes, und die Divergenz eines Tensorfeldes zweiter
Stufe zu

(A.28)

. 8&1 8&2 (9&3
= L2 et M) A.29
diva=V a—51+32+93 ( )

. . L 0 . oa;
grad @ = Vad = (eia—xz) (a;€5) = aazz (€i€;) (A.30)
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divT = V.T= (e;-awi) (Tyd;)

T\

Analog kénnen die Divergenz und Gradient von Tensorfeldern héherer Stufe definiert wer-
den.

Aufgabe: beweise folgende Identititen:

(@b) - (¢d) = (@d)(b- &) (A.32)

div (T - @) = (div T) - @+ Sp(T - grad a) (A.33)

A.2 TENSORANALYSIS
A.2.1 Koordinatentransformationen

Gegeben seien Kartesische Koordinaten O(z,y, z) und ein zweiter Satz beliebiger Koordi-
naten O(,7, ) mit den Transformationsgleichung

fé:'%(xayaz) 'Z‘:I('i‘agag)
222(33,?/,'2) z:z(i;,fg,é)

Um eine kompakte Schreibweise zu erhalten, benennen wir die Variabeln neu, z = z!,

y=2% 2=23 % =%, und § = 7%, 7 = 7. Gleichzeitig fiihren wir eine modifizierte
Summenkonvention ein: Kommt in einem Term ein Index sowohl oben wie auch unten vor,
dann wird iiber diesen Index von 1 bis 3 summiert. Ein oberer Index einer Variabeln in

einem Nenner gilt dabei als unterer Index. Beispiele sind

bi bl b2 b3 )
== + prl alcj = a'ci +a’cy +a’cs (A.35)

at  a a?

Die Differentiale eines Skalarfeldes ¢(x,y,z) = ¢(&,7,%) werden nach der Kettenregel
transformiert

o¢p 01 0¢ d¢ 0zl 9¢
- = o M - = Falea— A.
9~ 0ri 0% 0F 0% 0wl (A-36)
Ein totales Differential wird wie folgt transformiert:
R LA 0T
dz? = prs di'; di' = B dz? (A.37)
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Entsprechend Gleichung (A.36) fiihren wir Basisvektoren € ¢ = €& in kartesischen Ko-
ordinaten (z') ein. Um die Summenkonvention konsequent anwenden zu koénnen, werden
Basisvektoren mit oberen und mit unteren Indizes verwendet. In Kartesischen Koordinaten
kénnen wir die beiden Arten von Basisvektoren einander gleichsetzen. Die Unterscheidung
gewinnt erst in nicht-Kartesischen Koordinatensystemen Bedeutung, ist aber fiir eine kon-
sequente Schreibweise schon hier notwendig. Die totalen Koordinatendifferentiale und der
Gradient eines Skalarfeldes kénnen jetzt mit Verwendung von Gleichung (A.36) wie folgt
geschrieben werden:

. im Ozt oz’
di = dz'€; = (8 - ) = <8 € ) d7? = di’7; (A.38)
_ 99 :cjacﬁ_,z_aq; aqsﬂ
Ve = ozt 0zt 939 0zJ <8:L‘Z ) 9d " (4.39)

Die mit der letzten Identitét definierten Symbole 7; und 77 J kénnen als die beiden Arten
Basisvektoren in den Koordinaten O(%, 7, 2) identifiziert werden:

(9:15] . 0z
= ogit vy = 373 % (A.40)

Gleichungen (A.40) geben gleichzeitig die Transformationsregeln fiir die Basisvektoren.

i’

Die Vektoren 77/ transformieren gleich wie die totalen Koordinatendifferentiale und die
Vektoren 7; wie die Differentiale eines Skalarfeldes. Die Basis 7j / heisst deshalb die kovari-
ante Basis, 7; die kontravariante Basis. Die Umkehrtransformationen kénnen entsprechend
gefunden werden:

— ~7 = ax aj.l — ;o j —
dr = dz T, = (a 7 ) = (@Tl) d.’l}"7 = dZE]ej (A41)
. 0., 01904 ., 084 (07 .\ _ 04 .,
VO = m" T omoal"  oul (a:zi” ) ~ 02i° (4.42)
, 8.”13] 0z
—o] . > — 7 =
€ R Al (A.43)

Entsprechend den Vektoren in Kartesischen Koordinaten soll ein Skalarprodukt definiert
werden, vorerst mit den Basisvektoren:

. pio_ (02 [9F ek =(g-e% ox! 9"
= e ) ek ) T\ bad ook

ozkF 0zt OF ;
= =2 (A.44)
017 Oz o7
Ein beliebiger Vektor kann jetzt mit seinen Kartesischen Komponenten beschrieben wer-
den: f = f;€® = fi€; mit f; = f'. Die vektorielle Schreibweise, f, ist koordinatenun-
abhéngig. Der Vektor in Komponentenschreibweise in transformierten Koordinaten heisst
dann:
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f=fait=fi7 (A.45)

Damit werden die Vektorkomponenten in den transformierten Koordinaten zu:

~ Y o L o7t -~ , ,
= , ozt _ oz S
[ = fi€'=f; <ajjﬁj) = (%fz) 7= fj’r_fj (A.47)

Daraus folgen die Transformationsgesetze fiir kovariante Vektorkomponenten:

07" - - 02
fi=gglis fi=gz0i (A.48)

keok 3k ok ok ok ok ok ok sk >k ok ok >k ok ok ok Sk >k ok ok sk 3k ok ok Sk sk >k ok sk sk sk ok ok ok sk sk ok ok sk sk >k kook ko k ko

Aufgabe: beweise die entsprechenden Transformationsgesetze fiir die kontravarianten Vek-
torkomponenten:

= 0T . Ozt -
J— i pi_ J

otk ok ok ok sk ok ook skok sk ok ok skok kot ok ok sk ok ook sk ok sk ok sk ok ok ok sk ok sk ok ok skok ok ok ok

Das Skalarprodukt zweier beliebiger Vektoren wird mit (A.45) zu
F-g=@"mhi = fig (A.50)
Das Skalarprodukt zweier Vektoren ist invariant unter Koordinatentransformation:
figh = %fjﬁg = fig9 ok fig’ (A.51)

Das dyadische Produkt zweier Vektoren wird wie folgt transformiert:
G = fig;(&'e7) =Ty(E'eY)

or' .\ (027 ..\ 0z 0xf emon
= fig; (857,177 )(855”77 >_(97”6FT”(17 ")

= Ton(7 ™7 ") (A.52)

Daraus folgt die Transformationsgleichung fiir kovariante Komponenten eines Tensors 2.
Stufe:

(A.53)



Analog ergibt sich die Transformation von kontravarianten oder gemischten Komponenten
von Tensoren 2. Stufe:

~ oz™ o1
Tmn
oz" 0x*
~ az™ Ox*
™ = Tr A.54
n axr 85_774 S ( 5 )

A.2.2 Der Metriktensor

Der Abstand zwischen zwei Punkten in Kartesischen Koordinaten ist

As? = (Azh)? + (Az?)? 4 (Az?)? = Z(A:L'i)2 (A.55)

%

Differentiell geschrieben wird somit ein Linienelement zu

(ds)> = Y(de)?* =3 Kgﬁy ””) (gj’“ xk)l

3

% % ) B )
=Y %g;”k #di* = Gjpdi? dzk (A.56)
i

Mit dieser Ueberlegung fithren wir den Metriktensor G ein:

ox' Ox'

G =Gkt =
Gk 0%1 0%k

= (777 ") (A.57)

Aufgabe: zeige, dass

037 ok
= (G7%) = (Z B W) (A.58)

der inverse Metriktensor ist: G - G™1 = (G kGJl) (6’)

Mit dem Metriktensor kénnen kovariante Komponenten in kontravariante Komponenten
umgewandelt werden, und umgekehrt:

T 017 0T 0% 0z Ok
jkf. .
Gfi = ; (8:1:’” 8xm> 8:1:3 N Z o™ 0% Oxm fi
; 0zF oi* . o
oder zusammenfassend:
Gk fi=f* s Gufl = fi (A.60)
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Aufgabe: zeige, dass
S FNij= . o= A =i
77 =G"7% ; 7j = G41 (A.61)
sk ok ook ok ok ok ook ok ok ok ok o ok ok o ok sk ok sk ok ok sk ok ok sk ok ook ko ook o ok
Bei Tensoren 2. Stufe gilt entsprechend:

GYBy =Bl GyB* = B} (A.62)

Damit kann das Skalarprodukt zweier Vektoren auch mit gleichartigen (kovarianten oder
kontravarianten) Komponenten geschrieben werden:

f-§="Ffig"=Gif§ = G fig; (A.63)

Das skalare Produkt eines Vektors mit sich selbst ergibt das Quadrat seiner Linge in
kartesischen Koordinate. Wegen der Invarianz des Skalarproduktes bei Koordinatentrans-
formationen gilt das in beliebigen Koordinaten:

f-F=G"ffi= TP (A.64)

A.2.3 Kovariante Ableitung

Betrachten wir die partielle Ableitung der Basisvektoren:

ozl — 97t

87—{7 0 aeTi_, . 82.’L‘i o 82$i 8@5_' eyl
<@6’> = 95055~ a3lom o * = LT (A.65)

Das so definierte Christoffel-Symbol ist symmetrisch in den beiden unteren Indizes: f‘fj =
f‘jl. Analog sei

ot
a5 = 5ol (A.66)

Um die Bedeutung des Symbols f;  2u ermitteln, leiten wir das Skalarprodukt der Basis-
vektoren ab:

O (~i = ; o i 07"
o (1°7%) = 535 (9) =0= g2 7'+ 5 7
= T (R 77) + % (77 - 7)) = T + T (A-67)
877Z e =S



Skalare Multiplikation von Gleichung (A.65) mit 77 ¥, respektive von Gleichung (A.68) mit

Tk ergibt
or; o - .
a—jjl'nk = jl(Ts-n’“):I‘;?léf:I‘fl
o7t i
Skekoskok ook ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk sk sk sk sk sk skosk sk sk skook sk ok ok sk sk okosk sk ok skeokokok
Aufgaben:
1) zeige:
- 1 ~pn [ OG G, 0G
Tk, =-G" o o A0
m 2 ( ot gm0 (4.70)

2) Kugelkoordinaten: (x1,x9,23) = (x,y, 2) = (r,$,\) = (Z1, %2, Z3) mit £ = 7 cos ¢pcos \,
y =rcos¢sin A und z = rsin ¢.

berechne: 7 ¢, 7, Gyj, G, TF

ok ok 3k ok ok ok sk ok ok sk >k ok sk >k ok ok ok sk >k sk ok sk sk ke ok ok sk sk ok ok sk sk ok koo sk sk k ok sk sk >k kook ke k ko

Partielle Ableitung von Vektorkomponenten ergibt

of, o [0z’ 0247 of; 0z’
L= (@fy’) =3 rfi+ o (A.71)

oFm  9zm FMO% ozm 9!

woraus mit der Gleichung (A.48) fiir die Transformation von kovarianten Vektorkompo-
nenten und der Kettenregel

a_fj _ 0z" Bf;

ozm 9™ Oz"

(A.72)

folgt:

ofy  0%7 0%° . 02" 01 Of;

oim  Zmoil 0z’ T 9Fm 0l 9z

(A.73)

Gleichung (A.73) zeigt, dass die partiellen Ableitungen von Vektorkomponenten keine
Tensorkomponenten sind, da sie nicht wie Tensorkomponenten transformiert werden. Wir
definieren die kovariante Ableitung von kovarianten Vektorkomponenten:

. af; 8%z 975 . Of
iz 20 O 08 Of
X X

Fmozt Oz ~ Dl (A.74)

und analog die kovarianten Ableitungen von kontravarianten Vektorkomponenten:

. aft . .
flo= ST TP (A.75)
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Um die Bedeutung der kovarianten Ableitung zu ermitteln, berechnen wir die partielle

Ableitung eines Vektors f = fji"j:

af  of7 .
o om T

8TJ

f]
woraus mit Gleichung (A.65):

of  of7,
01t 9Ft 7i

I afi i
7+ fJ]_—‘ijk = <8f + f’“sz> Tj = f’JZ’TJ

Dies ist ein wichtiges Resultat:

(A.76)

(A.77)

Die Komponenten der partiellen Ableitung eines Vektors sind die kovarianten

Ableitungen der Komponenten dieses Vektors.

Die kovarianten Ableitungen sind Tensoren 2. Stufe, d.h. ihre Komponenten transformieren

sich wie Komponenten von Tensoren. Zum Beweis rechnen wir zuerst

__0x' 9 (03 .(@~)3_5’kfm
A 9%k " ) g

9% Bw
= - — fm

Ox10x! 0%J Omdn

e o,
0x10z™ 0zJ

Damit ergibt Gleichung (A.75)
0 f2

~,ZJ = PY7i +szfk

P oal . 0 dalofm 9 0,
Oxtorm OzI Oz™m 0zJ Oz!  Or10z™ O%I

93 0l of™
Ox™ 0%I Ozl

(A.78)

(A.79)

das dem Transformationsverhalten von Tensorkomponenten entspricht, da in Kartesischen

Koordinaten die partielle Ableitung der Vektorkomponenten gleich ist wie die kovariante

Ableitung. Die gleiche Ueberlegung, aber mit einer Transformation von beliebigen Koor-

dinaten in beliebige andere Koordinaten ergibt folgendes:
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91 9 [oF 05" L\ 9z -,
= ~awow e ) \GaF™) gzm?

o*zt 037 n 5l fm 0zt 031 npl Fm
= " gmod oz om o f + 55 557 0mT Conf

270 934 q ~
- (——8? L, )f (480

$995m 0z9 | 0F Oz qm

Damit ergibt Gleichung (A.75)

5 afz

) +szfk

Pz 07 ., 0% 9 o™
oztozm ozI 8im OzI 07!

073 071 ~, o’z 031\ 4,
+ e —— | f
ozl oz~ 1™ 9ze0z™ OxI

ozt o (afm ) oz 9t -
= a~l 'rf

0zm 9z \ 0%l 97m 9zJ 7 (A-81)

das dem Transformationsverhalten von Tensorkomponenten entspricht. Aus Gleichungen
(A.80) und (A.49) folgt weiter:

o 00Emoir 07 0am i
mn ozl 9z Ok 9zmoF" Oz 0Tk

(A.82)

woraus ersichtlich ist, dass die Christoffel-Symbole T, keine Tensoren sind. Der rech-
te Term in Gleichung (A.82) stort das Transformationsverhalten der Christoffel-Symbole.
Analog zu den kovarianten und kontravarianten Komponenten von Vektoren sind die ko-
varianten Ableitungen der Tensorkomponenten, z.B. fiir Tensoren 2. Stufe:

. a~

Typ = S — Ty — T Tim

20 BTJZ ™ m I A

Tin = a5 T ey — Ujg T

. aTJ' .

Tz],k = o7k F T] +F Ttm

~ij o1 Smi | T qim

Ty = o + 1L, 7™ + 1 T (A.83)

Weiter sei der Tensor T = f g das dyadische Produkt der Vektoren f und g, dann gilt die
Produktregel auch fiir kovariante Ableitungen der Komponenten eines dyadischen Pro-
duktes von Vektoren:
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Y 1) N
~-3JF}C a2 O i s e _
75z~ Thifsd’ + frgzz + T, fkg" = &’ fri + fidl

A.2.4 Differentialoperatoren

Der Nabla-Operator wird wie ein Vektor transformiert:

0 0x 08 0

= g — - -
V= G507 97" ou 05
= Fmor! ow ~ 1 55 =T G

Der Gradient eines Skalarfeldes w ist damit:

grad u = Vu = a—ﬁ

U Sk
0zk

Die Divergenz eines Vektorfeldes #:

divi = V.-¥= (ﬁi%) - (#77)

L, (08, 0T L (0 L e
= 7 z, <ﬁ7—j+vja—jji> =1 i, (@Tj""li]r?ﬂk)

= ion) (O k) — iy =
n k 97t ji i\l k 5

Der Gradient eines Vektorfeldes ¥ und eines Tensorfeldes T':

gradv = Vi=q
ij k= =
grad T = VT =T7(i7*%7)
bl
A AA KK F A A KA A A KA A AAA KK FA I F KK FAAK KK

Aufgabe: schreibe entsprechend die Divergenz eines Tensors 2. Stufe

keok 3k ok ok ok ok ok ok sk >k ok ok >k ok ok ok Sk >k koo ok sk sk ok ok Sk sk sk ok ok sk sk ok ok ok sk sk ok ok sk sk >k kook ko k ko

(A.84)

(A.85)

(A.86)

(A.87)

(A.88)

(A.89)

Weiterfithrende Literatur: Lichnerowicz (1966), Klingbeil (1966), Pielke (1984), Pichler

(1984)
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B KOORDINATEN-TRANSFORMATION

Gegeben seien Kartesische Koordinaten (z,y, z) und die Zeit ¢, und ein zweiter Satz be-
liebiger Koordinaten (%, 7, 7) und die Zeit #, mit den Transformationsgleichung

z = i(z,y,2,t) z~7=?§$,yazat) (B.1)
t i

00 _ 0309 op0p  o30h  070d

or  0x0i 0z 0j  0x 07 Oz 0L (B-2)
d¢ 0z 8¢ 050 0304 Of 0

o¢ _ 0209  OYyop 0209 Ol 0P B.
By oy 0z T oyoy  oyoz oy ol (B-3)
06 _ 050b 008 0209 o10)

97 0208 020 0207  0z0i (B-4)
00 _ 0303 090 070 0id )
ot  otdx otdy Otoz ot ot ’

B.1 GELAENDEFOLGENDE KOORDINATEN

B.1.1 Transformationsgleichungen

Ein fiir numerische Modellierung der Atmosphére oft benutztes Beispiel ist die Trans-
formation die die lokale vertikale Ausdehnung auf die Einheit abbildet und die vertikale
Metrik ortlich verdndert:

E=z; J=y; Z=f("); z*='z:z (B.6)

wobei f = f(-) eine monotone Funktion mit f(1) = 1 und f(0) = 0 sein soll. Eine bei
mesoskaligen Atmosphéirenmodellen oft verwendete Funktion,

1
7= ——In(1+ A2* A#0 B.7
erlaubt, das Gebiet in Bodennihe zu strecken oder zu stauchen. Falls z* = Z, dann wird
ein reguldres vertikales Gitter auf ein gestrecktes regulires Gitter abgebildet:

) ) )
. a_a. s_ B.
R 0SSV RS — by D) (B8)

Die Transformationen (B.6) und (B.8) haben die Form Z = z, § = y und 2z = Z(z,y, 2, t).
Die ersten und die zweiten Ableitungen werden mit o = z, y:
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Abbildung B.1: Gelindefolgende Koordinaten.

90 00 0z 00
%0 ~ 93 dadz (B.9)
o0 0z 00
2o _ o ()
a2 0z \da
L BB 0 0
972 da) 032 da 0 0%
a9 0z 9z (0 9z\] 90
— )+ 2 (== = B.11
+ Ka&aa>+aa (323(1)] 95’ (B.11)
626 o (06 07\2 6% 0z /0 07\ 00
a7 - a_(a_)_<a_> a_+a_(a_a_> 9% (B.12)
und die zeitliche Ableitung
00 00 0700
Z T2 B.1
ot~ o1 | otoz (B.13)
B.1.2 Beispiel Wirmeleitungsgleichung
00 020 0% 9%
gy Ay S AT AT B.14
ot k(3x2+3y2+3z2> (B.14)

Damit bekommt die Wirmeleitungsgleichung in den geliandefolgenden Koordinaten die
folgende Form:
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00 _ (%0 %0 0% 0% 0% 96
072 ' U030z ' 0§oz 0z

57 a7 ) *Com T Pazas T Papos t i (B.15)

mit

A = k (B.16)
02\? [0z\? [0%\?

¢ = ’“[(%) +(5,) *(%)] (317
0z

D = Zks (B.18)

B - %% (B.19)
dy

0 0z 0z (0 0z 0 0z 0z ( 0 0z

1= H(za) e (ma) tGa) s (@) @

0Z ( 0 0% 0%

B.1.3 Metriktensor und Christoffel-Symbole

Die Komponenten der Jacobi Matrix bekommen fiir die geldndefolgenden Koordinaten
(B.8) die Form:

e = (B.22)
o _ 4 ?E_ﬁ; 523
g_j _ _(1_?”+:Z§y (B.24)

und die zeitliche Ableitung;:
0z _ _(1=2bi+25 (B.25)

at 5—b

wobei ein Index %, § oder t die partielle Ableitung nach der entsprechenden Variablen
bedeutet.

ook ok ok ok sk ok ook sk ok sk ok ok skok stk ok ok skok ook sk sk ok ok skok ko sk ok sk ok ok sk ok ok ok ok

Aufgabe: Berechne die in der transformierten Wiarmeleitungsgleichung vorkommenden Ko-
effizienten
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0 0z 0 0z 0 0z

ok ok ok ok ok ok okok sk ok sk ook skok skt ok ok skok ook sk sk sk ok skok ko sk ok ok ok skok ok ok ok

Der kontravariante und der kovariante Metriktensor sind:

1+ |(1—2)bz + 255] sym sym
~ . : - 2
Gk (1= 2)bs + 252] [(1-2)by+255] 1+ [0 - Dby +255]  sym
(1= 2)bs + 252 (5 b) (1= 2)bs + 255] (5-B)? 5
(B.27)
1 sym sym
Gk = 0 1 sym (B.28)
 (—B)bs+E5; | (1—B)by+55; [(1*2)55+2§5]2+[(1*§)1~)@'+2§g]2+1
5—b 5—b 3—b
und die entsprechenden Christoffel-Symbole
0 00
I,=I%=]000 (B.29)
000
(=2)bgs+2555 if;ég“ sym sym
= 1—%)bzs+553; (1—3)b;s+5555
I‘;’k = ¢ )gj; i { )gyf; o sym (B.30)
522 _I;i 532 _bﬂ O
5—b 5—b

B.2 KUGELKOORDINATEN
B.2.1 Basis und Metrik

Die Transformation zwischen Kugelkoordinaten (r,¢,\) und Kartesischen Koordinaten
(z,y,2) ist gegeben durch

T =T CoS¢pCcos A (B.31)
Yy = rcos ¢sin A (B.32)
z=rsing (B.33)

Damit ist » der Abstand eines betrachteten Punktes zu einem Nullpunkt mit z = y =
z =0, ¢ ist ein Breitenwinkel und A ein Lingenwinkel, entsprechend den geographischen
Koordinaten auf der Erde. Um die Notation mit indizierten Variabeln zuriickzugewinnen,
werden die folgenden Identitdten definiert:
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Mit diesen Vorbereitungen konnen sofort die Komponenten des Metriktensors gerechnet
werden, entsprechend Gleichung (A.57):

1 0 0

Gigk=1| 0 r? 0 (B.36)
0 0 r2cos?¢
1 0 0

G*k=10 % 0 (B.37)
0 0 72 cos? ¢

Die Christoffel Symbole werden mit Vorteil mit Hilfe der Gleichung (A.70) berechnet:

0 0 0
=10 —r 0 (B.38)
0 0 —rcos’¢
0 1 0
M4=11%0 0 (B.39)
0 0 —sin¢cosg
0 0 i
=10 0 — tan ¢ (B.40)
% —tan ¢ 0

Die kovarianten und kontravarianten Basisvektoren in Kugelkoordinaten lassen sich nach
Gleichung (A.40) als Linearkombination der kartesischen normierten Basisvektoren schrei-
ben:

Ty = €OS ¢ cOS A€y + cos P sin Aéy + sin $e, (B.41)
Tp = 7 8in ¢ cos Aéy — 7sin ¢ sin A€y, + 7 cos ¢é, (B.42)
T\ = —7 €08 ¢ sin A€, + r cos ¢ cos Aé, (B.43)
qr=7 B.44)

" 1,
7= 5T (B.45)

1

Y -

= B.46
72 cos? c,zST)‘ ( )
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Die kovarianten Basisvektoren sind kollinear mit den entsprechenden kontravarianten Ba-
sisvektoren. Mit diesem Resultat und Gleichung (A.44) ist ersichtlich, dass die Basisvek-
toren in Kugelkoordinaten paarweise orthogonal sind. Kugelkoordinaten sind demnach
orthogonale Koordinaten. Das zeigt sich auch darin, dass der Metriktensor diagonal ist.
Die Basisvektoren sind allerdings nicht normiert, denn ihre Linge (Norm) ist

73]l = VG¥ (B.47)

Bl=1 ;  77=1 (B.48)
. . 1
IFl=r 5 Bil= B.49)
1Bl =reosd 5 (70 = — (B.50)
’ T COS ¢

Physikalische vektorielle Grossen miissen auf eine Einheitsbasis bezogen werden. Jeder
Vektor f kann als Produkt seiner Norm ||f]] und dem kollinearen Einheitsvektor f, ge-
schrieben werden:

f=Ifllfe (B.51)

Die Komponenten eines Vektors f kénnen entsprechen auf eine normierte Basis bezogen
werden:

F=FIRl7: = fir (B.52)
f= il 7. = fie (B.53)

Im Falle der orthogonalen Kugelkoordinaten gilt damit

fi=7; (B.54)

Die physikalischen Komponenten eines Vektors in Kugelkoordinaten, bezogen auf Ein-
heitsbasis, sollen im folgenden mit den Indizes r, ¢ und A geschrieben werden:

=fi=Ff 5 fo=h=f; Hh=fh=F (B.55)

B.2.2 Differentialoperatoren

Der Gradient eines Skalarfeldes folgt direkt aus Gleichung (A.86), und ist als physikalische
Komponenten geschrieben:

dii 104 1 ou
(grad u), = o (grad u)¢, = ;B_qﬁ ; (grad u)y = rcosqﬁa

(B.56)

Die Divergenz eines Vektorfeldes folgt direkt aus Gleichung (A.87)
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divei = V-7= )7 7)

32

ot +8172 +2 1+8ﬁ3
= -
0¥l 032 r 073

—tan ¢ vy (B.57)

avT+l%+g + 1 %_tanqﬁ
or r 0¢ ror 7 CcoS ¢ O T

div ¥ =

Vg (B.58)

Der Gradient eines Vektorfeldes folgt direkt aus Gleichung (A.88). Die einzelnen Kompo-
nenten der kovarianten Ableitung sind:

by = aa—'il (B.59)
83 = %—f+%62 (B.60)
o = %—TJr%a?’ (B.61)
by = %—":—rra? (B.62)
2 = %—":+%«71 (B.63)
7% = %—i—tanqﬁfﬁ?’ (B.64)
o'
17;13 = 5—7‘0052@73 (B.65)
17;23 = %—T—sinqﬁcosqﬁﬁ?’ (B.66)
vy = %—T+%ﬁl+tan¢ﬁ2 (B.67)

B.2.3 Bilanzgleichungen in Kugelkoordinaten

Mit diesen Vorbereitungen kénnen jetzt die Bilanzgleichungen (1.4) geschrieben werden.
Dazu muss unterschieden werden, ob die entsprechende physikalische Grésse eine skalare
(Masse, Energie) oder eine vektorielle Grosse (Impuls) ist. Fiir skalare Variabeln ergibt
sich

op O i o
8_1f = %(fﬂ) + vl = (¢y); + T+ 5 (B.68)

und fiir vektorielle Variabeln:
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oI - . o . .
Car Ty = Wt 7+ ok = 7+ (0 4+ 00)7 (5.9

Damit wird die Massenbilanz in Kugelkoordinaten:

dp _ O(pvr) | 10(pvg)  2p 1 9(pvy) ptan ¢
ot ar +r 0 + TUT—I_rcosqS o\ T Yo
(B.70)
_ 10 9 9 B.71
72 (T P ) + 7 cos ¢ O (pvg cos ¢) + 7 o8 ¢ OA (pv2) (B-71)

und die Navier-Stokes Gleichungen fiir ideale Fliissigkeiten in (nicht-rotierenden) Kugel-
koordianten:

ou ou ou ou
+

uw 10p
— Ztangb +z+;%_0 (B.72)
@ + ua—v—i-z}@—i-w@
ot ox Oy 0z
VW u? 10p
- = B.
+ at+z a+z HLn(ﬁ_}—pay 0 (B-73)
8_w + ua—w—i-va—w—l—wa—w
ot oz dy 0z
u?+v2 10p
_ it = B.74
a+z +paz+g (B.74)

wobei folgende Abkiirzungen verwendet wurden:
Ox = rcos ¢ O\ UyN=U

dy=r 0¢ Vg = v (B.75)
az = a’l" Uy =
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B.3 Divergenzfreie Geschwindigkeitsfelder

In vielen Féllen ist die horizontale Komponente der Windgeschwindigkeit viel grosser als
die vertikale, und entsprechend die relative Druck-, respektive Dichteinderung entlang
einer Flusslinie klein. In diesen Féllen kann das Windfeld anndhernd als divergenzfreies
Vektorfeld beschrieben werden. Ein Windfeld, das aufgrund von Messungen durch In-
terpolation gewonnen werden kann, erfiillt diese Eigenschaft im allgemeinen nicht. Die
folgende Methode erlaubt, ein nicht-divergenzfreies Feld durch minimale Modifikationen
in ein divergenzfreies Feld zu verwandeln. Sei @y das aus Messungen interpolierte, und @
das gewiinschte divergenzfreie Geschwindigkeitsfeld:

Vi =0. (B.76)
Die gesuchte Differenz ist dann
¢ =4 — dy, (B.77)
und mit Gleichung (B.76) wird damit
V= —Viy. (B.78)

Es soll nun gefordert werden, dass die Rotation des Vektorfeldes lokal erhalten bleibt:

V x4 =V Xy (B.79)

Weiter unten wird gezeigt, dass diese Bedingung die Varianz der Differenz ¢ minimalisiert.
Mit Gleichung (B.79) folgt weiter

V xé=0. (B.80)
Die Rotation eines Gradientfeldes ist Null, und mit dieser Tatsache kann der Ansatz

g=VA (B.81)

angenommen werden, wobei A ein Skalarfeld ist. Eingesetzt in Gleichung (B.78) ergibt das
eine Gleichung

V2\ = AX = —Vil, (B.82)
deren Lésung nach A die Varianz der Differenz ¢ minimalisiert. Das entsprechende Funk-
tional ist

1 — - \2 —
J :/ 2 (€@ —tp)” + AVa| dV. (B.83)

1
oder mit Gleichung (B.77)

1

J= / [5 (VA)? + AVidy + /\VQ)\] av (B.84)
v
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und mit der Identitit

AVZIA = V (AVA) — (VA)? (B.85)
erhalten wir weiter
1
J= / [—5 (V)2 + AVidp + V (AVA) | aV. (B.86)
v
Im folgenden soll die Variation des Funktionals, ., berechnet werden. Unter Verwendung

der Vertauschbarkeit von Differentiationen, und Anwendung der Produktregel erhalten
wir vorerst folgende Identititen:

b E (v,\)Q] =VAJ(VA) =VAV(N), (B.87)
S[V(AVA)] = V[ (AVA)] = V[6A VA+ A6 (V)] (B.88)
—VAV (A) + V (VA X)) = AX ), (B.89)

und damit die Variation des Funktionals

5] = / {=VA (6)) + V@A + V[VA 6A + A8 (VA)]} dV
14

- / [AX + Vi 6) dV + / VA S (VA)] V. (B.90)
1% 1%

Mit dem Integralsatz von Gauss kann das zweite Integral in ein Oberflichenintegral ver-
wandelt werden:

57 = / (AN + Vii] A AV +/ 7\ §(VA)dO. (B.91)
Vv v

Der erste Integrand entspricht der Gleichung (B.82) und verschwindet bei Erfiillung dieser
Gleichung. Der zweite Integrand ergibt die Randbedingungen, bei denen auch er verschwin-
det, und damit auch 6J = 0, oder wie gewiinscht, J minimal wird:

Dirichlet : A=0 (B.92)

Neumann : d(TVA) =0 (B.93)

Es ist leicht einsehbar, dass Gleichung (B.82) in den meisten Fillen mit einem numeri-
schen Verfahren gelosst werden muss. Mehr Details und Anwendungsbeispiele kénnen in
Moussiopulos and Flassak (1986) und Sherman (1978) gefunden werden.
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