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The empire of man over things is founded on the arts and sciences alone,
for nature is only to be commanded by obeying her:

Francis Bacon, 1620
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Prolog

Goethes Wissenschaft der Form — die Morphologie — beruht auf der Uberzeugung, dass
alles, was ist, auch durch eine Form andeutbar sein muss. Die Umkehrung dieser logi-
schen Verknipfung fihrt zum scholastischen Axiom “Tout ce qui est contenu dans
I'effet, est contenu dans la cause” und somit zur Andeutung von Form als Ausdruck uni-
verseller Gesetze. Die Natur, so Goethéqffi ewig neue Gestalten; was da ist, war

noch nie, was war, kommt nicht wieder — alles ist neu, und doch immer das Alte. AlS

causa finalis ist Form, in Anlehnung an Paul Janet fait qui peut étre en quelque sorte
considéré comme la cause de sa propre cause: mais, comme il est impossible qu’il soit

cause avant d’exister, la vraie cause n’est pas le fait lui méme, mais son idée. Als
abstraktes Phanomen umfasst Form daher die Vorstellung, dass der Kosmos eine Logik
aufweisen muss, die ihm seine metaphysische Struktur verleiht. Dementsprechend muss
auch die Existenz jedweder materialisierten Form als hylemorphische Einheit durch die
gleiche Logik zu begriinden sein. Eine schwachliche und zielunsichere Terminologie hat
mitgeholfen, diesen Sachverhalt zu unterdriicken. Wie aber Oswald Spengler vermerkt
hat, ist fir die Morphologie die terminologische Frage beinahe die Kernfrage.

Der Titel dieser Arbeit — Morphologie der gekrimmten Flachentragwerke — deutet
bereits darauf hin, dass sie zum Ziel hat, die Logik des Raumes anhand der zwischen der
zweidimensionalen Struktur und dem physikalischen Geschehen bestehenden Zusam-
menhange aufzudecken. Der morphologische Ansatz griindet sich auf die Entmateriali-
sierung von Struktur und die Erhebung der Form auf eine Abstraktionsebene, auf der
geometrische Zwange und physikalische Gegebenheiten zu der ontologischen Einheit
einer nach Matila Ghyka bezeichneterhitecture vectorielle fusionieren. Das kon-
struktive Konzept, wie es hier verstanden wird, muss somit in seiner Essenz das Deside-
rat beinhalten, die Massen durch den Gedanken der Form zu beherrschen. Dieser Ansatz
beinhaltet natirlich eine ganzheitliche Betrachtungsweise, wie sie bei jedem baukunstle-
rischen Entwurf angestrebt werden sollte.

Trotz aller ermutigenden Fortschritte muss heute festgestellt werden, dass das ganzheitli-
che Konzept Form einen nur sehr bescheidenen Eingang in die Denkweise von For-
schern, Konstrukteuren, Unternehmern und Bauherren gefundebuhatistenza per

forma pur essendo la piu efficiente tra tutte, e una delle piu diffuse in natura, non é ent-

rata in quel complesso di inconsapevoli intuizione statiche dal qual derivano gli schemi

e le realizzazione strutturali. In altre parole non siamo ancora abituati a pensare statica-

mente “per forma’. Bedauerlicherweise hat Pier Luigi Nervis 1965 niedergeschriebene
Darlegung des angesprochenen Sachverhaltes keineswegs an Bedeutsamkeit verloren.
Nach wie vor — und vermutlich mehr denn je — werden im konstruktiven Bereich in ana-
chronistischer Weise, irgendwelche vorgegebenen Massen nach den Gesetzen der Elasti-
zitdt zum Gleichgewicht gezwungen. Selbst die Erkenntnis, dass dieser Ansatz ohne die
Gutmutigkeit des Stoffes nicht praktikabel wére, und die Beobachtung mangelhafter Lei-
stungen in der Praxis konnten diese tief verwurzelte Unsitte nicht verdrangen.



Vi

We are, so Ludwig Miesvan der Rohe bereits 1960, /... ] at the beginning of an epoch; an

epoch which will be guided by a new spirit, which will be driven by new forces, new tech-
nological, sociological and economical forces, and which will have new tools and new
materials. For those reasons we will have a new architecture. 35 Jahre spater — ein Zeit-
raum, in dem ein bis dahin unvorstellbarer Wandel stattgefunden hat — muss der Kritiker
feststellen, dass die von Mies van der Rohe vorangekiindigte Entwicklung entgegen
jeder logischen Deduktion nicht stattgefunden hat. Dementsprechend ist auch die heutige
Baukunst durch eine Disparitat gegenuber dem technologischen Potential und den Not-
wendigkeiten unseres Zeitalters gekennzeichnet. Mangels grundlegender Prinzipien ver-
irrt sich die heutige Baukunst in Inkonsistenz und Einseitigkeit.

In der konstruktiven Ingenieurbaukunst — einem streng konservativen Fachgebiet — sind
die meisten fortschrittlichen Impulse seitens des etwas marginalisierten Bereichs der
weitgespannten Flachentragwerke zu verzeichnen. In diesem Bereich fihrten die insbe-
sondere mit Seifenhauten durchgefiihrten Forschungsarbeiten zu einem teilweise wabhr-
genommenen neuen Verstandnis der Form und einer bedeutenden Erweiterung des
entsprechenden Vokabulars. Geleitet durch die Notwendigkeiten der praktischen Ausfih-
rung konnten unter Bertcksichtigung materialtechnologischer und geometrisch-stati-
scher Erfordernisse neue wegweisende Losungen gefunden werden, welche sich
hochentwickelter Mittel bedienen. In diesem Bereich wurde ein Innovationsgeist
geweckt, wie er von einer echten Baukunst zu erwarten ist. Zu dieser Entitat soll mit der
vorliegenden Arbeit ein Beitrag geleistet werden.

Im Laufe des Entstehungsprozesses dieser Arbeit wurden funf nicht veroffentlichte
Berichte gefertigt, aus welchen manches des hier Niedergelegten ibernommen worden
ist, namlich:Tragverhalten und Berechnung gekriimmter Flichentragwerke, Juli 1993,

45 pp.; Formfindung von gekriimmten Fldchentragwerken, Jan. 1994, 74 ppEntwick-

lung gebauter Formen, Feb. 1994, 11 ppMorphologie der gekriimmten Flichentrag-

werke, Okt. 1994, 86 pp Parkettierungen gekriimmter Flichen, Mai 1995, 73 pp.

Zuletzt sei hier den Personen und Institutionen Dank ausgesprochen, die die Entstehung
dieser Arbeit unterstitzt und gefordert haben. Als Doktorand von Herrn Prof. Dr. Peter
Marti am Institut fir Baustatik und Konstruktion verfiigte ich tGber eine nur selten anzu-
treffende Infrastruktur. Herrn Prof. Dr. Peter Marti gilt mein ganz besonderer Dank ins-
besondere fur sein Vertrauen, das es mir ermdglicht hat, die hier verfassten Ideen vdllig
eigenstandig und frei zu entfalten. Herrn Prof. Dr. Otto Kiinzle danke ich ganz herzlich
fur die Ubernahme des Korreferats. Die “Junta Nacional de Investigacdo Cientifica e
Tecnoldgica - INICT” in Lissabon hat die finanzielle Unterstliizung Uber das “Programa
Ciéncia” beziehungsweise “Praxis XXI” geleistet. Fur die freundschaftliche Unterstit-
zung und die kritische Lektlure des Manuskripts sei hier Frau Sibylle Burki 6ffentlich
gedankt. Diese Arbeit ist meinen Eltern und Frau Dr. Nicole Hacker gewidmet. Ihnen ist
im Sinne dieser Arbeit mehr geschuldet als Dank.

Zurich, im Oktober 1995
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Kurzfassung

Das Speziaistentum der Moderne birgt einen anthropozentrischen Perspektivismus und

einen dogmatischen Absolutheitsanspruch in sich, auf welche die stetige Entartung der

Baukunst und, im weitumfassenden Sinn, die fortschreitende Dehumanisierung des
Lebensraumes zurtickzufihren sind. Die zyklopische Ausbreitung der Reichweite
menschlichen Handelns, die der technologische Fortschritt ausgeldst hat, erfordert eine
neue, diesen tiefgreifenden Verdnderungen gewachsene ethische Anschauung, die dem
vom positivistischen Radikalismus gepragten Denken unerreichbar ist.

Der in dieser Arbeit dargelegte morphologische Ansatz beinhaltet eine von Relativismus
gepragte wissenschaftliche Objektivitat, die die Uberprifung des Bewahrungsgrades von
wissenschaftlich erworbenem Wissen innerhalb eines koharenten und ganzheitlichen
Referenzrahmens anstrebt. Die Gegentberstellung von Geschichte und Natur sowie Wis-
senschaft und Kunst offenbart die Polaritaten, die zwischen Erlebnis und Erkenntnis
sowie Intellekt und Emotionalitat bestehen, und lasst die Notwendigkeit einer Revision
der invarianten Abgrenzungskriterien, die das genormte Erkenntnis- und Denkvermdgen
typisieren, erkennen.

Als Lehre der strukturellen Form der Gedankenwege des faustischen Weltbewusstseins,
verfolgt die Morphologie die Absicht, subjektiv bewéhrtes Erfahrungswissen in seiner
Universalitat tautologisch zu erfassen. In begrifflicher Hinsicht stellt Form eine ontologi-
sche Gesetzmassigkeit dar, die dem Partiellen eine Totalitéat und der Pluralitat eine Ein-
heitlichkeit verleint. Aufgrund der epistemologischen Kongruenz, die zwischen den
Strukturen des Denkens und des Kosmos besteht, muss jede phanomenologische Form
als hylemorphische Einheit durch die gleiche Logik zu begriinden sein.

Die esoterische Auslegung von Form als allgegenwartigem Ausdruck und Abbild des
Wechselspiels, das zwischen geometrischen Erfordernissen und physikalischen Tatbe-
standen besteht, ermdglicht die Veranschaulichung kausaler Zusammenhange, die
Gleichgewicht, Stabilitat und Bestandigkeit jedweder Struktur des rdumlichen Diskonti-
nuums festlegen. Die atomistische Zurtckfiihrung von Form auf ein eindeutiges topolo-
gisches Verknupfungsschema erlaubt die Deduktion neuer Verfahren und die Gestaltung
neuer Systemstrukturen anhand von Analogien und logischen VerknUpfungsprozessen
wie etwa die im Rahmen dieser Arbeit dargestellten Abbildungs- und Dilatationspro-
zesse diskreter Punktgruppen.

Das Streben nach einer synergetischen Synthese von Raumeinschliessung, Struktur und
Materie, die der ldee der deterministischen Hylemorphie inharent ist, bedingt eine
Unvoreingenommenheit und eine Einheit des Denkens, aus welchen die unerlassliche
Neuinterpretation der Prinzipien des Vitruvius und die Bildung der geforderten ethischen
Imperative zu entspringen haben. Diese innovatorischen Maximen fanden ihre latente
baukunstlerische Verwirklichung unter Verwendung hochentwickelter Mittel im Bereich
der weitgespannten, gekrimmten Flachentragwerke der Ingenieurbaukunst, die deshalb
den praktischen Schwerpunkt dieser morphologischen Untersuchung bilden.



Summary

This thesis has the title “Morphology of Lightweight Spatial Structures” and is an inves-
tigation into some fundamental principles concerning the logic of space assembly in rela-
tion to spatial and physical constraints. One of the chief aims of this study is to make a
contribution towards a true and complete understanding of the meaning of form by deal-
ing with it according to its origin, essence, features and scope. It has been attempted to
establish, both by argument and evidence, that the vague and pointless notion of form
that prevails in our subconscious must be counteracted and that morphological thinking
ought to become a cognizant and active reality.

Goethe’s morphology is based on the assumption that every real or metaphysical being
constitutes a system specified by its form. A system is a subdivision of universe, itself
the sum total of all systems. Form is, accordingly, the source of inward essence and of
global coherence of any isolated cosmic event. Recognition of this fact leads to the doc-
trinal idea of form as an ontological principle of nature, i.e. as a structural principle of
space. The purpose of any morphological study must consequently be not to search for
differences or fundamental contrasts, but to search for the essential principles which gov-
ern the creation of order and pattern in a mutable universe. This approach implies a
coherent and wholly intellectual posture, which affords a synergetic combination of all
disciplines of human thought.

Form, as a logical concept, embodies a finite aggregate of interrelated elements. This
structural and thus eminently topological notion allows a systematic analysis of form
using mathematics — the science of structure and pattern in general — for its description
and physics for its elucidation. The interplay between geometeqairements and

physical facts can be advantageoudly illustrated by the curved surface of space, since it
reveals the peculiar advantage of comprising structure and space inclosure at the same
time. Recognition of the parameters involved in the creation of any structural order leads
to the organic form-finding processes of nature and therefore to the deduction of new
methods and the construction of new structural schemes. This process underlies a sys-
tematic procedure based on the triple induction-deduction-construction, which consti-
tutes the essence and true being of structural art.

Human activity and therefore man-made changes to the natural environment are based
on studied intention as well as on intuition, instinct and feeling. This fact implies that any
form-making should express an organic interplay between the methods used in thinking
and feeling. Scientific discovery and technological progress have undoubtedly brought
about a completely new concept of man’s relation to nature. Scientific thought has how-
ever advanced far beyond moral and social developments. From this it follows that the
achievement of cultural unity presupposes finding a way out of the one-sided tendencies
that prevail in today’s civilisation by bridging the existing gap between the sciences and
the arts. Acceptance of this morphological proposition could, it seems, make some con-
tribution towards restoring the balance of common sense in human progress by removing
the present-day doubts regarding the direction which our architectural culture and, in the
broadest sense, our civilisation should now take.



Résumé

La science technique formule des principes par rapport a un certain plan arbitrairement
postulé d’aprés une utopie positiviste, la référence absolue. L'enthousiasme inépuisable
déchainé par le critere d’'une vérité unique, définitive et apodictique a masqué le fait que

toute objectivité est une notion spécifiguement humaine et, par conséquent, relative et
variable. D’ou le besoin de réunir, en une synthése solide, la multiplicité des acquisitions

de la pensée et de vérifier le degré de sa validité sur le plan cohérent et universel de la
morphologie.

Constante de toute présence consciencieuse, la forme est, paradoxalement, source onto-
logique de la pluralité et de I'unité en méme temps. D’un point de vue purement pragma-
tique, elle extériorise la manifestation incorporelle du jeu d’ensemble composé par des
exigences spatiales et des faits physiques. En tant que principe universel, elle impose les
conditions et les lois qui dévoilent sa signification immanente et qui dégagent les liens
causals qui contrdlent I'équilibre et la stabilité de toutes les structures concevables dans
I'espace et dans le temps. Dans le sens le plus vaste, la particularité est, en effet, la géné-
ralité dévoilée sous des conditions diverses. Etudier la forme, c’est donc rechercher I'in-
variance d’'un univers fluctuant.

Tous les systemes structurels, a toutes les échelles, représentent des agrégats discontinus
et finis, composés par des é€léments connectés entre eux. Cette notion atomiste, dé-
pouillée de matiére, éleve la structure a un degré d’abstraction qui rend possible son ana-
lyse systématique avec l'aide des groupes d’opérations, combinaisons et transformations
de la physique topologique. La méthode topologique ramene spontanément a des idées
inexplorées qui, en se développant, constituent 'embryon de schémas structurels éprou-
vés dans le monde réel de la nature mais inconnus dans le monde illusoire de I'anthropo-
centrisme. Dans ce contexte, la surface courbe de I'espace assume une signification
primordiale, car elle expose une synthése synergique d’involucre, structure et matiere in-
née du déterminisme hylémorphique inhérent a la théorie de la forme, la morphologie.

L'action créatrice, c’est-a-dire formatrice, comprise non seulement comme opération ac-
tuelle mais aussi comme phénomene futur, a placé ’lhomme sur un point singulier. Pour-
tant, I'empreinte humaine dans I'espace vital et dans I'histoire de cette planéte visualise
non seulement la dimension du pouvoir acquis, mais surtout la vulnérabilité et la partia-
lité épouvantable des valeurs éthiques et morales prédominantes qui méprisent 'ensem-
ble humain, en tant que traduction logique d’une réalité ontologique.

L'étude morphologique désencombre, effectivement, des liaisons profondes qui régnent
entre I'expérience et la connaissance, ainsi qu’entre l'intellect et I'émaotivité, c’est-a-dire
entre 'histoire et la nature, les sciences et les arts. Ces qualités font preuve d’une polarité
essentielle a I’'hnomogénéité et a la consistance de I'étre humain. L'absence de préjugés et
I'unité de la pensée semblent étre des conditions préalables pour réinterpréter les princi-
pes culturels et établir une notion d’art constructive non pas comme bastion de la spécia-
lisation, mais comme centre polaire des toutes les disciplines techniques et humanistes —
ce qui est bien plus beau.



1 Einleitung

Den Stoff sieht jedermann vor sich; den Gehalt findet nur der,
der etwas dazu zu tun hat; und die Form ist ein Geheimnis den meisten.

Johann Wolfgang von Goethe

1.1 Morphologie und Konstruktion

Nach der Urknall-Hypothese konzentrierte sich das Weltall zu Beginn der Zeit bei
unendlich hoher Temperatur und Dichte auf unendlich kleinem Raum. Diesem als kos-
mologische Singularitat bezeichneten Anfangszustand folgte vor rund 20 Milliarden Jah-
ren ein Urknall, der einen explosionsartigen Expansionsprozess verursachte. Mit der
Ausdehnung des Universums nahm die Temperatur sehr rasch ab. Gleichzeitig begann
die Synthese der Elemente. Im Verlauf der weiteren Ausdehnung, nach dem Uberwiegen
der Dichte des Materiefeldes Uber diejenige des Strahlungsfelds, konnten sich unter dem
Einfluss der Schwerkraft Galaxien, Sterne und Planeten bilden. Vor vier Milliarden Jah-
ren entstanden die ersten informationstragenden Molekiile, die Nukleinsduren, und somit
auch das Leben. Aus der anfanglichen kosmologischen Singularitat entstand keine aus-
gedehnte strukturlose — amorphe — Verteilung von Masse und Energie. Vielmehr schei-
nen allgemeine Gesetze die kollektiven Effekte, die als Formen zum Ausdruck gebracht
werden, auf allen Realitdtsebenen zu regieren.

In den verschiedensten Bereichen wie Physik, Chemie, Biologie, Okologie, Okonomie
oder Gesellschaft werden mikro- und makroskopische Ordnungszustande erreicht, die
sehr ahnlichen Prozessen zu unterliegen scheinen. Die systematische Fluktuation, der
diese Systeme unterliegen, ist der Ursprung der Evolution der bestehenden Ordnungszu-
stédnde. Aus diesem Grund darf vermutet werden, dass es im Sinne der Leibnizschen
Monadologie nur eine einzige Gesamttheorie geben kann, auf welche die ontologische
Einheit der Natur unter Beriicksichtigung aller Pluralismen der Qualitdten in den ver-
schiedenen Realitatsschichten zurtickzufiihren ist. Wie die sich gerade entwickelnde Ein-
sicht in das Verhalten chaotischer Systeme vermuten lasst, muss die Form eine Logik
aufweisen, die ihr jenseits alles Zufalligen und Unberechenbaren einen Ordnungszustand
— eine metaphysische Struktur — verleiht. Dem Konzept des deterministischen Chaos
zufolge beinhaltet das Verstandnis der Form das Verstandnis ihres Verhéltnisses zu Natur
und Geist. Es ist symptomatisch fir die angesprochenen Zusammenhénge, dass das logi-
sche Operationssystem Geometrie — im Ursprung die Wissenschaft der Beschreibung
struktureller Formen — eine der ersten Entwicklungen der Gedanken gewesen ist.

Geleitet durch die Intuition sowie durch Beobachtung und Deduktion des phanomenolo-
gischen Geschehens verwirklicht der Mensch seine konstruktiven Strukturen im
Bewusstsein, dass er zur Operation Uber die zwei Grundelemente Form und Materie ver-
fugt. Nach der klassisch gewordenen aristotelischen Doktrin beinhaltet Form eine dyna-
mische Komponente, wahrend die Materie als passives Element, als eine Art Proteus —



der griechische Meergott, der imstande ist, jede beliebige Gestalt zu verkdrpern — ausge-
legt ist. Form wird in diesem Zusammenhang der Materie zugefuhrt, womit Aktivitat und
Passivitdt zu einer hylemorphischen Einheit fusionieren. In dieser Deutung besitzen
sowohl Form als auch Materie eine autonome Gesetzlichkeit, die somit aber der Einheit
des deterministischen Chaos widersprtichlich gegenibersteht.

Bei der Ruckfuhrung bis zu den Anfangen der Zeit wirde jedes beliebige Etwas in eine
reine Energieerscheinung zerfallen. Wie die Naturwissenschaften zeigen konnten, exi-
stiert tatséachlich auch stets eine Grenze, festgehalten durch die berihmt gewordene Ein-
steinsche FormeE = mc2 , bei welcher Materie und Energie ineinander Ubergehen.
Diese Erkenntnis fuhrt selbstverstandlich zur endgtltigen Entmaterialisierung des Kon-
zeptes der Materie und zur Ruckfihrung derselben auf eine reine Energieerscheinung.
Verallgemeinert betrachtet muss daher Form als ein abstrakter Ausdruck naturlicher
Gesetze verstanden werden. Somit ist auch Form — und nicht Materie — das omniprasente
Aussere der Ordnungsprinzipien, mit denen die Strukturierung des Universums bestimmt
wird. Form, so Francis Bacoi,always present when [...] nature is present, and univer-

sally attests such presence, and is inherent in the whole of it. The same form is of such
character, that if it is removed the particular nature infallibly vanishes 1 In diesem Sinn

enthalt das morphologische Studium laut D’Arcy Thompaahnamical aspect, under

which we deal with the interpretation, in terms of force, of the operations of energy 2. Ein
Gesichtspunkt, der den Morphologen mitunter zu den Gesetzmassigkeiten der Thermo-
dynamik fahrt.

Die Auffassung von Form als abstrakter Widerspiegelung einer Logik des Raumes lasst
vermuten, dass die Aufdeckung struktureller Zusammenhéange unter einem raum-
lich-physikalischen Gesichtspunkt zu erfolgen hat. Es gilt also, die Kompatibilitat zwi-
schen den jeder Struktur gestellten rAumlichen und energetischen Zwéngen zu untersu-
chen und die daraus entnommenen kausalen Zusammenh&nge zum eigenen Nutzen
heranzuziehen. Es darf somit postuliert werden, dass die adaquate geometrische Former-
fassung jedweden Systems seine Ganzheitlichkeit berticksichtigen muss. Das daraus fol-
gende Muss, namlich die Méglichkeit der Deduktion des Partikularen aus dem Allgemei-
nen, setzt einen Ansatz voraus, dem die diskrete, nicht aber die antagonal begriindete
differentiale Geometrie gentigen kann. Es gilt hierbei somit, den atomistischen Ansatz
Haulys, Grunder der modernen Kristallographie, der die geometrischen Eigenschaften
des Diskontinuums und das physikalische Verhalten von Struktur vereinigt untersucht
hat, auf die Verhaltnisse der konstruktiven Morphologie zu Ubertr%gen

Die konstruktive Morphologie verfolgt das Ziel, die rAumliche Anordnung von unter sta-
tischem Gleichgewicht stehenden Strukturen, das heisst von vektoriellen Nullgruppen,
zu untersuchen und herzuleiten. Nach der elementaren Newtonschen Mechanik ist der
Gleichgewichtszustand einer Kraftegruppe durch die Geschlossenheit des entsprechen-
den Kraftepolygons gegeben. Demgemass ist der Gleichgewichtszustand eines diskonti-

1. Bacon (1853).
2. Thompson (1992).
3. Vgl. Burckhardt (1988), Emerton (1984).



nuierlichen Punktsystems des Raumes, das sogar als Grenzfall eines entsprechenden
Kontinuums aufgefasst werden kann, durch das einfache System

AT =p (1.2)

eindeutig charakterisiert. Dieser Ausdruck stellt die analytische Formulierung der Forde-

rung dar, dass in jedem Punkt des strukturellen Systems die vektorielle Summe der an

diesem Punkt angreifenden Lasten den Nullvektor ergeben muss 4 Dieses System ent-

halt die grundlegende morphologische Aussage, dass die allgemein gesetzten raumlichen
und physikalischen Zwange zusammen und auf interaktive Weise einem strukturellen
Ordnungsprinzip gehorchen.

Die angesprochene Dekomposition von Materie zu reiner Energie lasst erkennen, dass
Materie keine Inkarnation der aristotelischen Passivitdt sein kann. Materie, wie Buck-
minster Fuller mit Hartn&ckigkeit zu beweisen versucht, ist nichts anderes als ein Aus-
druck des raumlich-energetischen Ordnungsprinzips des Mikrokosiitagerie ist also

ein Ausdruck der auf der mikroskopischen Ebene wirkenden massstabslosen Form. Hier-
mit wird nicht nur der Mythus einer passiven Materie, sondern tberhaupt die gewohnli-
che Auffasung von Materie vernichtdusqu 'au dernier moment des Siécles, SO Pierre
Teilhard de Charding Matiére sera jeune et exubérante, étincelante et nouvelle pour

qui voudra 6. Dem heutigen Wissen angepasst muss das klassische Konzept der Hylem-
orphie als die Fusion makro- und mikroskopischer Formen verstanden werden. Demge-
mass ist auch das Akt-Potenz-Schema, das der aristotelischen Hylemorphie zugrunde
liegt, durch ein einziges Akt-Schema zu ersetzen. Fur die Natur sind sowohl Form als
auch Materie das gleiche dynamische Element jedweder hylemorphischen Realitat. Die
Vielfalt biologischer Strukturen beweist tatsachlich, dass die Einheit Form und Materie
im Laufe der Evolution deterministisch nach dem Prinzip der Auslese neue Ordnungszu-
stande angenommen haben muss.

Die Konsistenz der aufgezeichneten morphologischen These lasst sich durch die Téatig-
keit des Menschen selbst bekraftigen. Mit der Erfassung mikroskopischer Formen wurde
naturgemass eine Entwicklung eingeleitet, die es dem Menschen nun ermdglicht, die
Materie in seinem Interesse manipulativ zu verandern. Die Auffassung, dass Stoff so zu
entwickeln ist, dass er innerhalb einer makroskopischen Struktur eine mdglichst hohe
Effizienz aufweist, fand langst ihren Eingang in die verschiedensten Bereiche, wie zum
Beispiel die Luft- und Raumfahrttechnik. Die rasanten Fortschritte, die in diesen Berel-
chen zu vermerken sind, entspringen dem Bewusstsein, dass theoretische Grundkonzepte
eine Unvoreingenommenheit aufweisen missen, um den zeitgemassen Herausforderun-
gen genugen zu konnen. Dieser Ansatz setzt selbstverstandlich voraus, dass die zugrunde
liegende Aufgabe vorerst klar definiert und formuliert worden ist. Ein Punkt, auf wel-
chen die in der Baukunst feststellbare Metastase zurlickzufiihren ist.

4. Die Matrix 4 und die Vektoren s und p des Systems (1.1) beinhalten jeweils die Richtung a, ; der Ver-
bindungsstrecken jedes Punktes zu den benachbarten Punkten, die;KmaRiehtunga; und die am
System wirkenden dusseren Knotenlagievgl. Kap. 6.3, pp. 141-142, sowie Anhang A 5, pp. 168 ff.

. Vgl. Buckminster Fuller (1975).

6. Teilhard de Chardin (1961).

)]



1.2 Die konstruktive Aufgabe

Die Genese der konstruktiven Tatigkeit fallt mit derjenigen héherer Lebensformen und
deren Notwendigkeiten — Schutz und Beutefang — zusammen. Hierfir entwickelte die
Natur ein architektonisches Konzept, dem ihr eigenes organisches Ordnungsprinzip
unterliegt”. Mit der Entstehung der bewussten Denktatigkeit und der Forderung nach
einem erhohten Schutzgrad entwickelte sich aus der Architektur des Instinktes eine
Architektur des Bewusstseins. Mit dem Werdegang gesellschaftlicher Organisationen
bildeten sich die ersten Agglomerationen, die neue infrastrukturelle Bedtrfnisse mit sich
brachten. Dadurch entwickelte sich die konstruktive Tatigkeit. Sie gewann an Charakter,
erhielt eine ornamentale und symbolische Dimension und erhob sich somit zur Kunst.
Als aktiver elementarer Bestandteil der menschlichen Existenz wurde die Baukunst
respektiert und verstanden. Der hohe Status, den sie genoss, fuhrte auch dabku, dass
alle weiteren bildenden Kinste und Kunsthandwerke untergeordnet wurden. So sind
auch vier der sieben Weltwunder — den seit der Antike beriihmten Bau- und Kunstwerken
— rein architektonische Bauten, wobei zwei davon, namlich die agyptischen Pyramiden
und der Leuchtturm der ehemaligen Insel Pharus bei Alexandria, nach heutiger Perspek-
tive sogar primar als Produkte einer Ingenieurbaukunst zu bewerten waren.

Bereits im jetzigen Zeitalter wurde eine Entwicklung eingeleitet, die dazu fuhrte, dass die
“Mutter aller Kinste wie die Baukunst unter der dargelegten historischen Perspektive

in der Literatur bezeichnet wird, in Konformitéat mit der kulturellen, 6konomischen und
gesellschaftlichen Progressidire Rolle als Koordinator zunehmend verlor. Diesem
Zerfall folgte eine Zersplitterung der Kunst. Es bildeten sich verschiedene Kunstberei-
che, die sich unabhangig voneinander entwickelten und unabhangig voneinander verstan-
den und gewdrdigt wurden. Schliesslich 16ste sich Kunst im allgemeinen Bewusstsein
von irgendwelchen primaren Zweckgebundenheiten, um Synonym von Malerei und
Skulptur zu werden. Kunst und Baukunst entwickelten sich zu zwei sich teilweise Uber-
schneidenden, aber grundséatzlich verschiedenen Bereichen menschlicher Tatigkeit.

Der zweite entscheidende Wendepunkt in der Entwicklung der Baukunst geht auf das
Jahr 1794 zuriick, als drei Jahre nach der “Proclamation de la liberté du travail” die Ecole
Polytechnique in Paris gegrundet worden ist. Chaptal, der zusammen mit anderen Wis-
senschaftlern wie Monge, Lagrange und Berthollet die Lehre Gbernahm, bekundigte die
Absicht, mit der “école spéciale” eine Vereinigung von Wissenschaft und Praxis zu erzie-

len. Diese neugegrindete Ingenieurwissenschaft fand stirmischen Eingang in eine Bau-
kunst, die sich zunehmend — wie teilweise heute erneut — in sich aneinanderreihende
Stilrichtungen in einem inkonsistenten Spannungsfeld verirrte. Diesen Sachverhalt fasste
César Daly 1867 — bereits nachdem Henri Labrouste die Bibliothéque Sainte-Geneviéve

7. Das architektonische Konzept der Natur umfasst einen imponierenden hylemorphischen Umfang und
ist durch teilwei se hochentwickelte Bausysteme gekennzeichnet. Stabtragwerke, Membran-, Netz- und
Schalenbauten, Falttragwerke und Gewdlbe werden den dkologischen Umstanden entsprechend heran-
gezogen und angepasst und durch die verschiedensten Stoffe materialisiert. Es ist bemerkenswert, dass
hierbei die stammgeschichtlich alteren Tiere und nicht die hochentwickelten Wirbeltiere die bei weitem
ausgekligeltsten Konstruktionen entwickelt haben. Vgl. Otto et al. (1985).



und die Bibliotheque Nationale in Paris, die zu Symbolen einer neuen Bauordnung wur-
den, erbaut hatte — mit der Fragestellungit‘the fate of architecture to give way to the

art of engineering? Will the architect be eclipsed by the engineer?” zusammerf. Der

Aufstieg des Konstrukteurs in der ersten Halfte des 19. Jahrhunderts ist durch die Tatsa-
che, dass er die Evolution des industriellen und wissenschatftlichen Potentials auf die Ver-
haltnisse der Baukunst zu tbertragen wusste, zu begrinden. Die kiihnen Briickenbauten
— Bereich des Konstrukteurs par excellence — eines Telfords, Stephensons, Chaleys oder
Brunels begriindeten eine neue Bauordnung, die nicht nur seitens der Architektur — bis
hin zu Le Corbusier —, sondern allgemein von der Offentlichkeit akklamiert worden ist.

Im Verlauf des 19. Jahrhunderts wandelte sich das intellektuelle Leben Europas. Dem
enzyklopadischen Menschen, der in der Renaissance das ldeal der Zivilisation verkdrpert
hatte, folgte allmahlich der Spezialist, der jede Inkursion in ausserhalb des eigenen lie-
genden Bereiche und dadurch auch die Einheit des Denkens als Dilettantismus ansieht.
Auf die Verhaltnisse der Konstruktion Ubertragen kam diese Bewegung dadurch zum
Ausdruck, dass den allmahlich normierten Regeln der Konstruktion zunehmend mehr
Gewichtung zugeteilt wurde, als den Ideen, die sie zum Entstehen brachten. Dadurch
wurden die minuziése Kalkulation, der Nachweis auf den Bruchteil der Einheit, die stets
subjektive Kostenkalkulation und nicht wie anhin das grundséatzliche Leistungsprinzip,
die Qualitat, zum zentralen Gegenstand der konstruktiven Ingenieurtatigkeit. Der
anonyme Technokrat entthronte den Konstrukteur, womit auch die Ganzheitlichkeit, die
in unserem Jahrhundert noch in den Bauwerken von Robert Maillart, Eduardo Torroja,
Pier Luigi Nervi oder Felix Candela wahrnehmbar ist, verloren ging.

Heute muss festgestellt werden, dass das konstruktive Ingenieurwesen, einst Glanzpunkt
einer Epoche, keinen angemessenen Eingang in das neue Zeitalter gefunden hat. Man-
gels Reaktionsfahigkeit und Ambition wurde die diesem Bereich gestellte Aufgabe nicht
revidiert, um der rasanten technologischen, 6konomischen und gesellschaftlichen Neu-
ordnung angepasst zu werden. Statt dessen tauchte eine autoproklamierte unifunktionale
Aufgabe auf, welcher der Technokrat unter Zuzug einer einzigen hylemorphischen
Losung — einem Stoff, einer Form — kritiklos zu gentigen versucht. Diese Tatsache lasst
sich insbesondere dem Brickenbau entnehmen, wo nur in Ausnahmeféllen Nutzungs-
zweck, Lokalisation und Umgebung aus dem Bauwerk ablesbarsifds diesem

Grund, und weil es zusatzlich seine anfanglich wegweisende Funktion in der Architektur
nicht wahrnehmen konnte, verpasst das konstruktive Ingenieurwesen die Gelegenheit,
einen angemessenen Beitrag zu einer hochstehenden Baukultur zu leisten.

Der Mensch bedarf, da seine Sensomotorik und sein Perzeptionsvermogen selbst koha-
renten Systemstrukturen unterliegen, der intuitiven Erkenntnis von Koharenz in seiner
Umwelt. Diese Idee knlpft an einen Aphorismus von Pessoa, nach welchem das, was wir
sehen, nicht das ist, was wir sehen, sondern das, was wifsiid aktive Komponente

des menschlichen Daseins verlangt daher die Perzeption, dass jede erzeugte materiali-

8. Cit. in Giedion (1946).
9. Vgl. Schlaich (1986).
10. Pessoa (1990).



sierte Form mit den raisons de sa nécessité verkniipft werden kantt. Es gilt somit, Paul

Janets naturphilosophische Forderumgl phénoméne sans cause, nul mode sans sub-

stance " wahrzunehmen und ihr zu folgéh Wie sich dem Dargelegten entnehmen lasst,
muss es gesetztes Ziel einer konstruktiven Morphologie sein, die Ganzheitlichkeit des
Formengedankens im Bereich der konstruktiven Baukunst erneut zu implementieren. Es
steht ausser Zweifel, dass Konstruktion Spezialisten braucht, da einzig der Materialtech-
nologe, der Statiker oder der Fertigungstechniker eine wissenschaftlich-technische Ent-
wicklung vorantreiben kdnnen, aus der Innovation entspringen kann. Konstruktion selbst
muss aber als Verbindungspol verschiedenster technischer und humanwissenschatftlicher
Bereiche Antithese der Spezialisation bleiben. Dementsprechend mussen fir die Bewer-
tung der angesprochenen Qualitat einer Konstruktion nicht die stereotype Kosten-Dauer-
haftigkeit-Analyse, sondern die Fulle von Parametern technischer, gestalterischer,
ethischer und 6konomischer Art, welche die Gesamtheit des baukunstlerischen Gesche-
hens umfassen, herangezogen werden

Die Entwicklung, welche die Baukunst seit dem letzten Jahrhundert genommen hat, hat
zu ihrer Verzweigung gefuhrt. Die heutige bautechnische Leistung unterliegt einerseits
einer Diktatur des Stils, andererseits einer Diktatur der Technik. Die architektonische
Produktion ist somit durch Inkonsistenz, die ingenieurtechnische Konstruktion durch
Einseitigkeit gekennzeichnet. In dieser Disparitat der Zwange ist auch die verwickelte,
seitens des Ingenieurs oft als traumatisch empfundene Beziehung zwischen Architektur
und konstruktiver Ingenieurtechnik begriintfetDabei sind aber die beiden Erscheinun-

gen Inkonsistenz und Einseitigkeit auf den gleichen Mangel, namlich das Nichtvorhan-
densein fundamentaler baukinstlericher Prinzipien, zurtickzufiihren. Davioud, einer der
Architekten des Trocadéro, bemerkte bereits 1877, dass die Baukiihstver become

real, complete and fruitful until the day that the engineer, the artist, and the scientist are

fused together in the same person. We have for a long time lived under the foolish per-

suasion that art is a kind of activity distinct from all other forms of human intelligence,

having its sole source of origin in the personality of the artist himself, and its capricious

fancy” 15 Wenn schon die heutige Vielschichtigkeit den Weg zu einer renaissancisti-
schen baumeisterlichen Einheit endgultig versperrt hat, so sind doch die Wege der Kon-
struktion zur Kunst — aufgefasst in der hier bereits dargelegten urspringlichen Bedeu-
tung — nach wie vor offen. Zu diesem Zweck muss Konstruktion von ihrem atavistischen
Ballast, namlich der Diktatur des normierten Denkens und der stofforientierten Gremien,
befreit werden, um sie anschliessend ebenso wie die Design-Branche an das wissen-
schaftliche und technologische Potential der Jahrtausendwende ankntpfen zu kdnnen.
Dies bildet die Grundlage, und zwar die einzige, aus der die Lésung des Problems, das
heisst die Reinterpretation der konstruktiven Aufgabe, hervorgehen kann.

11. LeRicolais (1966).

12. Janet (1882).

13. Vgl. Vitruvius (1974) sowie Gabriel (1994).

14. Das Verhaltnis zwischen Architekt und Ingenieur ist natiirlich ein abgestandenes Diskussionsthema,
das des ofteren die Ebene der Banalitat nicht zu verlassen weiss. Es niitzt dem Ingenieur nur wenig, in
diesem Zusammenhang sich selbst als den Unterdriickten zu bemitleiden. Vielmehr gilt es, durch ganz-
heitliches und innovatives Denken ein Designer-Image — ganz im Sinne des Industriedesigns — aufzu-
bauen und dadurch die Konstruktion in der Offentlichkeit zu wiirdigen.

15. Giedion (1946).



1.3 Ubersicht

L Die unentbehrliche Grundlage: der morphologische Rahmen. Es lasst sich dem bereits
Dargelegten entnehmen, dass der Formbegriff — betrachtet in seiner vollen Souveranitat —
die Beruhrungsflache zwischen Natur- und Geisteswissenschaften bildet. Einen Formbe-
griff nachzuweisen, heisst somit erneut und trotz einer hochgekommenen durchgangigen
Spezialisierung, ein einheitliches Prinzip in der Wissenschaft anzustreben. Jedes mor-
phologische Studium Uberspringt somit die jedem Fachgebiet scheinbar klar gesetzten
Grenzen, um globale Zusammenhange ganzheitlich zu erfassen und anhand dieser kon-
textbezogen zu deduzieren. In diesem Sinne kann die Bedeutung philosophischer Refle-
xionen Uber die Form kaum Uberschatzt werden. Wie Ortega y Gasset bemerkt hat, kann
die Befreiung des Geistes und dadurch die Bildung wahrer Innovation einzig einer tiefen
Auseinandersetzung mit Philosophie und Psychologie entsprﬂ’ﬁgelher “geniale”
Gedanke — la pensée ingénieuse — ist und bleibt derjenige, der die Bahnen des Gewohnten
und Alltaglichen verlasst und dadurch zu einer neuen, tiberraschenden Ansicht der Dinge
hinfahrt.

Andererseits setzt dieser Ansatz voraus, dass man die Form und ihr Verhaltnis zum
Raum und zur Zeit, also zur Geschichte versteht. Weil jede Form im Raum existiert und
jedes Ereignis in der Zeit stattfindet, muss es Aufgabe jeder Geschichte sein, zu entrét-
seln, warum gewisse Formen gerade “dort” und “damals” auftauchen mugsteny,

so Siegfried Giedionis not a compilation of facts, but an insight into a moving process

of life 1 Die Notwendigkeit, eine Losung zu finden, die auf ein einziges Prinzip zurtck-
fuhrt, drangt sich hierbei unmittelbar auf. Ein solcher morphologischer Ansatz stellt in
der Deutung Spenglers die einzige Moglichkeit dar, die historische Entwicklung als
Struktur des Seins in den Aspekt des Geschehens zu velfegen

Jede Auseinandersetzung mit dem Begriff Form fuihrt notwendigerweise zur Asthetik.
Die urspriingliche Bedeutung der Asthetik — bei Baumgarten noch als Lehre der sinnli-
chen Wahrnehmung verstanden — wurde aufgrund ihrer Anbindung an die Kinste
zuriickgedrangt®. Diese Entwicklung hat dazu gefiihrt, dass heutzutage die von Irratio-
nalitat und Egozentrik gepragten Erfahrungen und Uberlegungen von Kiinstlern h&ufig
als ein Ersatz fir eine philosophische Auseinandersetzung mit der Asthetik missverstan-
den werden. Mangels eines geeigneten rationalen Ansatzes hat die technische Baukunst
den asthetischen Begriff in einer extrem trivialisierten Form tbernommen — falls tGber-
haupt —, um ihn inhaltlich einer faden, festgelegten Korrektheit gleichzusékzeener,

wie Leonhardt betontiesthetic qualities can also be analysed ?°. In Anlehnung an Shaf-
tesbury ist Asthetik, wie gezeigt werden kann, etwas, was stets jenseits der Effizienz zu
liegen kommt, jedoch stets ein Teil von ihr ist und ihr Wesen mitbestfimt

16. Ortegay Gasset (1992).
17. Giedion (1946).

18. Spengler (1969).

19. Mittelstraf3 (1980).
20. Leonhardt (1976).
21. Vgl. Cassirer (1989).



II. Der konstruktive Gedanke der Form: die Struktur. Die konstruktive Morphologie, das

heisst das Studium von Form unter einem konstruktiven Gesichtspunkt, hat Struktur zum
Gegenstand jeder Untersuchung. Struktur muss als ein logisches Organisationsprinzip,
welches sich in einem einheitlichen Verknipfungsnetz von Komponenten abbildet, ver-
standen werden. Dadurch ist Struktur in ihrem Ursprung eine eminent topologische
Erscheinung. Als Beziehungsnetz raumlich nicht festgelegter Komponenten ermdglicht
das topologische Gebilde die Untersuchung von Gleichgewichtsformen einer betrachte-
ten Struktur — in der Konstruktion ebenso wie im Verkehrswesen, im Wasserbau oder in
der Elektrizitat?2. Diese Interpretation der Form erméglicht das Studium kausaler
Zusammenhange, die zwischen der Form und den ihr auferlegten physikalischen Zwéan-
gen bestehen. Im konstruktiven Bereich bildet sie die Grundlage, die die Materialisie-
rung von Struktur in Konformitat zum Durchfluss der Newtonschen Kréfte ermdglicht,
und damit zu einer idealen Ausnitzung der Materie und demzufolge zu einer Minimie-
rung des Stoffaufwandes fuhrt.

Da Druck stets mit einer gegebenenfalls massgebenden Verzweigungslast assoziiert ist,
darf die vektorielle Richtung des Kraftdurchflusses nicht als indifferent angenommen
werden. Aus diesem Grund dréngt sich im Bereich der weitgespannten Strukturen die
Aufstellung eines solchen Konzeptes auf, bei welchem die strukturelle Kontinuitat durch
Zug gewabhrleistet wird. Diese Idee beinhaltet die Forderung, dass Druck nur lokal, Zug
aber global einwirkt. Diese Vorstellung kntpft natirlich am kosmischen Aufbau an,
wenn man diesen als durch querschnittslose Zugstdbe miteinander verbundene kugelfor-
mige Druckelemente andeutet. Dies stellt auch die Leitidee dar, die zum unverstandli-
cherweise etwas mystisch beladenen Konzept des Tensegrity — begriffsmassig durch
Buckminster Fullers Fusion von “tension” und “integrity” entstanden — gefuhrt hat. Im
Bereich der Zugnetzwerke und -membranen, wie die Uberdachung des Olympiastadions
Minchen oder die Nuages des Pariser Grande Arche, hat sich dieses Konzept mit Selbst-
verstandlichkeit behaupten kdnnen. Es ist allerdings symptomatisch fir den Zustand der
heutigen Baukultur, dass die Lastabtragung in einer zur Effizienz inversen Proportion
hauptséachlich Gber Biegung, dann tber Druck und nur geringfugig Gber Zug erfolgt.

III. Die Geometrie als Sprache. Nachdem sie sich in metaphysischen Fragestellungen
und kunstlerischen Formtendenzen langst angekiindigt hatte, erschien in der Antike eine
selbstbewusste Theorie, nach welcher die Zahl das Wesen aller sinnlich erfassbaren
Dinge ist. Fur die Pythagoraer liegt die Zahl den kosmischen Formen apriorisch
zugrunde. Das pythagoraische Axiomuted omnia consistunt in numero —wurde in der
Renaissance insbesonders von Fra Luca Pacioli explizit aufgeno?ﬁmeim Descartes

wurde die Betrachtung der Zahlen als symbolische Elemente einer endlichen Geometrie
durch eine neue Zahlenidee abgeldst. Die optische Handhabe der geometrischen Kon-
struktion wurde somit durch eine analytische Téatigkeit ersetzt, anhand welcher Zahlen
durch die Lage von Punkten bestimmt werden und umgekehrt. Die analytische Geome-
trie ermoglicht eine einzigartig prazise und synthetische Erfassung bestimmter Bereiche
der objektiven Realitat von Form. Die Starke dieser Modellierung besteht in ihrer Fahig-
keit, ein sinnlich wahrgenommenes Formenbild in ein ideal abstraktes Konzept umzu-

22. Vgl. Fenves und Branin (1963).
23. Pacioli (1980).



wandeln, was wiederum den Weg zu neuen Formen aufdecken kann. Es ist somit
ersichtlich, dass die Erfassung und die Beschreibung phdnomenologischer Formen ein-
zig mit mathematischen Mitteln erfolgen kann. Als logisches Operationssystem bildet
Geometrie zudem die Grundlage, um das von Carl Culmann geforderte Ziel zu erreichen,
vor allem denkende Menschen zu bilden, welche auszufiihrende Projekte rdumlich
mathematisch iiberblicken %%,

1V. Die geometrische Diskretisierung des zweidimensionalen Kontinuums. Der Versuch,

Haute mit bestimmten Eigenschaften konzeptionell zu verwirklichen, kann dazu fihren,
dass ein zu erzeugendes Kontinuum als Grenzfall eines Diskontinuums aufgefasst wird.
Umgekehrt kann die praktische Zweckmassigkeit verlangen, dass das angesprochene
Kontinuum als diskretes — parkettiertes — Gebilde betrachtet wird. Beide Ansatze
machen es erforderlich, dass das zweidimensionale Kontinuum und beliebige in ihr ent-
haltene diskrete Punktgruppen, die vorgegebenen geometrischen Gesetzmassigkeiten
unterliegen, durch eine eindeutige Vorschrift miteinander verknupft werden. Zu diesem
Zweck mussen geometrische Abbildungs- und Dilatationsprozesse diskreter Punktgrup-
pen, die durch gewisse Regelméassigkeiten gekennzeichnet sind, herangezogen werden.
Tous les Problemes de Géométrie, SO René Descartes 163d peuvent facilement réduire

a tels termes, qu’ils n’ont besoin far apres que de connaitre la longueur de quelques

lignes droites, pour les construire 5,

V. Die Logik des Raumes: der Formfindungsprozess. Die Auffindung optimaler Formen,

das heisst solcher Formen, die in Konsonanz mit der Logik des Raumes stehen, bildet die
wesentliche Grundlage des Entwurfes leichter Flachentragwerke. Zu diesem Zweck
mussen die Ansatze der analytischen Geometrie Uberschritten werden, da die Natur — wie
nach Torroja Fresnel an Laplace geschrieben hat — nicht vor analytischen Schwierigkei-
ten zurtickschreckd®. In anderen Bereichen ingenieurtechnischer Tatigkeit, insbeson-
dere in solchen, in denen die Form primar den Stromungsgesetzen zu unterliegen hat und
die entsprechende Qualitatsbeurteilung rein leistungsbezogen ist, bildet die Formfin-
dungsaufgabe eine unumgangliche Voraussetzung fur die Verwirklichung effizienter Pro-
dukte.l semble, SO Antoine de Saint-Exupery im Jahr 1988 tout I 'effort industriel

de I’homme, tous ses calculs, toutes ses nuits de veille sur les épures, n’aboutissent,

comme signes visibles, qu’a la seule simplicité, comme s’il fallait ['expérience de plu-

sieurs générations pour dégager peu a peu la courbe d’une colonne, d’une caréne, ou

d’un fuselage d’avion, jusqu’a leur rendre la pureté élémentaire de la courbe d’un sein

ou d’un épaule. [...] Il semble que la perfection soit atteinte non quand il n’y a plus rien

a ajouter, mais quand il n’y a plus rien a retrancher 21, Saint-Exuperys Denkspruch ver-
deutlicht, wie die Form zu Effizienz, Philosophie, Ethik und Asthetik — also zum ange-
sprochenen morphologischen Rahmen - fihrt. Gleichzeitig verdeutlicht er den
Anachronismus einer konstruktiven Baukunst, die die analytisch bestimmbare Form und
nicht das physikalische Geschehen als normativen Rahmen, aus welchem die konstrukti-
ven Losungen zu entspringen haben, beizieht.

24. Culmann (1875).

25. Descartes (1954).

26. Torroja (1984).

27. Saint-Exupéry (1992).



2 Die Form: eine kritische Auseinandersetzung

2.1 Zur Philosophie der Form

Unter einem systematischen Studium der Form darf nicht allein die Untersuchung onto-

logischer und kausaler Beziehungen verstanden werden, denn jede Erscheinung unter-

liegt gewissen Gesetzen, welche die Omniprasenz der Form regeln, die ebenfalls einer
Analyse bedurfen. Beim Studium des Begriffes Form werden daher die Grenzen der
technischen Wissenschaften weit tUberschritten, und man gelangt zu einer Ebene, wo
Wissenschaft, Philosophie und gegebenenfalls Theologie zu einer Einheit werden. Im
Gegensatz zu den reinen Begriffen der Geometrie, die sich vollstéandig und adaquat defi-
nieren lassen, wird jeder Versuch, den Begriff Form zu definieren, stets einen willktrli-
chen Charakter aufweisen und unsere eigenen, héufig vagen Vorstellungen nur schwer
verdrangen kénnen. Wenn an dieser Stelle der metaphysische Aspekt der Form gestreift
wird, dann nur, weil das Verstandnis der phAnomenologischen Formen es erfordert. Denn
das hier praktizierte Studium erfolgt dem Ziel dieser Untersuchung entsprechend abseits
der erkenntnistheoretischen Deutungen Kants aus einer auf der aristotelischen Tradition
beruhenden wissenschaftlichen Perspektive der Form.

Unter dem Begriff Form wird grundsatzlich eine beliebige wahrnehmbare Gestalt
bezeichnet. Jede Gestalt ist fest umrissen, wodurch sie von ihrer Umgebung getrennt und
zugleich hervorgehoben wird. In der Deutung Francis Bacons gilt//dggem of any-

thing is inherent in each individual instance in which the thing itself is inherent, or it

would not be a form 1. Dementsprechend erhalt der Begriff Form erst dann eine Bedeu-
tung, wenn er auf etwas Begrenztes, also Endliches UbertragerDeirétorm lassen

sich daher zwei Vorstellungen zuordnen, namlich die der Trennung und die der Endlich-
keit. Die Umgebung einer Form muss sich dieser Logik entsprechend aus weiteren endli-
chen Formen zusammensetzen. Die undefinierbare Summe aller endlichen Formen bildet
die Unendlichkeit, das heisst den Raum, in welchem jede dieser Formen eingefugt ist.
Sinngemass lasst sich hierbei der Raum nicht als die dreidimensionale homogene Leere
der Geometrie andeuten, sondern vielmehr als das verbleibende Referenzmedium, in
welchem sich jedweder Relationswandel vollzieht. Der Raum bildet somit das konstitu-
tive Element und ist demnach Grundlage jeder Formerscheinung.

Dadurch, dass die Form einen Teil des Raumes einnimmt, schliesst sie den weiteren
Raum aus. Diese beiden Eigenschaften, die Appropriation und die Exklusion, bilden eine
interne Polaritat, welche die Form mit dem Unendlichen und dem Undefinierten kontra-
stieren lasst. Die Exterioritat der Form bildet die Quelle ihrer Spezifikation. Anderseits
aber setzt die Form auch eine innerliche Essenz voraus, auf welche sie sich stutzen kann.
Teilhard de Chardin bringt diese Idee anhand des Ausdruckestensif a leur Dehors,

il y a un Dedans des Choses” zum Erscheinef. Der platonisch-thomistische Begriff der

1. Bacon (1853).
2. Teilhard de Chardin (1955).
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reinen Formen und der Formen “fir sich” beinhaltet eine streng logische Abstraktion,
welche die Grenzen des Verstandes Ubersteigt und die Form zur Dimension eines tran-
szendentalen Aktes Uberfiihrt. Bei Aristoteles hingegen bedarf die Form eines innerli-
chen Elementes, auf welches sie aktiv wirken kann. Erst Giber das innerliche Element, die
passive Materie, erhalt die phdnomenologische Form ihren ontologischen Sinn. Unter
diesem Blickwinkel ist die Form ein unterbestimmter und nicht absoluter Begriff.

Die in der Form enthaltene Widersinnigkeit besteht darin, dass sie konzeptionell den
Bezug zu einem Komplement braucht, um existenzfahig zu sein, und dennoch in sich
selbst ihr eigener Existenzgrund ist. Die Entwicklung einer Form, wie sie in der Natur
anzutreffen ist, stellt keinen durch eine reine und schlichte Handlung gepréagten Prozess
dar, sondern ist vielmehr durch die Prinzipien Erfolg und Misserfolg gekennzeichnet. Es
ist ein wesentliches Charakteristikum der Form, keine ziellosen Anderungen innerhalb
der ihr gesetzten Moglichkeiten zu erbringen, sondern evolutionar im Sinne einer “causa
finalis” im Raum und in der Zeit fortzuschreiten. Die Form operiert demnach methodisch
in einer universellen Dimension und muss somit als ein Gesetz der Natur verstanden
werden.For when we speak of forms, we speak of nothing else than those laws and regu-

lations of simple action which arrange and constitute any simple nature 3. Die der Mor-
phologie gestellte Aufgabe besteht daher darin, die Besténdigkeit innerhalb des Wandels
aufzudecken découvrir 'universel sous ’exceptionel *.

Da nach Aristoteles die Materie in jeder Form enthalten ist, beinhaltet dieser Begriff
alles, was eine Form aufweist, das heisst alles, was M&#i.fragt sich nach der Ursa-

che der Materie, und das ist die Form, durch welche sie ein Was ist, und diese Form ist

die Substanz °. Substanzen sind in dieser Deutung das Bleibende und Beharrliche in
jedem Wechsel und allen Erscheinun§em der aristotelischen Doktrin des Hylemor-
phismus stellt die Realitat eines Gegenstandes die Synthese aus der aktiven Form, das
heisst dem Element, das ihm seinen Charakter, seine Struktur und seine Organisation
verleiht, und der an sich unerkennbaren Materie, welche ihm als indeterminiertes, indivi-
dualisiertes und potentielles Element zugrundeliegt, dar. Fir Aristoteles ist Materie, wie
sie auch im allgemeinen verstanden wird, fest, undurchdringlich und raumfillend. Da ihr
alle weiteren existenziellen Eigenschaften vorenthalten bleiben, wird Materie als quali-
tatsloses Substrat betrachtet. Es ist daher der dynamische Aspekt, welcher der Form die
Charakteristik verleiht, bei fester Intervention die bestehenden kausalen Verknipfungen
einer Struktur zu veranderDie Materie und die Form ist eins und ist dasselbe, nur die

eine in Moglichkeit, die andere in Wirklichkeit. [...]. Denn jedes Ding ist Ein Ding, und

das Potentielle ist mit dem Aktuellen in einem bestimmten Sinne Eines '. Die Einheit des
aristotelischen Denkens ist auch in der Verknipfung des Form-Materie-Schemas mit
demjenigen von Akt-Potenz zu begrUn@en

Bacon (1853).

Teilhard de Chardin (1955).

Aristoteles (1920/04).

Val. Klowski (1966).

Aristoteles (1920/04).

Danke, dass die Gunst der Musen /Unvergcngliches verheisst: /Den Gehalt in deinem Busen /Und die
Form in deinem Geist. Goethe, cit. in Friedmann (1930).

© N Uk~ W
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Das aktive Prinzip der phdnomenologischen Formen reinterpretierte Gottfried Wilhelm
von Leibniz in Anlehnung an das durch den Platonismus, die Chemie- und Korpuskular-
theorien sowie die biblische Doktrin der Schopfung beeinflusste aristotelische Formkon-
zept, indem er diese als eine dynamisch tatige Kraft and@dtetshe concept of forces

[...] for whose explanations I have set up a distinct science of dynamics, brings the stron-

gest light to bear upon our understanding of the true concept of substance. Active force

[...] is carried into action by itself and needs no help 1 Dieser Ansatz knupft an denjeni-

gen von Leonardo da Vinci an, der zuv@ék phenomena, all animal und human forms

[as] manifestations and expressions of universal forces angedeutet hat®. In unserem
Jahrhundert baute D’Arcy Thompson diese Doktrin aus, indem er das phanomenologi-
sche Geschehen der lebenden Natur unter einer physikalischen Perspektive untersuchte.
Thompson deutet Formf any portion of matter, [...] as due to the action of force, oder,

im Sinn der Graphischen Statik Culmanmsg “diagram of forces” an*3.

Wie Avicenna zuvor, der fur die Untersuchung kristallographischer Formen den Aristote-
lismus in einer mathematisch-physikalischen neuplatonischen Fassung weiterentwickelt
hatte, verbanden da Vinci, Leibniz und Thompson die aristotelische dynamische Kompo-
nente der Form mit der platonischen Vorstellung einer materielosen reinen Form, die als
konstitutives Einheitsprinzip des Kosmos zu verstehen ist. Diese Interpretation von Form
wurde wissenschaftlich bekraftigt, als aufgezeigt werden konnte, dass die aristotelische
weitverbreitete Vorstellung einer festen, undurchdringlichen und raumftllenden Materie
einzig als ein Spezialfall einer Energieerscheinung zu betrachtéfuistie ist dort, wo

9. Das christliche Denken behandelte das Formenproblem im Rahmen der Schépfungslehre. In der Deu-
tung des Timaios von Plato bei Calcidius bezeichnet der lateinische Kirchenlehrer Aurelius Augusti-
nus (354-430) Gott als den Schoépfer aller Formen und gleichzeitig als deren Urbild. Bei Augustinus
wird eine Entwicklung begrtindet, welche durch die gegenseitige Durchdringung von Glaube und Wis-
sen gepragt ist. Der Augustinismus wurde durch den Philosophen und Staatsmann A. M. T. S. Boethius
(480-524), allgemein als “der letzte Rémer und erste Scholastiker” bezeichnet, und von J. Scotus Eri-
ugena Johannes (unbek.-877), Theolog und Philosoph, systematisch weiterentwickelt. Unter Robert
Grosseteste (um 1175-1253), englischer Theologe und Naturforscher, wurde die platonische Tradition
des Augustinismus erstmals mit dem aristotelischen Denken kombiniert. Thomas von Aquino
(1224-1274, heiliggesprochen 1323), bedeutendster Philosoph und Theologe des Mittelalters, verband
den Uberlieferten Augustinismus mit den Lehren des Aristoteles, welche insbesondere durch den isla-
mischen Arzt Ibn Sina (lateinisiert Avicenna, um 980-1037) und, in Widerpart, den arabischen Philo-
sophen, Theologen, Jurist und Mediziner lbn Ruschd (lateinisiert Averroes, 1126-1198) im
lateinischen Abendland in ihrem ganzen Umfang bekannt geworden waren, zu einer philoso-
phisch-theologischen Synthese. Bedeutende Beitrdge zur thomistischen Formtheorie lieferten der
scholastische Philosoph und Theologe Johannes Duns Scotus (um 1266-1308), Wilhelm von Ockham
(1285-1349), Franziskanertheologe und kirchenpolitischer Schriftsteller, sowie die beiden Coimbrer
Jesuiten Pedro da Fonseca (1528-1599) und Francisco Suarez (1548-1617). Als doktrinare Grundlage
beeinflusste der Thomismus alle weiteren Diskussionen tber das Formenproblem bis in die heutigen
Tage.

10. Wie Francis Bacon zuvor unterschied der Mathematiker und Philosoph Gottfried Wilhelm von Leibniz
(1646-1716) zwischen metaphysischen und phanomenologischen Fé@unérre be two pratical
divisions, to physics that of mechanics, and to metaphysics that of magic, in the purest sense of the
term, as applied to its ample means, and its command over nature. F. Bacon, lbid. Sinngemass gilt bei
Leibniz: I fully agree that all the particular phenomena of Nature can be explained mechanically [...]
but we must also consider how these mechanical principles [...] arise from higher principles and
cannot be explained by quantitative and geometrical considerations alone. G. W. Leibniz Animadver-
siones in Cartesium, entnommen aus Emerton (1984).
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sehr viel Energie konzentriert ist; ein Feld ist dort, wo wenig Energie ist. Wenn das aber

stimmt, dann ist der Unterschied zwischen Materie und Feld eher quantitativer als quali-

tativer Natur. Es hat dann keinen Sinn mehr, Materie und Feld als zwei grundverschie-

dene Dinge zu betrachten, und wir diirfen auch nicht von einer klar definierbaren
Oberfldche, einer Scheidewand, zwischen Feld und Materie sprechen. [...] In einer sol-

chen Physik wdre kein Raum mehr fiir beides: Feld und Materie; das Feld wdre als das

einzige Reale anzusehen **. Obschon die durch Kant gepragte philosophische Auffas-
sung von Form diesen Sachverhalt unterdriickt hat, muss Form im weitumfassenden Sinn
als energetische Erscheinung und somit als ontologisches Prinzip der Natur verstanden
werden®. Die Morphologie muss somit auf die wesentliche Hypothese, dass die Struk-
turierung der Natur dem Prinzip des Minimums der Energie unterliegt, aufbauen. Ener-
gie muss in diesem Zusammenhang als das Wechselspiel zwischen physikalischen
Kraften, das heisst Gravitationskraften sowie elektrischen, chemischen und magneti-
schen Kraften, und rdumlichen Zwangen verstanden werden. Einen Formbegriff nachzu-
weisen, heisst also erneut, gegen das Absolute schlechthin anzustreben.

Trotz aller interner und externer Pluralitéten ist die Form, wie gezeigt werden konnte,
universell und selbstgeniigend. Die Form ist ein Gesetz und somit eine Einheit. Einheit,
als logisches Konzept, steht jedoch in klarem Widerspruch zu den zuvor dargelegten
Polaritaten der exkludierenden Appropriation und der abhangigkeitsbezogenen Selbstbe-
stimmung. Einheit kann sich nur auf etwas Totales beziehen, welches nicht in sich selbst
geschlossen ist und alles Sonstige relegiert. Dementsprechend schliesst sie die Moglich-
keit der Begrenzung aus, da diese die Pluralitat mit sich bringt. Zuséatzlich schliesst Ein-
heit auch die Determination aus, da diese nur differenziert einwirken kann und somit
appropriativ-exklusive Eigenschaften aufweist. Der Einheit der Form, welche die univer-
selle Dimension eines Gesetzes aufweist, stehen deren Pluralitdten Raumteilung, End-
lichkeit, Begrenzung und Einzelauspragung, Determination und Anderung diametral
gegentber. Es ist aber gerade dieses Paradoxale, was der Form ihre Koharenz verleiht.
Die Form bezeichnet namlich die einheitliche Aktualisierung von allem, was raumlich
partiell, endlich, begrenzt und differenziert sowie determiniert und dem Wechsel ausge-
setzt ist. Die Form isoliert und begrenzt das Veranderliche, gleichzeitig aber verleiht sie
dem Partiellen eine Totalitat und der Pluralitat eine Einheitlichkeit. Die Form ist Subjekt
der Pluralitat und Einheit zugleich und bildet daher die verschmelzende Verbindung des
in diesen Begriffen enthaltenen Antagonismusforme, wie Jeanne Hersch schlussfol-
gert,est une victoire paradoxale 16,

11. G W. Leibniz, De primae philosophiae emendatione et de notione substantiae, |bid.

12. Usher (1954).

13. Thompson (1992).

14. Einstein und Imfeld (1950).

15. Obschon die Schulphilosophen C. Wolff und A. G. Baumgarten im Begriff Form neben einem meta-
physischen (Form als Seinsprinzip) und einem erkenntnistheoretischen Aspekt (Form als Bestimmung,
wie Art und Gattung) ebenfalls einen physikalischen Aspekt (Form als wirkende Kraft) unterscheiden,
sind Formen bei Immanuel Kant — in vélliger Abkehr von der aristotelisch-scholastischen Tradition —
Reflexionsbegriffe und somit ungebunden von physikalischen Ideen. Bei Kant sind Raum und Zeit
Formen der Anschauung und Kategorien Formen des Deni&ngbt] zwei reine Formen sinnlicher
Anschauung, [...] ndmlich Raum und Zeit. Der Satz: ich denke, ist keine Erfahrung, sondern die Form
der Apperzeption. Kant (1913).

16. Hersch (1946).
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2.2 Morphologie gebauter Formen

Allgemein betrachtet lasst sich der Prozess der Hominisation auf die Genese des
Bewusstseins zurlckfUhrefanimal sait, bien entendu. Mais certainement il ne sait

pas qu'il sait. [...] Par rapport a lui, parce que réfléchis, nous ne sommes pas différents,

mais autres *'. In biologischer Hinsicht vertritt die zoologische Subspezies “Mensch”
ein Phylum ohnegleichen. Beim Menschen — und nur beim Menschen — sammeln sich
alle Perzeptionen und Erfahrungen in einer bewusst gegliederten koharenten System-
struktur. Konfrontiert mit einer uniibersehbaren Variabilitat versucht der menschliche
Geist den Kosmos im scheinbaren Chaos aufzufinden. Im weitesten Sinne l&sst sich das
gesamte Streben des Intellekts auf die Suche nach der Invarianz in einem fluktuierenden
Universum reduzieren. Wie Goethe anhand seines morphologischen Studiums schluss-
folgert istdie Lehre der Metamorphose |[...] der Schliissel zu allen Zeichen der Natur 18,

Weil — nach Francis Bacon the roads to human power and to human knowledge lie

close together, and are nearly the same, schliesst das Verstandnis der Evolution ihre
gleichzeitige Kontrolle eif®. Als Studierender des evolutionaren Wandels, aus dem er
selbst entsprungen ist, verkdrpert daher der Mensch nach Julien Huxley den kritischen
Punktat which the evolutionary process [...] has for the first time become aware %f itself.
Evolution is on the verge of becoming internalized, conscious, and self-directing 0

Goethe bezeichnet die Form alg Bewegliches, ein Werdendes, ein Vergehendes und

somit die Formenlehre als eine Verwandlungslehre. Um die Bedeutung der Forment-
wicklung in ihrem ganzen Ausmass hervorheben zu kénnen, ist es erforderlich zu verste-
hen, was die Form Uberhaupt ist, und in welchem Verhaltnis sie zur Natur und zum Geist
sowie zum Raum und zur Zeit steht. Dementsprechend ist die historische Untersuchung
der Form unentbehrlich. Dass daher die Logik der Form im Ursprung ihres Seins gesucht
werden muss, ist unverkennbar. Eliel Saarinen fasst diese weitumfassende Idee in einem
idyllischen Image zusamméth:

The plant grows from its seed. — The characteristics of its form lie concealed in the
potential power of the seed. The soil gives it strength to grow. And outer influences
decide its shape in the environment.

Art is like the plant. — The quality of art lies concealed in the potential power of the
people. The aim of the age is the soil that gives it vitality. And outer influences
decide its fitness in its environment. — To understand life, and to conceive form to
express this life, is the great art of man.

Entsprechend der Deutung Eliel Saarinens darf postuliert werden, dass die Systematik,
mit welcher Goethe der Entwicklung der Pflanzenformen aus dem Blatt, der Entstehung
des Wirbeltiertypus oder dem Werden der geologischen Schichten nachgegangen ist,
auch den geeigneten Ansatz fur die Untersuchung der technischen Formeffliefert

17. Teilhard de Chardin (1955).
18. Goethe (1954).

19. Bacon (1853).

20. Huxley (1954).

21. Saarinen (1985).
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Alle Antworten, die von der ontol ogischen Untersuchung technischer Formen gefordert

werden, mussen zweifellos im Menschen selbst gesucht werden. Nun unterliegt aber der
menschliche Schépfungsakt dem Bezweckten und dem Vorbedachten ebenso wie dem
Instinktiven, dem Intuitiven und dem Emotionellen. Jede menschliche Formerzeugung
bildet einen verwickelten Schopfungsakt, bei welchem vielseitige, nur teilweise erfass-
bare Parameter interagieren. Aus diesem Grund bedarf es der Aufstellung eines Denk-
modells, das die Synthese dieses vielfaltig verflochtenen Unternehmens ermdéglicht.
Hierdrin liegt die Wurzel, und zwar die einzige, aus der die L6ésung des Problems hervor-
gehen kann. Das tiefe Verstandnis der bereits erzeugten Formen und der konsequente,
realitaitsbezogene Ausblick in die zukiinftigen Entwicklungsmdglichkeiten — des Ofteren
durch zusammenhangslose Vergleiche oder Aneinanderreihungen willktrlich festgeleg-
ter ad hoc Parameter getriibt — kdbnnen nur anhand eines Ubersichtlichen Konstruktes,
welcher eine zielgerichtete Ordnung von Begriffen und Denkablaufen beinhaltet, erfol-
gen.

Zu diesem Zweck wird die Gesamtheit aller im menschlichen Formakt involvierten Para-
meter in die drei Glieder Tradition, Technik und Effizienz sowie in deren Interdependen-
zen zerlegt. Die Formkreation, wie sie hier verstanden wird, unterliegt einem systemati-
schen Prozess, dessen Ursprung in ein aus Tradition, Technik und Effizienz bestehendes,
dreipoliges Beziehungsgeflecht verankert ist.

Technik

Bild 2.1: Die Formbildung als Triangulationsprozess.

Als hypothetisches Spiegelbild der menschlichen Tatigkeit muss ein solches Schema
selbst allen im Menschen enthaltenen Ambivalenzen unterliegen. Die in der Folge néher
untersuchten Glieder Tradition, Technik und Effizienz unterliegen Parametern, die mit
relativer Objektivitat untersucht werden kénnen. Hingegen ist der Triangulationsfluss,
dass heisst die Dialektik und Gewichtung der einzelnen Glieder im Triangulationspro-
zess, durch individuelle Parameter geregelt, die hochstens im konkreten Fall mit den
Mitteln der Psychologie bestimmbar sind.

22. Anhand seiner Forschungsarbeiten eruierte Goethe die periodische Struktur und das Organisations-
prinzip der Organismen. Goethes Untersuchungen erfolgten unter dem bedeutsamen Ansatz, dass zum
Begriff der Art auch der ihr zugeordnete Lebensraum gehort, ebenso wie die Beriicksichtigung der
Umgestaltung der Organismen im Entwicklungsprozess. Ibid., vgl. auch Kratz (1992).
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Tradition

Die menschliche Existenz unterliegt einer Logik des Raums und der Zeit, welche das
gesamte mythologische, religiése und kinstlerische Denken ausfillt und das Wesen und
den Kern aller menschlichen Geschichte bildet. Diese mit der “conditio humana” ver-
bundene Logik, die Tradition, bildet die wesentliche Voraussetzung, welche der Bildung
einer kollektiven und individuellen Identitat dient und eine Entwicklung und einen Wan-
del in den kulturellen Erscheinungsformen ermdglicht. Sinngemass besteht die Tradition
im kontinuierlichen Aufbau von Uberlieferungen und der Bewahrung dieser geistigen
Bestande Uber Generationen.

In der Geschichte aller hoheren Kulturen begegnen uns Zeitabschnitte, die fur den
Abschluss einer bis zu ihrem H6hepunkt entfalteten Entwicklung des menschlichen Den-
kens und Schaffens bezeichnend sind. Solche Wendepunkte des Pfades, entlang welchem
die Geschichte der Baukunst sich wandelt, sind stets durch hervorstechende Bauten fest-
gelegt. Als Urban VIl 1632 die Inschrift

PANTHEON —AEDIFICIVM TOTO TERRARVM ORBE — CELEBERRIMVM

am Pantheon in Rom anbringen liess, verfolgte er die Absicht, auf die symbolische
Bedeutung dieses hadrianischen Geb&udes in der christlichen Welt hinzuweisen. Michel-
angelo bezeichnete zuvor das Pantheon als das Ergebnisivages angelico e non

umano, und Goethe ordnete es der inneren Grosse nach als das wunderbarste Werk, das
er in Italien vorgefunden hatte, ein. Die didaktische Rolle dieses am Anfang des 2. Jahr-
hunderts erbauten, einzigartigen Bauwerkes bei nachtraglich gebauten Formen lasst sich
auf die Pragnanz und den Universalismus einer im majestatischen Massstab ausgefihr-
ten, einfachen Geometrie und auf eine ausgereifte, hochentwickelte empirische Bautech-
nik zurtickfuhrerf3.

“ 8
= A
h

Bild 2.2: Das Pantheon.

23. Das Pantheon in Rom beeinflusste die abendlandische Baukunst bis in die moderne Ara. Der Einfluss,
welchen das Pantheon in architektonischer Hinsicht beispielsweise auf Andrea Palladio (1508-1580)
oder James Wyatt (1747-1813) ausgelbt hat, ist deutlich erkennbar. Vgl. Licht (1968), MacDonald
(1976). In bautechnischer Hinsicht wirkte die Spannweite der hemispharischen Kuppel des Pantheons
— 43.30 m Innendurchmesser — fast zwei Millennien lang als eine empirisch festgelegte Grenzspann-
weite. Der Dom der um 537 erbauten Hagia Sophia in Konstantinopel — nach Mark (1987) von den
anhand des Pantheons gesammelten konstruktiven Erfahrungen bedeutend beeinflusst — weist einen
Innendurchmesser von 32 m auf. Brunelleschis Florenzer Dom von 1446, Michelangelos St. Peters
Dom von 1590 und Sir Christopher Wrens St. Pauls Dom von 1710 weisen Innendurchmesser von
42 m, 40 m und 31 m auf. Vgl. Badr (1962), Luebkeman (1992). Die Spannweite des Pantheons blieb
bis zum Bau der Jahrhunderthalle in Breslau im Jahre 1909 unubertroffen.
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Anfanglich war die rdmische Baukunst durch eine vielfach die etruskische Richtung
weiterverfolgende Technik sowie durch eine von der hellenischen Kunst ibernommene
Formenwelt beherrscht. Zur Zeit Hadrians erlebte das romische Reich seine hdchste
Wirtschaftsblite, die sich insbesondere in einer regen stadtischen Bautatigkeit ausserte.
Es galt daher, die Ubernommenen technischen und architektonischen Traditionen den
sich stets vergréssernden sozialen Erfordernissen durch neue bauliche Techniken und
neue Formsymbole anzupas§énAIs Kulminationspunkt dieser Entwicklung vereinigt

das Pantheon diese Ubernahme und Bildung von Tradition auf exemplarische Weise.

Die Tradition verweist auf die Notwendigkeit jedes Individuums, Orientierungswissen

zu Ubernehmen. Das kulturelle Erbe ist einerseits durch die gegenwartige Umgebung,
andererseits durch die Ereignisse der besonderen Geschichte und das subjektive Perzep-
tionsvermdégen, dass heisst die Biographie des Individuums, gekennzeichnet. Die Tradi-
tion umfasst jedoch zugleich die Alternativen Annahme oder Ablehnung und besteht
somit in ihrem Kern aus einem Paradox, welches ihr einen einzigartigen wegweisenden
Charakter verleiht. Obschon sie mit dem Anspruch nach unverédnderter Weitergabe und
Ausfuhrung der kulturellen Werte auftritt, bedarf die Tradition der Anpassung, der Ver-
anderung und der Neuinterpretation, um tberhaupt wirksam Orientierung bieten zu kon-
nen. Die Tradition ist also sinngemass eine Lehre der Metamorphose

Jeder aus dem menschlichen Bewusstsein entspringende schopferische Akt weist not-
wendigerweise einen hohen Reproduktionsgrad auf, welcher auf die gemeinsame Identi-
tat zuriickzufuhren ist. Die Mdglichkeit der Innovation in diesem Prozess ergibt sich aus
der kritisch eingestellten, individuellen Traditionsiibernahme, so dass die verfluigbaren
Referenzwerte im innovativen Pfad orientierend wirken kénnen. In diesem Sinne dient
jede Form gleichzeitig als normativer Rahmen und als Widerpart bei jeder neuen Form-
bildung. Der Fortschritt entspringt somit niemals aus bezugslosen ldeen. Jede Erfindung
beruht auf einer Weiterbildung oder auf einer neuen Kombination von tibernommenen
Ideen. Die Elemente einer Erfindung oder eixervollkommnung — so Vierendeel—
schweben in der Luft wie der Blutenstaub im Frihling bei der Suche nach einem zu
befruchtenden GeisP. Dies stellt auch die Leitidee dar, welche Fritz Zwicky veran-

lasste, seine Morphologische Methode im Hinblick auf die Entwicklung neuartiger
Antriebssysteme fir Raketen zu entwick&in

24. Die im nachchristlichen Jahrhundert entstandene rdmische Gewdlbetechnik zeichnet sich durch eine
mit dem heutigen Betonskelettbau verwandte Bauweise aus. Die Hauptcharakteristik dieser leistungs-
fahigen und rationellen Ausfiihrungsmethodik, die sich wirtschaftlich durch ungelernte Arbeitskrafte
ausfuhren lasst, besteht in der Bildung eines aus Backsteinen bestehenden Systems tragender Rippen
und Entlastungsbogen auf einer Holzschalung und der nachtraglichen Ausfullung der gebildeten Zwi-
schenrdume mit einem aus abwechselnd eingebrachten Schichten von Mértel und Ziegelbrocken
zusammengesetzten Gusswerk. Vgl. Beltrami (1929), Harries (1995) und Straub (1992). Im Gegensatz
zu der in der Literatur oft anzutreffenden Vorstellung deuten neue Untersuchungen darauf hin, dass die
statischen Aspekte, das heisst das hypothetische Streben zum monolithischen Bauwerk, keinen Beitrag
zu dieser Entwicklung geleistet haben. Vgl. Mark (1987).

25. Etudier les systémes admis par les constructeurs antérieurs & notre temps c¢’est & coup sir le vraie
moyen d’apprendre a construire nous-mémes, mais il faut tirer de cette étude autre chose que des
copies plates. Viollet-le-Duc, Entretien sur I’architecture, 1863-1872, in Viollet-le-Duc (1984).

26. In Cardellach (1993).
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Technik

Ein der Art “Mensch” gemeinsames Merkmal besteht darin, dass dieser in einer selbstge-
stalteten kulturellen Umwelt lebt. Die Technik ist in diesem Sinne kein isolierter und
selbstandiger Bereich, sondern eng mit Okonomie, Gesellschaft, Politik und Kultur ver-
flochten. Das Studium der Technik ist daher auch ein wesentlicher Teil der Anthropolo-
gie, die auf der Grundlage des Zusammenwirkens verschiedener Disziplinen das
menschliche Sein untersucht. Fir das Verstandnis der Technik ist nebst allen sozialen,
wirtschaftlichen, politischen und humanen Bezligen auch die Zeitdimension miteinzube-
ziehen. Es muss erklartes Ziel einer Geschichte der Technik sein, zusatzlich zur Darstel-
lung des technischeBeschehens selbst die Beschreibung der historischen Entwicklung
der Technik in ihren soziokulturellen Entstehungs- und Verwendungszusammenhangen
Zu erortern.

Die ersten kultivierten Techniken entstanden als Folge der neolithischen Revolution um
das dritte vorchristliche Jahrhundert mit den Hochkulturen befestigter Stadte am Euphrat
und Tigris, am Indus sowie am Hwangho. Die entscheidende Wende in der technischen
Entwicklung ergab sich, als diese bis dato einen empirischen Charakter aufweisenden
Techniken mit der bei Galilei beginnenden européaischen Wissenschaft gekoppelt wur-
den. Ortega y Gasset unterscheidet klar zwischen der empirischen Technik eines hoch-
technisierten China, wo bereits zur mittelalterlichen Zeit das Papier, der Eisenguss, das
Porzellan, das Schiesspulver oder der Kompass bekannt waren, und der im 18. Jahrhun-
dert entstandenen européischen Technik, welche als einzige einer wissenschaftlichen
Basis entspringt, was ihr den sehr spezifischen Charakter der unbegrenzten Entwick-
lungsmaglichkeiten verleitf®2°.

Im allgemeinen besteht die Tendenz, die Naturwissenschaften mit dem Wissen und die
Technik mit der Wirkung zu verknupfen. Tatsachlich aber stehen Technik und Wissen-

schaft in einem Wechselverhéltnis gegenseitiger Voraussetzung und Bildechnik

treibt die Naturwissenschafien, wie die Naturwissenschafien ihrerseits die Technik trei-

ben 3. Wie uns die Geschichte des konstruktiven Ingenieurwesens lehrt, ist der Ingenieur

27. Vgl. Zwicky (1989).

28. Ortegay Gasset (1992).

29. Dassder Mensch in diesem Prozess gleichzeitig enormen Gefahren ausgesetzt ist, mussin den heutigen
Tagen kaum ins Bewusstsein gebracht werden. Das die menschlichen Systeme regelnde gegenwartige
Denken stellt die Erbschaft jahrtausendealter Ideologien und Erfahrungen dar und ist ersichtlicher-
weise hinter den Ereignissen zuriickgeblieben. Einzig Giber einen neuen, dem technologischen Zeitalter
angemessenen Humanismus werden sich neue Wertsysteme ableiten lassen, die Uber die Lieferung
adaquater Mittel zur Aufstellung neuer, die fortschreitende Konvergenz des weltweiten Systems
bertcksichtigender globaler Strategien fihren kénnen, mit welchen sich die entscheidenden Herausfor-
derungen unseres Zeitalters bewaltigen lassen. Diese Diskussion wurde vor allem durch die Berichte
des Club of Rome zur Lage der Menschheit in ein weites Publikum hineingetragen. Vgl. Peccei (1981),
Jonas (1984), v. Weizsacker (1987). In Huning (1978) heisst es in diesem Zusammegineangt:
kann nur dann die rechte Technik und das rechte Verhciltnis zu ihrer Technik haben, wenn sie das rechte
Menschenbild hat. Daher ergibt sich die dringende Notwendigkeit einer ziel-, massstab- und leitorien-
tierten Erziehung statt blosser Vermittlungskompetenz fiir bruchstiickhaftes Sachwissen, das den homo
faber sapiens zum blossen — und so furchtbar gefihrlichen — homo faber macht.
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in der Lage, bei Bedarf den durch die Wissenschaften gesetzten Rahmen zu tberspringen
und komplexe technische Innovationen zu erbrineR. The art [of engineering] is —
in den Worten Ove Arups by a synthesis of ends and means, to arrive at a good solu-

tion. This is a creative activity, involving imagination, intuition and deliberate choice 33,

Bild 2.3: Die Britannia Bridge und der CNIT.

Des ofteren bedarf das Verstandnis der empirischen Welt solcher Erkenntnisse, die nicht
Uber das rein logische Denken erfolgen kénnen. Als Stephenson und Fairbairn um 1850
bei der Projektierung der Britannia Bridge mit dem Problem des Knickens des Druck-
flansches konfrontiert wurden, entwickelten sie auf experimenteller Basis den zellularen
Querschnitt. Die induktive Vorgehensweise der Ingenieure der Britannia Bridge, so wie
von Clark beschrieben, ist typisch fir das gesamte Ingenieurwesen:necessary to
determine what kind of information was required [... | and to ascertain generally in what

manner tubes might be expected to fail, and to what extent their strength might be modi-

fied by form 34 Die Bahnuiberquerung der Wasserstrasse von Menai stellte neue Erfor-
dernisse, denen einzig durch systematisch aufgezogene experimentelle Tatigkeit genugt
werden konnte. Die Erfassung der theoretischen Hintergriinde und die Diffusion und
Verallgemeinerung des somit gesammelten Wissens sind charakteristisch fur die techni-
sche Progression des konstruktiven Ingenieurwesens. Ein Jahrhundert spater fand der
zellulare Querschnitt Stephensons und Fairbairns eine bedeutende Anwendung in Esquil-
lans monumentalem Palais des Expositions du CRIDie obige Leitidee Clarks lasst

sich in der Aussage von Esquillan wiedererkenemprobleme crucial pour des coques

d’une pareille envergure est celui du flambement combiné avec le fluage. La sécurité au
flambement général a été obtenue en recourant a une double coque (moment d’inertie
maximum avec le minimum de matiére) 36,

30. Huning (1978).

31. Vgl. Wagner (1991).

32. Die technische Evolution ist selbstverstandlich auch durch Misserfolge gekennzeichnet. Ebenso wie
die Versuche der Britannia Bridge trugen das Versagen der Quebec City Bridge 1907 oder der Kihl-
tirme in Ferrybridge, England, 1965 zum besseren Verstandnis der Instabilitdtserscheinungen bei. Vgl.
Ferguson (1992), Hayman und Chilver (1971).

33. Ove Arup & Partners (1986).

34. E. Clark,Britannia and Conway Bridges, 1850, in Rosenberg und Vincenti (1978). Clark arbeitete als
Bauftihrer der Britannia Bridge mit Stephenson und Fairbairn zusammen. Vgl. ebenfalls Peters (1977).

35. Die auf nur drei Punkte aufgesetzte Schale des Palais des Expositions setzte neue Rekordspannweiten
fest. Die Uberdeckte Flache beschreibt ein aquilaterales Dreieck mit der Seitenlange 218 m und einem
Inhalt von 20’500 rf. Die theoretische Pfeilnéhe betragt 46.30 m. Die Stege und Flansche des Regel-
querschnittes weisen eine gleiche Starke von 6 cm auf. Esquillan verbildlicht diese Abmessungsver-
haltnisse wie folgtCes coques sont environ vingt fois plus minces que la coquille d’oeuf transposée a
[’échelle de la voiite. Vgl. Marrey (1992).

36. Esquillan (1960). Vgl. auch Sanchez del Rio (1962).
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Effizienz

Weil die Suche nach der wahren Bedeutung der Form das Studium ihrer Urspriinge vor-
aussetzt, fuhrt der Weg zu ihr durch die Natur hindurch. In der aristotelischen Doktrin ist
die Natur durch das Prinzip der Vernunft normativ geregelt. Jeder Akt der Natur ist durch
Rationalismus gepragt, und jede sich daraus ergebende Schdpfung weist eine Koharenz
auf, die auf ihre Kontextbezogenheit zurtickzufihrenLiswature agit toujours par les

moyens les plus simples [...] et chaque chose finit toujours par s’accommoder a son

milieu 3. Die Formen der Natur sind demzufolge das Produkt eines durch den Kontext
gesteuerten rationalen Akt&s

Bild 2.4: Spinnennetz.

Da der Mensch selbst das Ergebnis eines Aktes der Natur ist, muss die Quintessenz des
menschlichen Handels, in Anlehnung an das Diktum von Thomas von Atuinini-

tatur naturam in sua operatione”, konsonant zu den natirlichen Prinzipien s&n
Anknupfend an dieses Postulat lassen sich einige Parallelen zwischen den natirlichen
und den menschlichen Tragstrukturen zieli®w: spider and the structural engineer

share similar requirements and constraints when designing a new structure 4 Der
nattrliche sowie der menschliche Akt weisen eine einheitliche Substanz auf, die auf die
kontextbedingte Zielsetzung und die durch Rationalismus gepragte Entscheidungslogik
zurtckzufiihren ist. Nun ist aber die Natur — im Sinne Leibniz’ die gottliche Kunstfertig-
keit — unserer Technik weit Uberlegefhe spider is using the techniques of the late
twentieth century engineer, but with much more elegance and precision 1

Jede Tatigkeit des denkend handelnden Menschen ist auf das Auftreten von Problemen
zuruckzufiihren. Diese Probleme definieren den Kontext, nach welchem sich der Akt zu
richten hat. Die Wirkkraft des menschlichen Aktes ist demzufolge von der korrekten und

37. Janet (1882).

38. Prinzipiell stehen die Naturformen in einem idealen Verhaltnis zum Kontext oder zumindest in einem
variant-idealen Verhaltnis, wenn man den Faktor Zeit miteinbezieht und den unendlich andauernden
Evolutionsprozess im Sinne des Darwinismus bertcksichtigt. Der potentielle Koexistenzsgrad zwi-
schen dem Kontext und der Form wird allgemein als Anpassungsfahigkeit bezeichnet. Auftretende
divergierende Tendenzen zwischen dem Kontext und der Form im Entwicklungsprozess kénnen zum
Aussterben dieser Form fuhren.

39. Thomas von Aquin&umma Theologiae, |. Cit. in Eco (1988).

40. Rice (1994).

41. Ibid. In dieser Hinsicht ist zu erwarten, dass das computerunterstiitzte biomechanische Studium der
Optimierungsprozesse und der Werkstoffe der Natur im Hinblick auf ihre Ubertragung auf technische
Bauteile wertvolle Ergebnisse liefern kann. Erste ermutigende Ergebnisse liegen bereits vor. Vgl.
Mattheck (1992), SFB 230 (1991).
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vollstdndigen Erfassung des zugrunde liegenden Problems abhéngig. Aus der eindeuti-
gen Festlegung des Kontextes ergibt sich eine bestimmte Umweltkonstellation. Die
durch den Rationalismus vorgegebene Entscheidungslogik bestimmt die im funktionalen
Zusammenhang zu dieser Konstellation stehenden zuldssigen Operationsalternativen. In
Analogie zu den Systemmodellen der Mikro6konomie lassen sich die dem Akt zugrunde
liegenden funktionalen Zusammenhénge anhand des Ausdruckes

Akt = f( Kontext, Entscheidungslogik)

formal darstellerd?. Gemeinsam und auf interaktive Weise bestimmen der Kontext und
die Entscheidungslogik das Ergebnis des Aktes, die Form.

Die Wertbestimmung einer Form erfolgt anhand der Beurteilung des Koexistenzgrades
zwischen der Form und dem Kontext unter Beriicksichtigung der im Akt erbrachten Lei-
stung. Diese VerknUpfung der Form mit den Begriffen Ertrag und Aufwand fihrt zum
Prinzip der Effizienz. In der technischen Sprache wird Effizienz durch den aus Produkti-
onsleistungsertrag durch kalkulierbare Vorleistungen im Produktionsprozess gebildeten
Quotienten,

Effizienz = Output / Input,

definiert. Wie die Natur ist der Mensch stets bestrebt, den Wert dieses Quotienten zu
maximieren. Leibniz argumentiert, dass wir in der vollkommensten aller méglichen Wel-
ten leben, weil die Natur nach dieS@eserzen der Finalgriinde operiert*>. Bei Le Rico-

lais endet diese Gedankenkette bei solchen Tragstrukturen, die durch eine unendlich
grosse Effizienz gekennzeichnet sindivenir demandera aux ingénieurs des structures

dont le poids soit aussi petit que possible et dont les portées soient illimitées. Freyssinets

Ideal “remplacer la matiére qui est pesante par des forces qui, elles, ne pésent rien”
konzentriert Le Ricolais in einer Utopjeortée infinie, poids nul *.

In den rein technischen und insbesondere in den 6konomischen Bereichen ist die Effizi-
enz einer endlichen Anzahl erfassbarer Parameter ausgesetzt und stellt dementsprechend
eine objektive, eindeutige und quantifizierbare Grosse dar, anhand welcher die Giiltig-
keit eines Konzeptes Uberprift werden kann. Als kennzeichnende Grosse zumindest
jeder Maschine wirkt die Effizienz somit als Massstab fir die technische Progression.
Darliberhinaus kann an der Tatsache, dass in den Staaten unserer Zeit den Wechselwir-
kungen zwischen der Wirtschaft einerseits und der Technik andererseits grundlegende
Wichtigkeit beigemessen werden muss, nicht gezweifelt werden. Aber auch jede Kunst-
erzeugung wird erst als solche wahrgenommen, wenn ihren physikalischen Manifestatio-
nen ein Kohéarenzsystem zwischen dem Kontext und der zur produzierenden Form
fuhrenden Variablenwahl, also eine Effizienz, zugeschrieben werden kann. Dass hierbei
jede Beurteilung subjektiven gemeinschaftlichen und individuellen Kriterien unterliegt,
versteht sich von selbst.

42. Vgl. Hanssmann (1987).
43. Leibniz (1994).
44, Mimram (1983).
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2.3 Asthetik technischer Formen

Die entscheidende Wendung in der Entwicklung des héheren Lebenwesens erfolgte, als
die triebhafte Urerfahrung in ein deutlich bewusstes Urwissen tbergegangen war. Die
Passivitat des reinen Empfindens wurde durch die Aktivitat des Denkens ersetzt. Dieses
aktive Sein — cogito ergo sum — ist so alt wie das frei im Raum bewegliche Leben Uber-
haupt. Jedes sich bewegende Tier weist eine artspezifische Technik auf, welche seiner
Erhaltung und Verteidigung dient. Somit ist die Natur gleichzeitig Produzent und
Anwender einer Technik, welche dem evolutionaren Wandel ausgesetzt ist. Weil jeder
Akt einer Technik bedarf, ist diese ein Urhumanum. Unabhangig davon, ob der gesamte
Prozess einer finalen Gesetzlichkeit der Natur unterliegt, ist der Mensch, wie die Natur
selbst, seit jeher Produzent von Technik und zugleich in der historischen Progression von
Beginn an sein eigenes technisches Produkt.

Obschon die Mdglichkeiten der technischen Produktion nicht apriorisch feststellbar sind,
lasst sich die Technik durch die Bestimmung dessen, was gegen die Gesetze der Natur
verstosst, negativ abgrenzen. Das technische Schaffen ist in zweifacher Weise von den
Gesetzmassigkeiten der Natur gepragt. Einerseits bilden die empirischen oder wissen-
schaftlichen Kenntnisse der Naturgesetze die instrumentale Grundlage, welcher sich die
schopferische Phantasie des Mensches bedienen kann. Anderseits aber legen diese
Gesetze die Grenzen fest, die der technischen Produktion gesetzt sind. Erst die naturwis-
senschaftlichen Kenntnisse ermoglichen das Gedankenspiel mit einem perpetuum
mobile, dessen Verwirklichung aber aufgrund der Naturgesetze ausgeschlossen ist.

Die technische Produktion ergibt sich aus der Aufgabe, welche der Mensch sich selbst
aus seinen Bedurfnissen stellt, und bezieht somit ihr Dasein aus menschlicher Zweckset-
zung. Hierin entfaltet sich ein wesentliches charakterisierendes Merkmal der vom Men-

schen erzeugten Technik. Wie die Kunst ist auch die Technik Ausdruck menschlicher

Schopferkraft. Obschon die empirisch oder wissenschaftlich begriindete Beherrschung
der Naturgesetze die Voraussetzung technischer Einfélle ist, entspringen diese Einfélle
dem menschlichen Existenzbewusstsein. Ebenso wie das Kunstwerk sind die techni-
schen Formen vor ihrer Verwirklichung in den Gedanken des Schaffenden praformiert

worden.

Der schopferische Aspekt stellt einen wesentlichen Charakterzug des technischen Aktes
dar, aus welchem sich eine weitere Eigenschaft der Technik ableiten lasst. Indem die
Schopfung zu einer neuen selbststandigen Wirklichkeit fuhrt, ist sie durch eine gewisse
Souveranitat und Machtigkeit gekennzeichnet. Diese eigendynamische Komponente der
Technik stellt ein Potential dar, birgt aber gleichzeitig bedeutende Gefahren in sich, die
nur durch die Mittel der Technik selbst zu bewaltigen sind. Dass der Mensch als homo
faber seinen eigenen Erzeugnissen unterworfen ist, bringt Goethes Mephistopheles klar
zum Ausdruck mit der Warnungdm Ende héingen wir doch ab von Kreaturen, die wir
machten” *.

45. So Mephistopheles “ad spectatores” in Goethest, zweiter Teil.
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Eine herkébmmliche Definition, nach welcher die Technik blosse angewandte Naturwis-
senschatft ist, bertcksichtigt wesentliche Merkmale dieses Begriffes nicht. Insbesonders
gilt es in dem hier angesprochenen Zusammenhang die Technik als eine elementare Akt-
gattung zu betrachten. Die Bezeichnung der TechniKdilsBetdtigung der Schopfer-

kraft des Menschen, die im Rahmen der Naturgesetze und im Dienst menschlicher
Daseinsbewdiltigung eine von menschlicher Zwecksetzung bestimmte Wirklichkeit in und

neben der Naturwirklichkeit schafft” erscheint dem Wesen der Technik in ihrem vollen
Umfang entscheidend naherzukomrfién

Anhand des technischen Aktes erzeugt der Mensch neue Werkzeuge unter der Verwen-
dung bereits vorhandener Werkzeuge. Die Vertilgung des Stoffes durch die Form verleiht
dem Werkzeug seine Zweckmassigkeit. Es ist eine Inharenz jedes Werkzeugs, dass des-
sen Aktualitat erst bei der Funktionserfullung vollkommen ist. Ein stehendes Flugzeug
sowie ein ausgeschaltetes Radio driicken hochstens ein Flug-, beziehungsweise ein Ton-
potential aus. Nur selten wird ein technisches Objekt, welches ein Beobachter nicht mit
einer ihm zuganglichen Zweckmassigkeit verkntpfen kann, einen asthetischen Genuss
ausldsen. Umgekehrt entspringt das Schénheitsgefuhl der Wahrnehmung einer vollkom-
menen Anpassung einer Form an ihre Funktion. Die FofiBetuty is fitness expres-

sed” druickt Le Corbusier, der fur eine funktionale Asthetik in der Architektur pladiert,

mit dem Satz‘'Quand une chose répond a un besoin, elle est belle” aus*’48,

Bild 2.5: Die Concorde.

Jede technische Formerzeugung enthélt die Charakterziige einer Kohdrenz und stellt
somit eine Einheit dar. Beeinflusst durch die Behauptung des Kartesianismus, das Wesen
des Wissens sei in der Einheit enthalten, versucht die klassizistische Asthetik, die Essenz
des kunstlerischen Prozesses und Urteils in ihrer Einheitlichkeit und der ihr eigenttimli-
chen Gesamtheit zu erfassen. In Anlehnung an die mathematischen Wissenschaften, die
beispielsweise anhand eines einzigen Ubersichtlichen Ausdruckes,

X2/ +y2 /0% +2%/c% = 1, (2.1)

die Gesamtheit aller Ellipsoide erfassen, fordert die klassizistische Theorie eine Einheit
in der asthetischen Mannigfaltigkeit. In diesem Zusammenhang erfolgt eine Verknup-

46. Wipert (1962).

47. Ghyka (1987).

48. Le Corbusier untersucht die funktionale Asthetik der Ingenieurleistung, um sie mit der Ziellosigkeit
der architektonischen Produktionen kontrastieren zu lags@rion est un produit de haute sélection.
La lecon de I’avion est dans la logique qui a présidé a l’énoncé du probléme et a sa réalisation. [...] Le
probléme de la maison n’est pas posé. Le Corbusier (1958).
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fung der Begriffe Asthetik und Natur. In der Natur entspringt nichts, was auf Laune und
Willkiir gegrindet ist, sondern einzig das, was in Konsonanz zu den ewigen Prinzipien
steht. Dieser “Vernunft” der Natur zufolge verkniipft die klassizistische Asthetik die
Ideale der “Schonheit” und der “Wahrheit”. In der &asthetizistischen Deutung Boileaus
gilt, dassRien n’est beau que le vrai, le vrai seul est aimable 49

Mit dieser Gleichsetzung hat die Theorie des Klassizismus das asthetische Denken des
industriellen Zeitalters in entscheidender Weise gepragt. Die Wirklichkeitsstarke der
Technik und der ihr immanenten klassizistischen Ideale der Wahrheit tibten selbst in den
Bereichen der reinen Kinste, beispielsweise bei Fernand Léger und Naum Gabo, einen
bedeutenden Einfluss ad8. In seinen architekturtheoretischen Schriften fordert Le
Corbusier einéeauté plus téchnique und eineesthétique plus prés de ses causes vérita-

bles L. Le Corbusier, ebenso wie Léger und Gabo, entdeckt in der technischen Produk-
tion, das heisst insbesondere im Flugzeug-, Schiff- und Automobilbau sowie in den
Baukonstruktionen eines Telfords, Brunels oder Eiffels, das Kriterium der Wahrheit und
das klassizistische Korollar der echten Schonheit, die Simplizitat. Dadurch werden die im
Leitsatz “simplex sigillum veri” enthaltenen ldeale dem Asthetizismus angéﬁasst

In der klassizistischen Deutung ergibt sich der asthetische Ausdruck einer Baukonstruk-
tion bei Torroja und bei Nervi aus der statischen WahrRelie dsthetischen Qualitaten
eines technischen Produktes stehen in direkter Abhangigkeit zu seinem Effizienz- und
FunktionalitatsgradLa verita funzionali, tecnica, ed economica [...] é sufficiente a rag-
giungere un aspetto estetico soddisfacente o per lo meno non disturbante. [...] Infatti se
consideriamo la piu vasta serie di manufatti, dall edilizia all aeronautica, é facile con-

statare che tutti gli esemplari veri sono anche esteticamente soddisfacenti % Der Klassi-

zismus sieht in der Wahrheit die unerlassliche Voraussetzung fir die echte Schonheit.
Nun ist aber die Wahrheit von der Ehrlichkeit und Zielstrebigkeit eines Geisteszustandes
abhangig. Die Gefahr der klassizistischen Asthetik besteht demzufolge darin, dass die
Forderung nach Wahrheit zur Routine und somit zur asthetischen Trivialitéat fihren kann.
Dominique Bouhours Formulierung.es pensées a force d’étre vraies sont quelquefois
triviales” bringt diese ldee der Degenerierung in einer konzisen Art zum Austhuck
Tatsachlich ist unsere bebaute Umwelt weitgehend durch einen &sthetischen Bankrott
gekennzeichne’i‘s. Im Bereich des konstruktiven Ingenieurwesens wird oft die astheti-
sche Trivialitat mit einer stets unanfechtbaren statischen Wahrheit kaséhiert

49. Nicolas Boileau-Despréaux (1636-1711), in Cassirer (1989).

50. Vgl. Léger (1924) und Gabo (1989).

51. Ibid. Die Parallelitat zu Fernand Légé&rsurchitecture de la mécanique ” ist unverkennbar. Ibid.

52. “Das Einfache ist das Siegel des Wahren”.

53. Vgl. Torroja (1984).

54. Nervi (1965).

55. Dominique Bouhour (1628-1702), in Cassirer, (1989).

56. Pier Luigi Nervi steht der asthetischen Degeneration besonders kritisch gegémidken periodo é
stato altrettanto ricco di opere edilizie esteticamente mal riuscite, insopportabilmente retoriche e, a
volta, offensivamente volgari. |bid. Fritz Leonhardt bekraftigt diese Ansiclw:most of our cities we
have examples of such ugliness of modern buildings, of residential high rise quarters with depressing
monotony or of massive concrete structures which are perfectly out of human scales. Such modern
architecture has gained the significant name of brutalism. Leonhardt (1976).
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Dementsprechend reicht die Geradlinigkeit des Denkens, an der die klassizistische
Asthetik festhalt und die sie als Norm aufstellt, in dem hier angesprochenen Zusammen-
hang nicht ausdrt tends not only to discover the truth but to exaggerate and finally dis-

tort it; and, maybe in this distortion lies the essence of art 58 Die Asthetik braucht
zusatzlich zur Aufrichtigkeit und Exaktheit ein weiteres Ideal, anhand dessen alle &sthe-
tischen Unlinearitaten erfasst werden konnen, namlich die Inexaktheit, oder, anders aus-
gedriickt, die Phantasie, die dem Subjektivismus und der Intuition untéﬂie@as
Asthetische verlangt einen Gegensatz zur absoluten Wahrheitsrationalitat, welchen ein-
zig dietraces de la main bilden kdnnenWenn die Logik Stetigkeit verlangt, so fordert

die Asthetik Plotzlichkeit ®°. Eduardo Torroja vertritt die Ansicht, dass zur Erzielung
eines wirklich asthetischen Tragwerkes eine tberlegene und prazise kunstlerische Emp-
findsamkeit mit fruchtbarer schopferischer Phantasie vereinigt werderPhuss

Die asthetische Inexaktheit umfasst nicht ausschliesslich den Inhalt des Gedankens, son-
dern die Art und den Prozess des Denkens uberhaupt. Die spezifischen Gesetzlichkeiten
des asthetischen Bewusstseins lassen sich somit nicht mit der Blindigkeit einer logischen
oder mathematischen Schlussfolgerung demonstrieren. Das rein deduktive Vorgehen und
das vernunftige Beurteilen des Klassizismus erweisen sich in diesem Zusammenhang als
ungenidgend. Wie uns die alltdgliche Erfahrung lehrt, kann eine feststehende Skala asthe-
tischer Werte unmoglich gebildet werden. Obwohl die alten Produktionen der Kunst oder
der Technik der sicherste Beweis dafir sind, dass das Gefuhl und somit die asthetische
Eindrucksfahigkeit des Menschen im Wandel des Denkens durch eine gewisse Konstanz
gepragt sind, weist das asthetische Mass stets eine Abhangigkeit von Zeit und Indivi-
duum auf. Die wissenschaftliche Asthetik verlangt daher einen Ansatz, welcher im Sinne
von Hume auf der Verhaltenspsychologie begriindé®isErst das Erkennen der zwi-
schen dem Absolutum des Klassizismus sowie der Variabilitat, der Relativitat, der Intui-
tion und der Subjektivitat herrschenden Korrelation ermdglicht das Verstandnis des
asthetischen Geschehens.

57. In diesem Zusammenhang heisst es bei v. Gunten (1983): Eine hdufig gedusserte Behauptung lautet:
«Was statisch richtig ist, ist auch schon.» Die erste Frage wdre wohl die, was «statisch richtigy bedeu-
tet. Ist nicht alles, was nicht zusammenstiirzt, statisch richtig? Und kennen wir nicht viele hdissliche
Briicken, bei denen das Krdftespiel hochst ausgekliigelt und bestimmt statisch richtig ist? Wenn man
den Satz umkehrt und etwa sagen wiirde: «Was statisch verkrampft, undurchsichtig oder unsinnig ist,
wirkt hdsslichy, konnte er eher sinnvoll werden. Billington vertritt eine aquivalente Meinungovo
many ugly structures result from minimal design to support any simple formula connecting efficiency
and economy to elegance. Billington (1983). Vgl. auch Schlaich (1986).

58. Matthew Nowicki, 1960, in Temko (1962). Zusammen mit W. H. Deitrick entwarf Nowicki das
beriihmt gewordene cattle-judging pavilion in Raleigh, North Carolina, 1953.

59. Georg Wilhelm Friedrich Hegel (1770-1831) bezeichnet die Phantasie atswdiestechend kiinstle-
rische Fihigkeit. In der Asthetik Hegels ist der schopferische Akt an die Phantasie gekBiipft:
muss man sich jedoch sogleich hiiten, die Phantasie mit der bloss passiven Einbildungskraft zu ver-
wechseln. Die Phantasie ist schaffend. Hegel (1989).

60. Cassirer (1989).

61. Torroja (1984).

62. Fir David Hume (1711-1776) istauty no quality in things themselves: it exists merely in the mind
which contemplates them; and each mind perceives a different beauty. Humes Philosophie geht rein
explizit weit weniger auf asthetische, als auf erkenntnistheoretische und psychologische, auf ethische
und religionsphilosophische Fragen ein. Vgl. Hume (1757). Vgl. auch Cassirer (1989) und v. Gunten
(1983).
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In friheren Zeiten bestand keine scharfe Trennung zwischen den beinahe die Gesamtheit
des verflgbaren Wissens ausmachenden Begriffen “ars” und “scientiae”. In unseren
Tagen ist die bestehende Parallelitat trotz allen Wandels weiterhin unverk&inbar
Sowohl die aus dem kinstlerischen als auch aus dem technischen Akt sich ergebenden
Formen weisen einen asthetischen Wert auf. Was nun die Realitdt des Kunstwerks von
der Realitdt einer Konstruktion unterscheidet, ist die Zweckfreiheit des Kunstwerks
gegenuber der rationalen Zweckmassigkeit des technischen Produkts. Kunst entsteht
dort, wo die Form das einzige gesetzte Ziel ist. Das bedeutet, dass bei der echten Kunst-
erzeugung eine bestimmte Erscheinungsform in der Materie festgehalten wird, welche
wiederum in das Geistige Ubergehen soll. Das Versagen in der Kunst erfolgt daher nicht
aufgrund der Nichteinhaltung vorgegebener asthetischer Normen, sondern vielmehr auf-
grund einer nicht erreichten ontologischen Kohérenz.

Bild 2.6: A. Giacometti, La Main.

Dass die Zweckfreiheit den Formen einen kinstlerischen Wert verleiht, schliesst die
Madglichkeit nicht aus, dass auch technische Formen den Rang von Kunst aufweisen kon-
nen. So sind die skulpturalen Eigenschaften, die der Bogen des Jefferson Memorials in
St. Louis von Eero Saarinen aufweist, auch in dem Bogen der D. Maria Pia Briicke von
Gustave Eiffel enthalten. Sigfried Giedion und Max Bill zégern nicht, die Gewagtheit
einer Konzeption eines Maillarts von einer rein technischen auf eine kinstlerisch-visio-
nare Ebene zu erheb&h Jede zweckfreie Form, die eine ontologische Essenz aufweist,

ist ein Gegenstand der Kunst. Die Umkehrung dieses Satzes ist jedoch nicht zuldssig, da
die Zweckgebundenheit der Kunst nicht im Wege ht

Was dem Akt einer Schopfung grundsatzlich eine kiinstlerische Dimension verleiht ist
nicht unbedingt die Zweckungebundenheit, sondern vielthebtire joie créatice des
Schopfer$®. Der kiinstlerische Akt entspringt aus der Leidenschaft desjenigen, der aus
einer Perzeption den inneren Impuls der Kreation empfindet. In der asthetischen Philoso-
phie Hegels ist diese Begeisterung nichts and€se®n der Sache ganz erfiillt zu wer-

den, ganz in der Sache gegenwdrtig zu sein und nicht eher [zu] ruhen, als bis die
Kunstgestalt ausgeprdgt und in sich abgerundet ist ®”. Erst aufgrund seiner seelischen
Erregung wéhrend des impulsiven Aktes vermag der Schopfer wahre Kunst zu erzeugen.
Somit ist die asthetische Wertbestimmung der zweckgebundenen Formen vom Gefiihls-
zustand des Technikers abhangig. Nervi unterscheidet klar zwischen solchen Formen, die

63. Vgl. Kap. 7.1, pp. 151-152.

64. Vgl. Giedion (1946), Bill (1949).
65. Vgl. Kap. 1.2, pp. 4-6.

66. Hersch (1946).

67. lbid.
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aufgrund ihrer physikalischen Wahrheit korrekt sind, und solchen, die eine kinstlerische
Leidenschaft des Individuums zum Ausdruck bringenper fatto artistico si intende

qualche cosa di pit del semplice soddisfacimento estetico, ossia, come penserei, la inde-

finibile qualita di un’opera di risvegliare nel nostro spirito la risonanza dei sentimenti e
dell’emozione provati dall’artista nell atto creativo %8 Nur der Wille zur Kunsterzeu-

gung erlaubt die Emanzipation des physikalischen Geflihls von der rein rechnerischen
Erfassung und dadurch die Entfaltung der schopferischen Kraft des Konstr§Rteurs

B ﬂ
-:-:::-:— - k2 = 1 .-,-
B C

Bild 2.7: E. Saarinen, Terminal der TWA.

In diesem Zusammenhang kann man der Fragestellung nach den Anforderungen, die an
den wirklichkeitsmachtigen Konstrukteur gestellt werden missten, nicht ausweichen.
Dass der Techniker keine Fehler begehen darf, da die menschliche Sicherheit und das
menschliche Leben von der Richtigkeit seiner Produkte abhangig sind, versteht sich von
selbst. Dartberhinaus ist der Techniker verpflichtet, seine zweckbezogenen Produkte im
Rahmen einer wirtschaftlich ausgerichteten Gesellschaft zu erzeugen. Dem Techniker
missen diese Aspekte, die Soliditat und die wirtschaftliche Zweckmassigkeit, kaum ins
Bewusstsein gerufen werden.

Im Sinne von Vitruvius muss nun aber jede Schopfung derart angeordnet werden, dass
bei ihrer Errichtung auch der kinstlerischen Vollendung, dlemstas, die gebuhrende
Beachtung geschenkt wirff. Steinmann merkte an, dass kein Briickenbauer diesen
Namen verdiene, solange er nicht von der Leidenschatt erfillt sei, seine Werke schon zu
bauen’t. Wenn nun die kiinstlerische Schopfung der Technikidees de la main

bedarf, so bendtigt der schopferische Techniker selbst — wie Peter Rice es fordert — eine
Identitat’%. Der Konstrukteur muss der Anonymitét, in die er versunken ist, entschliipfen
und als Individuum flr seine Schopfungen gerade stehen. Nur so kann der Techniker sei-
nen Verpflichtungen und Verantwortungen gegeniiber der Offentlichkeit in vollem
Umfang gerecht werden. Ein derartiger Beitrag fUr eine bessere Gestaltung der Umwelt
bildet die unumgéangliche Grundlage fir die Erschaffung eines Berufsbildes, aus wel-
chem die gerechte Anerkennung der Ingenieurleistung hervorgehen kann.

68. Ibid.

69. Vgl. G. Meyer, Eisenbauten, ihre Geschichte und Asthetik, 1907, in Hartmann (1928). Auch Billington
vertritt die Ansicht, dass das wissenschaftliche Wissen die Erzeugung von Kunst nicht gewahrleisten
kann: Knowing the scientific basis does not guarantee that the design will be art. The engineer must
intend the work to be art. Ibid.

70. Vgl. Vitruvius, in der Ubersetzung von Prestel (1974) must conceive it as an important fact that
the lack of aesthetic quality of our environment causes psychic and physical illness, it only takes time.
Leonhardt (1976).

71. v. Gunten (1983).

72. Rice (1994).



3 Strukturelle Morphologie

3.1 Form und Struktur

Formen — mit den Worten von Thomas von Aquinare/ not the structural principle of

beings, but rather those very structured beings 1 Diese Idee knuipft an die Doktrin der
Pythagoréder und des Demokritus, nach welcher die Formen als aus quantifizierbaren
Verknupfungen zusammengesetzte Konfigurationen — also als Strukturen — aufgefasst
werden. Kant, der sich deutlich an Vorstellungen vom lebenden Organismus orientiert,
definiert Struktur als die “Lage und Verbindung der Teile eines nach einheitlichem
Zweck sich bildenden Organismu&”In dieser Deutung ist Struktur eine atomistische
Auffassung der Form. Mit dem strukturalistischen Ansatz werden komplexe Daten eines
Ganzen, das heisst einer Form, auf eine endliche Anzahl bestimmter Elemente zurlickge-
fuhrt. Struktur ist somit Form “von innen” gesehen. Wie Francis Bacon bemerkt, erlaubt
das Verstandnis des Ordnungsgefliges der Natursysteme deren Manipkidetienyho

is acquainted with forms, comprehends the unity of nature in substances apparently most

distinct from each other. He can disclose and bring forward [...] things which [... ] would

for ever have escaped man's thoughts, from the discovery of forms, therefore, results

truth in speculation and freedom in operation 3. Grundsatzlich ist Struktur die nach
Gesetzen geschaffene Einheit elementarer Teile und Verbande. Das entscheidende Merk-
mal von Struktur liegt nun darin, dass die Betonung bei allen Anwendungen vielmehr auf
den Bezligen, das heisst auf dem logischen Aufbau, als auf den Einheiten liegt.

Als analytischer Begriff eignet sich Struktur zur Analyse gegenstandlicher wie phdnome-
nologischer Ereignisse der Natur. Selbst das menschliche Bewusstsein beruht auf koha-
renten Systemstrukturen, auf welche die Verarbeitung der Sinneseindriicke zurtickzu-
fuhren ist. In psychologischer Hinsicht stellt Wahrnehmung dementsprechend einen
aktiven Prozess der Organisation und Interpretation von Informationen im Dienst einer
Handlung dar. Sie ergibt sich aus der Bereitschaft des menschlichen Nervensystems, jede
Perzeption zu definieren und sie in einer zunehmenden Anzahl Gberlappender Mengen-
kategorien kumulativ zu gruppieren und zu katalogisieren. Dabei werden formale und
funktionale Eindricke durch die Hervorhebung determinanter Elementverknipfungen
abstrahiert und durch einen konzisen und prazisen Sprachgebrauch formuliert und tber-
mittelt. Umgekehrt aber sind diese Systemstrukturen der Wahrnehmung auf die
komplexe Struktur der Sprache selbst gegrintlét/ieve, so Bertrand Russellhat,

with sufficient caution, the properties of language may help us to understand the struc-

ture of the world 4. Das Verstandnis der als Struktur betrachteten Form bedarf dement-
sprechend auch des Verstandnisses des strukturellen Aufbaus der Gedankenwege des
MenschenEn effet, il faut sortir d’abord de nos structures mentales pour construire des
structures véritables °.

1. Eco (1988).

2. Brockhaus-Enzyklopadie (1993).
3. Bacon (1853).

4. Russell (1951).
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Als logisches Konzept stellt Struktur eine Antithese von Materie dar. Tatsachlich ist das
Verhalten jeder Struktur nicht von den physikalischen Eigenschaften ihrer Komponen-
ten, sondern primar von dem ihr zugrunde liegenden Beziehungsnetz abhéngig. So sind
die heterogenen Eigenschaften von Graphit und Diamant — zwei aus den gleichen Koh-
lenstoffatomen zusammengesetzte Strukturen — einzig auf die unterschiedlichen Organi-
sationschemata zuriickzufiihren. Auch werden zwei unterschiedlich materialisierte aber
geometrisch gleichwertige Ketten unter gleichen Voraussetzungen gleiche geometrische
Formen annehmen, ebenso wie zwei aquivalent dazu materialisierte Tetraeder unter allen
beliebigen Voraussetzungen formstabil bleiben werden. Die Tatsache, dass Struktur in
ihrer Essenz ein geometrisches und somit stoffunabhangiges Phanomen ist, lasst sich
ebenfalls dadurch veranschaulichen, dass der atomare Aufbau jeder Struktur einen
extrem diskontinuierlichen — das heisst materiefreien — Charakter aufweist. Struktur ist
das gewissen Gesetzmassigkeiten unterliegende Prinzip aller Erscheinungen.

Bild 3.1: Die Strukturen des Graphits und des Diamants.

Da Struktur in ihrem Urwesen durch die Beziehungen ihrer Elemente definiert ist, lasst
sie sich Uber ihre topologischen Eigenschaften eindeutig charakterisieren. Diese Mathe-
matisierung der Form kntpft an Galileis pythagoraischen Aphorismus an, welcher die
mathematische Sprache als die Wissenschaft von der Struktur des Universums ansieht:
[L Univers] est écrit dans la langue mathématique et ses caracteres sont [... | des figures
géométriques, sans le moyen desquels il est humainement impossible d’en comprendre

un mot. Sans eux, c’est une errance vaine dans un labyrinthe obscur 6. Die topologische
Perzeption unterliegt den rigorosen logischen Gesetzmassigkeiten und Regeln der
Mathematik, was die prazise Formulierung und Kombination aller relevanter Abhéngig-
keiten und Zusammenhange maglich mefclﬂeispielsweise erfolgte die Erkenntnis der

als Eulerscher Polyedersatz — Anzahl Ecken plus Anzahl Flachen gleich Anzahl Kanten
plus zwei — bezeichneten Regelmassigkeit, als man die Platonischen Kdrper als ein ent-
materialisiertes topologisches Konzept betrachtete.

Tetraeder 4 + 4 = 6 + 2
Oktaeder 6 + 8 = 12 + 2
Wiirfel 8 + = 12 + 2
Ikosaeder] 12 + 20 = 30 + 2
Dodekaederr 20 + 12 = 30 + 2

Bild 3.2: Der Eulersche Polyedersatz.

5. Emmerich (1968).
6. Gdlilei (1980).
7. Vgl. Hilbert und Cohn-Vossen (1932) sowie Lord und Wilson (1984).
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Uber den topologischen Ansatz werden die Verkniipfungsbeziehungen aller Elemente
einer Struktur in einer eindeutigen Vorschrift matriziell erfasst. Als logisches Konzept
erteilt die Topologie jedoch keine Informationen Uber die rdumliche Lage der Knoten
oder die Art der Verbindungskurven. Dadurch bildet die Topologie — wie sich herausstel-
len wird — den geeigneten Ansatz fir die Untersuchung vektorieller Gleichgewichtszu-
stande, die Buckminster Fullers Definition von Struktur zugrunde liegen. Weil aber alle
topologischen Eigenschaften des Tetraeders in gleicher Weise im Waurfel, im Ellipsoid
oder in der Kugel enthalten sind, definiert die Topologie keine Form. Zuséatzlich zu den
topologischen Eigenschaften bedarf die geometrische Definition der Form der eindeuti-
gen Festlegung aller Krimmungs- und Verwindungseigenschaften der Verbindungskur-
ven sowie der rAumlichen Anordnung aller als Knotenpunkte idealisierten Elemente.

Bild 3.3: Topologische Identitditen Scarus und Pomacanthus.

Bei den als vektoriellen Gleichgewichtsschemata aufgefassten Strukturen entfallt die
Unbekannte “Verbindungskurve”. Vektoren sind namlich eine mathematische Idealisie-
rung energetischer Erscheinungen, die definitionsgemass eine geradlinige Wirkungslinie
aufweisen. Dadurch entfallt die topologische Gleichheit zwischen den geometrischen
Identitdten Tetraeder, Wurfel, Ellipsoid und Kugel. Trotzdem ist hiermit noch keine
Form definiert, da Tetraeder die Gesamtheit aller Strukturen, welche sich aus den Bezie-
hungen zwischen vier Punkten des Raumes ergeben, umfasst. Der Tetraeder reprasentiert
daher eine unendliche Anzahl geometrisch verwandter Formen.
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Bild 3.4: Topologische Matrix und entsprechende Struktur.

Die Spezifikation der Form muss daher anhand der Definition der raumlichen Anord-
nung aller Strukturelemente erfolgen. Als konzeptionelles Gebilde operiert Struktur stets
in einer von der Magnitude unabhangigen Dimension. Struktur ist ein omniprasentes
Phanomen, welches auf allen Ebenen der Natursysteme, von den Milchstrassenstruktu-
ren des Universums bis hin zu den Nukleonenstrukturen anzutreffen ist. Aus diesem
Grund lasst sich die Form einer Struktur nicht Uber die Festlegung metrischer Eigen-
schaften, sondern einzig Uber die zwischen allen involvierten Elementen bestehenden
Winkelgréssen bestimmen. Der als Struktur aufgefassten Form liegt demnach ein win-
keltopologisches Konzept zugrunde.
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3.2 Gleichgewichtsformen einer Struktur

A structure is a self-stabilizing energy-event complex 8. Mit dieser konzisen Definition
verknUpft Buckminster Fuller den Begriff Struktur mit den Prinzipien der Stabilitat und
der Energie. Alle im Universum wirkenden Krafte vereinigen sich in stabilen Anordnun-
gen, die durch Minimalprinzipien geregelt sind. Aristoteles verknupft die Begriffe Struk-
tur und Bestandigkeit, indem er die Formen als Substanzen, und Substanzen als das
Bleibende und Beharrliche in jedem Wechsel und allen Erscheinungen bez&ishiaet
immer Krafte zu einem durch die Bestandigkeit gekennzeichneten ganzheitlichen
System zusammentreffen, treten stabile Strukturen auf. Der stabilen Struktur liegt dem-
zufolge eine als rdumlich-zeitliche Ganzheit verstandene Kraftekohasion zugrunde. Die
winkeltopologische Konzeption der Form fiihrt dazu, dass Stabilitét als Winkelbestan-
digkeit einer Struktur verstanden werden muss. Definitionsgeméass bezeichnet Stabilitat
sinngemass die angulare Invarianz eines winkeltopologischen Konzeptes.

LTI

Bild 3.5: Rdumliches Stabfachwerk.

In der Mechanik unterscheidet man zwischen solchen Strukturen, die in ihrem inneren
Aufbau entweder starr oder beweglich sind. Starrheit und Beweglichkeit sind mechani-
sche Verhaltensweisen, die durch die Topologie einer Struktur gegeben sind. Starrheit
bedeutet inhérente Stabilitat. Starre Strukturen sind fur alle Einwirkungen stets angular
invariant. Beweglichkeit bedeutet, dass die Struktur unter beliebigen Belastungen keine
Winkelbestandigkeit aufweist und somit nicht formstabil ist. Der Grad der Beweglich-
keit einer Struktur lasst sich Uber die Anzahl der als Freiheitsdtatidinierten unab-
hangigen Dreh- oder Verschiebungsbewegungen einzelner Elemente quantifizieren. Alle
Strukturen, die keinen oder einen negativen Freiheitsgrad aufweisen,

F<O0, (3.1)

sind inharent stabil. Dagegen mussen bei durch positive Freiheitsgrade charakterisierten
Strukturen,

F>0, (3.2)

kinematische Aspekte beriicksichtigt werd8n

8. Buckminster Fuller (1975).

9. Vgl. Klowski (1966).

10. In der Mechanik werden bewegliche Strukturen, mit welchen bestimmte Wirkungen ausgeiibt werden
sollen, als Maschinen definiert. Hiermit erfolgt ebenfalls eine Verkniipfung mit den leider wenig er-
forschten faltbaren raumlichen Tragstrukturén.conception et la réalisation d’une structure réti-
culée est le résultat d’un comportement de l’esprit face a la nature, qui se décompose, s analyse et se
manifeste de facon nouvelle suivant une réalisation qui est le fruit de génie de I’homme. Pifiero (1969).
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Beim Durchdenken von Struktur und Stabilitat ist es unlibersehbar, dass die einzigen
inharent stabilen Strukturen omnitriangular sthdDies bedeutet wiederum, dass einzig

die geometrische Identitét Dreieck — eine durch die Beziehung dreier nicht kolinearer
Punkte gegebene Struktur — inharent stabil ist. Es ist nun naheliegend, dass die Triangu-
lationsbedingung ebenfalls durch ein topologisches Verhéltnis — einen aus Verknupfun-
gen durch Elemente gebildeten Quotienten — gegeben sein muss. Die topologischen
Verknupfungsbeziehungen einer Struktur lassen sich als Kanten einer geometrischen
Figur auffassen. In entsprechender Weise kdnnen die Elemente als Eckpunkte angedeutet
werden. Fir alle aus einer bestimmten AnzZéakanten undt Ecken zusammengesetz-

ten Strukturen der Ebene ist die inharente Stabilitat durch die Bedingung

K
2E-3

>1 (3.3)

gegeben. Analog dazu gilt fur alle polyedrischen Strukturen die Unglei&ﬂung

K
3E-6

>1. (3.4)

Bild 3.6 Inhdrent stabile polyedrische Strukturen.

Omnitriangulare Strukturen sind inharent stabil. Innerlich bewegliche Strukturen kénnen
in Abhangigkeit strukturfremder Faktoren einen empfindlichen Gleichgewichtszustand
annehmen. Dieser Gleichgewichtszustand ist dann eingehalten, wenn die dusseren Kraft-
einwirkungen jede unabhangige Bewegungsmadglichkeit behindern. Es drangt sich hier-
mit die Fragestellung auf, welche grundlegenden Strukturprinzipien fir stabile
Gleichgewichtsformen verantwortlich sind. Grundsatzlich wird hierzu der Begriff des
Energieprinzips herangezogéh In den Gebieten, wo sich diese Anschauung als taug-
lich erwiesen hat, sind die stabilen Gleichgewichtsformen durch die Minimierung der
gesamten potentiellen Energie der Struktur eindeutig bestimmt. Diese Betrachtung des
stabilen Gleichgewichtzustandes einer Struktur fihrt bis in das Jahr 1690 zurlck, als der
Basler Mathematiker Jakob Bernoulli die Aufgabe gestellt hat, die Kettenlinie mit den
Mitteln der Mathematik zu erfassen. Wie im folgenden Jahr sein Bruder Johann und,
unabhangig voneinander Leibniz und Huygens zeigen konnten, ist die potentielle Ener-
gie eines Elementes der Langeeiner Kette mit gleicher Masse je Langeneinheit pro-

11. Wiedie kristallographische Untersuchung der homogenen Raumteilung offenbart, ist die Omnitriangu-
laritat eine universelle Eigenschaft des Raumes. Der Isotropie der Raumstruktur entspricht die Parti-
tion des Raumes in Tetraeder undh/2 Oktaederzwei inhdrent stabile Strukturen. Die Form des
isotropen Raumes ist daher nicht durch die kartesische Winkelgmd&se- die kartesisch kubische
Raumteilung ist anisotrop — sondern durch die tetraedische Winkelgréas8 eindeutig bestimmt.

12. Die Ausdriicke (3.3) und (3.4) stellen dementsprechend die Abzahlbedingung fur die statische Be-
stimmtheit ebener beziehungsweise raumlicher Fachwerke dar.

13. Vgl. Whyte (1967).
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portional zu dem Produkt y[ds, falls y die Koordinate einer parallel zum
Gravitationsvektor zeigenden Achse bezeichnet. Die Form, welche die Kette im Schwer-
feld annimmt, ist dann digjenige, die dem Minimum der gesamten potentiellen Energie

[y Ods (3.5)

entspricht. Die Losung fuhrt zur Gleichgewichtsforyfix) der Kette, dem hyperboli-
schen Cosinus.

Bild 3.7: Die “Stiitzkette”.

Die Kette, wie alle anderen innerlich beweglichen Strukturen, bedarf eines systemfrem-
den vektoriellen Angriffes, um eine stabile Gleichgewichtsform anzunehmen. Hierbei
besteht eine Affinitdt zwischen den angreifenden Vektoren und dem Mechanismus der
Struktur, so dass bestimmten Vektorgruppen eindeutige Formen zuzuordnen sind und
umgekehrt.

Bild 3.8: Belastungsaffine Kettenform.

Bei zusatzlich wirkenden Vektorgruppen nimmt die Kette eine neue stabile Gleichge-
wichtsform an, die der vektoriellen Superposition beider Gruppen entspricht. Hierbei ist
das auf die Magnitude und Richtung bezogene Verhéltnis zwischen den beiden Vektor-
gruppen von entscheidender Bedeutung fur die Forméanderung der Kette. Die Steifigkeit
der Kette ergibt sich somit aus dem Verhaltnis zwischen standig wirkenden und variabel
angreifenden Vektorgruppen. Entsprechendes gilt selbstverstandlich fur die als Flache
ausgebildeten innerlich beweglichen Strukturen. In Abhéngigkeit des Spieles — Magni-
tude und Richtung — aller involvierten Kréafte ergeben sich hierbei aus dem gleichen
topologischen Konzept antiklastische oder synklastische Fldéhéwf diese Zusam-
menhange wird in einem der folgenden Kapitel ndher eingegangen.

14. Vgl. Motro (1992).



3.3 Struktur und Stoff

L ogische und physikalische K onzeption von Struktur

In metaphysischer Hinsicht ist Struktur ein geschlossenes und ganzheitliches Verkniip-
fungsschema von aufeinanderwirkenden energetischen Ereignissen. Die strukturelle
Koharenz und die stabilen Gleichgewichtsformen ergeben sich aus den Einschréankungen
maoglicherweise eintretender Prozesse, welche einerseits durch die Energieprinzipien,
andererseits durch die topologischen Eigenschaften der Struktur gesetzt sind. Als logi-
sches Konzept lasst sich Struktur daher auf die zwei interdependenten Variablen Form
und Kraft zuriickfihren. Als System des physikalischen Universums ist Struktur nun
aber verkorperte Logik in Aktion. Die physikalische Struktur beinhaltet eine vorausge-
hende Verwirklichung von Vorstellungen, die anhand der objektiven Transposition eines
Konzeptes in die physikalische Realitat erfolgt. Struktur, wie sie in der Technik oder in
der gegenstandlichen Natur anzutreffen ist, bedeutet die Erweiterung des Form-Kraft
Prinzipes auf die in diesem Zusammenhang untrennbare hylemorphische Trilogie Form-
Kraft-Materie —form is structure, and matter is what enters into the structure 15

Form
r(u, V)
Struktur
Stoff Kraft
D p(r 1)

Bild 3.9: Struktur, Form, Kraft und Materie.

Soweit die vorgegebenen Randbedingungen und alle weiteren Variabeln es zulassen,
operiert die Natur stets nach dem Prinzip des direkten Kraftflusses. Hierdurch lassen sich
alle strukturellen Elemente optimal ausnutzen, so dass die Steifigkeit maximiert und der
Werkstoffaufwand minimiert werden konnéfi. Mit dem progressiven Verstandnis
natirlicher Phanomene zeichnet sich eine konvergierende Tendenz der technischen
Strukturen in Richtung auf die nach dem Prinzip der Auslese — also der Effizienz —
gepragten physikalischen Strukturen der Natur ab. Es ist hierbei bemerkenswert, dass
diese notgezwungene Annaherung nicht durch direkte Nachahmung, sondern vielmehr
uber die wissenschaftliche Entwicklung hocheffizienter Strukturen erfolgen konnte.
Nicht das direkte Studium der nattrlichen Strukturen, sondern die fachubergreifenden
Wisi§37nschaftlichen Erkenntnisse wirken als Katalysator in diesem konvergierenden Pro-
zes

15. Williams (1958).

16. Vgl. Nachtigal (1974).

17. In diesem Zusammenhang erscheint es unerlasslich, auf die 1961 gegrindete Arbeitsgruppe “Biologie
und Bauen” hinzuweisen. Diese fachlibergreifende internationale Gruppe verfolgt das Ziel, an einem
besseren Verstandnis von Biologie, Technik und Baukunst zu arbeiten. Vgl. Otto et al. (1985).
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Schon fruh ist den Anatomen aufgefallen, dass der als Spongiosa-Architektur bezeich-
nete innere Aufbau des menschlichen Oberschenkelknochens ein strukturelles System
von sich senkrecht schneidenden Linien darstellt. Carl Culmann erkannte als erster, was
den Biologen und Medizinern lange Zeit verborgen blieb, namlich dass die Spongiosa-
Struktur ein verknéchertes Spannungstrajektorienfeljc?.is}tusgehend von den Trajek-

torien des entsprechenden raumlichen Kontinuums entwickelte die Natur ein feingliedri-
ges, engmaschiges Netzwerk normalkraftbeanspruchter Stdbe. Die Stabkrafte entspre-
chen den Volumenspannungen zwischen den Stdben, so dass das Knotengleichgewicht
stets erfillt ist. Der hier zugrunde liegende Prozess beruht auf logischen Schritten, die
durch die Mittel der Technik nachvollziehbar sititl Fir einen als elastisches Konti-
nuum aufgefassten ebenen Tragwerksraum lasst sich anhand der Auflagerbedingungen
und Belastung ein Trajektorienbild erstellen. Das Zusammenfassen von Trajektorien und
das Entfernen von Nullstdben fihrt zu einem strukturellen System normalbeanspruchter
Stabe, welches bei entsprechender Kraftekonzentration ein dem Kontinuum &hnliches
Verhalten aufweist.

NS

Bild 3.10: Strukturbildung aus dem Trajektorienverlauf eines ebenen Kontinuums.

Diese Beispiele verdeutlichen, dass erst das Studium und die konsequente Verallgemei-
nerung der operativen Konzepte der Natur das Erstellen praxisrelevanter technischer
Konzepte und deren konsequente Umsetzung in physikalische Strukturen ermdglicht.
Weil beide den gleichen Gesetzmassigkeiten unterliegen, wird dabei das Endprodukt
“technische Struktur” der anfanglich untersuchten Struktur der Natur notwendigerweise
ahneln. In diesem Tripel Induktion-Deduktion-Konstruktion liegt geradezu der psycho-
logische Prozess jeder menschlichen Erfindung.

18. A great engineer, Professor Culmann of Zurich, [...] happened (in the year 1866) to come into his col-
league Meyer's dissection-room, where the anatomist was contemplating the section of a bone. The
engineer, who had been busy designing a new and powerful crane, saw in the moment that the
arrangement of the bony trabeculae was nothing more nor less than a diagram of the lines of stress, or
directions of tension and compression, in the loaded structure: in short, that Nature was strengthening
the bone in precisely the manner and direction in which strength was required, and he is said to have
cried out, “That’s my crane!”. In Thompson (1992). Bauersfelds geodatische Armierungskuppel des
1925 erbauten Planetariums in Jena und Buckminster Fullers geodatische Kuppeln weisen ebenfalls
frappante Ahnlichkeiten zu Strukturen der Natur disfhleibt uns unvergessen, wie 1962 im Max-
Planck-Institut Berlin [...] Buckminster Fuller von den neuesten stereoskopischen Fotos der Schalen
von Kieselalgen (Diatomeen) fast tiberwdiltigt wurde. Er sah neueste Fotos in fiinf- bis fiinfzigtausend-
facher Vergrisserung, die er nicht kennen konnte. Die stereoskopischen Lichtbilder sahen aus wie
Modelle seiner beriihmten Kuppeln. Den Beteiligten war klar: Hcitte er die Diatomeenschalen vorher
gekannt, wiirde alle Welt sagen, er habe sie der lebenden Natur abgeguckt. Hdtte er aber die Diato-
meenschalen gekannt, wiirde er vermutlich gar nicht erst gewagt haben, seine Schalen zu bauen. In
Otto et al. (1985). Die Massstabunabhangigkeit von Konzepten wird hiermit klar verdeutlicht.

19. Vgl. Wagner (1991).
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Materialisierung von Struktur: Anforderungen an den Stoff

Jede zweckbezogene, bewusst vom konstruktiven Geist des Menschen im Raum aufge-

stellte, materialisierte Form enthalt den Wert einer Bauplastik. Als eigenstandige Form
bildet jede Bauplastik eine autonome Einheit, die losgelést von jedem bereits in der
Natur vorhandenen Objekt ist und somit ihren Inhalt in sich selbst hat. Dadurch ist der
emotionale Gehalt einer kinstlerischen Plastik durch das hylemorphische Zusammen-
spiel aus Form und Stoff bestimmt. Somit werden auch die Grenzen der &sthetischen
Wirkung und die Offenbarung von mitzuteilenden Empfindungen entscheidend durch
das Material mitpragt. In diesem Zusammenhang muss es gesetztes Ziel der Baukunst
sein, jeweils eine neue kunstlerische Ordnung zu schaffen, innerhalb welcher Struktur
und Stoff zu einer synergetischen Einheit werden. Hierflr missen natirlich die Grundei-
genschaften von Form und Stoff apriorisch miteinander Gbereinstimmen.

BN
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Bild 3.11: Seilnetzlandschafi.

In der Konstruktion muss die Vereinigung von Struktur und Stoff primar technischen
Kriterien unterliegen. Hierbei gilt es, die mechanischen, physikalischen, chemischen und
verarbeitungstechnischen Eigenschaften eines Stoffes im Hinblick auf die gestellten
Anforderungen zu uberprifen beziehungsweise zu entwickeln. Dabei kommt selbstver-
standlich der auf die Lebensdauer bezogenen Wirtschaftlichkeit eine richtungsweisende
Rolle zu. Auf die festzustellende totalitare Gewichtung wirtschaftlicher Wertanalysen
sollte allerdings zugunsten einer Gewichtung qualitativer Merkmale verzichtet werden.

technische Einsetzbarkeit | mechani sche Eigenschaften

Festigkeit, Harte, Elastizitat, Duktilitdt, Temperaturbestandigkeit
physikalisch-chemische Eigenschaften

Dichte, Brand-, Witterungs- und Alterungsverhalten, bauphysikali-
sches und lichttechnisches Verhalten, Korrosionsbesténdigkeit

\erarbeitbarkeit | Formbarkeit

plastische Umformung, giessen, pressen, sintern, verspannen
Zusammenflugbarkeit

schweissen, l6ten, schrauben, nieten, kleben

Wirtschaftlichkeit | komparative Wirtschaftlichkeit bei Verfugbarkeit
Werkstoff-, Verarbeitungs- und Unterhaltskosten,
Wiederverwendbarkeit

Bild 3.12: Zur Wertanalyse eines Werkstoffes.

Zusatzlich muss beachtet werden, dass die Produktion eines Stoffes auf lange Sicht eine
Funktion der Menge und der Konzentration der Rohstoffvorkommen und der zur Her-
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stellung und gegebenfalls zur Wiederverwendung des Werkstoffes nétigen Energie dar-
stellt. In diesem Zusammenhang lasst sich die Entwicklung der Werkstoffe nur in
Konsonanz zu derjenigen der Energietechnik betrachten. Bei einem geldsten Energiepro-
blem liessen sich beispielsweise die reichlich vorhandenen metallischen Rohstoffe wie
Eisen, Aluminium, Titan und Magnesium sowie insbesondere die keramischen Rohstoffe
fur die Erzeugung hochwertiger Werkstoffe verwenden.

Zwecks einer vereinigten Betrachtung der mechanischen, elektrischen und chemischen
Eigenschaften ist das atomare Studium der Werkstoffe unerlasslich. Feste Stoffe beste-
hen aus gleich- oder verschiedenartigen, in klarer Regelmassigkeit oder in vélliger
Unordnung miteinander verbundenen Atomen. Verschiedenartige Wechselwirkungen
zwischen den ausseren Elektronen bestimmen die Starke der chemischen oder der physi-
kalischen Bindung und damit die makroskopischen Eigenschaften des Werkstoffes. In
einem metallischen Idealkristall sind die Atome in einem periodischen regularen Raum-
gitter streng angeordnet. Die naturtypischen Abweichungen von dieser ldealkonstella-
tion ergeben sich aus Gitterbaufehlern und sind von grundlegender Bedeutung fir die
Werkstoffeigenschaften, da sie Festigkeiten und beispielsweise plastisches Verhalten
gleichzeitig in der inversen Proportion verandern. In der Bruchphase werden die Atom-
bindungen zerstért, womit sich interne Riss-, Bruch- oder Gleitebenen bilden. Hierbei ist
zu beachten, dass die dusseren Parameter Spannungsintensitat, Belastungsgeschwindig-
keit und -dauer, Anzahl und Frequenz periodischer Lastwechsel, Temperatureinwirkun-
gen und chemische Umgebung einen bedeutenden Einfluss auf das meistens
richtungsspezifische Verformungs- und Bruchverhalten eines betrachteten Materials aus-
uben kdnnen. Bei der Prifung der Anwendbarkeit eines Stoffes missen neben der
Festigkeit die Art des Versagens unter statischer oder schwingender Beanspruchung
grundlich untersucht werden. Das duktile Versagen eines Bauteils unter statischer Bean-
spruchung ist dann gewahrleistet, wenn der Bruch durch die Uberwindung des atomaren
Gleitwiderstandes entlang bestimmter Gleitebenen erfolgt. Bei Periodizitat der Lastein-
wirkung kénnen extruse und intruse Versetzungsbewegungen zu einer Verfestigung und
einem sproden Dauerbruch fiih/én

Nach der klassischen Effizienzdoktrine setzt die glinstige Verwendung eines Baustoffes
eine materialgerechte Struktur voraus. In den primaren und sekundéren Phasen der
bewussten Werkstoffsnutzung verfiigte der Mensch tber aus der Natur stammende Werk-
stoffe (Holz, Naturstein und Kupfer) beziehungsweise durch Zufall oder systematische
Versuche kinstlich entwickelte Werkstoffe (Mauerwerk, Bronze, Eisen und Beton).
Demzufolge musste die konstruktive Gestaltung einer Struktur den Baustoffeigenschaf-
ten und den Fertigungsmdoglichkeiten notgedrungen angepasst werden. Die Beispiele fir
diese Bauphilosophie reichen vom mesopotamischen Bogen, der beim infrastrukturellen
Aufbau des réomischen Imperiums seine Blitezeit erlebte, bis hin zur neuzeitlichen Bau-
kunst eines Eiffels oder Maillarts. Zur Zeit Albertis bestand die bei Vitruvius begonnene
Materialtechnologie in einer systematischen Beschreibung der Phdnomenologie der zur
Verfigung stehenden Materialien. Bedingt durch eine Entwicklung, die ihren Wende-
punkt in der Einfihrung der Messung und des Experimentes bei der Galileischen Physik

20. Vgl. Hornbogen (1979), Rostasy (1983) und Smith (1977).
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hat, wurde die sinnliche Erfahrung des Stoffes zunehmend durch eine wissenschaftlich
begruindete abstrakte Logik ersetzt. Mit der Durchdringung der Materie konnten erstmals
die mikro- und makroskopischen mechanischen, elektrischen und chemischen Eigen-
schaften vereinigt betrachtet werden. Das atomare Studium der Materie fuhrte nicht ein-
zig zum geeigneten Verstandnis phanomenologischer Erscheinungen, sondern ebenso —
in der Deutung Francis Bacons — zur Freiheit in der Handhabung. Die Aluminiumlegie-
rungen und die organischen Kunststoffe, insbesondere aber die Halbleiter, die Reaktor-
werkstoffe, die hochfesten Stéhle und die Legierungen mit Formgedéachtnis sind
Beispiele einer das tertidre Zeitalter charakterisierenden, zielgerichteten menschlichen
Manipulation des atomaren Aufbaus der Natur. Auf makroskopischer Ebene fiihrte diese
Entwicklung zu den bewehrten, faserverstarkten oder geschichteten Werkstoffen sowie
den Werkstoffverbunden wie Sandwich- oder integrierten Schalungssystemen.

Nattrliche Werkstoffe Naturstein, Holz,
bis zum 100. Jh. v. ChrMeteoriteisen, Gold, Kupfer

Empirisch entwickelte Werkstoff&eramik, Mauerwerk, Gips, Kak, Glasuren,
vom 100. Jh. v. Chr. bis Ende des 19.|Bronze, Eisen, Gusseisen, Portlandzement, Beton

Wissenschaftlich entwickelte Werkstoftahl, hochfeste und hochbestédndige Metalle,

seit Beginn des 20. JhHalbleiter, Aluminiumlegierungen, organische
Kunststoffe, Legierungen mit Formgedéchtnis,
faserverstarkte Werkstoffe

Bild 3.13: Zur Chronologie der Werkstoffe.

Zwanzig Jahrtausende nach der Erfindung der Keramik im ostasiatischen Raum darf
postuliert werden, dass der Techniker nun Uber den geeigneten Ansatz verfigt, um erst-
mals nachhaltig Struktur verkérpern zu kénnen, anstatt wie bislang Materie strukturieren
zu mussen. Diese Idee beinhaltet natirlich die Vorstellung einer aktiven Hylemorphie,
das heisst die gegenseitige Anpassung und Entwicklung von Struktur und Materie, so
dass beide innerhalb der gebildeten Einheit eine mdglicht hohe Effizienz entfalten kon-
nen. Das daflr unentbehrliche wissenschaftliche Potential ist heutzutage vorhanden. Es
gilt nun, diese Moglichkeit wahrzunehmen und davon Gebrauch zu machen.

Metalle | - Stahl, Edelstahl und sonstige legierte Nichteisenmetalle wie Aluminium,
Magnesium und Titan
- Spannstahl

Polymere | - Polytetrafluorathylengewebe PTFE

Ver bundwerkstoffe | - Mauerwerk

- Ferrozement, Stahl- und Spannbeton mit oder ohne integrierte Schalung

- faserverstarkte Betone wie Glas-, Kunststoff- und Stahlfaserbeton

- kohle- und hartfaserverstarkte Metalle, insbesondere Aluminium

- Metall- und glasfaserverstarkte Kunststoffe (GFK)

- PVC, PTFE, PVDF und Silikon beschichtete Baumwolle-, Aramid-
Polyester-, Polyamid- und glasfaserverstarkte Kunststoffgewebe

Bild 3.14: Ubliche Baustoffe bei den weitgespannten Flichentragwerken.



4 Geometrie der gekriimmten Fliche

4.1 Geometrische Konstruktion gekriimmter Flichen

Jede beschriebene Form stellt eine vereinfachende Idealisierung einer real existierenden

Form dar. Die zu dieser Erfassung des Wesens der Formen dienende Abstraktion erfolgt

uber einen Filtrationsprozess, durch welchen kontextbezogene Uberfliissige Informatio-
nen aussortiert werden und die beobachtete und zu beschreibende Form zu einer Perzep-
tion wird. Die geometrische Perzeption erfolgt, indem die Eigenschaften der Form auf
die abstrakt aber visuell darstellbaren Grundelemente Punkt, Gerade und Flache zurtck-
gefuhrt werden. Wie jede Sprache verfugt die Geometrie tber eigene Zeichen, die nach
bestimmten Regeln angeordnet werden. Als Kommunikationsmittel lasst sich Geometrie
als ein System logischer Operationen auffassen, anhand dessen die Wirklichkeit in die
Symbolik Gberfiuhrt wird. Die Verntupfungsprozesse, welche der Geometrie zugrunde lie-
gen, erlauben die weitumfangliche Erfassung der Mdglichkeiten des allgemein betrach-
teten Phdnomens Form und die konsequente geistige Konstruktion weiterer Formen.
Diese Kreativitat, Originalitdt und Phantasie stellt eine der erstaunlichsten Fahigkeiten
des Menschen dar.

Die einfachste geometrische Formkonstruktion besteht in der Erfassung des Lokus eines
nach bestimmten Gesetzmassigkeiten sich bewegenden Punktes der euklidischen Ebene.
Dieser allgemeine geometrische Entwurf lasst sich anhand der Ellipse — dem geometri-
schen Ort aller Punkte, fir die jeweils die Summe der Abstande zu zwei als Brennpunk-
ten bezeichneten festen Punkten konstant ist — auslegen. Dementsprechend lasst sich eine
Flache Uber die Spur, welche die Bewegung einer beliebigen Kurve im dreidimensiona-
len Raum hinterlasst, erfassen. In der Regel wird hierfir eine eben gekrimmte Erzeu-
gende einer Rotations- oder Translationsbewegung, gegebenfalls einer kombinierten
Rotations- und Translationsbewegung, unterworfen. Diese von den Generierungsele-
menten und -moden ausgehende geometrische Betrachtung der Flachen dient als konzep-
tuelle Basis, welche das Verstandnis der mannigfachen geometrischen Eigenschaften, die
eine Flache charakterisieren, erlaubt, ohne dass die Einzelheiten der begrifflichen Theo-
rien miteinbezogen werden missen.

Wie die analytische Beweisfuhrung aufzeigt, sind alle ebenen Schnitte durch eine alge-
braische Flache durch den gleichen Grad wie die Flache selbst gekennzeichnet. Demge-
mass entsprechen den in Bewegung gesetzten quadratischen Kurven Flachen gleichen
Grades. Diese innere Verwandschaft lasst sich mit den Mitteln der analytischen Geome-
trie verdeutlichen, da beide geometrischen Identitaten dem Ausdruck

XA XK +2K +c =0 4.1)

genugen. Hierbei sind die ebenen Kurven durch
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X = (xy) (4.2)
und die entsprechenden Flachen durch
X =(XY,2) (4.3)

gegeben. Alle ebenen quadratischen Kurven lassen sich als Kegelschnitte, das heisst als
Schnittkurven eines Kegels mit einer Ebene, andeuten. Werdem dat halbe Off-
nungswinkel eines Kegels und ritder auf die Kegelachse bezogene Neigungswinkel
einer Schnittebene, welche nicht durch die Kegelspitze verlauft, bezeichnet, so ergeben
sich mit

cosf3
cosa

(4.4)

fur v>1 eine Hyperbel, fir = 1 eine Parabel und #ix 1 eine Ellipse als nichtaus-
geartete Schnittkurveh

a %Ac @d\g
@D

Die charakterisierende Eigenschaft, stets von jeder Ebene in einem eigentlichen oder
uneigentlichen Kegelschnitt getroffen zu werden, verleiht den Flachen zweiter Ordnung
ihre spezifische Nomenklatur. Der Drehung einer Parabel um ihre Symmetrieachse ent-
spricht die Flache des Rotationsparaboloides (Bild 4.2b). In gleicher Weise entsprechen
den Rotationen einer Hyperbel und einer Ellipse um jeweils eine ihrer beiden Symme-
trieachsen die zwei- und einschaligen Rotationshyperboloide (Bilder 4.2a,d) sowie die

Bild 4.1: Die Kegelschnitte.

1. Indem die Schnittkurven andeuten, dass v bei der Ellipse die Zahl eins nicht erreicht — “Mangel” —, bei
der Hyperbel ubertrifft — “Uberschuss” — und bei der Parabel gerade erreicht — “Zusammenfall” —,
beruht die griechische Namensgebung der Kegelschnitte auf ihrer Beziehung zu den Leitlinien. Die
Entdeckung der Kegelschnitte entstand primar aus innermathematischen Problemen und wird
Menaechmus, einem Mitglied der platonischen Schule, zugeschrieben. Die wichtigsten Eigenschaften
der Kegelschnitte hat Apollonius von Perga (262-190 v. Chr.) in seinen Biichern festgehalten. Obschon
fur die antiken Wissenschaftler der Aufbau des Universums einzig auf den beiden geometrischen Ele-
menten Kreis und Gerade beruht, nahmen die Kegelschnitte eine zentrale Rolle in der Mathematisie-
rung der Naturwissenschaften ein. In diesem Zusammenhang seien beispielsweise die elliptischen
Bahnen der Keplerschen Planetentheorie oder die parabolischen Wurfbahnen der Gallileischen Fallge-
setze erwahnt. In der Flachentheorie stellen solche Uber die Kegelschnitte erzeugbaren Flachen die
wichtigste Flachengruppe dar. Die Universalitat dieser Flachen beruht nicht zuletzt auf deren zu einem
besseren Verstandnis und einer leichteren Erfassung fiihrenden analytischen Einfachheit.
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verlangerten und abgeflachten Rotationsellipsoide (Bild £26)ie Rotationsflachen

lassen sich Uber ein als Dilatation bezeichnetes Verformungsverfahren verallgemeinern.
Hierbei werden alle Punkte einer beliebigen, durch die Rotationsachse verlaufenden
Ebene festgehalten, wahrend alle Gbrigen Punkte des Raumes gleichgerichtet und im sel-
ben Verhaltnis auf die feste Ebene zu oder von ihr weg bewegt werden.
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Bild 4.2: Doppelgekriimmte Rotationsfldchen zweiter Ordnung.

Die Flache des zweischaligen Hyperboloids lasst sich ebenfalls durch eine translatori-
sche Bewegung im Raum erzeugen. Hierbei werden alle Punkte einer Hyperbel entlang
einer gleichgerichtet gedffneten hyperbolischen Leitlinie bewegt (Bild 4.3a). Auch das
elliptische Paraboloid lasst sich als eine translatorische Bewegung einer Parabel entlang
einer zweiten Parabel mit gleicher Offnungsrichtung andeuten (Bild 4.3b). Die Umkeh-
rung einer der beiden Parabeln fihrt zur geometrischen Konstruktion der Translationsfla-
che des hyperbolischen Paraboloids (Bild 4.3c).
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Bild 4.3: Doppelgekriimmte Translationsfldchen zweiter Ordnung.

Die funf eigentlichen Flachen zweiter Ordnung werden durch vier weitere einfach
gekrimmte Flachen, namlich durch die elliptischen, parabolischen und hyperbolischen
Zylinder sowie den Kegel, erganzt. Alle drei zylindrischen Flachenarten lassen sich
durch die translatorische Bewegung einer geradlinigen Erzeugenden entlang eines
eigentlichen Kegelschnittes erzeugen. Die Rotation der gleichen Erzeugenden um eine
Ellipse fuhrt zum elliptischen Zylinder. Aus der Kreiselung der geradlinigen Erzeugen-
den entlang den verschiedenen Kegelschnitten ergibt sich stets ein Kegel.

Den einfach gekrimmten Flachen entsprechend verlaufen in der Flache des einschaligen
Hyperboloids unendlich viele Geraden, weswegen sich diese Flache ebenfalls als Rotati-
onsprodukt einer geradlinigen Erzeugenden um eine zu ihr windschief stehende Achse

2. Aufgrund ihrer absoluten Symmetrie ist die Kugel die einzige auf mehr als eine Art, namlich auf unend-
lich viele Arten, durch Rotation erzeugbare Flache. Bei Hilbert und Cohn-Vossen (1932) werden die
Eigenschaften der Kugel ausfiihrlich diskutiert.
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andeuten lasst. Diese doppeltgekriimmte Flache ist durch drei zueinander windschief ste-
hende Geraden stets eindeutig bestimmt.
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Bild 4.4: Das einschalige Rotationshyperboloid.

Im Speziallfall kbnnen diese Geraden jedoch zu ein und derselben Ebene parallel sein,
ohne selbst parallel zu sein, womit sie ein hyperbolisches Paraboloid definieren. Wie zu
erkennen ist, erstreckt sich jeder an dieser Sattelflache angelegte Schnitt bis in das
Unendliche. Aus diesem Grund lasst sich das hyperbolische Paraboloid ebenso wie der
parabolische und der hyperbolische Zylinder unmdéglich Gber Rotation, sondern einzig
durch die Translation einer stehenden Parabel an einer hdngenden parabolischen Leitli-
nie erzeugen.

Bild 4.5: Das hyperbolische Paraboloid.

Unter den neun erwahnten Flachen zweiter Ordnung lassen sich sechs — die einfach
gekruimmten Flachen des Kegels, des elliptischen, parabolischen und hyperbolischen
Zylinders sowie die doppelt gekrimmten Flachen des einschaligen Hyperboloids und

des hyperbolischen Paraboloides — durch Rotation oder Translation einer Geraden erzeu-
gen. Die drei Ubrigen Flachen zweiter Ordnung — das Ellipsoid, das elliptische Parabo-

loid und das zweischalige Hyperboloid — kbnnen schon deshalb keine Geraden in der
Flache enthalten, weil sie sich nicht ohne Unterbrechung in zwei entgegengesetzte Rich-
tungen in die Unendlichkeit erstrecken.

Trandation Translation / Rotation Rotation
parabolischer Zylinder elliptischer Zylinder Kegel
hyperbolischer Zylinder elliptisches Parabol oid Ellipsoid
hyperbolisches Paraboloid zweischaliges Hyperboloid einschaliges Hyperboloid

Bild 4.6: Die Fldchen zweiter Ordnung nach deren Erzeugungsart.




43

4.2 Differentialgeometrie der Fliche

Krimmungseigenschaften der Flache

Die Flachenkrimmung — definiert als die Abweichung der umgebenden Flachenpunkte
von der Tangentialebene eines betrachteten regularen Flachenpunktes — stellt ein ent-
scheidendes Charakteristikum jeder Flache des dreidimensionalen euklidischen Raumes
dar. Aus dem Schnitt einer betrachteten Flache mit einer beliebigen Tangentenebene
konnen grundsatzlich zwei Schnittkurven, eine Schnittkurve oder ein Punkt gebildet
werden. Dementsprechend wird zwischen Punkten hyperbolischer, parabolischer oder
elliptischer Krimmung unterschieden.
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Bild 4.7: Punkte hyperbolischer, parabolischer oder elliptischer Kriimmung.

Eine anschauliche Differenzierung dieser drei verschiedenen Krimmungstypen ergibt
sich Uber die Abflachung der “Uber” einer Tangentenebene liegenden Flachenbereiche
einer hyperbolischen Flache. Wird dieser metamorphose Prozess fortgefiihrt bis die bei-
den Schnittkurven ineinander tbergehen und zu einer einzigen Beruhrungskurve werden,
so andert sich das Krimmungsverhalten der Flache im betrachteten Flachenpunkt. Die
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zu diesem Ubergangsfall gehérige Kriimmung wird als parabolisch bezeichnet. Die wei-
tere Flachentransformation fuhrt dazu, dass die Krimmung des somit als einzigem in der
Tangentenflache liegenden regularen Flachenpunktes elliptisch wird.

Jeder reguléare Punl& einer betrachteten Flache definiert eine normale Gerades
ihrerseits die normalen Ebenahvon P bestimmt. Jede normale EbeNeerzeugt eine
Schnittkurves, deren Krimmungsmittelpunk2 auf der normalen Geradenliegt. Bei

der Rotation der Flachenormal&hum » wandern die Krimmungsmittelpunk@ aller

somit erzeugten Normalschnitteauf». Dadurch lasst sich ein quantifizierbares Abbild

des Krimmungsverhaltens eines betrachteten Flachenstiickes erzeugen. Die zu einem
elliptischen Punkt zugehorigen KrimmungsmittelpurfRtkegen stets auf ein und der-
selben Halbgeraden vanIm Regelfall fihren die Krimmungsmittelpunkte bei der Dre-
hung vonN eine Kolbenbewegung zwischen den zu einem bestimmten orthogonalen
Normalenschnittpaat; unds, gehérenden Hauptkrimmungsmittelpunkfenpund Q,

aus. Kommer2; undQ, und dadurch die Krimmungsmittelpunkte aller Normalschnitte
aufeinanderzuliegen, so wirtlzu einem Nabelpunkt. Im allgemeinen sind Nabelpunkte
isolierte Erscheinungen in einer Flache des euklidischen Raumes. Einzig die Kugel und
die Ebene stellen ausschliesslich aus Nabelpunkten bestehende geometrische Gebilde
dar.
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Bild 4.8: Zum Kriimmungsverhalten von Fldchen.

Bei einem Punkt hyperbolischer Krimmung lasst sich ein Hauptnormalsghregtim-

men, dessen zugehoriger Hauptkrimmungsmittelp@pKoberhalb” P liegt. Lasst man

die diesen Normalschnitt erzeugende Normalebene ustieren, so nimmt die Kriim-

mung inP zunehmend bis null, das heisst bis zum Erreichen des in der Tangentenebene
liegenden Normalschnittes, ab. Damit wandert der Krimmungsmittelpunkt auf dem Nor-
malenstrahl bis in das Unendliche. Die Weiterfihrung dieser Rotation flhrt dazu, dass
der Krimmungsmittelpunkt aus dem Unendlichen kommend bis zum Erreichen des
zweiten Hauptkrimmungsmittelpunkt®s eine Bewegung auf dem “unteren” Norma-
lenstrahl ausfuhrt. Auch in diesem Fall lasst sich die Bewegung des Krimmungsmittel-
punktes als Kolbenbewegung betrachten, indem namlich der Kolbenwe@,vaos

uber das Unendliche zQ, und wieder zurtick fihrt. Die parabolischen Punkte sind
dadurch gekennzeichnet, dass eine der beiden Hauptkrimmungen stets den Wert null hat.
Durch die Rotation der NormalebeNevandern die Krimmungsmittelpunkte einen ein-
zigen Normalenstrahl entlang. Ausgehend von einem Extrenfdyefithrt diese Bewe-

gung bis in das Unendliche und wieder zuriick.
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Sphérische Abbildung und Gauss’sche Krimmung

Mit der Einfihrung eines vom umgebenden dreidimensionalen Raum unabh&ngigen
Masses fur die Flachenkrimmung Uber eine spharische Flachenabbildung leistete Carl
Friedrich Gauss einen entscheidenden Beitrag zur differentialgeometrischen Erfassung
gekrimmter FlacheR. Die Konstruktion dieser spharischen Flachenabbildung erfolgt,
indem die Normalenparallele einer betrachteten Flache durch den Mittelpunkt einer Ein-
heitskugel gezogen wird. Dadurch lasst sich die einer geschlossenen Flachémkiirve

dem Flacheninhal4 entsprechende geschlossene Kurvenit dem FlacheninhallF

auf der Einheitskugel konstruieren. Im Grenzfall geht die Kérnveeinen PunkP tber,

und der augF unddA gebildete Quotient nimmt einen bestimmten GrenzWean,

dF
d,LITO dA ~ K. (4:5)

welcher als Gauss’'sche Krimmung der Flacheliezeichnet wird. Mit Ausnahme eini-

ger spezieller geometrischer Gebilde, wie dem Torus oder dem Affensattel, die eine
durch spezifische Merkmale gekennzeichnete spharische Abbildung aufweisen, ent-
spricht jeder doppelpunktfreien geschlossenen Kurve einer doppeltgekrimmten Flache
eine ebenfalls doppelpunktfreie geschlossene Kurve auf der Einheitékugel

Bild 4.9: Sphdrische Abbildung gekriimmter Fldchen.

3. Die Differentialgeometrie zweidimensionaler Flachen legte Carl Friedrich Gauss in seinem beriihmten
Werk Disquisitiones generales circa superficies curvas, 1828, nieder.

4. Auf die spharische Abbildung des Torus oder des Affensattels wird in Hilbert und Cohn-Vossen (1932)
eingegangen.
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Die Punkte mit hyperbolischer und elliptischer Krimmung unterscheiden sich durch den
jeweiligen Umlaufsinn der Flachen- und Kugelkurven. Die Flachenkurve und die ent-
sprechende Kugelkurve hyperbolisch gekrimmter Punkte weisen jeweils einen entge-
gengesetzten Umlaufsinn auf. Umgekehrt sind Punkte mit elliptischer Krimmung durch
einen jeweils gleichen Umlaufsinn gekennzeichnet. Der analytischen Geometrie entspre-
chend, die den Inhalten zweier im gleichen und im entgegengesetzten Sinne umlaufender
Flachenstiicke ein gleiches, beziehungsweise ein entgegengesetztes Vorzeichen beizule-
gen pflegt, ist die hyperbolische Krimmung negativ und die elliptische Krimmung posi-
tiv definiert. Aus der spharischen Abbildung eines parabolischen Punktes ergibt sich
einzig eine Normalkurve. Da Kurven keinen Flacheninhalt aufweisen, muss die
Gauss’'sche Krimmung von parabolisch gekriimmten Punkten den Wert null annehmen.

Durch analytische Betrachtungen lasst sich die sehr bedeutende Verkntpfung zwischen
der obigen historischen Definition der Gauss’schen Krimnilagd der Flachenkrim-
mungerk herstellen:

K = Ky K. (4.6)

Der wesentliche Vorteil der Gauss'schen Krimmung besteht darin, dass sie das Erfassen
und die Quantifizierung des Krimmungsverhaltens eines Flachenpérdtésind einer
einzigen Grosse erlaubt. Das qualitative Verhalten einer Flache in der Umgebung eines
betrachteten Punktgslasst sich anhand des von der Gauss’schen KrimiKiargge-
nommenen Vorzeichens dem nachstehenden Schema entsprechend unterscheiden.

Bezeichnung des Punktes P, | Analytische Definition | Verhalten der Flache umgP

Elliptischer Punkt | K >0 Ellipsoid
Nabelpunkt | K>0, kK1 = Ko Kugel
Hyperbolischer Punkt | K <0 Einschaliges Hyperboloid

Parabolischer Punkt | K = 0, K1 +K2#0 Zylinder

Bild 4.10: Zur Gauss schen Kriimmung von Flcdchen.

Bei der Parkettierung stetig gekrimmter Flachen im Sinn der polyedrischen Kérper wird
die Krimmung der Flache in den Kanten, welche die ebenen Parkettierungsflachen mit-
einander bilden, konzentriert. Zu jeder solchen Kante lasst sich ein Flachenabschnitt
bestimmen, welcher dem Einfluss des KantenwinRelsitersteht. Mit Hilfe dieser bei-

den Grossen — dem Kantenwinieund der Einflussflachd — lasst sich die mittlere
Gauss’sche Krimmung des betrachteten Flachenabschnitts Uber den Ausdruck

K= pB/A 4.7)

bestimmerr.

5. Nach Calladine (1983).
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Die Flache als analytisches Gebilde

Die mathematische Definition der Flache des dreidimensionalen euklidischen Raumes

erlaubt die analytische Erfassung und Beschreibung spezifischer geometrischer Eigen-
schaften, wie der Raumlage und der Form dieser Punktmenge. Lassen sich die fir einen
betrachteten Punkt eines stetigen geometrischen Gebildes geltenden differentialgeome-
trischen Eigenschaften auf dessen Umgebung Ubertragen, so kdnnen in der Regel
wesentliche Aussagen lUber den gesamten Verlauf dieser Flache gemacht werden. Die
implizite analytische Definition der Flache erfolgt Giber die Gleichung

F(x,y,z) = 0. (4.8)
Eine besonders konzise Flachendefinition erfolgt Uber die vektorielle Form

r=r(uv). (4.9)

Der Abstand zweier infinitesimal naheliegenden Punkte des dreidimensionalen Raumes
lasst sich tber den Ausdruck

ds? = dx? +dy® + dz° (4.10)

bestimmen. In vektorieller Form ergibt sich diese Beziehung zu

ds® = dr [Hr. (4.12)
Mit
or or
dr = 3 Cdu + 3 Cdv (4.12)

wird das Quadrat des Differentials der Bogenldnge unter Verwendung der gebrauchli-
chen Abkurzungen

_@rf o or 9r _ ot
E=5H. F= 6UE§T/ und G = B°C (4.13)
ZU
ds® = E [u® + 2 OF Cdu (v + G [Hv2. (4.14)

Die obige Gleichung (4.14) wird als erste Fundamentalform bezeichnet. Sie beinhaltet
die intrinsischen Eigenschaften der Flache, welche bei isometrischer Verzerrung der Fla-
che invariant bleiben und somit unabhangig von der allgemeinen Form des geometri-
schen Korpers in dem ihn umgebenden dreidimensionalen Raum sind. Die erste
Fundamentalform ermdglicht die Bestimmung aller metrischen Flacheneigenschaften,
wie Kurvenlangen, Winkel zwischen Tangentenvektoren und Flacheninhalte.
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Fur die weitere Untersuchung von Flachen ist die Aufstellung des Differentials der
Gauss’schen Abbildung von wesentlicher Bedeutung. Die Krimmungseigenschaften
einer Flache sind durch die Veranderungsrate des EinheitsnormalenvektoNeddés
einer Umgebung voR bestimmt. Die Bildung der Flachennormale eines Flachenpunk-
tes erfolgt Uber das vektorielle Produkt der Vektoren, welche die Tangentialebene auf-
spannen. Mit

or or
30 % av (4.15)

gilt unter Berlcksichtigung des Ausdruckes (4.12)

EBuD E%DZ Ep—ma—ﬂz_ EG-F?. (4.16)

0 Ddu

or drfz _
ou ov

Der Einheitsnormalenvekt&l durch den PuRlks$t somit durch

N, L (4.17)

ou avm

bestimmt. Mit

5 _ON_ . ON
dN = 5 [du + 5o (v (4.18)

wird das Produkt audN  urt mit

—_ 2 —_ —_
L=WNPr_ gty :a—'jma—r:a—'\lm‘ﬂ:—ﬂmL und

Ju adu ou’’ Ju ov oOv odu ou [Dv
= 2
N= NP g2t (4.19)
vV ov 0V2
ZU
dN Ctr = L [iu® + 2 OM [du Cv + N THv2. (4.20)

Dieser Ausdruck wird als zweite Fundamentalform bezeichnet. Die Krimrentes
PunktesP ergibt sich aus dem Quotienten, welcher durch die zweite und die erste Funda-
mentalform gebildet wird:

L u®+ 2 0M [du [Hv + N CHv®

> > - (4.21)
E [Hu™ + 2 [F [du [dv + G [™v
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Dadie Determinante der ersten Fundamentalform (4.14) stets einen positiven Betrag auf-
weist,

EG-F?>0, (4.22)
sind die Krimmungseigenschaften einer Flache, das heisst das Vorzeichgnin/on

(4.21), einzig von der zweiten Fundamentalform abhangig. Das Krimmungsverhalten ist
daher einzig durch die Determinante der zweiten Fundamentalform bestimmt. Flr

LN-M?>0, LN=M?=0 und LN-M?<0 (4.23)

wird zwischen Flachenpunkten elliptischen, parabolischen und hyperbolischen Verhal-
tens unterschieden.

Bei jedem Flachenpunkt lassen sich zwei orthogonal zueinander stehende Tangenten-
richtungen bestimmen, fur welche die zugehérigen Krimmungen Extremalwerte anneh-
men. Da die Krimmungslinien der Differentialgleichung

(EM —FL) Ctu® + (EN - GL) [tu (v + (FN— GM) [iv? = 0 (4.24)

gentigen, sind die Hauptkrimmungepund K, durch die Losung der nachstehenden
guadratischen Gleichung gegeben:

(EG-F) (k®~ (LG -2MF + NE) [k + LN-M? = 0 . (4.25)

Die Gauss’sche Krimmung und die mittlere Krimmung/, die eine allgemeine und
globale Charakterisierung einer Flache ermdglichen, sind durch die beiden nachstehen-
den Ausdriicke gegeben:

2

K =Kk, [k,= LN-M (4.26)
EG-F
und
H = %E(K1+K2) - EN-2FM* GL (4.27)
2(EG-P?)

Aus der nur skizzenhaft dargelegten differentiellen Flachentheorie ergibt sich die fol-
gende Klassifizierung der Flachentypen:

Abwickelbare Flachen L = N =0, K=0
Nicht abwickelbare RegelflachenN = 0, K <0

Translationsflachen M =
Rotationsflachen F =M =0
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4.3 Regelflichen

Die Regelflachen sind durch den Lokus einer im Raum translatorisch gefuhrten Geraden
gegeben. Regelflachen sind somit eine einparametrige Mannigfaltigkeit von Geraden.
Dementsprechend erfolgt die analytische Beschreibung eines allgemeinen Punktes dieser
Flachen anhand der Vektorgleichung

y(u,v) = x(u) +v I(u) . (4.28)

Hierbei bezeichnefu) den Einheitsvektor in Richtung der geradlinigen Flachenerzeu-
genden, welche durch den Punki) vonx(u) verlauft. Es lasst sich analytisch zeigen,
dass der Koeffizien¥ der zweiten Fundamentalform fiir alle Punktmengen, welche die
obige Gleichung erflllen, den Wert null annimmt. Somit ergibt sich der Ausdruck fur die
Gauss’sche Krimmung einer Regelflache zu

2

K=- : 4.29
EG-F? (4.29)

Der Koeffizientd wird als Distribuitionsparametgyr = p(u) bezeichnet:
M = p(u) . (4.30)

Wie sich der obigen Gleichung entnehmen lasst, weisen alle Punkte, fir welche
p(u) =0 (4.31)
gilt, eine parabolische Krimmung auf:
K = 0. (4.32)

Zudem bildet das Verschwinden des Distribuitionsparameters die analytisch beweisbare,
notwendige und hinreichende Bedingung fur die Abwickelbarkeit einer Flache. Da der
Determinantenwert des Nenners im Ausdruck (4.29) stets einen positiven Wert annimmt,
gilt fur alle durch

p(u) 0 (4.33)
gegebenen Fille, dass die entsprechende Regelflache hyperbolisch gekrdmmt ist
K<0. (4.34)

Allgemein lassen sich abwickelbare und nichtabwickelbare Regelflachen unterscheiden.
Jede abwickelbare Flache ist zugleich eine Regelflache. Abwickelbare Flachen sind stets
parabolisch gekrimmt. Alle Regelflachen hingegen, die nicht abwickelbar sind, weisen
eine negative Gauss’sche Krimmung auf.

1. Die analytischen Herleitungen und Beweise sind in Struik (1961) ausfihrlich dargelegt.
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Abwickelbare Flachen

Jede uUber die verzerrungsfreie Verbiegung von Ebenstiicken erzeugbare Flache wird
sinngemass als abwickelbar bezeichnet. Solche Flachen besitzen stets die Eigenschaft,
von einer einparametrigen Ebenschar eingehtillt zu werden. Da die Gesamtheit der tber
die veranderliche Umhullebene mit einer ihrer Nachbarlagen gebildeten Schnittgeraden
flachenerzeugend ist, weisen abwickelbare Flachen nur Punkte parabolischer Krimmung
auf und sind demnach stets Regelflachen. Die Abwickelbarkeit einer Flache lasst sich
anhand eines zu einer kegelférmigen oder zylindrischen Flache gewickelten Papierstik-
kes anschaulich exemplifizieren.

a X

Bild 4.11: Die abwickelbaren Fldchen Kegel und Zylinder.

Die einfachsten abwickelbaren Regelflachen sind der Kegel und der Zylinder. Die vekto-
riellen Gleichungen dieser Flachen entsprechen der jeweiligen Substitution der einpara-
metrigen Vektorfunktionem(u) und#(u) des Ausdruckes (4.28) durch einen konstanten
Vektor a. Die beiden Flachen Kegel und Zylinder gentigen dieser Substitution zufolge
der Gleichung

y(u,v) = a+v[i(u), (4.35)
beziehungsweise der Gleichung

y(u,v) = x(u) +v [A. (4.36)
Mit Ausnahme des Kegels und des Zylinders lassen sich alle abwickelbaren Flachen dem
Ausdruck (4.28) entsprechend als Tangentenflachen einer beliebigen Kurve des Raumes

andeuten. Unter diesen Flachen nimmt die analytisch erfassbare Tangentenflache der
kreisformigen Schraube - das abwickelbare Helikoid - eine besondere Stellung ein.

Bild 4.12: Die abwickelbare helikoidale Fldche.
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Nichtabwickelbare Regelflachen

Wie sich analytisch beweisen lasst, stellt das Vorhandensein eines endlich oder unendlich
fern liegenden Schnittpunktes, welcher durch zwei benachbarte Erzeugende gebildet
wird, eine notwendige Bedingung fur die Abwickelbarkeit einer Regelflaiche dar. Aus
dieser Einsicht lasst sich die Schlussfolgerung ziehen, dass nicht abwickelbare Regelfla-
chen diejenigen Flachen sein missen, bei denen zwei benachbarte Erzeugende wind-
schief zueinander im Raum verlaufen. Im allgemeinen sind die nicht abwickelbaren
Regelflachen durch die Fuhrung einer geradlinigen Erzeugenden entlang dreier Leitli-
nien bestimmt. In Abhangigkeit des Krimmungsverhaltens der im Regelfall als eben
angenommenen Leitlinien werden die nichtabwickelbaren Regelflachen als Zylindroide,
Konoide oder quadratische Regelflachen bezeichnet.

Bezeichnung | gekrimmte Leitlinien geradlinige Leitlinien
Zylindroid 2 1
Konoid 1 2
quadratische Regelflachen 0 3

Bild 4.13: Die nichtabwickelbaren Regelficichen.

Beim allgemeinen Zylindroid kommen alle Leitlinidnin den endlichen Raum zu lie-

gen. Ruckt die geradlinige Leitlinie in das Unendliche, so ergibt sich der Spezialfall
unter den zylindroidischen Flachen, beim welchem die Erzeugenden zu ein und dersel-
ben Ebene parallel gerichtet sind.

Bild 4.14: Die Regelfldchen des Zylindroids.

Der Kehlpunkt einer Regelflache ist durch den Grenzwert des Fusspdnatginer
Erzeugendem des gemeinsamen Lotes varund einer immer naher heranrickenden
Erzeugendem gekennzeichnet. Der Lokus aller Kehlpunkte der Regelflache bestimmt
eine Kurve des Raumes, die als Striktionslinie bezeichnet wird. Esseigehb zwei
Flachenerzeugende, die die senkrecht zu den Flachenerzeugenden stehende geradlinige
Striktionslinie in den Punktes undB treffen®. Fallsa den Winkel zwischen den Erzeu-
genden und den konstanten Drall der Flache, das heisst das Mass fiur die Lageanderung

1. Imalgemeinen Fall muss die Striktionslinie die Erzeugenden keineswegs in einem rechten Winkel tref-
fen. Beispielsweise wird die Striktionslinie des einschaligen Hyperboloids durch den zentralen Kehl-
kreis gebildet, der nirgends senkrecht auf den geraden Erzeugenden des Hyperboloids steht.
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der Tangentialebene langs einer Regelgeraden, bezeichnen, so gilt hierbei der eine
Schraubenflache beschreibende Ausdruck

a = AB M. (4.37)
Somit sind alle dem obigen Ausdruck gentgenden regelmassigen Helikoide zugleich

zylindroidische Regelflachen. Die allgemeinsten Schraubenflachen sind durch die
gleichméssige Schraubung einer beliebigen Raumkurve um eine feste Achse bestimmt.

II{/I/;IIII ILARANNNN
(AT

Bild 6. Die Schraubenfldche.

Die Schraubenflache wird zur Birotationsflache, falls der Striktionslinie des Helikoides
ein endlicher konstanter Krimmungsradius zugeteilt wird. Regelmassige Birotationsfla-
chen weisen einen konstanten Drehwinkeler geradlinigen Erzeugenden um die in der
gleichen Ebene liegende feste Achse und einen konstanten Drehwaoiselm einen

fixen Geradenpunkt rotierenden Geraden auf. Flr

y=nl/2, nON, (4.38)

wird diese Flache zu einem regelmassigen Moébius’schen Band. Das Mobius’sche Band
lasst sich konstruieren, indem man ein Ende eines Papierstreifens mit seinemram das
fache verdrehten zweiten Ende zusammenheftet. Im Gegensatz zu der zweiseitigen Fla-
che des zylindrischen Streifens, dessen Rand in zwei geschlossene Kurven zerfallt,
besteht der Rand des Mébius’'schen Bandes aus einer einzigen geschlossenen Kurve.
Demzufolge fihrt jede von einem Flachenpugktausgehende Umlaufung entlang
einem geschlossenen der einseitigen Existenz der Flache gleichbedeutenden Weg zurtick
Zu einem entgegengesetzt zugeordneten PQhkt Q . Die topologische Geometrie
pflegt daher die einseitigen Flachen als nicht orientierbar zu bezeichnen.

Bild 4.15: Das Mobius sche Band.
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Analog zu den Zylindroiden lassen sich die konoidischen Flachen durch die Lage der
Leitlinien A unterscheiden. Ruckt eine der geradlinigen Leitlinien in das Unendliche, so
nehmen alle Erzeugenden einen zur gleichen Ebene parallelen Verlauf an. Rickt zudem
die zweite geradlinige Leitlinie in die unendliche Ferne, so wird die konoidische zu einer
echten zylindrischen Flache.

Bild 4.16: Die Regelfldchen des Konoids.

Ausgehend von dem miit, 4 undu bezeichneten algebraischen Grad der drei Leitlinien
einer Regelflache lasst sich der Grad der generierten Regelflache Uber das Produkt der
drei Grossen mit einem konstanten Faktor zwei bestimmen. Dementsprechend fuhrt das
Gleiten einer geradlinigen Erzeugenden entlang dreier erstgradiger Leitlinien, wovon
zwei nie zueinander koplanar sind, zur Erzeugung einer Flache zweiten Grades. Die tUber
beide durch jeweils eine Leitlin#®; undA, und einen auf der dritten Leitlintk; liegen-

den Punkt£; definierten Ebenen erzeugte Schnittgeradmat mit der Regelflache die

drei Punkter;, £, undE; gemeinsam. Da keine Flache zweiter Ordnung von einer Gera-
den in mehr als zwei Punkten geschnitten werden kann, muss die G@gaae in der

Flache liegen und somit ihre Flachenerzeugende sein. Werden umgekehrt die erhaltenen
Erzeugenden, f'undg als Leitlinien angedeutet, so ergeben sich auf aquivalente Weise
die Ausgangsgeradeyy, A, undAg.

Bild 4.17: Zur Erzeugung einer quadratischen Regelfldche.

Die Geraden und A, bilden somit die jeder quadratischen Regelflache angehdrigen
zwei Scharen von Erzeugenden. Zwei scharungsgleiche, sich in einem bestimmten Punkt
P; treffende Flachenerzeugendend AN definieren die zu diesem Punkt zugehdrige
Tangentenflache. Wie aus diesem Konstruktionsschema zu ersehen ist, liegen alle Gera-
den derselben SchaoderA, windschief zueinander. Allgemein bestimmen beide Scha-
ren von Geraden die Flache eines einschaligen Hyperboloides. Im Ausnahmefall kénnen
die keine Parallelitat aufweisenden Geraden einer Sauer A, zu ein und derselben
Ebene parallel sein. Samtliche zu je einer festen Ebene parallelen Geraden definieren die
Flache des hyperbolischen Paraboloides.
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4.4 Minimalflichen

Theoretische Grundlagen

Das Studium der Minimalflachen ist eng mit dem Versuch, Flachen tber die Variations-
rechnung durch eine Minimumseigenschaft des Flacheninhaltes der Form

J’ dA = min. (4.39)

zu charakterisieren, verknupft. Die Aufstellung der Variationsrechnung durch die Basler
Mathematiker Jakob und Johann Bernoulli und Leonhard Euler entstand aus der Not-
wendigkeit, die durch Minimumseigenschaften ausgezeichneten, in der Natur vorkom-
menden Gleichgewichts- und Bewegungszustdande mit mathematischen Mitteln zu
erfassen. Legt die Differentialgeometrie die Umgebungseigenschaften zugrunde, um aus
ihnen Aussagen uber den Gesamtverlauf eines Gebildes herzuleiten, so werden bei der
Variationsrechnung Umgebungseigenschaften aus solchen dem Gebilde als Ganzem
zukommenden Eigenschaften hergeleitet. Beispiele wie das Fermatsche Prinzip, nach
welchem der Strahlenweg eines Lichtstrahls beim Durchlaufen eines Mediums mit varia-
blem Refraktionsindex tUber die Minimierung des Weges erfolgt, oder auch die Kettenli-
nie bezeugen die grundlegende Bedeutung der Variationsrechnung in der theoretischen
Physik.

Die Losung der Uber die obige Gleichung formulierten Minimierungsaufgabe erfolgt
Uber die Betrachtung einer Flache

z = f(x,y) (4.40)
mit kleinstem Inhalt in ihrer durch den Ausdruck

of = g(X,y) (4.41)

gegebenen, infinitesimal deformierten Lage. Das Verschwinden des aus der Deformation
herriihrenden Zusatztermes fir den Flacheninhalt,

6J’J’dA =0, (4.42)

ist die notwendige Bedingung fur die Existenz der Flache, welche die gesuchten Eigen-
schaften aufweist.

Ausgehend von der in parametrischer Form gegebenen Gleichung (4.40),

r=(xvy,f(xvy))), (4.43)

und unter Verwendung der gebréauchlichen Abkirzungen
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p=af/dx, q = af/dy, r = 0%/0°, s = 8%/9xdy und t = 9%/9% (4.44)
fur die Uber die metrischen Komponenten

E=1+p°, F=pg und G = 1+¢° (4.45)
bestimmte Determinangeder metrischen Form,

g=1+p°+q", (4.46)
ergibt sich (4.42) mit

JfaA = [[/g dxdy (4.47)

Zu

[[av1+ p>+gdxdy = 0. (4.48)

Die fur die Bestimmung des Minimums notwendige Ableitung des Integranden ergibt

Hp(as/ 0x) + g(0e/ ady)
/1 N pz N qz

Durch partielle Integration und unter Bericksichtigung des Verschwindens des Wertes
der Deformationsfunktion am Rand ergibt sich (4.49) zu

dxdy = 0 . (4.49)

95 B &, —B—D}dxdy =0. (4.50)

€
.U axD/:Hp +qZD yD/1+p + o0

Da die obige Gleichung auch fur beliebige Stérurg6&iiltigkeit behalten soll, muss der
eckig eingeklammerte Ausdruck gleich null gesetzt werden. Diese Gleichsetzung fuhrt
zu der Aufstellung der als Lagrangesche Gleichung bezeichneten partiellen Differential-
gleichung®

r(1+q2) +1(1+ pz)—2pqs = 0. (4.51)

Jede di% Lagrangesche Gleichung (4.51) erfullende Funkigireine Flache kleinsten
Inhaltes®.

8. Die Anfange des Studiums der Minimalflachen ist eng mit der Arbeit von Joseph de Lagrange ver-
knlpft, der den wiedergegebenen Gedankenzug in seiner Sotiftd une nouvelle méthode pour
déterminer les maxima et les minima des formules intégrales indéfinies, 1762, herleitete. Im gleichen
Werk betrachtet Lagrange auch das Problem, den Inhalt einer Flache, die ein vorgeschriebenes \Volu-
men_[_[zdxdy umhiillt, zu minimieren.
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Die mittlere Krimmung jeder beliebigen Flache= f(x, y) ist durch den Ausdruck

H = [r(1+9?) +t(1+p?) —2pqs] / [2(1+ p? +?)*?] (4.52)

gegeben. Unter Beriicksichtigung der Lagrangeschen Gleichung folgt unmittelbar, dass
die mittlere Krimmung jeder Flache kleinsten Inhaltes den Wert null,

H =0, (4.53)

annehmen muss. Definitionsgemass gilt demzufolge, dass eine Flache kleinsten Inhaltes
eine differentialgeometrische Flache ist, welche die mittlere Krimriurg 0 in allen
Punkten der parametrischen Punktmenge aufweist. Die Erkenntnis Meusniers, dass die
Flachen kleinsten Inhaltes Hauptkrimmungen gleichen Betrages und entgegengesetzte
Vorzeichen aufweisen mussen, stellt die geometrische Fassung der Minimalflachenglei-
chung von Lagrange da?. Da die mittlere Kriimmung als die halbierte Summe der bei-
den Hauptkrimmungen definiert ist, ergibt sich alis= 0 fur alle nicht ebenen
Flachen die Beziehung

K, = —K,. (4.54)
1 2

Hieraus folgt, dass die Gauss’'sche Krimmung aller nicht ebenen Minimalflachen stets
negativ sein muss:

K <O0. (4.55)

Gepragt durch die der Oberflachenspannung unterliegenden Vorgange weisen offene
Seifenhaute stets eine Flache minimalen Inhaltesddf Physikalisch kénnen Mini-
malflachen durch das Tauchen eines beliebig geformten geschlossenen Drahtes in eine
Seifenlosung realisiert werdeli. Diese Betrachtung fuhrt zur Charakterisierung der
Minimalflachen als derjenigen Flachen, welche unter allen, Giber einer gegebenen Raum-
kurve aufgespannten Flachen den kleinsten Inhalt aufweisen. Daraus ergibt sich die als
Plateausches Problem bezeichnete mathematische Frage, die in der Theorie der Minimal-

9. Jede Minimalflache kann lokal mit den Konstantgny, undz, und der komplex-analytischen Funk-
tion F(w) der Variablenw = a + i3 beschrieben werden. Diese als Weierstrass'sche Formeln
bezeichneten Gleichungen lassen erkennen, dass jeder analytischen FerditienMinimalflache
entspricht und umgekehrt. Vgl. Jost (1994) und Nitsche (1989).

10. Die Beweisfiihrung, dass Minimalflachen Hauptkrimmungen gleichen Betrages und entgegengesetzte
Vorzeichen aufweisen, wurde von Meusnier bereits 1776 vor der franzdsischen Akademie vorgetragen,
aber erst spater publiziert. J. B. M. C. Meusniétpoire sur la courbure des surfaces, 1785.

11. Die in der begrenzenden Flache einer Flussigkeit auftretenden Spannungen ergeben sich aus den
Anziehungskraften zwischen den Fliissigkeitsmolekdlen. Ist im Innern einer Flussigkeit jedes Molekdl
derart gleichmassig von Nachbarmolekiilen umgeben, dass die resultierende Anziehungskraft null
betragt, so bildet die asymmetrische Molekilkonfiguration nahe der Oberflache eine ins Flissigkeits-
innere gerichtete resultierende Kraft.

12. Die physikalische Theorie der Seifenhautchen ist ein Teilgebiet der von Young und Laplace 1805
begriindeten phanomenologischen Theorie der Kapillaritat, die Gauss 1830 aus Johann Bernoullis
Prinzip der virtuellen Arbeit abgeleitet und somit zu einem Teilgebiet der Variationsrechnung gemacht
hat. T. Young,4n essay on the cohesion of fluids, 1805; M. Laplaceraité de mécanique céleste,

1805; C. F. Gaus®rincipia generalia theoriae figurae fluidorum in statu aequilibrii, 1830.
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flachen eine zentrale Rolle einnimmt, ob ndmlich jeder geschlossenen Raumkurve min-
destens eine Minimalflache entspric,JHt Jede Minimalflache lasst sich dementspre-
chend abschnittsweise durch eine in einen geeigneten Flachenrand eingespannte und
unter dem Einfluss von Randkraften im Gleichgewicht befindliche homogene Haut reali-
sieren. Physikalisch lasst sich eine solche Haut als eine schubweiche elastische Membran
ohne Eigengewicht andeuten.

\\r %\\ \/<< //

Bild 4.18: Minimalfliche als Seifenhaut.

Die Flachen kleinsten Inhaltes sind daher als die mathematische Modellierung der offe-
nen Seifenhaute im stabilen Gleichgewicht zu betrachten. Uber dieses Modell lassen sich
aber zudem die sich im labilen Gleichgewicht befindenden Seifenhdute beschreiben.
Obschon der mathematischen Untersuchung solcher Flachen wenig Beachtung geschenkt
worden ist, konnen die Ubergange einer stabilen zu einer unstabilen Gleichgewichtslage
in technischen Systemen von entscheidender Bedeutung sein — man denke beispielsweise
an die Bifurkationsprobleme im Ingenieurwesen.

Der erbrachten Beweisfihrung entsprechend verschwindet die mittlere Krimmung in
jedem Punkt einer Flache kleinsten Inhaltes. Wie sich bereits aus dem zuvor Ausgefiihr-
ten entnehmen lasst, gilt die Umkehrung dieses Satzes nicht, da solche, die Bedingung
H = 0 erfillenden Minimalflachen existieren, zu denen sich in beliebiger Nachbar-
schaft andere, die selbe Randkurve, aber einen kleineren Flacheninhalt aufweisenden
Flachen bestimmen lassen. Die Ausséje 0 ist somit eine notwendige, aber keine
hinreichende Bedingung dafir, dass der Inhalt einer Flache minimal ist. Grundsétzlich
sind alle Flachen, welche den Bedingungen

H=0 und J’J’dA = min. (4.56)

genugen, stabile stationare Minimalflachen. Solche Flachen, die die Krimmungsbedin-
gung, nicht aber die Minimumseigenschaft erfillen, werden als unstabile stationare
Minimalflachen bezeichnet.

13. Es sei hier in diesem Zusammenhang auf die ausfihrliche photographische Dokumentation der am
Institut fir leichte Flachentragwerke in Stuttgart durchgefiihrten experimentellen Forschungsarbeiten
hingewiesen. Das Ersetzen der Seife-Glycerin Lésung durch chemische Lésungen erlaubt die Herstel-
lung stabilerer und ausdauernderer Modelle. Vgl. Bach, Burkhardt und Otto (1987).

14. Plateau hat mit seinen umfangreichen theoretischen und experimentellen Arbeiten grosse Verdienste
um die Erforschung der physikalischen Theorie der Kapillaritdt erworben. J. A. P. Phdeigue
expérimentale et théorique des liquides soumis aux seules forces moléculaires, 1873. Die von Plateau
geausserte, sich auf experimentelle Evidenz und geometrische Uberlegungen stiitzende Vermutung,
dass sich in jede Raumkurve endlicher Lange eine Flache kleinsten Inhalt einspannen lasse, fand erst
1930 durch J. Douglas und T. Rado eine befriedigende Antwort.
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Analytisch erfassbare Minimalflachen
Katenoid und Helikoid

Anhand der verwandten Minimalflachen Katenoid und Helikoid konnte erstmals die Exi-
stenz von Flachen, welche der Lagrangeschen Gleichung geniigen, analytisch bewiesen
werden?®. Nach dem Theorem von Meusnier stellt das Katenoid — die durch Rotation
der Kettenliniey = arcosh(x/a) erzeugbare Flache — die einzige nicht ebene, durch
Rotation erzeugbare Minimalflache dar. Andererseits gilt nach dem Theorem von Cata-
lan, dass das Helikoid die einzige Regelflache minimalen Flacheninhal@®s ist

Bild 4.19: Seifenhautmodelle des Katenoids und des Helikoids.

Mit der Abbildung

U= xsnhu und V' =V (4.57)
werden die ersten Fundamentalformen der durch die Ausdriicke

r = (coshu [kosv, coshulkinv, u) und r = (U Ckosv’, U [ENV,V’) (4.58)

gegebenen Flachen des Katenoids und des Helikoids identisch, falls sie in den entspre-
chenden Punkten mit den gleichen Parametern,

E=E, F=F und G = (4.59)

ausgedrickt werden. Das bedeutet, dass jedes einfach zusammenhangende Stiick einer
Kettenflache verzerrungsfrei in ein Stiick einer Wendelflache verbogen werden kann und
umgekehrt. Diese isometrische Deformation beider Flachen lasst sich durch eine einpa-
rametrige Schar assoziierter Minimalflachen wiedergeben und stellt dadurch eine inter-
essante lllustration des Gauss’'schen Theorema Egregium dar. Diese isometrische
Deformation ist durch die folgende einparametrige Schar assoziierter Minimalflachen
erfassbar:

X = coshu [kosv [os(mt/2) + sinhu [sinv [sin(mt/2),

y = coshu [kinv [kos(1t/2) — sinhu [(cosv [kin(1it/ 2),

15. J. B. M. C. Meusnier, Mémoire sur la corbure des surfaces, 1776. Euler hatte schon vor der Aufstel-
lung der Lagrangeschen Gleichung erkannt, dass die Kettenflache des bis Plateau als Alysseid bezeich-
neten Katenoids eine Flache kleinsten Inhaltes ist. L. Bdlghodus inveniendi, 1744.

16. Beweisfiihrung in Nitsche (1989).
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z = ulkos(mt/2)+v [Bin(mt/2), 0<t<1. (4.60)

Bild 4.20: Adjungierte Minimalfliichen Katenoid und Helikoid.

Die Abwicklung des Helikoids auf das Katenoid lasst sich anschaulich mit der Verbie-
gung einer auf der Schraubenflache verlaufenden Schraubenlinie zu einem dieser unend-
lich langen Linie entsprechenden, unendlich oft umlaufenden Kreises wiedergeben. Bei
dieser Verbiegung nehmen auch alle tGbrigen Schraubenlinien die Kreisform von selbst
an. Da alle Kreise dieselbe Achse besitzen, ergibt sich dadurch eine Rotationsflache,
deren Breitenkreise aus den Schraubenlinien der Ausgangsflache hervorgegangen sind.
Das Katenoid stellt eine kettenlinienformige Meridiankurven aufweisende hyperboloid-
ahnliche Rotationsflache dar, welche durch eine zwei parallele, kreisformige Drahte mit
gleicher Achse einspannende Seifenhaut physikalisch gegeben wird.

Scherksche Minimalficichen

Die vergleichsweise einfache explizite Scherksche Gleichung
[ 12 +p2
z=alog[Jr2+b%2+.Jr2—-a2] — b[kalrcianarTﬂLb2 + b8 + c (4.61)
b r2—a

ergibt sich mit der Aufstellung der Bedinguhlgy= 0 fur die allgemeinen helikoidalen
Flachen, das heisst fur solche Flachen, die durch die Schraubung einer Raumkurve gege-
ben sind. Fia = 0 wird die Scherksche Minimalflache zu einem Katenoid, fir0

zu einem Helikoid.

Die Menge aller Minimalflachen, welche die Gleichung

z=1(n) +9(8) (4.62)
erflllen, lasst sich bei geeigneter Umformung tber den Ausdruck

tanh(z/a) = tan(x/alkosa) (tan(y/alkina) (4.63)

angeben. Hierbei ist dig,y)-Ebene Tragerebene eines aus Flachengeraden bestehenden
Rautenmusters, wobei die Flache nur in den “gleichfarbigen Feldern” dieses Schachbret-
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tes definiert ist. Anhand einer solchen Flache wird der Raum in prismatische Bereiche,
die sich in Richtung derAchse nach beiden Seiten in das Unendliche erstrecken, unter-
teilt 17, Im partikularen Fall ergibt sich die obige Gleichung (4.63) amit T/ 4 und

a = 2/b sowie durch eine geeignete Drehung des Koordinatensystems zu der Scherk-
schen Minimalflache

e“®cosbx = coshy . (4.64)

Bild 4.21: Element der periodischen Scherkschen Minimalfldiche.

Fur die vom Randbereich gentigend weit weg liegenden Gebiete weisen die Scherksche
Minilgwalflache und das hyperbolische Paraboloid sehr geringfligige Abweichungen
auf-°.

Bild 4.22: a) Scherksche Minimalficiche und b) hyperbolisches Paraboloid.

Ausgehend von solchen in der Form
fX)+g(y)+h(z) =0 (4.65)
darstellbaren Minimalflachen lasst sich eine durch den Ausdruck
cxzcosth —Bzcoshay = Ccosuf3z (4.66)

gegebene einparametrige Schar von Minimalflachen bestimmen, welche sich im partiku-
laren Fall zu einer weiteren Scherkschen Minimalflache umformen lasst, namlich

sinz = sinhx [Binhy. (4.67)

17. Vgl. Graf und Thomas (1947).

18. Die Ausdriicke z = (-1/0.12006) Cog[ cos(—0.120006 y)/ cos(—0.120006x)]  — erhaltbar durch
die Einsetzung vorb = —0.12006 in (4.64) —un® — y2 = 16z - ein durch die gleichen Eck-
punkte definiertes hyperbolisches Paraboloid — weiser filg X,y < 4 eine maximale Diskrepanz
von weniger als 1% auf. Vgl. Clarke (1966).
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Bild 4.23: Eine weitere Scherksche Minimalficiche.

Ennepersche Minimalfidiche

Aus der durch die Symmetrieebene gebildeten Umhullenden an den kofokalen Parabeln
{x2=(8/3)2+8/9, y=0} und {y°=—(8/3)z+8/9 x=0} (4.68)
l&sst sich die durch die parametrische Form
X=u+ub2—(1/3) s, y=-v — vOP+(1/3) B3, z = u2-v2 (4.69)
gegebene Ennepersche Minimalflache bestimfiieie Festsetzung von konstanten

Grossen fur die Parametemundy in den Ausdricken (4.69) ergibt die ebenen Kurven,
welche das Netz der Krimmungslinien der Enneperschen Flache bilden.

Bild 4.24.: Ennepersche Minimalfldiche.

Catalansche Minimalfldche

Innerhalb derjenigen Minimalflachen, die eine bestimmte geodatische Linie, Asympto-
tenlinie oder Krimmungslinie beinhalten, ist die durch eine zykloidische geodatische
Linie gegebene Catalansche Flache besonders bedéft&id Gleichung dieser Mini-
malflache, die sich mittels Elimination des Parameteasis den beiden Beziehungen

(x—a)cosa = (y— Dsina, 7*cosu +4y(l-cosa) = 4 1- cosno()2 (4.70)

19. A. Enneper, Analytisch-geometrische Untersuchungen, 1864.
20. E. Catalan, Mémoire sur les surfaces dont les rayons de courbure, en chaque point, sont égaux et de
signes contraires, 1855.
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bestimmen lasst, ist durch eine einparametrige Schar von Parabeln gegeben, deren Schei-
tel auf dem durch die Gleichung

x(a) = a-sna, y(a) =1-cosa und z(a) =0 (4.71)

gegebenen Zykloid liegen.

Bild 4.25: Catalansche Minimalfldche.

Analytisch gesehen stellt die Catalansche Minimalflache einen Spezialfall der durch eine
einparametrige Schar von Parabeln gegebenen und durch die Ausdriicke

x = alb—alkina [coshP + b [kin(a/2) (kinh(B/2),
y = a—cosa [coshf + b [cos(a/2) [sinh(B/2),
z=4alsin(a/2) inh(B/2) —(b/2) [ (4.72)

definierten Enneperschen Minimalflache darFira = 1 undb = 0 wird die Enne-
persche Schar von Minimalflachen zur Catalanschen Minimalflachea Eir0 und
b # 0 ergibt sich die Minimalflache des Helikoids.

Hennebergsche Minimalfldiche

Die Hennebergsche Minimalflache ist diejenige Minimalflache, welche die in der durch
y = 0 gegebenen Ebene liegende und durch den Ausdruck

(z-2)° = 9x° (4.73)

gegebene Neilsche Parabel als geodéatische Linie effhéit parametrischer Form ist
diese Flache durch die folgenden Beziehungen gegeben:

X = 2 [Bnha [cosP — (2/3) [kinh3a [kos33,
y = 2 [&inha (8NP + (2/3) [8inh3a [(8n3f3,
z = 2 [cosh2a [os23. (4.74)

21. A. Enneper, Uber Flichen mit besonderen Meridiankurven, 1882.
22. L. Henneberg, Uber solche Minimalflcichen, welche eine vorgeschriebene ebene Kurve zur geodciti-
schen Linie haben, Dissertation, Zlrich, 1875.
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Bei geeigneter Wahl der Parameter a und 3, namlich

lasst sich die Hennebergsche Flache als eine sich nicht schneidende geschlossene Raum-
flache darstellen. Da der Normalvektor beim Durchlaufen dieser Flache seine Orientie-
rung andert, ist die Hennebergsche Flache eine einseitige Flache des Typs Mdbius’'sches
Band. Die Hennebergsche Flache lasst sich abschnittsweise derart angeben, dass die
deren geodatische Kurve darstellende Neilsche Parabel und deren Einseitigkeit ersicht-
lich sind.

Bild 4.26. Ausschnitte aus der Hennebergschen Minimalfidiche.
Schwarzsche Minimalflichen

Die Umrandung der Minimalflache von Schwarz besteht in einem vierseitigen Polygon,
welches durch vier der sechs Kanten eines regularen Tetraeders gebildet wird. Anhand
dieser Flache wurde das von Plateau gestellte Problem erstmals fur eine nicht ebene
Kontur I in konkreter und expliziter Form gel&st

Bild 4.27: Schwarzsche Minimalfldiche.

In optischer Hinsicht besticht die Schwarzsche Flache durch eine frappante Ahnlichkeit
mit einer durch die gleiche polygonale Randkurvieegrenzten hyperbolisch parabolo-
iden Flache. Tatsachlich weisen diese Minimalflache und eine der Gleichung

z = J2 Ox2-y2)Q1/a) (4.76)

gentigende Flache eine maximale Diskrepanz von 0.12 #8.auf

23. Bis zum letzten Drittel des neunzehnten Jahrhunderts blieb das Plateausche Problem fiir alle unebenen
Flachen vollstandig ungelést. Die Arbeit, in der Schwarz seine Ergebnisse im Detail vorgestellt hatte,
wurde der Berliner Akademie 1867 vorgelegt und erhielt deren Preis. H. A. Scliwaazmelte
mathematische Abhandlungen, 1890. B. Riemann hatte das gleiche Problem schon 1861-62 geldst,
aber seine Resultate blieben zunachst unveroffentlicht.
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Die Schwarzsche Minimalflache weist einen hohen Symmetriegrad auf. Sie enthalt den
Mittelpunkt des Tetraeders, welcher durch den Schnittpunkt der drei Geraden, die die
drei Paare gegenuberliegender Seiten verbinden, gegeben ist. Zudem verlaufen zwei die-
ser Geraden in der Flache. Die dritte Gerade bildet die normale Gerade der Flache in dem
angesprochenen Mittelpunkt. Diesen Symmetrieeigenschaften und den entsprechenden
Schwarzschen Spiegelungsprinzipien zufolge lasst sich diese Flache als Grundelement
einer periodischen Minimalflache andeutén

Die Randkurvd’, welche durch sechs gegeniberliegende Ecken miteinander verbunde-
ner Wirfelkanten gebildet wird, flhrt zu einer weiteren Schwarzschen Minimalflache.
Die somit erhaltene Flache lasst sich ebenfalls durch Addition von vier sattelférmigen
Schwarzschen Minimalflachen erzeugen.

Bild 4.28: Eine weitere Schwarzsche Minimalfldche.

Neben den durch eine geschlossene RandKubegrenzten Minimalflachen lassen sich
sowohl experimentell als auch mathematisch solche Minimalflachen bestimmen, die
einen freien Ran& entlang einer Stutzflach& aufweisen. Nach den Schwarzschen
Spiegelungsprinzipien muss die Minimalflache die Stitzflétkatlang der Spurkurve

> rechtwinklig schneiden. Diese Art von Flachen lasst sich anhand der Gergonneschen
Minimalflache exemplifiziere®.

Bild 4.29: Gergonnesche Minimalfldiche.

24. Nitsche (1989).

25. Die Schwarzschen Prinzipien fir die Spiegelung von Minimalflachen lassen sich wie folgt formulie-
ren: (1) Grenzt eine Minimalflache an eine gerade Linie, so stellt ihr SpiegelBiftdan dieser Linie
ebenfalls eine Minimalflache dar, wobei die Vereinigung wmund A/’ gleichermassen eine glatte
Minimalflache bildet. (2) Grenzt eine Minimalflachéan eine Ebene und schneidet sie diese in einem
rechten Winkel, so stellt ihr Spiegelbild’ an dieser Ebene ebenfalls eine Minimalflache dar, welche
in Verbindung mit\M/ eine erweiterte glatte Minimalflache bildet. Vgl. Hildebrandt und Tromba (1985).
Vgl. ebenfalls Burt (1969).

26. Gergonne versuchte erfolgslos, eine einen Wirfel teilende Flache kleinsten Inhalts zu bestimmen,
deren zwei Rander durch zwei gegenlberliegende zueinander inverse Wiirfelseiten gebildet werden.
Diese Aufgabe stellt das alteste Problem bei Minimalflachen mit freiem Rand dar. J. D. Gergonne,
Questions proposées, 1816. Flinfzig Jahre spater gelangte Schwarz zur Losung des Problems.
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4.5 Flichen konstanter Kriimmung

Spharische und pseudosphérische Flachen

Analytisch betrachtet muss jede Flache, die eine konstante, nicht verschwindende
Gauss’sche Krummung aufweist, der Bedingung

K = (LN=M?/(EG-F) = kons. 0 (4.77)

genugen. Die einfachste und zugleich wichtigste Flache, welche die obige Beziehung
erflllt, ist die konstant positiv gekrimmte Kugel. Bei der Kugel ist das Krimmungsmass
K der inversen Quadratur des Radiugleich. In geometrischer Sicht beschreibt die
Kugel den Lokus einer Punktmenge, die durch einen konstanten Abstand zu einem festen
Punkt gekennzeichnet ist. Als einzige Flache weist die Kugel daher unendlich viele
Rotationsachsen und ebensoviele Symmetrieebenen auf. Das Verhaltnis der Oberflache
A zu dem eingeschlossenen Volumiéreiner Kugel lasst sich durch den vom Radius
unabhangigen Ausdruck® = 36 Ot[V? angeben. Es ist von besonderer Bedeutung,
dass die Kugel unter allen Kérpern gleichen Volumens die kleinste Oberflache und
umgekehrt unter allen Koérpern gleicher Oberflache das grésste Volumen aufweist. Wah-
rend der analytische Nachweis dieser bedeutenden geometrischen Eigenschaften mittels
der Variationsrechnung nur mihsam zu fuhren ist, lasst sich der Beweis experimentell
durch jede frei schwebende ideale Seifenblase einfach darstellen. Bedingt durch die
Oberflachenspannungen hat eine unter Innentberdruck stehende geschlossene gewichts-
lose Seifenflache das Bestreben, den Inhalt ihrer Oberflache zu minimieren und somit
die Gestalt einer Kugel anzunehmen.

Da jede verzerrungsfreie Verbiegung einer Flache ihre inneren Eigenschaften invariant
lasst, fuhrt jede Abwicklung eines Kugelausschnittes zu weiteren Flachen konstanter
positiver Krimmung. Die Verallgemeinerung dieser Erkenntnis fihrt zu dem 1839 auf-
gestellten Mindingschen Theorem, welches besagt, dass alle Flachen gleicher konstanter
Krimmung isometrisch zueinander sind. Die Uber verzerrungsfreie Verbiegung erzeug-
bare isometrische Abbildung setzt die Beibehaltung der Bogeni&hgatsprechender
Punkte flr die gesamte Punktmenge voraus. Ebenso wie alle Flachen verschwindender
Gauss’scher Krummung auf der Ebene abwickelbar sind, lassen sich alle positiv
gekrimmten Flachen auf einer Kugel mit dem RadRus K —1/2 isometrisch abbil-
den. Die Flachen konstanter negativer Krimmung gestatten ebenfalls die gleiche Man-
nigfaltigkeit isometrischer Abbildung.

Fur die bei weitem am meisten untersuchten Flachen konstanter Krimmung, die Rotati-
onsflachen, ergibt sich die Bedingung (4.77) it M = 0O zZu

K = LN/EG = konst. (4.78)
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Fur LN >0 entspricht der obige Ausdruck den spharischen Flachen. Pseudosphérische
Flachen sind dementsprechend dutdki <0 gegeben. In ihrer parametrischen Form
lassen sich diese Flachen Uber die Ausdriicke

X = ulktosv, y = ulsinv und z = f(u) (4.79)

angegeben. Die Bestimmung der gesuchten Funki{omn erfolgt Uber die Gleichset-
zung der Uber den Ausdruck (4.78) bestimmten Differentialgleichung mit einer konstan-
ten Grosse. FUK = a2 ergibt sich die Funktif(u) in (4.79) zu

z = J'A/l—a_z(—c1 [sinu/ a+ ¢, (cosu/ a)? du . (4.80)

In Abhangigkeit der durch die Integrationskonstanteangenommenen Werte werden
Uber die obige Gleichung (4.80) die Kugel, die elliptischen beziehungsweise die hyper-
bolischen spharischen Flachen definiert.

Bild 4.30: Kugel, elliptische und hyperbolische sphdrische Fldchen.

Dementsprechend fiihrt die Gleichsetzung der gleichen Differentialgleichung mit einer
konstanten negativen Grosse,= b2, zu der Funktion

7 = Nl-b‘z(-cg“/ D)0y (4.81)

welche die pseudosphéarischen Flachen beschreibt. In Abhangigkeit von der Integrations-
konstanterc lassen sich hierbei die durch Rotation einer Tractrix erzeugbare Pseudo-
sphare mit Pseudoradius und die elliptische beziehungsweise die hyperbolische
pseudospharische Flache unterscheiden. Den spharischen Flachen entsprechend lasst
sich jede eine konstante negative Krimmufg- b aufweisende Flache isome-
trisch auf eine Pseudosphare mit Pseudoradaisbilder?”.

(IISEERR I
=
>

1
Nt

““m !
\\‘\“{‘
AR
\\:\\\‘“’

\
\\{\

Bild 4.31: Pseudosphdire, elliptische und hyperbolische pseudosphdirische Fldichen.

27. Beweisfuhrungen und analytische Herleitunge8truik (1961).
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Nichteuklidische Geometrie

Die in der Ebene geltenden grundlegenden und allgemeinsten geometrischen Aussagen

sind ebenfalls auf alle weiteren Flachen konstanter Kruimmung Ubertragbar. Die Abwei-
chung zwischen der Ebene und den Flachen positiver und negativer konstanter
Gauss’scher Krummung erfolgt erst an einer hoheren Stelle des Aufbaus der Geometrie.
Das Erkennen dieser Unterschiede durch Lobatschewsky und Bolyai fiihrte zur Spaltung
der Geometrie in eine euklidische und eine nichteuklidische Georffetrie

Wahrend des ganzen Mittelalters und bis zum Anfang des 19. Jahrhunderts wurde ver-
geblich versucht, das Parallelenaxiom, welches besagt, dass es zu jedem nicht auf einer
Geraderu liegenden Punkt genau einaicht schneidende Gerade gibt, aus den tbrigen
Axiomen Euklids abzuleiten. Anhand der hyperbolischen Ebene - ein widerspruchfreies
geometrisches Modell, in welchem die geodatischen Linien als nichteuklidische Geraden
betrachtet werden - konnte erstmals die zwischen dem Parallelenaxiom und den Ubrigen
euklidischen Axiomen bestehende Unabhangigkeit aufgezeigt werden. Die Ursache
dafur ist, dass das Parallelenaxiom das einzige in der hyperbolischen Ebene nicht erfillte
Axiom darstellt. Diese Theorie wurde allerdings erst dann weitgehend akzeptiert, als
Beltrami den Beweis erbringen konnte, dass die Konsistenz der Euklidischen Geometrie
diejenige der Lobatschewsky-Bolyaischen Geometrie impliZiert

Die philosophische Relevanz dieser Entdeckung ruhrt daher, dass nach Kant der Raum
und die Zeit als Erkenntniskategorien angesehen wurden, welche die Strukturierung der
an sich amorphen menschlichen Erscheinungswelt ermdgliche. Dem euklidischen raum-
lichen Vorstellungsvermdgen entsprechend wirke die euklidische Geometrie als syntheti-
sches Urteil a priori, das heisst als eine begrifflich vor jeder Erfahrung liegende
Konstruktion des menschlichen Geistes. Obwohl die menschliche Erfahrung zweifellos
die euklidische Geometrie, insbesondere in ihrer kartesischen Auffassung, als Hilfsmittel
verwendet, liess sich mittels der hyperbolischen Geometrie zeigen, dass bestimmte
Eigenschaften der Geometrie nicht a priori deduziert werden kdénnen, sondern aus der
Erfahrung gewonnen werden mussen. Diese bedeutende Entwicklung fihrte zum Kon-
zept der Riemannschen Metrik, mit welchem die Massenverhaltnisse des Raumes erst a
posteriori aus der Erfahrung gewonnen werden. Diese Theorie erfuhr eine Bestéatigung
durch die allgemeine Relativitatstheorie Einsteins, in der die Geometrie des Raumes
durch die Verteilung der Massen bestimmt witd

28. Die Aufstellung der hyperbolischen Geometrieist N. I. Lobatschewsky, 1829, und J. Bolyai, 1832, zu
verdanken. Gauss hatte vermutlich schon zuvor die nichteuklidische Geometrie erkannt. Die Ergeb-
nisse seiner Untersuchungen wurden jedoch nicht publiziert.

29. Beltrami argumentierte, dass eine Inkonsistenz in dieser Geometrie eine Inkonsistenz in der sich auf
die Euklidischen Postulate stiitzenden Theorie der Flachen konstanter negativer Krimmung bedeuten
wirde. E. BeltramiSaggio di interpretazione della geometria non-euclidea, 1868.

30. Schon Gauss hatte versucht, die Krimmung des Raumes, in ahnlicher Weise wie diejenige einer Fla-
che definiert, empirisch zu bestimmen.
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4.6 Diskrete Punktsysteme des Raumes

Diskontinuierliche Geometrie

Mit Hilfe differentialgeometrischer Mittel lassen sich wesentliche Aussagen Uber den
Gesamtverlauf eines stetigen Gebildes formulieren, falls sich die auf die unmittelbare
Umgebung eines betrachteten Punktes beziehenden Eigenschaften auf jeden der Punkte
dieses Gebildes Ubertragen lassen. Die diskrete Geometrie betrachtet hingegen ein
Gebilde ganzheitlich als ein aus isolierten Punktelementen aufgebautes System. Die
Theorie diskontinuierlicher Punktgebilde umfasst eine Fille praxisrelevanter theoreti-
scher Ansétze, Uber welche diskontinuierliche Eigenschaften untersucht und beschrieben
werden kénnen. Mit Hilfe der Theorie diskontinuierlicher Punktgebilde lassen sich
bestimmte in der Natur und in den technischen sowie in den kiinstlerischen Schopfungen
des Menschen vorkommende strukturelle Eigenschaften prézis und synthetisch beschrei-
ben. Zudem kann der Versuch, Membranen mit bestimmten Eigenschaften konzeptionell
zu verwirklichen, dazu fihren, dass ein zu erzeugendes kontinuierliches Gebilde als
Grenzfall eines diskontinuierlichen aufgefasst werden kann.

Bild 4.32: Strukturformel CH, (Methan) und C,H g (Athan).

Die Kristallographie stellt ein wichtiges Anwendungsgebiet und einen Entwicklungska-
talysator der Theorie diskontinuierlicher regelméssiger Punktgebilde dar. Das regelmas-
sige makroskopische Aussere und die Spaltbarkeit der Kristalle l4sst erwarten, dass die
einzelnen als Punkt aufgefassten Atome oder Molekile eine Elementarzelle bilden, die
kongruent zu sich selbst Gber den ganzen Raum fortgesetzt werden kann. Dieser Ansatz
ermdglicht das Verstandnis des Aufbaues und der Symmetrieeigenschaften kristallogra-
phischer Strukturen, womit die geometrischen Eigenschaften des Diskontinuums und das
physikalische Verhalten des Kristalls in einen engen Zusammenhang gebracht werden
konnen3l, Der Unterschied in der Anschauung ist sehr aufféllig und deutet an, wie sehr
unser geometrisches Denken die atomistische Auffassung bevorzugt.

31. Als Kristall bezeichnet man jeden echten Festkorper, dessen Bausteine sich raumlich periodisch in
einem Gitter wiederholen. Im Rahmen der Geometrie der Kristalle wird zwischen dem makroskopi-
schen Scheinkontinuum und dem mikroskopischen Raumgitter unterschieden. Die Klassifikation der
Kristalle erfolgt aufgrund der Symmetrieeigenschaften des strukturellen Diskontinuums. Es lassen sich
hierbei sieben Kristallsysteme und 32 Kristallklassen unterscheiden. Als erster bedeutender Schritt zur
Aufklarung der Kristallstrukturen mittels mathematischer Theorie werden Arbeiten von R. J. Haly
(1743-1822) gewertet. Wichtige Beitrage lieferten ferner J. F. C. Hessel in 1830, A. Bravais in 1850
und C. Jordan (1838-1922). Eine vollstéandige Auflistung aller Raumgruppen haben unabhéangig von-
einander E. S. Fedorow 1890 und A. Schoénflies 1891 aufgestellt. Vgl. Burckhardt (1988).
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In der Zahlentheorie spielen die ebenen und raumlichen Punktgitter ebenfalls eine
bedeutende Rolle. Bereits das einfache ebene quadratische Gitter hat Anlass zu wichti-
gen mathematischen Untersuchungen gegeben, deren erste von Gauss’st&emt
Gauss’'sche Ansatz, welcher dem Beweis der Leibnizschen Reihe

Wa4=1-1/3+1/5-1/7 + ... (4.82)

zugrundeliegt, besteht in dem Versuch, die AnZéh) Gitterpunkte zu bestimmen, wel-

che auf einer Kreisscheibe vom Raditiegen®3. Mit der additiven Zahlentheorie, wel-

che sich mit der Darstellung natirlicher Zahlen durch Summen gewisser naturlicher

Zahlen beschaftigt, findet die Zahlentheorie ein bedeutendes Modell fir die Beschrei-

bung von mittels Addition erfassbaren homothetischen Wachstumsprozessen der Natur
oder flr die Erstellung spezieller Kriterien in der Chaostheorie. Neben den Pythagore-

ischen Polygonalzahlen, auf welche in einem der nachstehenden Kapitel eingegangen
wird, stellen insbesonders die nach der Rekursionsformel

Fo=1, F; =1, Fn+2=(Fn+1+Fn), n=0 (4.83)
bestimmbare Fibonacci'sche Zahlenreihe
1,1,2 35,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, ..., (4.84)

sowie die von ihr abgeleitete Koeffizientenreihe

1/2, 2/3, 3/5, 5/8, 8/13, 13/21, 21/34, ..., (4.85)
ein in dieser Hinsicht bedeutendes Beispiel dar. Diese Zahlenreihe weist die charakteri-
sierende Eigenschaft auf, dass der QuotienFaus  Fppd gegen

® = (J/5-1)/2 = 0.6180.. (4.86)

konvergiert. Dieser Konvergenzwert wird als Goldener Schnitt bezeithfret

32. Zahlentheoretische Probleme wurden schon von den Pythagoréaern formuliert. Eine erste Darstellung
damals bekannter Ergebnisse findet sich in Eulidsienten. Diophantos behandelte in seinem Werk
Arithmetika im dritten nachchristlichen Jahrhundert Gleichungen mit rationalen und ganzzahligen
Lésungen. Ahnlich formulierte Probleme fanden sich in der chinesischen, indischen, arabischen und,
um 1200 durch L. Fibonacci, in der europaischen Mathematik. P. de Fermat gilt als Begrtnder der
modernen Zahlentheorie. L. Euler und J. L. de Lagrange leisteten bedeutende Beitrage im 18. Jahrhun-
dert, und A.-M. Legendréyssai sur la Théorie des Nombres, 1798, entwickelte erstmals eine systema-
tische Darstellung dieses Teilgebietes der Mathematik. Eine entscheidende Fortentwicklung fand die
Zahlentheorie durch C. F. Gausssquisitiones Arithmeticae, 1801.

33. Vgl. Hilbert und Cohn-Vossen (1932).

34. Bereits Kepler zeigte in seindba Nive Sexangula wie die Fibonacci'sche Zahlenreihe in einem engen
Zusammenhang zum Goldenen Schnitt sowie den Mustern und Wachstumsprozessen der Botanik steht.
Als Beispiele der Botanik lassen sich in diesem Zusammenhang die Samenmuster der Sonnenblume
sowie die Muster der Pinienzapfen oder der Ananas erwdhnen. Die mystische und getvéme
aurea war den Agyptern und spéater den Pythagoridern bekannt und wurde dementsprechend bei den
architektonischen Konstruktionen und den kinstlerischen Erzeugnissen angewendet. Vgl. COMAP
(1989), Ghyka (1927), Jaeger (1917).
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Punktsysteme als topologische M odelle konvexer Netze

Jedes rdumliche Punktsystem lasst sich physikalisch als rdumliches Netz auffassen. In
den folgenden Ausfuhrungen soll auf solche konvexe Punktsysteme eingegangen wer-
den, welche eine periodische Wiederholung gewisser Punktmuster aufweisen. Einen
diesbeziglich mdglichen Ansatz stellen solche Punktsysteme dar, welche die Eulersche
topologische Gesetzmassigkeit

F+E = K+2 (4.87)

erflllen. Hierbei bezeichnen die parametrischen GragsémundK die Anzahl Flachen,

Ecken und Kanten des betrachteten Gebifiem topologischer Hinsicht lasst sich ein

Netz Uber seing-fach verknipften Punkte und aisSone ausgebildete Flachen charak-
terisieren. Die topologische Uniformitat eines Netzes bedingt, dass das gesamte System
durch mindestens eine Kanten- oder Flachengleichheit gepragt ist. Nomenklatorisch
kann zwischen topologisch regularenp)-Netzen und topologisch quasiregularen
(n,p)-, beziehungsweis@, p)-Netzen unterschieden werd&h

Reguléare Netze (n,pYetze | Platonische Netze
Quasiregulare Netze n( ,pYetze | Archimedische Netze
(n,p )-Netze | Catalansche Netze

Bild 4.33: Klassifikation uniformer Netze.

Die hier verwendeten Symbole umpd  bezeichnen die gewichteten Mittelwerte der
verschiedenen in jedem Punkt zusammentreffend&one, beziehungsweise der im
System vorkommendemfachen Anschlisse. Die Punktaquivalenz eines Netzes ist fur
solche Systeme gegeben, welche dem Ausdruck

n(F=plE = 2[K (4.88)
gentigerts. Mit
F=(p/n)E und K = (p/2) [E (4.89)

35. Zusatzlich umfasst die Theorie reguléarer Punktsysteme die diskontinuierlichen Bewegungsgruppen,
Uber welche solche Mustergruppen wie Rosetten und Friese wiedergegeben werden kénnen. Markante
kunstlerische und technische Erzeugnisse dieser Art sind die Fensterrosetten in sakralen Bauten der
Romanik und der Gotik. Dieses Ornamentmotiv ist aus Teilen zusammengesetzt, welche ahnlich wie
eine Blite innerhalb eines Kreises regelmassig um ein Zentrum angeordnet sind. Rotierende Elemente
in der Technik, welche Uber eine regelmassige Anordnung eine gleichméssige und optimale Stabilitat
oder Wirkung anstreben, weisen auffallige und ausgepragte Symmetrieeigenschaften der Rosetten-
gruppen auf.

36. Das Eulersche Gesetz stellt einen partikularen Fall des Gesetzes von Schléfli fir die regularen Kérper
des n-dimensionalen Raumes dar. Das Eulersche Gesetz wird durch alle regularen und quasireguléaren
Polyeder, deren Duale sowie die in einer unendlichen Anzahl existierenden regularen Prismen und
Antiprismen erfllt.

37. Nomenklatur nacWells (1977).

38. Nach Quaisser (1994) gilt fur jeden eckenaquivalenten konvexen Poypder 2K 3F grikkK



72

ergibt sich die Eulersche Gleichung (4.87) zu
E=[40n]/[4-(n=-2)(p-2)] . (4.90)

Diesem Ausdruck zufolge ist die GroésBedas heisst die Anzahl Punkte des Systems,
durch das Produkt

X =(-2)(p-2) (4.91)

bestimmt3®. Unter der Beriicksichtigung, dass stets3 o3 gelten muss, lassen
sich drei Losungsbereiche unterscheiden, namlich

1<x<4, x =4 und x>4, (4.92)

welche das Verhalten der Grodgseestimmen.

n
3456 7 8 9101112
3|1 2 3[4]5 6 7 8 910
42/4]6 8
5/3[6 9 12
6|4|8 12 16
P75
8|6
9|7
10| 8
11| 9
12|10

Bild 4.34.: Natiirliche X-Werte.

Fur die drei obigen Falle (4.92) folgt

E>0, E- o, E<O. (4.93)
Jedern,p)-Kombination, die der Gleichung

(n-2)(p-2) = 4 (4.94)

genugt, entspricht ein netzartiges Gebilde, welches aus einer unendlichen Anzahl Punkte
zusammengesetzt ist. Dieses Netz gleicht der infiniten Parkettierung der euklidischen
Ebene. Aus diesem Ausdruck lasst sich die Schlussfolgerung ziehen, dass die Ebene auf
nur drei Arten regular unterteilbar ist. Den dfep)-Kombinationspaare(3, 6) (4, 4)

und (6, 3) entsprechen die triangulare, die quadratische und die hexagonale Parkettie-
rung der Ebene.

39. Im Leibnizschen Manuskript von 1676 des um 1620 von René Descartes (1596-1650) vétfassten
gymnasmata de solidorum elementis wird die Existenz von einzig finf regularen Polyedern bewiesen.
Die Ausdricke E = 4(a+2)/(4—ab) undF = 4(b+2)/(4-ab) a bON , die sich aus die-
sem Manuskript entnehmen lassen, gleichen den hier niedergelegten, falls die Substitutionen
n=a+2undp = b+2 vorgenommen werden. Vgl. Descartes (1987).
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Alle Systeme, die hingegen der Gleichung
1<(n-2)(p—-2)<4 (4.95)

genugen, sind durch eine endliche Ausbreitung gekennzeichnet. Die entsprechenden
Netze sind daher geschlossen und konvex. Die raumliche minimale regular-konvexe Ele-
mentarzelle ergibt sich Uber das Kombinationspagar = Pmin = 3 und weist die
Gestalt des reguléaren Tetraeders auf. Wie die geometrische Anschauung erkennen lasst,
ist die Konvexitat eines Punktes durch die Summe aller in diesem Punkt zusammenkom-
menden Polygonwinkel

pB < 2m, (4.96)

bestimmt. Die als Winkelliberschusdezeichnete Differenz zwischen der Summe aller
Polygonwinkel und dem planaren Grenzwinka] 2

pLB +a = 2m, (4.97)

stellt das Mass der Abweichung der konvexen Punktstruktur von der Ebenheit dar.

Bild 4.35: Zum Winkeliiberschuss Q.

Es lasst sich zeigen, dass die Summe aller Wipkatd die Anzahl der Punkt des
Systems durch die lineare Beziehung

» B = (2nE) - 4m (4.98)

miteinander verknupft sin®. Wie hierbei zu erkennen ist, nimmt der Einfluss des kon-
stanten Uberschussfaktorst #ei zunehmender Anzahl Systempunkte ab. Gleichzeitig
nahert sich die Summe der Anschlusswinkel jedes Punktes dem die Ebenheit charakteri-
sierenden Grenzwertan, womit der Krummungsradius des Systems gegen das Unend-
liche strebt. Nicht zu tibersehen ist hierbei, dass der Uberschussfakier 8umme

E[ptﬁ:4[3t§=4n (4.99)

der Flachenwinke eines Tetraeders gleich ist und somit eine nukleare Grosse darstellt.
Alle (n-p)-Kombinationen, die der Ungleichungh—2)(p—2) >4 genugen, erhalten
im betrachteten dreidimensionalen Raum keine Bedeutung. In der Kristallographie wird
jedoch auch diesen Kombinationen eine bedeutende Rolle beigemessen.

40. In seinem Progymnasmata de solidorum elementis untersucht Descartes die Krimmungseigenschaften
der Polyeder. Ihm wird die Entdeckung der Beziehung (4.98) zugeschrieben. Ibid.
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Regulare Polyeder

Regulare Polyeder sind konvexe Gebilde, welche der hergeleiteten Ungleichung
X=(n-2)(p-2)<4 (4.100)

genugen. Da die beiden Parameteund p der Regularitatsbedingung zufolge einzig
natirliche Werte annehmen dirfen, und weil diese grosser als zwei sein mussen, lasst
sich die obige Bedingung einzig durch die fimp)-Kombinationen

(3,3), (3,4),(3,5),(4,3) und(5,3) (4.101)

erfillen. Die charakterisierende Eigenschaft eines jedes regularen Punktgebildes stellt
eine Funktion des Differenzproduktgsdar. Diese Abhangigkeit lasst sich ebenfalls
anhand der Summe[3 der Anschlusswinkel veranschaulichen.

Den funf (n,p)-Kombinationen (4.101) entsprechen die funf als Platonische Polyeder
bezeichneten Figuren. Die Namensgebung dieser Polyeder ist auf den Pythagoraer Plato
zuruckzufihren, der bei seinem Studium der Struktur und der perzeptiblen und errechen-
baren Invarianten des Universums die flnf regularen Koérper des Tetraeders, des Okta-
eders, des Ikosaeders, des Hexaeders und des Dodekaeders den Elementen Feuer, Luft,
Wasser und Erde und der Himmelsmaterie zuordiéte

41. Die funf regularen Polyeder waren bereits im Kreise der Pythagoréaer bekannt. Pythagoras (580-500
v. Chr.) vertrat die AnsichiJass das Wesen aller Dinge die Zahl sei — vgl. Ghyka (1987), Spengler
(1923). In seinem Dialo@imaios ordnet Plato (427-347 v. Chr.) die regularen Vielflachner iden
menten des Alls zu. Nach Plato formte und fligte Gott den Weltbau geometrisch aus den elementaren
Zustanden des Warmehaften, des Gasférmigen, des Flissigen und des Festen zusammen. Nach der
Platonischen Auffassung symbolisiert der Tetraeder die alles durchdringende Strahlenkraft der Warme
und ist somit dem Feuerelement zuzuordnen. Der allseitig im Raum verstrahlende Oktaeder ist dem
Gasférmigen vergleichbar und reprasentiert somit das Element Luft. Die hexagonale Formtendenz des
Ikosaeders, welche sich bei der frontalen Projizierung des lkosaeders offenbart, findet sich im Wasser,
wenn es im Schnee auskristallisiert. Der Ikosaeder symbolisiert daher das Wasserelement. Die schein-
bare Schwere und Kompaktheit des Wiurfels fihrt dazu, den Hexaeder dem Element Erde zuzuordnen.
Zuletzt stellt der in einem engen Verhaltnis zum Goldenen Schnitt stehende Dodekaeder ein Symbol
der Himmelsmaterie dar, woraus Gott durch Gestaltung und Zahlen die Elemente schuf.

42. Die Gestalten niedrigerer Entwicklung der lebenden Natur sind durch mehrfache Symmetrien gepragt.
Unter den von E. Hackel gegen Ende des 19. Jahrhunderts aufgezeichneten mikroskopischen Organis-
men der Radiolarie lasst sich die Gestalt aller flnf Platonischen Polyeder antreffen. In der Kristallogra-
phie kommen hingegen die beiden regularen Polyeder Dodekaeder und lkosaeder nie vor. Vgl. Jaeger
(1917) und Thompson (1942).
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Jeder der funf reguléaren Korper lasst sich in jeden anderen einschreiben, nicht aber, der
Tetraeder ausgeschlossen, in sich selbst. Es ergeben sich daraus 21 Einschreibungsbezie-
hungen, bei welchen die Umkugel des eingeschriebenen Kérpers gleichzeitig Inkugel
des umhiullenden Korpers ist. Das berihmt gewordene Keplersche Modell der Planeten-
bahnen beruht auf diesem Zusammenspiel der Radienverhaltnisse der Um- und Inkugeln
der Platonischen Polyed&t

(3,3)-(3,3) (3,4) - (4,3) (3,5(5,3)
Bild 4.37: Die (n,p)-Dualitditen der reguldren Polyeder.

Die funf platonischen Polyeder lassen sich in eine Kugel einschreiben, so dass die Ecken
ein System &aquivalenter Punkte darstellen. Falls an die Ecken eines solchen Polyeders
die Tangentialebenen der Umkugel gelegt werden, so missen diese Ebenen einen zwei-
ten Polyeder begrenzen, welcher ebenfalls regular sein muss. Die beiden betrachteten
Gebilde sind dadurch gekennzeichnet, dass die Ecken der eingeschriebenen Korper auf
die Flachenmittelpunkte der umhullenden Kérper zu stehen kommen. Dieses Prinzip der
Dualitat ist bei den drei Paaren Tetraeder-Gegentetraeder, Hexaeder-Oktaeder und Dode-
kaeder-lkosaeder anzutreffen. Der duale Polyeder hat dann gleichviele Kanten wie die
Anzahl Flachen des Ausgangspolyeders, und umgekehrt weist er gleich viele Flachen
wie die Anzahl Kanten des Ausgangspolyeders auf. Die dualen Beziehungen zwischen
den Platonischen Polyedern lassen sich in den Symmetrieeigenschaftep ddatrix
erkennen. Bei geeigneter Massstabwahl zweier betrachteter dualer platonischer Polyeder
kommen die Kanten in ihren Mitten rechtwinklig zum Kreuzen, und es findet eine
gegenseitige Durchdringung statt. Das Paar dualer Polyeder umhullt dann die gleiche
Kantenkugel, welche tangential zu den Beriihrungspunkten liegt.

43. Die regularen Polyeder nahmen stets eine zentrale Rolle im Werdegang der westlichen Geometrie ein
und sind mit grossen Denkern, darunter Pythagoras, Plato, Euklid, Hero und Pappus von Alexandria,
Leonardus Pisanus (Fibonacci), Piero della Francesca, Leonardo da Vinci, Luca Pacioli, Albrecht
Durer, Johannes Kepler und René Descartes, eng verknipft. Bei dem EuklidischéiieWerke (um
300 v. Chr.) wird die Konstruktion der fiinf regularen Polyeder als ein vorrangig abstraktes Problem
der Mathematik behandelt. In der Renaissance entwickelte sich die Konstruktion dieser Kérper zu
einem Problem der Perspektive, Uiber welche die korrekte Wiedergabe der Reguldren Polyeder als
Gebilde des dreidimensionalen Raumes erfolgen sollte. Sowohl in Pawioha Proportione, 1509,
als auch in Keplerélarmonice Mundi, 1619, wird die im Platonischen System implizierte hierarchi-
sche Anordnung der Regularen Polyeder Gibernomfhefles corps réguliers] — so Fra Luca Pacioli —
correspondent aux cing corps simples dans la nature, a savoir Terre, Eau, Air, Feu, et Quinte Essence,
c¢’est a dire la Vertu Céleste qui maintient tous les autres dans leur étre. Das imMysterium Cosmogra-
phicum, 1597, und imHarmonice Mundi dargelegte und berihmt gewordene Keplersche Modell der
Planetenbahnen stellt die Bahnen der damals bekannten Planeten Saturn, Jupiter, Mars, Erde, Venus
und Merkur in Bezug zu den In- und Umkugeln der finf platonischen Korper. Vgl. Kepler (1940),
Pacioli (1980).
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Quasiregulare Polyeder

Die quasiregularen Punktsysteme unterscheiden sich von den regulédren dadurch, dass in
jedem Punkt regulare, aber ungleiche Polygone zusammentreffen. Die Summe der Poly-
gonwinkel um jeden Punkt l&asst sich Gber den Ausdruck

B =pP (4.102)

ermitteln, wobei die Winkelgross ~ dem gewichteten Mittel der regulér-polygonalen
Anschlusswinkel entspricht:

B = SOiB)/ Dy pi- (4.103)

Den regularen Punktsystemen entsprechend ist die Konvexitatsbedingung quasiregularer
Punktsysteme durch die Ungleichung

pB < 2m (4.104)

bestimmt. Jedes Punktsystem, das durch die Quasiregularitat und die Konvexitat charak-
terisiert ist, muss in entsprechender Weise die durch die gewichtete Mittelgrésse sub-
stituierte Ungleichung (4.100), das heisst

X=(n-2)(p-2)<4, (4.105)

erfullen. Wie sich durch geometrische Konstruktion zeigen lasst, existieren genau 13
eine nichtprismatische Gestalt aufweisende Punktsysteme, welche die obige Bedingung
erfillen. Diese Punktsysteme quasiregularen konvexen Charakters werden als Archime-
dische Polyeder bezeichn® Die Archimedischen Polyeder stehen in einer engen
Beziehung zu den Platonischen Kérpern und sind ausnahmslos aus diesen herleitbar. Es
ist eine bemerkenswerte Eigenschatft aller Archimedischen Polyeder, sich derart in einen
regelmassigen Tetraeder umschreiben zu lassen, dass vier ihrer Oberflachen auf den Fla-
chen des Tetraeders liegen. In geometrischer Hinsicht lassen sich 11 der 13 Archimedi-
schen Polyeder als Platonische Polyeder hoherer Frequenzen auffassen, und sind somit
aus diesen direkt herleitbar. Bei der geometrischen Konstruktion Platonischer Polyeder
hoherer Frequenzen wird die Tangentialebene der Umkugel eines betrachteten Eckpunk-
tes des Ausgangspolyeders entlang der durch diesen Punkt verlaufenden Flachennorma-
len verschoben. Der sich daraus ergebende Polyeder entspricht dementsprechend dem
Kern zweier sich in bestimmten Starkeverhéltnissen gestaltbildend wirkender durchdrin-
gender Platonischer Duale. Die Archimedischen Polyeder zweiter Frequenz entsprechen
dem Kern von in gleicher Starke ausgebildeten Platonischen Dualen. Aufgrund der sich

44. Die Beschreibung der 13 eckenéaquivalenten Polyeder, deren Seitenflachen zwar regular sind, die aber
nicht alle die gleiche Kantenzahl besitzen, geht auf Archimedes (285-212 v.Chr.) zurtick. Aus der
Antike wurden jedoch keine Aufzeichnungen dieser quasiregularen Polyeder tberliefert. Einige Archi-
medische Polyeder erscheinen bereits in Padigli&ga Proportione. Die erste vollstandige und syste-
matische Beschreibung aller dreizehn Polyeder ist in Kepl@tgonice Mundi zu finden. Zusétzlich
zu den 13 Archimedischen Polyedern existiert eine unendliche Anzahl von aus regularen Polygonen
zusammengesetzten Prismen und Antiprismen. Ibid.
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aus zwei Tetraederzwillingen ergebenden oktaedrischen Durchdringungsfigur stellt der
zweifach unterteilte Tetraeder keinen zusatzlichen Archimedischen Korper dar. Die
Archimedischen Polyeder dritter Frequenz entsprechen dem Kern dualer Polyeder, wel-
che dadurch definiert sind, dass die Tangentenebenen durch die Drittelspunkte der Kan-
ten des Ausgangspolyeders verlaufen. Die Archimedischen Korper, welche sich durch
zweifache und dreifache Frequenzbildung aus den Archimedischen Polyedern zweiter
Frequenz ableiten lassen, weisen nichtquadratische viereckige Polygone auf, welche der
Regulation tUber einen Dilatationsprozess beddrfen.

Freq. Platonische Polyeder

>

f=1 Hexaeder Oktaeder Tetraeder Ikosaeder Dodekaeder
Archimedische Polyeder

&

f=2 Kuboktaeder Oktaeder

>

f = 3 | Hexaederstumpf | Oktaederstumpf | Tetraederstumpf | Ikosaederstumpf

&

f=4 Rhombenkuboktaeder Kuboktaeder Rhombenikosidodekaeder
4;‘@}\

<]

&

f=6 Kuboktaeder stumpf Oktaeder stumpf Tkosidodekaederstumpf

Cubus simus Dodecaedron simus

Bild 4.38: Die Platonischen und die Archimedischen Polyeder.

Im Gegensatz zu allen ubrigen Archimedischen Polyedern lassen sich der Cubus simus
und der Dodecaedron simus nicht als Kernfiguren dualer Platonischer Korper auffas-
sen®. Diese ungewdhnlich viele aquilaterale Dreiecke aufweisenden Polyeder zeigen
einen rechts- oder linksgerichteten Drall, so dass viele Symmetrieebenen der anderen
regelmassigen und halbregelmassigen Polyeder entfallen.

45. Die Nomenklatur der Archimedischen Polyeder geht auf Keplers Harmonice Mundi zurlick. Die latei-
nische Bezeichnung dieser beiden Polyeder wurde bis in die heutigen Tage beibehalten. Ibid.
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Duale der quasiregularen Polyeder

Den Platonischen Polyedern entsprechend ist die Anzahl Ecken £ der Archimedischen

Korper gleich der Anzahl Flachdnder zugehdrigen, als Catalansche Polyeder bezeich-
neten dualen Gebilde und umgekehrt. Bedingt durch den Zusammenstoss verschiedener
Flachenarten sind ungleich grosse Vieleckwinkel an der Eckenbildung der Archimedi-
schen Polyeder beteiligt, so dass bei dem die dualen Gebilde hervorbringenden Prozess
unregelmassige Vielecke, wie beispielsweise gleichschenklige oder ungleichseitige Drei-
ecke, Rhomben, Deltoide oder ungleichseitige Fluinfecke entstehen.

Kuboktaeder | kosidodekaeder
Rhombendodekaeder Rhombentrikontaeder
Hexaederstumpf | Oktaederstumpf | Tetraederstumpf | Ikosaederstumpf | Dodek.-stumpf
Triakisoktaeder | Tetrakishexaeder | Triakistetraeder Pentakisdodek. | Triakisikosaeder
Rhombenkuboktaeder Rhombenikosidodekaeder
e
BN
e
&7
Deltoidikositetraeder Deltoidhexacontaeder
Cubus simus Dodecaedron simus
Pentagonikositetraeder Pentagonhexecontaeder

Bild 4.39: Die Catalanschen Polyeder.

Die sich aus der Dualitat ergebenden Polyeder weisen Ecken mit zweierlei oder dreierlei
Kantenzahl auf, was darauf zurlickzufihren ist, dass zwei oder drei Flachenarten an der
Bildung der Archimedischen Korper beteiligt sind. Die Konvexitdt des Catalanschen
Punktgebildes ist der Ungleichung (4.105) entsprechend Uber den Ausdruck
x=(n=-2)(p-2)<4 (4.106)
gegeben. Hierbei stellt die Grosgse das gewichtete Mittel der Anzahl Anschlusswinkel

aller Punkte des Gebildes dar. Die wichtigsten Eigenschaften dieser und aller weiteren
regularen und quasiregularen Polyeder sind im Anhang A1 dieser Arbeit auf§Blistet

46. Vgl. Adam und Wyss (1984), Critchlow (1969), Lalvani (1977), Pearce und Pearce (1978) und Pugh
(1976).



5 Parkettierungen gekriimmter Fliachen

5.1 Homonomische Zerlegung ebener Punktfiguren

Jedes wachsende System unterliegt einem Formgesetz, das mit mathematischen Mitteln
erfassbar ist. Gewisse wachsende Formen sind durch die singulare Eigenschaft der konti-
nuierlichen Similaritdt gekennzeichnet. Bei dem Wachstumsprozess des Similaritatskon-
tinuums wird eine betrachtete Ausgangsfozndurch ein Gnomorw jeweils derart
erganzt, dass zu einer dhnlichen Subform der sich ergebenden Fownd. Es gibt
manches, das zunimmt, ohne verdndert zu werden; so nimmt ein Quadrat, wenn man ein

Gnomon hinzufiigt, zwar zu, aber es ist dadurch nicht verdndert; ebenso verhdlt es sich

auch in anderen derartigen Fcllen 1 Dieses Aristotelische “Manches”, das zunimmit,
ohne verédndert zu werden, lasst sich anhand eines Quadrates, welches sich aus dem
Zusammenspiel zwischen einer quadratischen Ausgangsfigur kleinerer Magnitude und
einer gleichschenkligen L-férmigen gnomonischen Figur ergibt, exemplifizieren.

w

Bild 5.1: Das Quadrat als Similaritdtskontinuum.

Jede Formw, welche zu einer anderen beliebigen Formerart addiert werden kann,
dass die sich ergebende Former Ausgangsform gleicht, ist gnomonisch. Das Similari-
tatskontinuum lasst sich fur eingte Progressionsstufe tber die Zahlenreihe

u nr Uy = Vg (5.1)

modellieren. Falls die gnomonische Formvariabkinen linearen Zuwachs aufweist, so
ergibt sich tber den obigen Ausdruck eine polygonale Zahlenreihe zweiten Grades. Der
dargestellten quadratischen Figur entsprechen beispielsweise die gnomonische Zahlen-
reihe(2n-1) und die quadratische Reihe

0 +1
1°+3
2%+5
3% +7
4%+9

(n-1)%+(2n-1) = n

I
NoDdN W N R

1. Aristoteles (1986).
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Indem jeder Zahl eine Figur zugeordnet wird, die sich aus einer dieser Zahl gleichenden

Anzahl von Punkten zusammensetzt, lassen sich die den polygonalen Zahlenreihen
zugrunde liegenden Regelmassigkeiten geometrisch illustrieren. Jeder Zahlenreihe ent-
spricht eine formkonstante Gestalt, deren Magnitude durch den Progressionsgrad gege-
ben ist. Uber diese Systematik und Rigorositat lasst sich das Aristotelische Beispiel des
gnomonisch erganzten Quadrates quantitativ anhand graphischer Hilfsmitteln étfassen

n=1 n=2 n=3 n=4 n=>5
o e O e o o O e o o 0 O
o 0o e @ o O e o ¢ o O
®e 6 o O e 6 & o O
O O O O e 6 & o O
O 0 0 0 O

Bild 5.2: Quadratische Punktreihe.

Jede durch eine gnomonische Erganzung erzeugte Form weist ein durch Progressionsli-
nien gepragtes Muster und einen polaren Urpunkt als Similaritdtszentrum auf. Die Pro-
gressionsarten sind durch die Symmetrieeigenschaften der polygonalen Figur vorgege-
ben. Aufgrund der Kongruenzbedingung des Similaritatskontinuums ist jede polygonale
Progression durch die jeweilige triangulare Grundeinheit, das heisst den kleinsten
gemeinsamen geometrischen Nenner einer polygonalen Figur, gegeben. Im Fall des
aquilateralen Dreieckes ergeben sich Uber die drei durch die Mittelkantensenkrechten
gegebenen Symmetrieachsen sechs triangulare Grundeinheiten, welche sechs Hexanten
definieren. Jede triangulare Grundeinheit weist die drei Winkelgrasé2nm/3 , und
/6 auf und ist durch ihre Klappbarkeit um ihre auf die Symmetrieachsen fallenden
Kanten gekennzeichnet. Bei kontinuierlicher Umklappung tberdeckt eine Grundeinheit
alle sechs Hexanten des aquilateralen Dreieckes.

(AVARTI

Bild 5.3: Zur trianguldren Grundeinheit.

Wie die Anschauung zeigt, ist die Kongruenzbedingung des aquilateralen Dreieckes —
die sechs dem &quilateralen Dreieck entsprechenden Grundeinheiten ausgenommen — ftr
drei jeweils aus drei, zwei und einer Grundeinheit zusammengesetzte triangulare Figuren

2. Auch fiur die Untersuchung biologischer Wachstumsgesetze kann die Aristotelische kontinuierliche
Similaritat herangezogen werden. Bei D’Arcy ThompsOnasGrowth and Form heisst es in diesem
Zusammenhang¥e see that the successive chambers of a spiral Nautilusor of a straight Orthoceras
each whorl or part of a whorl of a periwinkle or other gastropod, each new increment of the operculum
of a gastropod, each additional increment of an elephant’s tusk, or each new chamber of a spiral fora-
minifer, has its leading characteristic at once described and its form so far explained by the simple state-
ment that it constitutes a gnomonto the whole previously existing structure. Vgl. Thompson (1992).
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erflllt. Die triangularen Progressionsarten sind demzufolge durch die Symmetrie- oder
Umklappungsachsen dieser zusammengesetzten Figuren gegeben. Der Anzahl vorhande-
ner Symmetrieachsen, das heisst dem Gnomonengrad der zugehérigen polygonalen Zah-
lenreihe entsprechend, lassen sich die triangularen Progressionen ersten, dritten und
sechsten Grades unterscheiden.

Bild 5.4: a) Erst-, b) drei-, und c) sechsgradige trianguldire Progression.

Im allgemeinen Fall lassen sich die unigerichtete und die plurigerichtete Progression
unterscheiden, bei welchen das Similaritatszentrum jeweils geometrischer Eckpunkt
beziehungsweise geometrisches Zentrum ist. Die unigerichtete polygonale Progression
ergibt sich aus der durch den Ausdruck

i(n—1)+1 (5.2)

gegebenen Gnomonenreiien Grades. Die Anzahl Punkte der urpolygonalen Figur
lasst sich jeweils aus dem zweiten Glied der polygonalen Zahlenreihe entnehmen. Der
uber die Ghomonen ersten Grades gegebenen polygonalen Zahlenreihe entspricht erwar-
tungsgemass die minimale Polygonsfigur des Dreieckes.

i | Gnomonenreihe i(N—1)+ 1 | polygonale Zahlenreihe Polygonsform
1 ]12345,..,n 1, 3,6, 10, 15, ..., n(n+1)/2 Dreieck

2 11,35709,.. 2n1) 1, 4,9, 16,25, ..., n? Quadrat

3 | 1,4,710 13, .., (3n-2) 1,5, 12, 22, 35, ..., n(3n-1)/2 Pentagon

4 | 1,5,9 13,17, ..., (4n-3) 1, 6, 15, 28, 45, ..., n(2n-1) Hexagon

Bild 5.5: Unigerichtete polygonale Progression.

Bedingt durch die Tatsache, dass das durch die erste Progressionsstufe gegebene Simila-
ritatszentrum gleichzeitig das geometrische Symmetriezentrum der polygonalen Figur
ist, weist die plurigerichtete polygonale Progression eine Ursprungsirregularitat auf.
Aufgrund dieser Irregularitat weist jedes Urpolygon den geometrischen Symmetriepunkt
als zusatzlichen Punkt auf. Die erste Progressionsstufe ausgenommen, fur welche das
erste Gnomon stets den Wert eins annimmt, ist die plurigerichtete Progression durch die
Gnomonenreihéten Grades

i(n—1) (5.3)

gegeben. Wie die geometrische Anschauung erkennen lasst, stellen die Gnomonenreihen
(5.3) ersten und zweiten Grades degenerierte Félle der der dreiecksférmigen Figur ent-
sprechenden Gnomonenreihe dritten Grades.dar
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i | Gnomonenreihe i(N—1) Polygonale Zahlenreihe Polygonsform
3 1,36912 .. 3 1,4,10,19, 31, .., 1+3n(n-1)/2 | Dreieck

4 |1,4,8 12 186, .., 4n-1) 1,5, 13,25 41, ..., 1+4n(n-1)/2 | Quadrat

5 | 1,5,10,15,20, ..., 5(n-1) 1,6,16,31,51, .., 1+5n(n-1)/2 | Pentagon

6 |16 12 18,24, ..., 6(n-1) 1,7, 19, 37,61, ..., 1+6n(n-1)/2 Hexagon

Bild 5.6: Plurigerichtete polygonale Progression.

Dajeder polygonalen Zahl eine aus kongruenten Subpolygonen zusammengesetzte simi-
laritatskontinuierliche polygonale Figur entspricht, l&sst sich die Zahlenreihe (5.1) durch
den aquivalenten Ausdruck

sh+9" =9, sh=9h1 (5.4)

ersetzen. Hierbei bezeichngf, S undS" die Anzahl Subpolygone der Ausgangs- und

der Endform sowie des gnomonischen Zuwachses. Wird fur die Magnitude der polygo-
nalen Figuren das mathematische Zeichen des Betrages herangezogen, so ist jede belie-
bige Progressionsstufe durch

1S | <|s'nl und |8"] / |s'] =8|/ |sY| = Kkonst. (5.5)
charakterisiert. Diese ausseren Rahmenbedingungen lassen sich nun derart &ndern, dass

die Magnitude der sich jeweils aus den Progressionsstufen ergebenden polygonalen End-
figur konstant gehalten wird. Mit

|s¥] = |SY| = konst (5.6)
gilt notwendigerweise

8"l <[8"n-4]. (5.7)
Die similaritatskontinuierliche Progression bei konstant gehaltener ausserer Magnitude
entspricht einer kontinuierlichen Unterteilung einer Figur. Die durch die Progression

gegebenen Unterteilungsstufen entsprechen der Frequenz dieser Figur. Die Frequenz ent-
spricht dem Unterteilungsgrad jeder Kante der betrachteten Figur.

Der erstgradigen Gnomonenreihe (5.2) entsprichti far 1 die lineare Dreieckspro-
gression. Aus der Zahlenreihe lassen sich durch die Bildung der ersten und der zweiten
Differenz die Gnomonenreihe und der Ghomonengrad ableiten:

3. In seinem Progymnasmata de solidorum elementis untersucht René Descartes die zwischen den Polye-
dern, den Gnomonen und den Polygonalzahlen bestehenden Zusammebhérigg polyédres régu-
liers, simplement considérés tels qu’ils apparaissent par eux-mémes, se forment par addition d’un
gnomon, comme avaient été formées les surfaces. Lorsque nous penserons ces figures comme mesura-
bles, ce devra étre avec des unités de méme nature que chaque figure. Vgl. Descartes (1987).
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Progressionsstufe: 1 2 3 4 5 .. n
Gnomonengrad (2. Differenz): 1 1 1 1 1 .. 1
Gnomonenreihe (1. Differenz): 1, 2, 3, 4, 5 ..,n

lineare Dreiecksreihe: 1, 3, 6, 10, 15, .., n(n+ 1)/2

Das sich aus der linearen Drelecksprogression ergebende geometrische Muster ist durch

das terminale Similaritdtszentrum und eine einzige Progressionslinie gekennzeichnet.
Bei jeder Progressionsstufe wird die triangulare Punktfigur um eine dieser Stufe entspre-
chende Anzahl Gnomonenpunkte ergénzt. Die entsprechende triangulare Zahl gibt die
gesamte Anzahl Dreieckspunkte an.

Bild 5.7: Trianguldre Progression ersten Grades.

Fur die Bestimmung der Punktzahl progressiver Polyeder ist es angebracht, die Punkte
des Dreiecks in Abhangigkeit von den geometrischen Grundelementen Kante und Flache
des Urdreiecks zu definieren:

Progressionsstufe: 2 3 4 5 6 .. n
Punkte: 3 6 10 15 21 .. n(n+1)/2
Eckpunkte: 3 3 3 3 3 .. 3
Urkantenpunkte: 0 1 2 3 4 .. (n=2)
Urflcichenpunkte: 0 0 1 3 6 .. (n=3)(n-2)/2

Beispielsweise kommen bei der oben fiir die finfte Progressionsstufe dargestellten trian-
gularen Punktfigur ersten Grades drei Punkte auf jeder der drei Urkanten und weitere
drei Punkte auf die Urflache zu liegen. Bei der Darstellung der somit definierten Regel-
massigkeiten lassen sich erwartungsgemass die erstgradige gnomonische und die trian-
gulare Zahlenreihe erkennen. Uber den somit hergeleiteten Ausdruck

P=E+K(n-2)+F[(n-3)(n-2)/2]. (5.8)

lasst sich die Anzahl Punkfeeines aug Ecken,K Kanten und?’ Flachen zusammenge-
setzten progressiven Polyeders bestimmen. Die gesamte Anzahl Subfiéches wel-

cher das Dreieck in derten Progressionsstufe zusammengesetzt ist, lasst sich Uber den
Ausdruck

F° = (n—1)? (5.9)
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bestimmen. Die entsprechende Frequenz des Dreieckes, das heisst der Grad der Kanten-
unterteilung, ergibt sich Uber den Ausdruck

f=n-1. (5.10)

f=2 f=3 f=4 f=5
Bild 5.8: Dreiecke mit linearen Frequenzen.

Die tiefgreifende Korrelation, welche zwischen der linearen zahlentheoretischen Drei-
ecksprogression und den entsprechenden geometrischen Figuren besteht, lasst sich
anhand des Pascalschen Dreieckes illustrieren. Wie eine néhere Betrachtung erkennen
lasst, gleichen die Zahlenreihen der ersten drei Kolonnen des Pascalschen Dreieckes der
zweiten und der ersten Differenz der linearen Dreiecksreihe sowie dieser linearen Drei-
ecksreihe selbst.

1
6 4 1
10 10 5 1
6 15 20 15 6 1

Bild 5.9: Das Pascalsche Dreieck.

R N = = =
g h W N

Die vierte Kolonne, welche die zweite und die dritte Kolonne als zweite und erste Diffe-
renz hat, liefert erwartungsgemass die lineare tetraedische Zahlenreihe:

n(n+ 1)(n+2)
1, 4, 10, 20, 35, 56, 84, ..5 123

(5.11)

Demn-ten Glied dieser Zahlenreihe entspricht die Anzahl Punkte derlawesaren Pro-
gressionsstufen gebildeten tetraedischen Punktfigur. Die der vierten folgenden Kolonnen
fuhren in die lineare Dreiecksgeometrie des Raumes hoherer Dimensionen. Atesrder
Kolonne lasst sich demzufolge die Punktsumme des linearprogressiven Hypertetraeders
des(k-1)-dimensionalen Raumes Uber den Ausdruck

n(n+1)(n+2)...(n+k-1)
k!

(5.12)

entnehmen. Dek-ten Kolonne des Pascalschen Dreieckes lasst sich das geometrische
Grundelement defk-1)-ten Dimension und dementsprechend é&gn Zeile das trian-
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gulare Gebilde desgn-1)-dimensionalen Raumes zuordnen. Uber diese matrizielle
Zuordnung lassen sich die geometrischen Eigenschaften eines triangularen Gebildes des
(n-1)-dimensionalen Raumes entnehmen. Jedem Matrixelgmenentspricht namlich

eine Pascalsche Zahl, welche angibt, aus wievielen geometrischen Grundelementen der
(k-1)-ten Dimension eine lineare Dreiecksfigur ged)-dimensionalen Raumes besteht.

c B

c o & E 5

ct 58 28

€ ¥x T S I

Punkt/ 2 0 0 0 O

Kante| 2 1 0 O O
Dreleck| 3 3 1 0 O
Tetraeder | 4 6 4 1 O
Hypertetraeder | 5 10 10 5 1

Wie sich der obigen Matrix entnehmen lasst, besteht die triangulare Figur des dreidimen-
sionalen Raumes, des Tetraeders, aus vier Punkten, sechs Kanten, vier Flachen und
einem Volumen. Mit diesen hier angegebenen Algorithmen lassen sich folglich die geo-

metrischen Eigenschaften aller triangularen Gebilde des mehrdimensionalen Gebildes
herleiten.

Der triangularen Punktfigur dritten Grades entspricht die sich aus der dreigradigen
Gnomonenreihe (5.3) ergebende polygonale Zahlenreihe:

Progressionsstufe:
Gnomonengrad (2. Differenz):
Gnomonenreihe (1. Differenz):

trianguldre Dreiecksreihe:

12, .., 3(n=1)
31, ., 1+3n(n—1)/2

~O~N O~~~
UV T Y

Die triangulare Dreiecksprogression weist ein urpolares Similaritatszentrum auf. Die
musterbestimmenden Progressionslinien sind durch die drei Symmetrieachsen gegeben.

Bild 5.10: Trianguldre Progression dritten Grades.

Bei der in Abhangigkeit zu den geometrischen Grundelementen des Urpolygons darge-
legten Punktprogression einer drittgradigen Dreiecksfigur lassen sich die folgenden
Regelmassigkeiten erkennen:
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Progressionsstufe: 2 3 4 5 6 .. n
Punkte: 4 10 19 31 46 ... 1+3n(n-1)/2
Eckpunkte: 3 3 3 3 3.3
Urkantenpunkte: 0 1 2 3 4 .. (n=2)
Urfliichenpunkte: 1 4 10 19 31 .. 1+ 3(n-1)(n-2)/2

In Aquivalenz zum Ausdruck (5.8) lasst sich somit die Anzahl PuPidi@er progressi-
ven polyedrischen Punktfigur unter Verwendung der folgenden Beziehung bestimmen:

P=E+K(n-2)+F[1+ 3(n-)(n-2)/2]. (5.13)
Die totale Anzahl similarer Subformé#i des drittgradig progressiven Dreieckes betragt

F* = 3(n-1)° (5.14)
und die lineare Frequenz ergibt sich zu

f=n-1. (5.15)

Bild 5.11: Dreiecke mit trianguldren Frequenzen.

Durch trianguléare Progression dritten Grades unterteilte Dreiecksfiguren weisen die cha-
rakterisierende Eigenschaft auf, dass die aussenliegenden Kanten der am Rand liegenden
Subdreiecke ab der dritten Progressionsstufe nicht mit der Urkante zusammenfallen. Wie
eine ndhere Betrachtung erkennen lasst, entspricht diese dritte Progressionsstufe der auf
eine doppelte triangulare Einheit bezogenen dritten Progressionsstufe einer linearen Pro-
gression. Diese Regelmassigkeit ist auch fur alle weiteren Progressionsstufen guiltig.

Die der hexagonalen Dreiecksprogression entsprechende Zahlenreihe ergibt sich aus der
sechsgradigen gnomonischen Zahlenreihe (5.3).

2 3 45 ..n

56 6 6 .6

6, 12,18 24, .., 6(n—1)

7,19, 37, 61, .., 1+6n(n—1)/2

Progressionsstufe:
Gnomonengrad (2. Differenz):.
Gnomonenreihe (1. Differenz):.

hexagonale Dreiecksreihe:

~ e~~~

Das der hexagonalen Dreiecksprogression zugrunde liegende Muster weist alle Symme-
trieachsen des &quilateralen Dreieckes als Progressionslinien auf.
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Bild 5.12: Trianguldre Progression sechsten Grades.

Uber die zwischen den Dreieckspunkten und den geometrischen Grundelementen des
Urdreiecks bestehenden progressiven Abhangigkeiten

Progressionsstufe: 2 3 4 5 6 .. n
Anzahl Punkte: 7 19 37 61 91 ... 1+ 6n(n-1)/2
Anzahl Eckpunkte: 3 3 3 3 3 .. 3
Anzahl Urkantenpunkte: 1 3 5 7 9 .. (n-3)
Anzahl Urflichenpunkte: 1 7 19 37 61 .. 1+6(n—-1)(n—-2)/2

lasst sich die Anzahl Punkf® einer progressiven polyedrischen Figur in Analogie zu
den Ausdriicken (5.8) und (5.13) Uber den Ausdruck

P=E+K(Nn-3)+F[1+6(n— )(n-2)/2] (5.16)
bestimmen. Die gesamte Anzahl similarer Subdreiétkergibt sich zu

F> = 6(n—1)". (5.17)
Die Uber den Ausdruck

f=2(n-1) (5.18)

erhaltene hexagonale Frequenz des sechsgradig progressiven Dreieckes weist die parti-
kulare Eigenschaft auf, nur gerade Werte anzunehmen.

f=2 f=4 f=26 f=28

Bild 5.13: Dreiecke hoherer hexagonaler Frequenzen.
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5.2 Diskrete sphirische Punktgruppen

Differentialgeometrische Flachenabbildung

Die Abbildung einer Flache auf eine andere setzt die Aufstellung eines Homomorphis-
mus zwischen den beiden geometrischen Identitdten voraus. Die allgemeinste Abbil-
dung, die der Anschauung zuganglich ist, ist die stetige Abbildung. Bei ihr wird verlangt,
dass sie umkehrbar eindeutig ist und dass benachbarte Punkte benachbart bleiben. Eine
stetige Abbildung kann also jede Figur beliebig verzerren, nur dirfen zusammenhan-
gende Teile nicht auseinandergerissen und getrennte Teile nicht zusammengeheftet wer-
den. Die Abbildung einer durch die Parameterdarstellung

X = (u,Vv) (5.19)
gegebenen Flache auf eine Flache

X = (u,v), (5.20)
l&sst sich tber die Abbildungsfunktionen

u=u(uv) und v = v(uVv) (5.21)

beschreiben. Im allgemeinen Fall erfahrt eine Kufwen ® bei ihrer Abbildung aufp
eine Verzerrung. Mit den Bogenelementen

2

ds> = E [Hu® + 2 [F [udv + G [ov?  und

d&” = E tdu? + 2 [F Mudv + G [dv? (5.22)

ergibt sich das Quadrat der Langenverzeruing Richtung vork, beziehungsweis&
im Punkt(u,v) zu

Azzd_ézz E [ou” + 2 [F Hudv + G [Hv°
' 4 Erdu?+ 2 F Cudv + G v

(5.23)

Formal betrachtet gleicht die obige Definition der Langenverzerrung dem Ausdruck fur
die Normalkrimmung. Dementsprechend lassen sich bei der Abbildung einer ®lache
auf eine andere Flache  in jedem Punkt zwei Hauptverzerrangem\, bestimmen.
Analog zu den Krimmungsmassen ergeben sich das Verzerrungsumasdie mittlere
Verzerrungh der Abbildung vorb auf® zu

2 1 2
k ==
Al

_EG-F
T == 2
EG-F

und (5.24)

Sl
I\)I\)'_\
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1

EG-2FF + GE
AS '

EG-F
Uber die Flachenverzerrurgeiner Abbildung vorb auf ® 14sst sich das Verzerrungs-
mass ebenfalls geometrisch deuten:

+

O 1
=3

0

I
NI
]

i
SNy L

(5.25)

S=1/k = A, D, (5.26)

Das getreueste Bild einer Flache gibt die langengetreue Abbildung, bei welcher die geo-
datische Entfernung zweier Punkte stets der geodatischen Entfernung ihrer Bildpunkte
gleich ist, alle Winkel erhalten bleiben und geodéatische Linien in geodatische Linien
Ubergehen. Fir die langengetreue Abbildung missen in entsprechenden Punkten die
Gauss’schen Krimmungen der Flachen Ubereinstimmen. Daher kann man auf ein Stick
der Ebene nur solche Flachenstiicke langentreu abbilden, deren Gauss’'sche Krimmung
Uberall verschwindet, also beispielsweise kein Stiick der Kugel. Jede Landkarte weist
infolgedessen Verzerrungen auf.

Die winkelgetreue konforme Abbildung ist durch die Forderung gekennzeichnet, dass
die Winkel, unter denen sich zwei Kurven schneiden, unverzerrt wiedergegeben werden.
Bei dieser Abbildung isk; = A, , so dass die Uber den Ausdruck

W = 2 0arcsin|[(A;=2,)/ (A + )| (5.27)
gegebene Winkelverzerruriig zu null wird.
Bei der flachentreuen Abbildung entspricht einem Flacheneleddeatf ® ein inhalts-

getreues Flachenelemedd  awf . Da der Flacheninhalt eines Flachenstiickes iiber den
Ausdruck

2

dA = J EG-F (5.28)

gegeben ist, ist die flachentreue Abbildung durch die folgende Beziehung definiert:
2 2
EG-F° = EG-F . (5.29)

Geodatische Linien sind Kurven mit verschwindender geodatischer Krimxuitts
folgt daher fir die geodatischen Kurven — fallen Seitenvektox’ den Tangentenvek-
tor undx" den Krimmungsvektor der Kurxe= x(S) bezeichnen —, dass

Kg = SLX" = (nxx") X" = (nx'x") = 0. (5.30)

Bei einer echten geodatischen Abbildung erfiillt nicht nur die Flachenkurve K,auf
sondern ebenfalls die Bildkurse  a@f die obige Bedingung (5.30).
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Sphérische Abbildung eines Polyeders

Die azimutale Projektion stellt ein geeignetes Abbildungschema dar, nach welchem sich

die zwei geometrischen Identitdten der Kugel und der Ebene homomorphisch eindeutig
verknupfen lassen. Die charakterisierenden Eigenschaften jeder azimutalen Verkntp-
fungsart sind durch die Lage des ProjektionpunRtgegeben. Bei den kartographischen
Entwirfen wird zwischen der gnomonischen, der stereographischen und der orthographi-
schen normalen Projektion unterschieden, je nachdem, ob der ProjektionBpumkt
Kugelmittelpunkt, im azimutalen Gegenpol oder in der unendlichen Ferné.liegt

a b [

Bild 5.14: Gnomonische, stereographische und orthographische azimutale Projektionen.

Jeder in eine Kugel einschreibbare konvexe Polyeder definiert ein diskontinuierliches
Punktsystem der Kugel. Da der Kugelmittelpunkt gleichzeitig geometrisches Zentrum
des konvexen Polyeders ist, lasst sich Uber die gnomonische Zentralprojektion eine
geeignete Homomorphie zwischen den beiden geometrischen Korpern herstellen. Jedem
Punkt der azimutalen Ebene entspricht ein Diametralpunktepaar der Kugel, so dass
maximal eine Hemisphare tber die Zentralprojektion planar abgebildet werden kann. Da
aber der Polyeder einen durch Ebenen abgeschlossenen konvexen Raum einschreibt,
lasst sich die gesamte Kugel zentralprojektiv auf den Polyeder abBilBender zen-
tralprojektion erzeugt das durch den Polyeder definierte System &aquivalenter Kugel-
punkte eine diskontinuierliche Deckgruppe der projizierten Ebene. Diese projektive
Ebene lasst sich direkt als ein Modell der elliptischen Ebene ansehen, wenn die Gleich-
heit von Langen und Winkeln in diesem Modell nicht euklidisch, sondern durch die
spharische Trigonometrie einer Hilfskugel bestimmt werden. Den euklidischen Geraden

4. DieKartographie befasst sich mit der Abbildung der als Kugel oder Ellipsoid modellierten Erde auf die
Ebene. Da es nach dem Gauss'scHetwrema egregium unmoglich ist, die Kugel langentreu auf die
Ebene abzubilden, weisen alle Karten mehr oder weniger ausgepragte Verzerrungen auf, so dass die
Wabhl der zwischen den beiden geometrischen Gebilden zuzuordnenden Verknupfungsart von dem Nut-
zungszweck abhangig ist. In der Geographie, in der Geodasie und in der Navigation sowie in Verkehrs-
darstellungen werden die flachentreuen (aquivalenten), die winkeltreuen (konformen) und die teilweise
langentreuen Projektionen bevorzugt. Beim kartographischen Entwurf lassen sich bei einer Gliederung
nach der Art der Abbildungs-, beziehungsweise Abbildungshilfsflache die azimutale, die zylindrische
(nach G. Mercator auch als Mercatorprojektion bezeichnet) und die konische Abbildung unterscheiden.
Bei der Gliederung nach der Stellung der Abbildungsflache zur Erdachse werden die eben angefuhrten
Entwiirfe normale Abbildungen genannt. Uber eine Koordinatentransformation konnen zudem die
schiefwinkligen und die transversalen Entwirfe berechnet werden. Vgl. Hoschek (1984) sowie Lord
und Wilson (1984). Die kartographischen Entwiirfe waren den griechischen und vermutlich schon den
agyptischen Kartographen des Altertums bekannt. Die exakte Anleitung zur Konstruktion von Gradnet-
zen nach Ptolemaus bildete die Grundlage der in Verbindung mit den Seekarten des 15. und den Mathe-
matikern des 18. Jahrhunderts entstandenen modernen Kartographie.
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und Strecken entsprechen in der elliptischen Geometrie die Grosskreise und die Gross-
kreisbdgen. Daraus ergeben sich zwei die Unterschiede zwischen der euklidischen und
elliptischen Geometrie charakterisierende grundsatzliche Merkmale. Erstens entsprechen
den sich in das Unendliche erstreckenden euklidischen Geraden die geschlossenen Kur-
ven der elliptischen Geraden, und zweitens existieren parallele, das heisst sich nicht-
schneidende euklidische Geraden, wahrend zwei elliptische Geraden stets einen
Schnittpunkt aufweisefi. Die Zentralprojektion besitzt die wichtige Eigenschaft, dass

bei der Abbildung die Grosskreise der Kugel als euklidische Geraden abgebildet werden.
Da beide Kurven gleichzeitig geodéatische Linien sind, ist die Zentralprojektion eine geo-
datische Abbildung. Nach dem Beltramischen Theorem gibt es ausser den Flachen kon-
stanter Gauss’scher Krimmung keine Flache, die auf die Ebene geodéatisch abgebildet
werden kanr.

R = (1/2)I Ry = (J2/2)l

Bild 5.15: Die sphdrische Zentralprojektion des Oktaeders.

Allgemein lasst sich eine geodatische Linie als die 6konomischste Beziehung zwischen
zwei Erscheinungen andeuten. Geometrisch lassen sich die geodatischen Linien als die
Linien der kirzesten Entfernung zwischen zwei Punkten auf einer Flache deuten. Wenn
ein materieller Punkt, der gezwungen ist, auf einer vorgegebenen Flache zu bleiben,
von einem anderen auf der gleichen Flache befindlichen materiellen Punkt angezogen
wird, dann bewegt er sich in Abwesenheit ausserer Krafte auf einer geodatischen Linie.
Auch nimmt ein Uber eine vorgegebene Flache gespannter elastischer Faden die Form
einer geodatischen Linie an. Diese Verknupfung mit den physikalischen Energiemini-
malprinzipien lasst erkennen, dass die geodatischen Linien die Losung des Varia-
tionproblems

5. Der kartographische Entwurf von Buckminster Fullers Dymaxion map der Erde beruht auf der Zentral-
projektion einer Kugel auf einen eingeschriebenen reguldren oder semiregularen konvexen Polyeder.
Beispielsweise werden bei der Ikosaederabbildung 20 geodéatische Dreiecke, deren Kanten Grosskreise
der Kugel sind, auf 20 aquilaterale planare Dreiecke abgebildet. Bei der ikosaedischen Projektion
betragt der neutralisierte spharische Exzess einzig 12°, so dass die Distorsion dementsprechend klein
gehalten werden kann. Durch die als Abwicklung bezeichnete Auseinanderfaltung des Polyeders wer-
den die Dreiecke auf der gleichen Kartenebene dargestellt. BBygerxion map wird eine bestimmte
Anzahl Kugelgrosskreise als Polyederkanten geodatisch abgebildet. Die weitere Unterteilung der ent-
sprechenden sphéarischen und planaren Polygone erfolgt jedoch nicht tiber Zentralprojektion, da bei
jeweilig aquidistanter Unterteilung die Distorsion kleiner gehalten wird. Vgl. Buckminster Fuller
(1983), Lord und Wilson (1984).

6. In der Geometrie dienen die gnomonische Zentralprojektion und die dem Poincaréschen Modell
zugrunde liegende stereographische Abbildung als Modelle fiir die nichteuklidischen elliptischen und
hyperbolischen Ebenen.

7. The only surfaces which can be geodesically mapped upon the plane are those of constant curvature.

Die Beweisfiihrung des Beltramischen Theorems ist bei Struik (1961) auffindbar.
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0s=0 (5.31)

darstellen, wobel s die Bogenlange zwischen zwei Punkten bezeichnet. Die Forderung
(5.31) lasst sich dann erfiillen, falls die geodatische Krimmyragif der Verbindungs-
kurve verschwindet:

K, = 0. (5.32)

Die geodatische Linie ist somit eine Kurve auf einer Flache, deren Hauptnormale in
jedem Flachenpunkt in die Richtung der Flachennormalerffallt

Unter Verwendung der soeben aufgezeichneten zentralprojektiven Homomorphie und in
Umkehrung der Abbildungsrichtung lasst sich eine diskontinuierliche Punktgruppe der
Ebene auf ein Stiick der Kugeloberflache abbilden. Bei einem eingeschriebenen konve-
xen Polyeder gehen bei der Zentralprojektion die die Eckpunkte verbindenden Polyeder-
kanten in Grosskreise der Kugel tiber, so dass der euklidisch geodéatische Polyeder als ein
elliptischer geodétischer Polyeder abgebildet Wird

Bild 5.16: Der sphdroide Oktaeder.

Die Polyeder hoherer Frequenzen bestimmen bei der Zentralprojektion ein diskontinu-
ierliches System &quivalenter Kugelpunkte, welches einige Losungen fir die hier ver-
folgte ebene Pflasterung der Kugel ergibt. Das erhaltene spharoidische geometrische
Gebilde lasst sich als derjenige Kdrper deuten, welcher Uber die Dilatation eines Polye-
ders hoherer Frequenzen entsteht, falls die Dilatation der Forderung unterliegt, dass alle
Punkte nach dem Dilatationsprozess den gleichen Abstand zum geometrischen Zentrum
aufweisen sollen. Es ist naheliegend, dass bei zunehmendem Frequenzgrad die sphari-
sche Gestalt approximiert wird.

8. Vdgl. Struik (1961).

9. Der spharoide Oktaeder diente der Erstellung einer berihmten Weltkarte, welche Leonardo da Vinci
zugeschrieben wird, und bei welcher jeweils die vier hemisphéaregleichen spharischen Dreiecke durch
azimutale Projektion und durch Umklappung in der azimutalen Ebene dargestellt werden. Vgl. Velt-
man (1986).

10. Demzufolge lasst sich die in Platlisaios als durch Drehung kugelformig, mit allseitig gleichem
Abstand von der Mitte aus nach der abschliessenden Oberfliche, gerundet bezeichnete Gestalt der
Kugel nur dann erhalten, wenn die Anzahl Punkte des diskontinuierlichen Systems gegen das Unendli-
che strebt. Bei der Erzeugung kugelférmiger Gestalten, wie beispielsweise der gewichtlosen Seifen-
blase, verfugt die Natur einzig Uber eine endliche Anzahl atomarer Teilchen. Bei einer mikroskopischen
Betrachtung sind demzufolge solche Konstruktionen der Natur als spharoidische Polyeder zu deuten.
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Sphérische Geometrie

Die zentralprojektive spharische Abbildung einer dreieckigen ebenen H&chenter-

teilt die Kugelflache in zwei spharische triangulére Bereiche. Falls die ebene FBiche
den Kugelmittelpunkt nicht beinhaltet, muss notwendigerweise jeder der Kantenwinkel
a, B undy einer der beiden spharischen Flachen kleinertalksin. Die durch diese drei
Winkelgréssen gegebene Summe muss jedoch grésgesails:

a; <, Zai>n, a, ={a,pB,y}. (5.33)

Die Differenzd zwischen der Summe der drei spharischen Kantenwinkel und derjenigen
des entsprechenden Dreiecks der euklidischen Ebene wird als spharischer Exzess des
spharischen Dreiecks bezeichnet:

d=Ya - (5.34)

Bild 5.17: Sphdrische Abbildung eines planaren Dreieckes ABC.

Die geodatischen Dreiecksseiterb undc sind durch die Winkel zwischen den Ortsvek-
toren gegeben, und lassen sich somit Uber die Skalarprodukte bestimmen. Fir die Bogen-
langea gilt beispielsweise:

cosa = (rg e ) /(irgl Oreal) . (5.35)
Die Kantenwinkel des spharischen Dreiecks lassen sich Uber die senkrecht zu den drei
durch das Vektortrie,, r, undr, aufgespannten Ebenen bestimmen. Die Normalvekto-
renn; undn, des Punkted ergeben sich Uber das Vektorprodukt zu

Ng =TaXrg und n, =TIy xr¢c. (5.36)

Uber das Skalarprodukt beider normaler Vektonenih, = Iny| |n,| cosa , folgt far
den Winkela zwischen den Kantelhundc des spharischen Dreieckes:

cosa = (rp xrg) ra Xre) 7/ |ra Xrgl|raxre| - (5.37)
Die spharische Dreiecksflache ist durch den nachstehenden Ausdruck gegeben:

A = 2 [5. (5.38)
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Bestimmung der Polyederpunkte der Kugel

Jeder beliebige Punkt P des Raumes lasst sich tber drei linear unabhangige nichtkopla-
nare Grundvektoren,, e;; undej; eindeutig festlegen. Die drei Einheitsvektoren des
dreidimensionalen Koordinatensystems definieren sechs Oberflachenpunkte und den
Symmetriepunkt einer Einheitskugel. Im Spezialfall des rechtwinkligen kartesischen
Koordinatensystems bilden die durch die drei Einheitsvektoren festgelegten Richtungen
ein senkrechtes Richtungstripel, welches den Raum in acht Oktanten zerlegt. In diesem
partikularen Fall entsprechen die sechs Oberflachenpunkte den sechs Ecken eines Okta-
eders.

N7

Bild 5.18: Das orthonormale Basissystem {e; .

Offensichtlich definiert jede regulare Punktanordnung auf einer Kugeloberflache ein
multidimensionales regulares Koordinatensystem, dessen Ursprung durch den Kugelmit-
telpunkt gegeben ist. Da jeder der in eine Kugel einschreibbaren regularen Polyeder eine
diskontinuierliche Punktgruppe der Kugel erzeugt, ist die Anzahl und die Konfiguration
regularer Punktanordnungen durch die finf Platonischen Polyeder gegeben. Unter den
Platonischen Koérpern weist einzig der Tetraeder keine Ursprungspunktsymmetrie auf.
Zusammen mit seinen vier Gegenpolpunkten definieren die vier tetraedischen Eckpunkte
die acht Eckpunkte des Hexaeders. Dementsprechend definieren die vier tetraedischen
Eckpunkte nur die positiven Richtungen des durch den Hexaeder gegebenen, den Raum
in sechs Hexanten zerteilenden vierdimensionalen Koordinatensystems. Zusatzlich zu
den durch den Oktaeder und den Hexaeder beziehungsweise den Tetraeder gegebenen
drei- und vierdimensionalen Koordinatensystemen existieren zwei weitere regulére
Koordinatensysteme, welche durch den Ikosaeder und den Dodekaeder gegeben sind.
Aufgrund der durch die Winkelgrosse’ 3 gegebenen Konfiguration ist die Kanten-
lange des lkosaeders dem Radius der Umkugel gleich, womit das ikosaedische sechsdi-
mensionale Koordinatensystem durch seine Omniaquidistanz gepragt ist.

Drei beliebige auf der Oberflache der Einheitskugel liegende PdniBeindC definie-

ren drei Einheitsvektoresy, {i = I, 11, 111}. Der Ortsvektorr jedes Punktes, welcher

in der durch die drei Punkte aufgespannten Ebene liegt, lasst sich als eine Summe von
parallel zu den Grundvektorepstehenden Vektoren darstellen:

r=rle+r,lg, +ryle,. (5.39)
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111

Bild 5.19: Der in Abhdngigkeit der Grundvektoren e; definierte Vektor r.

Eine beliebige durch das Punkttripel 4BC — jeweils durch die Ortsvektorens undc
definiert — gegebene Ebene enthélt die Kantenvektgbera), (¢ —a) und (c—»b).

Falls der Ortsvektor einen Punk® der Ebene definiert, lasst sich diese Ebene als der
geometrische Ort aller Vektorem—a), (r—5b) und (r —c) andeuten. Das Skalarpro-
dukt dieser Flachenvektoren mit dem normal zur Ebene stehendeni/ek&cher sich

aus dem Vektorprodukt zweier dieser Kantenvektoren ergibt,

n=(b-a)x(c—a, (5.40)
muss dann null ergeben:
(r=a)h = (r=b)[h = (r—c)[h = 0. (5.41)

Jeder dem obigen Ausdruck gentigende Ortsveldefiniert einen Flachenpunkt

Bei mehrfach unterteilten Dreiecken lassen sich die durch die Unterteilung gegebenen
SchnittpunkteP in Abhéngigkeit vom Frequenzgradestimmen. Fiur die Koordinaten
as byundcydes Punkteg gilt mit

A =n/f, n={123..f, i ={ab,c} (5.42)

die Beziehung

dr = d O\, wobeid = {ab,c}. (5.43)
111 11
C
Pl
| A By
f=3
I I P, =(021)

Bild 5.20: (p; ,)-Werte.

Fur jeden durch die Ausdricke (5.43) eindeutig definierten Frequenzpunkt muss die
Summe der Skalaw€,der Frequenzgleich sein:
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a+bi+c = f. (5.44)

Jeder aus n Eckpunkten bestehende konvexe Polyeder definiert eine bestimmte Anzahl

linear unabhangiger Grundvektoren{i = 1,11, 1Il, ..., N}. Bei den in eine Einheits-
umkugel einschreibbaren Platonischen und Archimedischen Kdrpern sind die Grundvek-
toren sogar gleich den Ortsvektoren dieser Eckpunkte. Jeder innerhalb einer durch drei
Ortsvektoren definierten Ebene liegende Puhkisst sich vorteilhaft mit Hilfe der ent-
sprechenden Grundvektoren nach der oben beschriebenen Systematik definieren. Grund-
satzlich besteht jedoch der Bedarf, die somit bestimmte Punktanordnung Uber ein
einziges orthogonales kartesisches Grundkoordinatensystem konzis zu erfassen. In der
Folge wird daher die dazu nétige Koordinatentransformation dargelegt.

Far die Transformation der schiefwinkligen Koordinaten werden die Vektgrém

einem ursprungsgleichen rechtwinkligen Koordinatensystem derart eingelegt, dass einer
der Grundvektorery;;, mit derz-Koordinatenachse zusammenfallt. Ferner soll einer der
zwei Ubrigen Grundvektoren in einer Koordinatenflache liegen. Der Winkel zwischen
den die Eben& aufspannenden Vektoref unde;; sei mit¢ und derjenige zwischen
dieser Ebene und dem dritten Grundvekigrmit & bezeichnet.

z = III a(l,z) = O,z = 9
ad, 1) = ¢

Bild 5.21: Zur Koordinatentransformation.

Das durch die Grundvektoren bestimmte schiefwinklige Koordinatensystem sei in der
Folge als{, n, {) und die zugehdrigen Einheitsvektoren &gife, unde; bezeichnetin
diesem Koordinatensystem ist ein betrachteter PAnliber die Koordinaten &g,np,

(p) bestimmt. Die weiteren Betrachtungen erfolgen tber die Projektion des Pfnktes
und der Eben& in die (x,y)-Grundriss- und in dig,z)-Seitenrissebene. Bei der Projek-
tion auf die Grundrissebene erfahrt die durch die Vekteyende,, aufgespannte Ebene

> eine Projektionsverzerrunig = 2/%' , welche durch den Ausdruck

A= el /e = eyl / &, = 1/ (sind) (5.45)

gegeben ist. Die Abhangigkeiten der Koordingggmindnp des Punkte® zu den proji-
zierten Koordinaterg,’ ung, lassen sich demzufolge in folgender Form darlegen:

Ep = &piNg, (5.46)

Np = Nplsnd. (5.47)
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Bild 5.22: Grund- und Seitenrisse des vektoriellen Grundsystems.

Die Koordinate xp des Punktes P, ergibt sich mit

Xp = &p [HNG (5.48)
und unter Beriicksichtigung des Ausdruckes (5.46) zu

Xp = &p[HNY [Bing . (5.49)
Fir die Koordinate’p des Punktes,, gilt der Ausdruck

Yp = Np'+ Xp/ (tand) . (5.50)
Unter der Verwendung von (5.47) und (5.49) lasst sich die obige Beziehung in die Form

Yp = NpBNG + &, [Bind [osd (5.51)
umschreiben. Mit

Zp = (p + Yp/ (tand) (5.52)
ergibt sich die Koordinate, des Punkte®, dementsprechend zu

Zp = (p*+Npllosd + &p [osd [osd . (5.53)

Unter der Verwendung einer Transformationsmafrder Form

(sndEng) 0 O
T = |(sind (cosdp) sind O (5.54)
(cosd [cosp) cosd 1

lassen sich die somit erhaltenen Ergebnisse tber den Ausdruck
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bestimmen. Wie ersichtlich ist, werden die orthogonalisierten schiefwinkligen Aus-
gangskoordinaten nur im Ausnahmefall denjenigen des Grundkoordinatensystems ent-
sprechen, da das betrachtete (x,),z)-Koordinatensystem innerhalb eines (X,y,z)-
Grundkoordinatensystems gedreht liegen kann.

cosB,

Bild 5.23: Zur Transformation zweier ursprungsgleicher Koordinatensysteme.

Jeder Einheitsvektor ¢, ist in einem rechtwinkligen kartesischen Koordinatensystem
durch seinen Richtungskosinus, das heisst den Kosinus der Winkel zwischen der zu
beschreibenden Richtung und den positiven Koordinatenachsen, definiert:

e,{ cosa,, cosf3,, cosy,} . (5.56)

Im (X,y, z)-Grundkoordinatensystem sind dementsprechend die orthogona zueinander
stehenden Einheitsvektoren e,, e,, und e, durch den folgenden Ausdruck gegeben:

g{ cosa;, cosPB;, cosy;}, | = {x,y,z}. (5.57)
Unter Verwendung einer Drehmatrix D,

cosa, cosa,, cosa,

y
D = |cosp, cosp, cosB,|, (5.58)
Cosy, Cosy, Cosy,
konnen die orthogonalisierten Koordinaten,z) tber den Ausdruck
%, = DXy, Xp{Xp Yp 2o} und x,{x, ¥y, Z,} (5.59)
in Koordinaten des Grundsystems transformiert werden. Wie sich aus der Zusammenset-
zung beider Ausdriicke (5.55) und (5.59) ergibt, erfolgt die Transformation der Aus-

gangskoordinatergf, np, {p) in das Grundkoordinatensystem unter Verwendung einer
allgemeinen Transformationsmatix

T=TmD, (5.60)
uber die Beziehung

%, = TLE,. (5.61)
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Kugelpflasterung

Die zentraprojektive Abbildung eines mehrfach unterteilten Polyeders erlaubt die
Erzeugung einer diskontinuierlichen spharischen Punktgruppe. Diese Punktgruppe ist
durch die Aquidistanz zu einem fixen geometrischen Zentralpunkt gekennzeichnet. Bei
der Zentralprojektion wird ein durch den Ortsvektor | 7| e, eindeutig bestimmter,
auf einer Polyederflache liegender Puikauf die Kugeloberflache abgebildet. Auf-
grund der zentralprojektiven Eigenschaften ist der Abbildungsgenkt  durch den Orts-
vektor

T =|T|e (5.62)

gegeben. Die zentralprojektive AbbilduRg— P lasst sich Uber den Verkntpfungsvek-
tor

u=lule (5.63)

erfassen. Fir die Ortsvektoren beider Pudktad P gilt somit die Beziehung

T = r+u. (5.64)
zZ z
P> C
b

B / P,

P1 u ) 0 R
y Pl 1

X A 0

Bild 5.24: Zur zentralprojektiven Abbildung.

Betragsmassig sind die Ortsvektorgn| und durch ein Dilatationamass
Arl=1r|+lul =T, (5.65)

miteinander verknupft. Der durch Umformung erhaltene Ausdruck

A=|T|/ |r] (5.66)
lasst sich durch das Einsetzen der bekannten Grossgn| fur | » jund in die Form
A=R/[XP+y?+2Y? (5.67)

umschreiben. Der gesuchte Vekior des sphérischen Pumktes st durch den Ausdruck

F=Ar (5.68)
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gegeben. Die gesuchten Koordinaten lassen sich somit tiber das Gleichungstrio

_i—xR/(x +y2+ Y2

)_(I = {)_(’ y! 2} ’ X| = {X1 ya Z} (569)
bestimmen. Fir den Abstand zweier auf der Kugeloberflache liegender projizierter
PunkteP1 undP; qilt

2.1/2

PP, = = [(X2— X1)" + (Y2 —y1)" + (22— 1) (5.70)

Der gesuchte Ortsvekter lasst sich vorteilhaft unter Anwendung spharischer Koordina-
ten bestimmen. Der betrachtete Pubktes Polyeders ist durch die kartesischen Koordi-
naten(x,y,z) gegeben. Mit den Transformationsgleichungen

2,1/2

1/2
r—(x +y +2) 2 2

, ¢ = aan(y/x), 6 = aan (x +vy9) (5.71)

lasst sich der Ortsvektor des Punkkedurch die Kugelkoordinaten(r, ¢, 8) angeben.
Der zentralprojektive Einheitsvektor des Punktesd der gesuchte Ortsvektor haben
die Koordinaten

€(1,¢,6) und 7(R,¢,0) (5.72)

Der obige Ausdruck (5.70) fur den Abstahawischen zwei benachbarten Punken
und P2 ergibt sich unter Berlcksichtigung der Transformationsgleichungen (5.71) zu

| = [ 2R*-2R¥(sin@, 0sin®,, Cros(¢, + §,) + cosd, [tosb,) 1~ . (5.73)

x y x T T y
Bild 5.25: Sphdrische Abbildung eines Oktaeders zwei- und dreifacher Frequenz.

Fur die Veranschaulichung soll nun auf die zentralprojektive Abbildung des Oktaeders

dreifacher Frequenz quantitativ eingegangen werden. Die oktaedrische Punktgruppe
weist den Vorteil auf, dass die Grundvektoren der Eckpunkte mit dem Grundkoordina-

tensystem zusammenfallen. Aus diesem Grund lasst sich der Ausdruck (5.61) in die fol-
gende Form vereinfachen:

%, = &p. (5.74)
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Die Koordinaten der in der oktaedrischen Flache liegenden Frequenzpguidteen

sich unter Berucksichtigung der obigen Gleichung (5.74) und unter Verwendung der her-
geleiteten Beziehung (5.43) bestimmen. Die Bedingung (5.44) — konstante Quersumme
fur alle Punkte — ist hierbei stets erfillt.

210 1,20

Bild 5.26: (x,y,z)-Punktwerte der oktaedrischen Dreiecksfldiche dreifacher Frequen:z.

Die gesuchten zentralprojizierten Punkte lassen sich Uber den Ausdruck (5.68) bezie-
hungsweise (5.69) bestimmen. Fur eine Einheitskugel lassen sich die gesuchten Koordi-
naten aus der nachstehenden Tabelle entnehmen. Die gesuchten Kantenldngen ergeben
sich Uber die Beziehung (5.70). Aufgrund der Symmetrieeigenschaften des aquilateralen
Dreiecks — vgl. Bild 5.3, pp. 80 — ist die Geometrie der aus 108 Staben bestehenden
spharoiden oktaedrischen Struktur dreifacher Frequenz mit nur vier Stablangen, wovon
zwei gleich sind, eindeutig bestimrt

P x vy oz | A

003 0 0 1 1/3
030 0 1 0 1/3
300 1 0 0 1/3
102 1/./5 0 2/.5 | 1/./5
201 2/.J5 0 1/.J5 | 1/./5

012
021
210
120
111

0 1/.J5 2/.J5 | 1/./5
0 2/J5 1/.J5 | 1/./5
2/J5 1/./5 0 1/./5
1/.J5 2/.J5 0 1/./5
/.3 /.3 1/.3|1/.3

P P NOONIP WO O|X
P NP NP OO0 woIK
P OO R NRFER NOO W|N

Pi-Pj | 003102 102-201 102-111 102-012
| 0.4595 0.6325 0.6714 0.6325

BN

JAVES
B/ e

Bild 5.27: Aufgeklappte Parkettierung eines Kugeloktanten.

11. Vgl. Buckminster Fuller (1975), Kenner (1976), Migliari (1975).
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5.3 Dilatationen der sphérischen Punktgruppe

Kartesische Spharendilatation

Jeder auf der Oberflache einer Einheitskugel liegende Puiskidurch seinen Ortsvek-

tor r = e, bestimmt. Wahrend des Dilatationprozesses wird der betrachtete APunkt
entlang einer durch den Ortsvektgrdefinierten Trajektorienachse ex- oder implosiv
bewegt. Die durch den Betrag des Dilatationvektdnestimmte Endlage dieser Bewe-
gung definiert einen AbbildungspunRt  im Raum, dessen Ortsvektor durch den Aus-
druck

OP =r =r+v =(1+v)e = Ag (5.75)

gegeben ist. Die Raumlage des Abbildungspunktes  lasst sich demzufolge in Abhan-
gigkeit einer einzigen Parametergrosse, dem Dilatationsmasisideutig bestimmen.

Der Transformationsprozess einer gesamten spharischen Punktgruppe ist durch ein Dila-
tationsfeld ) bestimmt, tber welches jedem Puiktein Dilatationsmas3; eindeutig
zugeordnet wird:

r=Vve, V ={\}. (5.76)

Uber diese ganzheitliche Betrachtung lassen sich bei der Dilatation der spharischen
Punktgruppe topologische Konfigurationen, Formen und Krafte in einen eindeutigen
Zusammenhang bringéﬁ. Die Dilatation wird als orthogonal-reguléar bezeichnet, falls

das neugebildete Punktsystem drei senkrecht aufeinanderstehende Symmetrieebenen
aufweist, und falls die Dilatationsmasse flr die auf den kartesischen Achsen liegenden
Punkte Hauptwerte annehmen und somit dilatationscharakterisierende Eigenschaften
besitzen. Diese Dilatationseigenschaften lassen sich in diesem Fall formell tGber den
Ausdruck

D(Ay Ay ) (5.77)

herleiten. Fur die Formbestimmung ist es sinnvoll, einen der Dilatationshauptwerte als
eine Einheitsdilatation anzunehmen:

DA, =1, A/ A A/N)  » D(L Ay, A . (5.78)

Alle sphéarischen Punktgruppen, welche nach der Transformation auf eine analytisch
beschreibbare Oberflache der Form

(x*/a +(y"™/b™ + 2"/ = 1 (5.79)

12. Diese Uberlegungen kniipfen an die sphérischen Vektorfglder Physik an, bei denen die Léange des
an einem Punkt angreifenden Kraftvektors vom Betregs Ortsvektors abhangt. Beispiele hierfir
liefern die tUber den Ausdruc¥ = (c/r3)r = (c/r2)(r/r)  hergeleiteten Newtonschen und Cou-
lombschen Kraftfelder.
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zu liegen kommen, unterliegen einer orthogonal-reguléaren Dilatation. Unter Verwen-
dung der Dilatationscharakterisierung (5.78) lasst sich der obige Ausdruck in die Form

X+ (y"/A™ + (2R = 1 (5.80)

umschreiben. Falls die drei Exponentenvariablen den Wert zwei annehmen, bildet die
dilatierte Punktmenge ein Ellipsoid mit den Hauptach€gm, , A,)

o—\.

Bild 5.28: Dilatation eines sphdrischen Oktaeders dreigradiger Frequen:z.

Die Richtung des Ortsvektors = ' e, eines Abbildungspuni®es ist durch den
bekannten Einheitsvektar.(¢, 6, /)  gegeben. Fiur die Bestimmung der unbekannten
Parametergrosse ist es zweckmassig, den Ortsvektor

r=re =ry€, e¢(¢, 0=1/21) (5.81)
aller in der(x,y)-Ebene liegender Abbildungspunk®  erstmals zu bestimmen. Alle sich

aus der orthogonal-regularen Dilatation ergebenden Putikte (x,deEbene missen
der durch den Ausdruck

X+ (y"/A™ = 1 (5.82)
definierten ebenen Kurve genlgen. Mit

X =Ty [(os¢p , y = Mo (sing (5.83)

ergibt sich die Komponenté = r¢  der Ortsvektorén  aller auf der Kurve (5.82) lie-
gender Punkte Uber die Losung der Exponentialgleichung

m 1

ry + 0 _mDD'q; -— = 0. (5.84)
Ocos'p Ay O cos ¢
Falls die beiden Exponenten gleich sikds m , SO ergibt sich die gesuchte Grdsse uber

den Ausdruck
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y m 1/m
fo = E- m A% m E : (5.85)
LAy [kos" ¢ +sin"¢ U
y z
e Eq)
ﬁ r¢ 0
! - --€
I’¢ ¢

Bild 5.29: Zur ellipsoiden Dilatation der Sphdire.

Zusammen mit der z-Achse spannt die durch die Winkelkoordinate ¢ definierte Achse g,
eine Ebene auf, welche eine Schnittkurve enthélt, die durch die Gleichung

(85 /Ty )+ (Z/A,) = 1 (5.86)
definiert ist. Fir die Koordinatg, gilt:

gy = X Coos¢ +(y"/A,™) Csing . (5.87)
Unter Verwendung der Ausdriicke flur die Koordinatentransformationen

z = r'[osB, € = T [(kinB (5.88)

ergibt sich die gesuchte spharische Koordimate ber die Gleichung

. I N n 3 n
r o+ Bﬁﬂ’gg AZGD ! - A—ZGD =0. (5.89)
r¢ DCOS 0 DCOS 0

Bei Exponentengleichheit= n  lasst sich der obige Ausdruck in die Form

3 N /n
0 (ry D\, O
¢ = B o 7z - (5.90)
[{A, C8NB) + (r, Ccosd) U

umschreiben. Bei gewissen geometrischen Gebilden kénnen die zwei Exponentenpara-
meterm undn den gleichen Wert annehmen. Mit=_ m  ergibt sich durch das Einsetzen
des Ausdruckes (5.85) in (5.90):

()—\y DT\Z)n 1/n

(A, 0sin8)"[(A, [cosd)" + sin"¢p] + ( A, Cos)" O

(.

0
r'=10 (5.91)
0
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L okale Dilatationen

Uber die dargelegten Ausdriicke lasst sich die spharische Punktgruppe derart abbilden,
dass alle Punkte ein regelméassiges Muster auf einer durch die Gleichung (5.80) definier-
baren Oberflache bilden. Die Formgruppe dieser Oberflache ist durch die drei Exponen-
tenvariablenk, m und n gegeben. Bei gegebener Formgruppe ergibt sich die der
kartesischen Orthogonalitat unterliegende Proportionsform des geometrischen Gebildes
aus den den beiden Achsenpunktpaaren zugeordneten Dilatationsﬁpsserﬁz und . Die
Dilatationsmasse

A = (0, 0) (5.92)

des Dilatationfeldeg” missen jedoch keineswegs diesen aufgezeichneten differential-
geometrischen Zwangen unterliegen. Sicherlich ist in diesem Zusammenhang von Inter-
esse, einem beliebigen spharischen kardinalen P#hlein Dilatationsmass\X
willkirlich zuzuordnen und gleichzeitig eine Storungsflagfieu bestimmen, innerhalb
welcher die Punkte ein vom Wert eins verschiedenes Dilatationsmass annehmen:

oA OPOAS

S
v Uio O POAS"

(5.93)
Gleichzeitig soll aber die Funktiorf(¢,8) fur die innerhalb dieser Flache liegenden
Punkte den sich aus den praktischen Zweckmassigkeiten ergebenden Stetigkeitserfor-
dernissen genigen. Bei einem automatisierten Dilatationsprozess liessen sich Uber diese
Methode beliebige Dilatationen erzeugen. Insbesonders liessen sich mehrere kardinale
Punkte bestimmen und automatisch superponieren. Der hier vorgeschlagene Ansatz stellt
lediglich eine der vielen denkbaren Moglichkeiten dar. Es wird hier von einer sinusinalen
Dilatation ausgegangen.

Der die Stérung verursachende kardinale Pénéter Einheitskugel sei durch die beiden
Winkelkoordinatenp K un@®X

= 9", 0, (5.94)

eindeutig bestimmt. Die RichtungX, 6X) des Ortvektofs  definiert eine kardinale
Achse(,

e = ef, (5.95)

entlang welcher der Punkteine Verschiebung erfahren soll. Die Abbildung des Punktes
K ist durch den Ortsvektor

K TK= (% 652 (5.96)

gegeben. Die sich aus der Einheitskugel und der durch die beiden Achsdbfaufge-
spannten Ebene ergebende Schnittkurve stellt einen Grogskdas heisst einen Ein-
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heitskreis, dar. Bei der Verschiebung erzeugt K eine in der durch (¢ = ¢$X) gegebenen
(z,{)-Ebene liegende Storungskurve, deren Anfangs- und Endpsinktel S, durch die
Stérungswinkel

(6 + 63) und (6" - 63) (5.97)

gegeben sind. Die Bogenlange der auf der sphérischen geodétischen Kurve liegenden
abzubildenden Punkte betragt demzufoq@+ Gg)

K z

K(5 0.1)

Bild 5.30: Zur Definition des Punktes K und der Storungsldnge des Grosskreises g.

In der Folge wird mit dem gleichen Stérungswinkel,
07 = 85 = 6°, (5.98)
operiert. Im hier angenommenen Fall soll die Stérungskurve, um die Stetigkeitserforder-

nisse zu gewabhrleisten, einen im rechtwinkligen kartesisgheirKoordinatensystem
durch den Ausdruck

z = A sin(wx + lg) (5.99)

gegebenen sinusidalen Verlauf annehmen.

r
AR = ‘ K
|
S | S
10— =" ——¢_--"= g
v
0
0 o< _gS oK oK + 65

Bild 5.31: Darstellung von r fiir & = & in Abhcngigkeit des Winkels © .

Mit den Substitutionen
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INEDL
w = 1/26°,
U = (2)(1-65/6% (5.100)

fur die Dilatation des kardinalen Punktsrespektive die Stérungslange und den Sto-
rungsanfang, ergibt sich das Dilatationsma&X) = f(0) fur die im Stérungsbereich
liegenden Punkte der geodatischen Linie zu

A = A sin{[r26% 8 +[(Tv2)(1- 6%/} (5.101)
fur alle
0°-0% <8 < (8°+0%, ¢ = ~. (5.102)

Fir die Definition der die StérungsflacHé umrandenden Stérungskurvést es sinn-
voll, die Stérungskurve auf die definiegeéAchse zu beziehen.

-9 0

Bild 5.32: Darstellung von r fiir ¢ = ¢K in Abhcngigkeit des Winkels 8.

Bezieht man das Uber den obigen Ausdruck gegebene Dilatationsraaéslie durch
den Ortsvektor des Punkté&sdefinierte(-Achse @ = 0 ), so gilt mitB = 6 + 8% der
umgeformte Ausdruck (5.101)

A= A dn{[v (20918 + [v2]}

0(-0°< 8 < 6%, (§=09). (5.103)

Die Stérungskurve, welche die Stdérungsflach# umrandet, lasst sich vorteilhaft Gber

die KoordinaterB und des rechtwinkligeny {)-Koordinatensystems herleiten. Die
Raumlage dieses Koordinatensystems beziiglich xdes){Grundkoordinatensystems
ergibt sich tber eine Drehung um didchse um die WinkelgrossgK  und eine Rotati-
onsbewegung um dig -Achse um den Be®&g . Die durch die beiden Koordinaten-
achsenx ung aufgespannte EbEhschneidet somit diexfy)-Ebene entlang dey -
Achse.
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¢ = ¢(XvY)+¢K

Bild 5.33: Zur Raumlage des (X,Yy,0)-Koordinatensystems.

Die Koordinaten ¢ und 8 einesim (X,Yy,{)-Koordinatensystem definierten Punktes P las-
sen sich Uber die nachstehenden Transformationsgleichungen bestimmen:

o = 06XV +¢X = [arctan(tand / cosBK)] + K,
sind™ Y cot[arcsin(sin8X Tsing ™Y/ sinB)] =

= coto” [kind — cosp*¥) cosd 06™Y 2 0, m. (5.104)

m ¢(x,y)

a Z(Xv y)

a= cosBK, b=1

D(Z(X’y), m) = ¢(x,y) —
0@*¥, ) = 9

Z(X’y)

Bild 5.34: Zur Transformation der Koordinaten ® und 0.

Falls fur allep -Werte die Koordina® den konstanten \BRrt annimmt,

6=0° 09, (5.105)

stellt die Stérungskurve einen Kleinkreis der Einheitskugel dar, und die Ortsvektoren
der die Kurves bildenden Punkté stellen die Mantelflache eines Rotationskegels dar.
Der Rotationskegel lasst sich zum allgemeinsten Kegel umformen, falls die Koordinate
B keinen konstanten We8®  annimmt

8 = £(9). (5.106)
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In diesem Fall schneidet der unregelméssige Kegel eine nichtebene unreguléare geschlos-
sene Kurve auf der Einheitskugel.

Bild 5.35: Zur durch den kardinalen Punkt K erzeugten Storungsfliche A°.

Fur den Rotationskegel stellt das auf gi&chse bezogene Dilatationsmass innerhalb
der Storungsflache einzig eine Funktion der Koordifiate dar, und der Ausdruck (5.101)
ist fur alled gdltig. In diesem Fall lasst sich (5.102) wie folgt umschreiben:

S

—8°< B <0°

0% . (5.107)
Falls die Schnittkurve eine Funktion der Winkelkoordinafe darstellt, so gilt

S

0 = 1(9), (5.108)
wobei, damit die Stérungskuryegeschlossen ist, die Bedingung

S =S

0 (p=0) = 06 (¢ =2m), (5.109)

erflllt werden muss, und der Ausdruck (5.101) wird zu

A= A Sn{[v@i@)] 8 + [2]) . (5.110)
GS
/b\
// \\ 4
= ?
0 2m
Offnungswinkel: a - konstant
b - variabel

Bild 5.36: Die Storungskurve s als Schnittkurve der Kugeloberfldiche mit einem Kegel.
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Zum Gradienten des Ver zer rungsmasses

Bei der Dilatation wird jedem abzubildenden Punkt P Uber ein Dilatationsfeld” ein
Dilatationsmasa zugeteilt. Dabei wird ein betrachtetes Grosskreissegment der Einheits-
sphéare mit der Bogenlangedurch Deformation und Verzerrung als eine ebene Kurve
mit der Bogenlang@& abgebildet. Die sich aus dieser Dilatation ergebende Langenver-
zerrungA, lasst sich differentialgeometrisch tber den Ausdruck (5.23) bestimmen. Da
der Gradient der Dilatationsmasse der auf einem Grosskreis liegenden Puakitélt-
nismassig hohe Werte annehmen kann, ergeben sich bei der Dilatation benachbarte
Abbildungssegmente, deren Bogenlangen die entsprechende Disparitat aufweisen.

o7 S
7/
/ PN a
/ 7 \ 5
/ S 7 a L a,
/ [~
/ . & K

Bild 5.37: Zum Problem der unterschiedlichen Lingenverzerrung M.

Dem zwei Punkté’; und P, verbindenden Grosskreisegment der Einheitskugel mit der
Bogenlangex entspricht bei einer diskreten spharischen Punktmenge die Sehne mit der
uber den Ausdruck
| = 2Bin(a/2). (5.1112)
gegebenen Langk Beim Dilatationsprozess erfahrt die Sehne eine kombinierte Lage-

und Langenanderung. Wird den beiden betrachteten PuPktemd P, das gleiche Dila-
tationsmass\; zugeordnet, so erfahrt die Verbindungsstreckeine translatorische

Bewegung, deren vektorieller Betrag

lw| =[A;—1] cos(a/2)

gegeben ist. Die gleichzeitige LAngen&nderlihg

Al =2[A;—1] cos(a/2).

durch die Beziehung

(5.112)

dieser Strecke betragt

(5.113)

Die Ortsvektoren der Endpunkte der translatorisch abgebildeten Strecke sind durch die
Einheitsvektorere,(P1) , beziehungsweiséP-) und das Dilatationsmaestimmt.

Falls einem der beiden Punkte eine zusatzliche Dilatdfor= (A, —A;) erteilt wird,

so erfahrt die betrachtete Strecke eine Rotatdonm den festgehaltenen Punkt. Der
Betrag dieser Rotation, welche die Kreissehne als Nullreferenz aufweist, ergibt sich tber
den nachstehenden Ausdruck

tanw = (A=A)/ (A, +A,)- (5.114)

Die sich aus der translatorischen und rotatorischen planaren Bewegung und der damit
zusammenhangenden Langenverzerrung ergebende Streckdnlange betragt
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[ = sin(as2)[2A2+ 22172 (5.115)

Der Léngenupterschieﬁf zweier benachbarter abgebildeter Strecken stellt bei konstant
gehaltenem Offnungswinkel eine Funktion des Gradienten des Betrages der Rotation
w dar.

[r(Pl = [r(P)l = 1 P TPl = A,

- TPl = 2,
0----" " Ja /I | +4l
W R P2

Bild 5.38: Zur Abbildung einer zwei sphdrische Punkte verbindenden Strecke |.

Sowohl aus statischen als auch aus konstruktiven Grinden empfiehlt es sich, die Uber
den Ausdruck (5.70) beziehungsweise (5.73) gegebenen Abstande benachbarter abgebil-
deter Punkte® nur innerhalb festgelegter Grenzen zu variieren. Diese Forderung lasst
sich erflllen, indem der Frequenzgrédines betrachteteten sphérischen Polygons in
Abhangigkeit des Betragesdes Rotationvektors abgestuft verandert wird:

f= p(w). (5.116)

P,

Bild 5.39: In Abhdingigkeit des Rotationsgradienten bestimmte Frequenz f.

Die den hier niedergelegten Uberlegungen dienenden Berechnungen liessen sich vorteil-
haft mit Hilfe automatisierter Prozesse durchfihren. Insbesondere wiirden graphisch
unterstitzte Berechnungsvorgéange den Dilatationsprozess durch Visualisierung leicht
erfassbar machen. Uber lokale Dilatation liessen sich einzelne kardinale Punkte in Hin-
sicht auf deren Auswirkung verschieben. Durch die Visualisation konnten die diesem
Prozess zugrunde liegenden Parameter beliebig und zielgerichtet geandert werden. Ein-
zig unter der Verwendung solcher Mittel konnten beliebige, eventuell sich gegenseitig
beeinflussende kardinale Punkte verschoben werden. Aufgrund der gestellten Stetig-
keitserfordernisse lassen sich beliebige Stérungsfelder Gberlappen, wobei die entspre-
chenden Dilatationswerte superponiert werden kénnen. Im automatisierten Prozess liesse
sich eine obere und eine untere Schranke fur die Verbindungsstrecke zweier miteinander
verknUpfter Punkte festlegen. In Abhéngigkeit dieser Angabe liesse sich die Frequenz
jedes sphéarischen Polygons automatisch der hier aufgezeichneten Systematik folgend
generieren.



6 Formfindung von gekriimmten Flichentragwerken

6.1 Mechanik der gekriimmten Fliche

Die konzeptuelle Untersuchung struktureller Zusammenhange bedarf des grundsatzli-
chen Verstandnisses der mechanischen Verhaltmés@iges Konstruieren — mit den
Worten Girkmanns -setzt die Kenntnis des Spiels der inneren Krdfie voraus, und der
Konstrukteur muss zugleich wissen, durch welche Massnahmen er das Krdftespiel giin-

stig zu beeinflussen vermag L Hierbei gilt es, die Intuition und das statische Gefiihl im
Sinne einer verninftigen Kombination von Einfachheit und Genauigkeit zu Iénken
Dass das Bauwerk niemals der Berechnung entstammen sollte, misste eigentlich — wie
bereits Torroja und Nervi zum Ausdruck gebracht haben — weiterhin fester Bestandteil
des ingenieurmassigen Denkens s&wr. wenn man das Tragwerk “von Hand” analy-

siert hat, kann man den Krafifluss verfolgen und danach konstruieren 3. Es sollte somit
umgekehrt die Berechnung sein, die fir die Uberprifung der Standsicherheit und der
Festigkeit der Skizze des Tragwerks entspringt.

Oft bildet die Plastizitatstheorie den geeigneten mechanischen Ansatz fir die qualitative
und quantitative Erfassung des Tragverhaltens einer unter Lasteinwirkung stehenden
Struktur. Die plastizitatstheoretischen Untersuchungen sind durch eine Visualisierungs-
macht und einen engen Bezug zu den phanomenologischen Ereignissen gepragt, die der
klassischen elastischen Theorie unerreichbar bleiben. Dass fur die Ermittlung der Bean-
spruchungen gekrimmter Flachentragwerke dennoch die Elastizitatsgesetze herangezo-
gen werden, dirfte primar mit dem mangelhaften raumlichen Uberblick, den das Stu-
dium dem Ingenieur vermittelt, zusammenhangen. Darlberhinaus darf grundsatzlich
postuliert werden, dass der Ausnitzungsgrad der Materialien eines solchen Tragwerkes
eher gering ausfallt, womit sich die Annahmen des ungerissenen Zustandes, der Homo-
genitat, der Isotropie und der Linearelastizitat grundsatzlich vertreten lassen. In Anbe-
tracht dieser Tatsachen empfiehlt es sich, die Untersuchung elementarer Zusammen-
hange bei der Lastabtragung mit Hilfe der Elastizitatstheorie nachzuvollZte ey
gualitativen Untersuchung instabilitdtsgefahrdeter gekrimmter Flachen liegt hingegen
ein rein geometriebehaftetes Problem zugrunde, da das Tragverhalten von Schalen durch
das uberkritische Verhalten, das heisst durch die Last-Deformationsbeziehung nach
Erreichen der linearen kritischen Last, bestimmt ist. Im allgemeinen ist eine markante
Traglastabnahme im Uberkritischen Bereich zu verzeichnen, was fiir die Imperfektions-
sensibilitat von Schalen verantwortlich 3st

1. Girkmann (1963).

2. Bereits einfache Uberlegungen kénnen statisch iiberzogene Konzepte verwerfen. In diesem Zusammen-
hang seien die — trotz allem &sthetisch vollkommenen — punktgestiitzten Schalen des Sydney Opera
House von Jgrn Utzon erwéahnt, die aufgrund realitéatsfremder Vorstellungen (ber das Tragverhalten und
die Herstellung zu einem finanziellen und terminlichen Misserfolg wurden.

3. Schlaich (1986).

4. Vgl. Anhang A 2, pp. 161.

5. Selbstverstandlich bedarf die quantitave Erfassung des Beulens der Beriicksichtigung aller materialbe-
dingter Nichtlinearitaten. Vgl. hierzu Anhang A 3, pp. 163.
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Membrantheorie

Der Versuch, das Kraftespiel einer Flache mechanisch zu erfassen, fuhrt zur Vorstellung
des zweidimensionalen Kontinuums, das heisst der materialisierten Flache, welche
Krafte Ubertragen und Formanderungen erleiden kann. Um die Schnittgréssen, welche in
diesem Kontinuum wirken, dem Studium des mechanischen Verhaltens von Flachen
zuganglich zu machen, bedarf es der Bericksichtigung der an jeder Einheit der Schnitt-
langen wirkenden Spannungskomponenten. Innerhalb des Kontinuums werden jedem
Flachenelement einer imagindren Schnittflache eine Normalspannungskomponente und
zwei Schubspannungskomponenten — zur Mittelflache parallel und normal wirkend —
Ubertragen. Bei einem im kartesischen Koordinatensystems definierten Flachenelement
sind diese Komponenten alg, T,y undt,, in einem durchx = konst. festgelegten
Schnitt und dementsprechend als 1,y und T, in einem Schnitt parallel zyrAchse
definiert. Nach dem bekannten Satz der elementaren Festigkeitslehre gilt hierbei die

Gleichheitt,, = 1, .

Bild 6.1: Zur Definition der Schnittkrdifte.

Die gesuchten Schnittkraftgrossen folgen aus der Integration dieser Komponenten tber
die Starke der Flache. Die Membrankréfte ergeben sich in diesem Sinn aus den Ausdrik-
ken

h/2 h/2
n, = I_h/z o, (1-2z/r,)dz, n, = .[_h/z o, (1-2z/r,)dz und (6.1)

h/2 h/2

Ny = I_h/z Ty (1-2/1,)dz , ny, = I_h/z

Tyy (1-z/r ) dz . (6.2)

Aus den beiden letzten Formeln geht hervor, dass die beiden Schubkréfte trotz der
Gleichheit der Schubspannungen nur bei Nabelpunkten gleich sind. Aus der entspre-
chenden Integration der dritten Schubspannungskomponente folgen die Querkrafte:

h/2 h/2
v, = I_h/z Ty (1-2/1,)dz , v, = I_h/z T,y (1-2/r,) dz . (6.3)

Zur Kennzeichnung der mdglichen Ungleichmassigkeit der Spannungsverteilungen wird

der Begriff des Momentes herangezogen. Es ergeben sich daraus die durch die Aus-
driicke

h/2 h/2
_ zZ0 - _Z0
m, = I_h/z o, [z E!l_ry gdz , m, = I_h/z o, [z E’l r g dz (6.4)
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definierten Biegemomente sowie die entsprechenden Drillmomente

h/2 h/2
_ Z0 - _Z0
Myx = I_h/z Tyx L2 EILl_ry 0% My = J’—h/z by 2 E'Ll My ot (69

Bei gekrimmten dehnsteifen Flachenstrukturen ohne Biegesteifigkeit durfen die zur
Mittelflache parallel wirkenden Spannungen als gleichmassig Uber die Flachenhstarke
verteilt angenommen werdéh In diesem Fall werden die Biege- und Drillmomente
(6.4) und (6.5) sowie demzufolge die Querkrafte (6.3) zu null,

=v, =0, (6.6)

m,=m,=mg, =m, =V

X y Xy yX X
und die 10 unbekannten Grossen reduzieren sich auf nur drei Membrankrafte, die durch
die vereinfachten Ausdriicke

n,=o,th, n,=o0,th und n, =n, =1,LCh (6.7)

X y yX Xy

Yy

bestimmt werden konneh Die Membranflache setzt demzufolge einer Verbiegung, das
heisst einer Anderung der Krimmungsverhaltnisse der Mittelflache, keinen elastischen
Widerstand entgegen und ist umgekehrt imstande, bei geeigneten Randbedingungen
spannungslose Formanderungen auszufuhren, die nicht einmal unendlich klein sein mus-
sen.

Bild 6.2: Definition der positiven Membranschnittkrdifie.

Fur die Aufstellung der Grundgleichung der Membrantheorie werden die Untersuchun-
gen der Einfacheit halber an einem ebenen Schalenelement durchgefihrt und angenom-

6. Damit der Spannungszustand in einer Flache als biegefrei angesehen werden kann, missen folgende
Voraussetzungen erfillt sein: Die Mittelflache muss stetig gekrimmt sein; die Flachenstarke darf sich
nur stetig andern; die Flachenlasten missen stetig verteilt sein; die Randkrafte miissen tangential zur
Mittelflache gerichtet sein; bei den Auflagerungen darf die Formanderung der Flache nur soweit behin-
dert werden, dass die dadurch erzeugten Zwangskrafte ebenfalls tangential zur Mittelflache gerichtet
sind. Vgl.Girkmann (1963).

7. Diese kénnen somit im Fall einer statisch bestimmten Lagerung aus den Gleichgewichtsbedingungen
allein bestimmt werden, ohne dass dazu die elastischen Formanderungen herangezogen werden mis-
sen. Vgl. Billington (1982), Fligge (1957), Kollar (1984).
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men, dass es sich um gewdhnliche kartesische Koordinaten handelt. Aus den
Ergebnissen in defx,y)-Ebene kdnnen die realen Schnittkrafte ermittelt werden. Die
Verknupfungen zwischen den Membranschnittkraften und deren Projektionen auf die
horizontale Ebene sind durch die Beziehungen

Ny = N, cosa / cosB , ny, = n, cosP/ cosa , Ny, = N (6.8)

y Xy

gegeben. Definitionsgemass lasst sich eine Spannungsfurikgioly) einfihren, deren
zweite Ableitungen den horizontalen Projektionen der Membranschnittkrafte gleich sind:

n, = 0°F / ay?,
n, = 0°F / x°,
N = O°F / 0X [By . (6.9)

Daraus lasst sich eine einzige partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung flr
F(x,y) aufstellen,

0°F 8’z F 0z Fdz _

—_— — 2 + - q’
6X2 ayz ox EBy ox EBy ayz 6X2

- - 0z - az 622 -
G==Pz* Pgg tPygy ¥ 2]’ ‘Vjpydy, (6.10)

die das Kraftprojektions-Gleichgewicht jedes Flachenelementes ausdrifelt den
wichtigen Fall, dass nur normale Lasten auftreten, gilt mit

Px =Py =0 und —p, = ¢ (6.11)

die Membrangleichung

O°F 9’z O°F 07 | F¥z_

— -2 = —p;. 6.12
aXZ ayz ox [Dy ox EBy ay ax Pz ( )

Die Randbedingung fur diese Gleichung besteht in einer Vorschrift Gber den Wert einer
Schnittkraft am Rande, also in einer Vorschrift Gber die zweite AbleitungR(ony)

Wie sie sich im Einzelfall auswirkt, hangt von der Funkti&r, y) ab. Strenge L6sun-

gen der Differentialgleichung sind nur fir wenige Sonderfélle der Schalenform und der
Belastungsverteilung bekannt, so dass daher die Integration zumeist auf numerischem
Wege erfolgen muss

8. Vgl. Billington (1982), Fliigge (1957), Girkmann (1963).
9. Kollar (1984) untersucht die notwendigen und hinreichenden Randbedingungen, die zur eindeutigen
Lésung der Membrangleichung fihren, in Abhéngigkeit von der Gauss’schen Kriimmung der Flache.
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Biegetheorie

Bei biegesteifen Flachen — Schalen — darf nicht von einer konstanten Spannungsvertei-
lung Uber die Querschnittsflache ausgegangen werden. Fir das Erfassen der Beanspru-
chungen miussen demzufolge die Gleichungen (6.1) bis (6.5) herangezogen werden. Die-
ses Verhalten der Schale lasst sich auf die drei Ursachen statisch bedingte Biegung,
Biegung aus der Unvertraglichkeit der Verformungen und starke Krimmungsanderung
der Flache zurtckfuhren. Die statisch bedingte Biegung ist eine Folge von auf der biege-
steifen Flache konzentriert oder linienférmig wirkenden Lasten, von Auflagerbedingun-
gen, die das Einleiten bestimmter Randkrafte, die zur Erhaltung des Membranspan-
nungszustandes notwendig sind, nicht gewéhrleisten konnen, oder von Flachenbereichen
mit zu grossen Krimmungsradien. Bei Behinderung der dem Membranspannungszu-
stand entsprechenden Verformungen entstehen zusatzliche Biegedeformationen aus den
Randstorungen — Biegung aus der Unvertraglichkeit der Verformungen —, anhand wel-
cher die Kontinuitat hergestellt wird. Eine zu starke Krimmungsanderung der Flache,
welche sich beispielsweise aus unbehinderter Deformation ergeben kann, kann lokalen
oder globalen Charakter haben. Falls die Stérung rasch abklingt, kann der Membran-
spannungszustand, der allein das statische Gleichgewicht der Schale sichert, durch die
Biegebeanspruchungen Uberlagert werden. Haben diese Biegebeanspruchungen jedoch
einen globalen Charakter, so muss das aus Membrankraften und Biegung bestehende
globale Kraftespiel untersucht werden.

Strenge Losungen fur die Erfassung der Biegebeanspruchungen existieren einzig fur
einige analytisch einfache Flachen wie die Rotations- und Zylinderflé?eh@rile Ursa-

che daflr besteht primar in dem grossen Aufwand, welcher mit der analytischen Ermitt-
lung der Biegebeanspruchungen allgemein geformter Flachen verbunderEistige
bedeutende Vereinfachungen sind jedoch madglich, falls die betrachtete Flache als “flach”
charakterisiert werden kann, das heisst wenn das Verhdltnis der Stichhéhe zur Spann-
weite etwa 1:5 nicht Gbersteigt. Unter dieser Annahme darf fir den Neigungswinkel

der Flache

coso =1 und sna = a (6.13)

angenommen werder. Die Bestimmung der Beanspruchungen der biegesteifen Flache

erfolgt entweder direkt anhand der Verschiebungsfunktion oder Uber die Erstellung des
Gleichgewichtes. Fir die Lésung Uber die Verschiebungsfunktionen wird von den drei
unbekannten Verschiebungsfunktionen

u=uxy,z, v=v(xyz und w = w(x,y,2) (6.14)

10. Vgl. Billington (1982), Fligge (1957), Girkmann (1968}|assow (1958).

11. Andererseits erilibrigt es sich aufgrund der heutzutage zur Verfligung stehenden Methode der Finiten
Elemente, eine allgemeine komplexe analytische Theorie aufzustellen.

12. Wlassow (1958). Fir eine parabelférmige Leitlinie entspricht die Bedingiing 1/5 einer maxi-
malen Randneigung vom = 38°
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in kartesischen Koordinaten ausgegangen. Das Aufstellen der Gleichgewichtsbedingun-

gen an einem Flachenelement und die Substitution aller statischen Grossen durch die
obigen Funktionen und deren Ableitungen nach dem Elastizitatsgesetz fuhrt zu einem
Gleichungssystem, welches aus drei gekoppelten Differentialgleichungen besteht. Dieses
Gleichungssystem weist als unbekannte Grossen neben den Last- und Formfunktionen

p=p(xyz) und z = z(XYy,2) (6.15)
die unbekannten Verschiebungsfunktionen auf. Die Lésung der drei Gleichungen erfolgt

unter Einbezug der Randbedingungen fir die Verschiebungsfunktionen. Aus den Ver-
schiebungen lassen sich dann auch die gesuchten Schnittgrossen ermitteln.

Bei der Losung Uber Gleichgewichtserstellung werden die unbekannten statischen Gros-
sen durch eine Spannungsfunktiéitx, y) und die senkrecht zur Mittelflache wirkende
Verschiebung durch die Verschiebungsfunktie(x,y,z) ausgedruckt. Fur

p=p, und v =0 (6.16)

fuhrt dieser Ansatz zu dem Gleichungspaar
LF —{Et®/[12(1-v))]} AAw + p, = O , (6.17)
AMF +(Et)Lw = 0. (6.18)

Hierbei gilt fur die verwendeten Operatoren

oz, D"’—

52 2
0z

= (6.19)
ay x> 9% 2 ax EBy ax [y '’
4 4 4
AA = 64+ a4+2 26 . (6.20)
ox o0y 0x" [By

In physikalischer Hinsicht driicken die erste Gleichung die Gleichgewichtsbedingung in
Richtung der Flachennormalen und die zweite Gleichung die Vertraglichkeitsbedingung
aus. Fur schwach gekrimmte Flachen lasst sich also das mechanische Geschehen auf ein
System, welches aus zwei gekoppelten Differentialgleichungen fiir zwei skalare Funktio-
nen besteht, zurlckfihren. Die Membranschnittkrafte der Flache lassen sich tber die
ermittelte SpannungsfunktioR(x,y)  mit Hilfe der Ausdriicke (6.8) bestimmen. Die aus
der Biegesteifigkeit herriihrenden Momente und die Querkrafte lassen sich tber die Ver-
schiebungsfunktiorw(x,y,z) anhand der folgenden Ausdriicke bestimmen:

B°w  o°wD
mx——DD—+V—2D
[Px? oy [
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ox0
2
0w
m,, = —-D (1 V)ax By (6.22)
sowie
0 0
Vx:_DBa_XmW und vy:—DBa—yDﬁw. (6.22)
Fur die Biegesteifigkeit gilt
D = EQ®/[12(1-vd)]. (6.23)

Die krimmungslose Flache entspricht dem Speziallfall der Platte beziehungsweise der
Scheibe. Fur diese wird der Pucher-Operator (6.19) zu null, so dass das Gleichungspaar
(6.17) und (6.18) sich auf

TEt}/12(1-v?)] AAw + p, = O, (6.24)
AAF = 0 (6.25)

reduziert. Die Plattengleichung (6.24) gestattet es, die Verzerrungen, Momente und
Querkrafte einer Platte Gber ihre Durchbiegunguszudriicken. Der in der Elastizitats-
theorie als Airysche Biharmonische Gleichung bezeichnete Ausdruck (6.25) dient der
Beschreibung des ebenen Spannungszustandes einer Scheibe. Die im Pucher-Operator
enthaltenen Krimmungseigenschaften der Flache Uben einen wesentlichen Einfluss auf
die Verteilung der Schnittgrossen der Flache, das heisst auf den gegenseitigen Einfluss
der Kraftesysteme der Platte und der Scheibe, aus. Bei Flachen mit zu vernachlassiger
Biegesteifigkeit,

D =0, (6.26)

entfallen die zweiten Glieder der Ausdriicke (6.17) und (6.18). Das Gleichungspaar redu-
ziert sich dementsprechend auf

LF + p, = 0, (6.27)
AAF +(Et)Lw = 0. (6.28)

Die Integration der Membrangleichungen kann durch die Bestimmung der Airyschen
Spannungsfunktion aus dem ersten Ausdruck — der Gleichung (6.12) entsprechend — und
die konsequente Ermittlung der Verschiebungsfunktion aus dem zweiten Ausdruck
schrittweise erfolgen. In vollkommener Analogie zu der Balkentheorie ist die Membran
demzufolge ein innerlich statisch bestimmtes System.
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Elastische Beultheorie

Das Beulen von auf Druck beanspruchten imperfektionsfreien, linear elastischen Fla-
chenstrukturen entspricht einer Gleichgewichtsverzweigung des Membranspannungszu-
standes. Bei apriorischer Wirkung zusatzlicher Biegebeanspruchungen, die sich aus der
Belastungsanordnung oder aus geometrischen Imperfektionen ergeben, liegt ein Span-
nungsproblem nach der Theorie zweiter Ordnung vor, welches allgemein und in Analo-
gie zur Knick- und Kippbiegung als Beulbiegung bezeichnet wird. Bei der ideal
elastischen Flache fiihren die auf kleine Deformationen begrenzten Differentialrechnun-
gen aus Gleichgewicht und Vertraglichkeit zu einem Eigenwertproblem. Der daraus
resultierende kleinste Wert entspricht der linearen kritischen Last der Flache. Diese
Beullast wurde erstmals fur den unter achsialer Belastung stehenden imperfektions-
freien, linear elastischen elastischen Zylinder bestifinttierbei gilt der Ausdruck

2

pin. 1 g 6.29
cr m R ( )

Der analoge Ausdruck fur den unter Aussendruck stehenden Kreiszylindetfautet

lin _

1 h -
. S— H
cr /4(1_V2) EEEBF_QD'

Fur die unter Aussendruck stehende ideale Kugel ist die lineare kritische Last durch die
folgende Beziehung bestimrt

P (6.30)

lin 2 h f
P = —=— ECR 0, (6.31)
o J3(1-v? RO
Allgemein lasst sich die linear kritische Beullast Gber den Ausdruck
lin h
Pe OE %g (6.32)

erfassent®. Diese Proportionalitatsbeziehung lasst erkennen, dass die linear kritische
Last direkt von dem Elastizitaitmod#l und dem Verhaltnis der Flachenstarkeum
Krimmungsradiu® abhangt. Insbesondere verdeutlich dieser Ausdruck, welchen Ein-
fluss die einfache und die doppelte Krimmung auf die Beullast austiben. Im Extremfall
Zylinder/Kugel unterscheiden sich die Beullasten um eine ganze Pote(zARN

13. Die kritische Beullast des unter achsialer Beanspruchung stehenden Zylinders wurde 1908 durch
Lorenz und 1910 durch Timoshenko hergeleitet. Lorenz und Southwell haben 1911 und 1914 die
Lésungen fir die antimetrische Beulfigur verallgemeinert. Vgl. Lorenz (1908) und (1911) sowie
Timoshenko (1910).

14. Herleitung durch Southwell und von Mises. Vgl. Mises (1914) und Southwell (1913/15).

15. Die symmetrische kritische Beullast wurde von Zoelly 1915 hergeleitet. Wie 1932 van der Neut bewei-
sen konnte, ist die symmetrische der antimetrischen Beullast gleich. Vgl. Neut (1932), Zoelly (1915).

16. Isler schlagt allgemein vor, fur unter Manteldruck stehende Schalen fir den Expanemtechen 2
und 3 liegende Werte anzunehm@rs n< 3 . Vgl. Isler (1982).
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Bei der unter Aussendruck stehenden Kugelflache kann neben dem erwahnten Verzwei-
gungsproblem ebenfalls ein Divergenzproblem vorliegen. Divergenzprobleme sind
durch das Durchschlagen der Flache unter Einfluss einer bestimmten Last in eine neue,
ebenfalls stabile Gleichgewichtslage gekennzeichhddie Art der Instabilitatserschei-

nung einer spharischen Flache — Vlerzweigung oder Durchschlag — ist von den geometri-
schen Verhaltnissen und vom Belastungsbild abhdfigig

lin P/le

P / PCI’ cr

10~ 10

lin
w/ W,

0 ‘ w/ win ‘
0 1.0 er 0 1.0

Bild 6.3: Durchschlagungs- und Verzweigungsproblem.

Bei den elastischen Stabtragwerken ist im allgemeinen eine gute Ubereinstimmung zwi-
schen den mit der linear elastischen Theorie erhaltenen theoretischen Knicklasten und
den experimentellen Ergebnissen festzustellen. Bei der Platte liefert die linear elastische
Beullast sogar konservative Werte, was auf die Krafteumlagerung, welche auf der Akti-
vierung der Dehnsteifigkeit beruht, zuriickzuftihren ist. Bei den Schalen ist hingegen im
allgemeinen eine Abnahme der Traglast im tberkritischen Bereich zu beobachten. Erste
experimentelle Untersuchungen wiesen darauf hin, dass die Traglast der zentrisch
gedruckten Kreiszylinderschale um 60% der ideal elastischen Beullast geringer ausfallen
kann'®. Diese abfallende Tendenz wurde durch alle weiteren experimentellen Tatigkei-
ten bestatigt. Die bis 1960 durchgefuhrten Versuche zeigten, dass die tatsachliche Trag-
last der zentrisch gedrickten Kreiszylinderschale beim 0.11- bis 0.83-fachen der ideal
linearen kritischen Last liegen kaRh Diese Ergebnisse lassen erkennen, dass das Ver-
standnis und die korrekte Erfassung des Tragverhaltens gekrimmter Flachentragwerke
im Uberkritischen Bereich unentbehrlich ist.

In analytischer Hinsicht |&sst sich das Uberkritische Verhalten einiger gekrimmter Fla-
chen durch die Einfilhrung nichtlinearer Glieder in die Differentialgleichung erfassen
Anhand dieses Ansatzes lasst sich die bedeutende Traglastabnahme, welche nach dem
Erreichen des Verzweigungspunktes einsetzt, mit analytischen Mitteln nachvol@ehen

Auf der Basis der nichtlinearen Theorie lasst sich zudem der bedeutende Einfluss geome-

17. Vgl. Huang (1964). Das Umschlagen einer Flache in eine neue Gleichgewichtslage weist priméar einen
theoretischen Wert auf. Im praktischen Fall impliziert die damit verbundene Querschnittsrotation meist
das Versagen der Tragstruktur.

18. Vgl. Popov und Medwadowski (1981).

19. Robertson (1928).

20. Vgl. Seide (1981).

21. v. Karman und Tsien haben erstmals die Gleichungen hergeleitet, die das Erfassen des tberkritischen
Verhaltens der Zylinderschale unter achsialem Druck und der Kugelschale unter Aussendruck ermagli-
chen. Vgl. v. Karméan und Tsien (1939) und (1941).

22. Physikalisch gesehen bildet sich im Verzweigungsfall ein Beulmuster, welches im Vergleich zum
Grundradius aus grdsseren und kleineren Krimmungsradien besteht. Die Traglast dieses Beulmusters
ist geringer als diejenige des planmassigen unterkritischen Zustandes. Vgl. Petersen (1982).
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trischer Imperfektionen auf die Beullast berticksichtigen. Fir den Fall der Zylinderschale
l&sst sich dieser Einfluss aus dem nachstehenden Bild entnehmen.

lin lin

P/ P P/ Py wo(a) < wy(b) <wy(c)
1.0 1.0
Py
Py
Pe [
lin lin
a | / b |
0 W/ W 0 w/w
0 1.0 ° 0 1.0 er

Bild 6.4: Uberkritisches Verhalten der zylindrischen Fliiche.

Grundsatzlich ist die Imperfektionssensibilitat einer Flache durch das tberkritische Ver-
halten, das heisst durch die Last-Deformationsfunktion nach Erreichen des Verzwei-
gungspunktes, definieff. In qualitativer Hinsicht und der Koiterschen Theorie zufolge
lassen sich hierbei drei grundlegende tberkritische Verhaltensweisen unters¢heiden

die erste Kategorie entfallen solche Flachen, die — wie die Platten — durch eine symmetri-
sche Uberkritische Laststeigerung gekennzeichnet sind (Bild 6.5a). Diese Flachen weisen
demgemass keine besondere Empfindlichkeit hinsichtlich Imperfektionen auf. Die mei-
sten Schalen sind hingegen durch eine Traglastabnahme im (berkritischen Bereich
gepragt und sind dadurch extrem imperfektionsempfindficBolche gekriimmten Fla-
chentragwerke kénnen ein symmetrisches (Bild 6.5b) oder ein asymmetrisches (Bild
6.5¢) postkritisches Last-Deformationsverhalten aufweisen.

P lin P P
Per
1 lin
P(Wo) — Per |
. 2 1
PI|n | P(WO) ~ P(WO) L \
cr 2
P(Wo)
a w b w ¢ w
Wol WO2 Wol WO2 Wol W02

Bild 6.5: Charakteristische Last-Deformationsdiagramme nach Koiter.

23. Vgl. Gioncu (1985) und Kollar und Dulacska (1984).

24. Mit der Koiterschen Theorie konnten die anhand der zylindrischen Flache und anhand weiterer partiku-
larer Féalle gesammelten Erkenntnisse verallgemeinert werden. Koiter stellte seine linearisierte Theorie
1945 auf. Allerdings blieb seine in Hollandisch verfasste Dissertation bis zur Ubersetzung ins Engli-
sche 1963 weitgehend unbekannt. Vgl. Koiter (1970).

25. Neben den geometrischen Nichtlinearitdten sind eventuelle materialbedingte Nichtlinearitdten zu
bertcksichtigen. Fur die qualitative Beurteilung von Instabilitdtserscheinungen ist jedoch einzig die
Bestimmung des Uberkritischen Verhaltens von entscheidernder Bedeutung. Im allgemeinen verursacht
die Inelastizitat “nur” eine zusétzliche Abnahme der Traglast. Vgl. Anhang A 2.



122
Die For mfindungsaufgabe

Bedingt durch die historische Entwicklung und aus einer Gewohnheit, welche ihre Wur-

zeln in einer psychologischen Tragheit hat, wird unserem Anschauungsraum ein geome-
trischer Formenkanon apriorisch vorgeschrieben, welcher von der euklidischen
Geometrie — dem logischen Monolith, der mit dem Bedlirfnis entstand, einfache Regeln
fur Vermessungsaufgaben herzuleiten — und der kartesischen Orthogonalitat ausgeht. In
analytischer Hinsicht lassen sich solche Formen durch eine analytische Funktion

z = f(x,y) (6.33)

beschreiben und untersuchen. Im allgemeinen Fall monopolisiert dieses invariante Kon-

zept die raumliche Ordnungsfunktion unseres Anschauungsapparates vor jeder Wahrneh-
mung oder Vorstellung. Demzufolge besteht der klassische Ansatz bei der mechanischen
Untersuchung einer Flache in der Bestimmung des Spannungszustandes einer unter
bekanntem Lasteinfluss stehenden analytisch beschreibbaren Flache. Zu diesem Zweck
wurden die dargelegten analytischen Ausdriicke hergeleitet, die Geometrie, Belastung

und Spannungszustand durch eindeutige Verknupfungsvorschriften assoziieren. Bei der

eigentlich naheliegenden Umkehrung dieses Ansatzes kann die Geometrie tiber die Fest-
legung von Spannungszustanden und Belastungsanordnung anhand der gleichen Aus-
diicke bestimmt werden. Aus statischen Uberlegungen, das heisst um den Querschnitt
einer betrachteten Flache homogen zu beanspruchen, wird in diesem Zusammenhang die
Membrangleichung

Pros | OF o2 oFoz -

~2 + = p (6.12)
6X2 ayz 0Xx EBy X EBy ayz 6X2

herangezogen. In theoretischer Hinsicht beinhaltet die Membrangleichung den Gedan-
ken, dass jeder Kombination aus einer beliebigen Spannungsverteilung und einer beliebi-
gen Belastungsanordnung eine Membrangeometrie entspricht. Bezogen auf den
analytisch beschreibbaren Formenkanon stellt die Erkenntnis, dass der Anzahl méglicher
Kombinationen zufolge eine unendliche Anzahl Membranformen existieren, eine Nega-
tion und eine Rebellion gegen das rigide Etablierte dar. Weil der praktischen analyti-
schen Tatigkeit die gleichen Schranken wie der geometrischen Formenwelt gesetzt sind,
reduziert sich die Formbestimmung von Membranen anhand des Ausdruckes (6.12) auf
nur wenige partikulare Falle, wie beispielsweise die Kuppel gleicher Festigkeit oder der
Tropfenbehalter. Aus diesem Grund muss die Formfindung von Membranen die Pradis-
position, die Grenzen der mathematischen Analytik zu Gberspringen, beinhalten. Grund-
satzlich besteht die Losung der Formfindungsaufgabe in der Auffindung sogenannter
freier Formen, die die anhand der Membrangleichung dargelegten logischen Zusammen-
hange erflllen, ohne jedoch dabei dem Zwang, einer analytischen Funktion geniigen zu
mussen, unterliegen. Neben der inh&renten praktischen Zweckmassigkeit stellen die Ent-
wicklung experimenteller und insbesondere mechanisch-mathematischer Verfahren, wel-
che die Erfassung der dargelegten Prinzipien ohne den Zuzug analytischer Mittel
ermdglichen sollen, und die Abbildung lber die zur Verfigung stehende Computertech-
nik eine der reizvollsten intelektuellen Herausforderungen im Bereich des konstruktiven
Ingenieurwesens dar.
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6.2 Experimentelle Formfindungsmethoden

Experimentelle Untersuchung mechanischer Zusammenhénge

In ihrer Gesamtheit betrachtet lasst sich dientia exprimentales, wie zuerst Roger
Bacon die Naturforschung bezeichnet hatte, nicht von der mathematischen und philoso-
phischen Logik trennen. Denn nur die theoretischen Kenntnisse der Naturgesetze erlau-
ben es, vom sinnlichen Eindruck auf den zugrunde liegenden Vorgang zu schliessen. Die
Wahrnehmung naturlicher Ereignisse ist somit lediglich in Verbindung mit der produk-
tiv-schopferischen Funktion des menschlichen Bewusstseins erfassbar. In diesem Sinne
und anknipfend an Karl Poppers Philosophie ist die Perzeption ein durch die Theorie
gesteuertes Ereignis — nicht umgekehrt — und somit eine Hypdthese

Die Quintessenz jedes Experimentes besteht grundsatzlich in der Verbindung bildlicher
Vorstellungen und begrifflicher Erkenntnisse sowie in der praktischen Umsetzung von
Ideen, die sich ihrerseits auf bereits vorhandenes Wissen stitzen. Indem mittels der phy-
sikalischen Modellierung bestimmte Erscheinungen unter bestimmten Bedingungen
durch Analogien bewusst erzeugt werden, konnen die zwischen verschiedenen Theorien
bestehenden Zusammenhénge hergestellt werden. Die Synthesis der somit neu gewonne-
nen Erkenntnisse erlaubt das Erkennen neuer Verfahren und die Gestaltung neuer
Systemstrukturen. Mit der experimentellen Physik werden allgemeingiiltige Gesetzmas-
sigkeiten aus speziellen Phanomenen abgeleitet. Im Bereich des Konstruktionswesens
werden solche Gesetzmassigkeiten fir die Losung konkreter Probleme herangezogen.

Mit der experimentellen Formfindung von Flachentragwerken werden die zwischen der
Geometrie und der Belastung bestehenden Verknipfungen anhand eines treuen Modelles
untersucht. Diese Analogie ist absolut zulassig, da die formbildende Spannungsvertei-
lung in einer gegebenen Flache — oder, im weitesten Sinn, in einer gegebenen Struktur —
eine Funktion der geometrischen Verhaltnisse sowie der Beanspruchungsart, nicht
jedoch des Massstabes ist. Allgemein darf angenommen werden, dass das mechanische
Verhalten der Modellmembran in Analogie zu den Differentialgleichungen (6.27) und
(6.28) durch das Gleichungspaar

L'F' +p,' = 0, AAF'+(E't)L'w'=0 (6.34)
eindeutig beschrieben ist. Zur Herstellung der zwischen Modell und Prototyp bestehen-
den Zusammenhénge wird ein geometrisches und physikalisches Verzerrurigbarass
angezogen. In diesem Zusammenhang stellen die Ausdriicke

F=AF, x =NX, Y =N, 2=\, p=A0D,

W =\, W, E =A[E und t =0 (6.35)

26. Vgl. Popper (1984).
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die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fur die Existenz einer massstablichen
Anlogie dar?’. Somit lasst sich das obige Gleichungspaar in die Form

A i A A,
— LF +A,p, = 0 und FAAF+)\E)\tF(Et)LW:O (6.36)
I | |

umschreiben. Demzufolge darf die Konversion der am Modell erhaltenen Aussagen dann
erfolgen, wenn die Bedingungen

Ae / (WA =1 und Ap/ (M AgAA,) =1 (6.37)

eingehalten werden. Falls das Verzerrungsmgsder Verschiebungsfunktion und die
beiden geometrischen VerzerrungsmassendA; zusammenfallen,

A=A = A, (6.38)
reduzieren sich die beiden Ausdriicke (6.37) auf die Identitat

Ap = Ag- (6.39)

Unter Verwendung der Verzerrungsbeziehungen (6.35) ergibt sich diese Gleichheit zu
p/p=E/E. (6.40)

Folglich gilt, dass die Verschiebungen zweier geometrisch vollstédndig ahnlicher Mem-
brane Q; = At ) durch das gleiche geometrische Verzerrungsmass miteinander ver-
knupft sind, falls die Flachenbelastungen und die Elastizitdtsmodule beider Kérper im
gleichen Verhéltnis zueinander steh@n Wie sich der Bedingung (6.37) entnehmen
l&sst, stellt die optimale Magnitude einer nach rein statischen Kriterien entworfenen
Tragstruktur mit vorgegebener Form — konstante Fallbeschleunigung vorausgesetzt —
eine Funktion des Materials, aus welchem sie zusammengesetzt ist, und des geometri-
schen Massstabes dar. Das eigentliche Skalenphanomen lasst sich darauf reduzieren,
dass einige physikalische Krafte flachenproportional, andere aber — insbesondere die
Gravitationskraft — massenproportional wirken. Wie bereits Archimedes anmerkte, neh-
men die Oberflachen und die Volumina &ahnlicher Figuren in der zweiten und dritten
Potenz der linearen Dimension zu. Beim aufgehangten Volumen nimmt bei jeder Ver-
grosserung des Massstabs die Krafteinwirkung in der Schnur mit der dritten, der Fla-
cheninhalt jedoch nur in der zweiten Potenz zu. Demzufolge nehmen die massgebenden
Spannungen linear zu. Die hier zugrunde liegenden Prinzipien, erstmals von Galilei im
17. Jahrhundert formuliert, fasst Goethe im anschaulichen ‘Bitdist dafiir gesorgt,

dass die Bdume nicht in den Himmel wachsen” zusammen.

27. Vgl. Hossdorf (1972).

28. Des ofteren sind Abweichungen zwischen den durch Ahnlichkeitsgesetze aus den physikalischen
Modellen abgeleiteten Erkenntnissen und den Beobachtungen am Prototyp feststellbar. Die Ursache
fur die Divergenzen, die sich aus solchen sogenannten Massstabseffekten ergeben, rihrt daher, dass
die Ahnlichkeitsgesetze, anhand welcher das Modell und der Prototyp miteinander verkniipft werden,
starke und unvollstandige Vereinfachungen der physikalischen Prozesse der Natur darstellen.
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Geschichtliche Entwicklung der Formfindung

Der Versuch, empirisch gesammelte Konstruktionsregeln anhand geometrischer Verhalt-
nisse zu fassen, geht auf die Urspringe der abendlandischen Zivilisation zuriick. Die
Entwicklung dieser empirischen Bautechnik fuhrte bis zu den gotischen Walb- und Stre-
benkonstruktionen und kulminierte in der Renaissance mit den weit verbreiteten Bemes-
sungsregeln von Leon Battista Alberti, Carlo Fontana und Francois Bithddit der
Entstehung der systematischen Naturbeobachtung und der Mechanik durch Leonardo da
Vinci und Galileo Galilei wurden die exakten Wissenschaften fir die Loésung praktischer
Bauaufgaben durch die Aufstellung der zwischen Geometrie, Werkstoff und Lastabtra-
gung bestehenden Zusammenhange zunehmend herangezogen.

Bild 6.6: Zur Theorie der Wolbungsstiitzlinie nach Poleni

Gegen Ende des 17. Jahrhunderts forderte Philippe de la Hire erstmals, dass die Formge-
bung eines Gewdlbes nicht nach geometrischen, sondern nach physikalischen Prinzipien
erfolgen sollte. Zusammen mit Antoine Parent stellte de la Hire ein mechanisches
Modell auf, nach welchem die Steine eines Gewdlbes widerstandstos: des corps

de surface infiniment polie entlang den Fugen gegeneinander gleiten konnen. Nach die-
sem Modell missen die Fugen derart angeordnet werden, dass die resultierende Kraft aus
Eigengewicht und Gewdlbeschub stets senkrecht zu ihnen¥liktie David Gregory

kurz darauf explizit darlegen konnte, entspricht diese theoretische Bogenachse der nur
wenige Jahre zuvor analytisch hergeleiteten Ketterfini®egen Mitte des 18. Jahrhun-

derts konnte Giovanni Poleni das Prinzip der Umkehrung der Kettenlinie anhand eines
aus Kugeln zusammengesetzten Modells veranschaulichen. Fir die mechanische Erfas-
sung des sich im labilen Gleichgewicht befindenen strukturellen Systems hat Poleni
bewusst den nach Isaac Newton im Hinblick auf die Dynamik formulierten Satz vom
Krafteparallelogramm auf die Verhéltnisse der Statik Gbertragen.

29. Leon Battista Alberti empfiehlt in seinem Werk De re aedificatoria (Zehn Biicher iiber die Baukunst),
Florenz, 1485, einige geometrische Normen — Verhaltnisse der Pfeilerstarke zur Briickenhdhe und
Spannweite — flr die Bemessung von steinernen Briicken. Carlo Fontana gibt in/&&emenv Vati-
cano e sua origine, Rom, 1694, dhnliche geometrische Regeln — Verhaltniss der Tambourstarke zum
lichten Durchmesser sowie zur Kampferstarke — fur die Formgebung und Bemessung einer gemauer-
ten Kuppel. Die Blondelsche Regel fiir die Bemessung der Gewdlbewiderlager wird noch von Viollet-
Le-Duc im 19. Jahrhundert zitiert. Nicolas Francois Blon8étplution des quatres principaux pro-
blémes d’architecture, Paris, 1673. Vgl. Benvenuto (1990) und Straub (1992).

30. Philippe de la Hirelraité de Mécanique, 1695 Ibid.

31. David GregoryProperties of Catenaria, 1697. lbid. Vgl. Kap. 3.2.
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Bei den Untersuchungen, die er im Auftrag von Papst Benedikt X1V. im Hinblick auf die
Aufklarung der Schaden und Risse, die an der Peterskuppel in Rom aufgetreten waren,
durchfuhrte, bestimmte Poleni die Form, welche eine mit ungleichen, den einzelnen
Abschnitten des Gewdlbes proportionalen Gewichten belastete Kette annimmt. Hieraus
konnte er die Schlussfolgerung ziehen, dass die Standfestigkeit eines Bogens oder
Gewolbes dann gewahrleistet ist, wenn die Drucklinie stets innerhalb des Mauerwerks-
querschnittes verlaufg.

-

Bild 6.7: Polenis Hcingeversuch zur Uberpriifung des Wolbprofils.

Die theoretischen Erkenntnisse, zu welchen Poleni gelangt war, wurden erst in der
Romantik unter Heinrich Hibsch in die Praxis umgesetzt. Hibsch bestimmte die Quer-
schnittsform seiner Bauwerke, indem er an ein senkrecht stehendes Zeichenbrett auf dem
Kopf stehende Schnittzeichnungen anheftete, tiber die er Schnire hing, die in regelmas-
sigen Abstdnden mit kleinen Schlingen versehen waren. In die Schlingen wurden
Gewichte gehangt, die dem Gewicht des jeweiligen Wdélbungsabschnittes entsprachen.
Anhand dieser Methode konnte Hibsch ein aus Wdélbung, Pfeiler und Widerlager beste-
hendes Gebaudeprofil nach Polenis Prinzip der Umkehrung der Kettenlinie iterativ
bestimmer’>. Anhand seiner experimentellen Tatigkeit erkannte Hiibsch beispielsweise,
dass gemauerte Auflasten am Walbungsfuss die Stitzlinie in die Senkrechte umlenken,
wodurch sich Konstruktionen entwerfen lassen, welche ein schlankeres Profil auf-
weisen®,

32. Giovanni Poleni, Memorie istoriche della Gran Cupola del Tempio Vaticano e de’ danni di essa, e de’
ristoramenti loro, Padova, 1748. |bid.

33. Ich bediene mich dieser Methode (deren meines Wissens noch nirgends anderwcdirts erwdchnt ist) mit
grossem Vorteil bei meinen Entwiirfen zu gewdlbten Gebduden. Ich finde hierin ein sicheres Mittel, um
in ganz kurzer Zeit das Profil eines Gebdiudes so zu gestalten, dass mit dem Minimum von Material und
mit moglichster Schonung der Riumlichkeit die Aufgabe gelost werden kann. Heinrich Hibsch, in
Graefe (1983). Die analytische Ermittlung der Kettenlinie hat Hubsch fir die Baupraxis abgelehnt, weil
diese zu kompliziert und zeitraubend sei. Mit Hilfe der experimentellen Formfindung entwarf Hiibsch
mehrere Kirchen, namlich die Bischofskathedrale in Rottenburg, die Kirche in Bulach bei Karlsruhe,
die katholische sowie die evangelische Kirche in Karlsruhe und die Kirche in Bietigheim. Fir den
ersten Bau, die Kirche in Bulach, errichtete Hiibsch einen Versuchsbau im Masstab 1:2 und nahm eine
Reihe von Belastungsversuchen vor. Heinrich Hiilbsch veréffentlichte die von ihm verwendete Methode
1838 unter dem TitetMethode zur Bestimmung der erforderlichen Bogen- und Widerlags-Stirken bei
Jeder Gattung und Zusammenstellung von Gewdlben mittels eines graphischen Verfahrens” .



127

Bild 6.8: Untersuchungen verschiedener Walbformen nach Hiibsch.

Im Gegensatz zu Hubsch, der die statisch glnstige Tragform zugunsten einer zeitgemas-
sen architektonischen Sprache kaschierte, verwendete Antonio Gaudi das Prinzip der
Umkehrung als Grundlage fur die architektonische Gestaltung. Bei Gaudi wurden die am
raumlichen Hangemodell erzeugten Formen bewusst zur Ausfihrung gebracht, so dass
die geneigten Aussenwande und die schraggestellten verzweigten Stitzen zu selbstver-
standlichen Elementen seiner Bauten wurden. Auch wenn Gaudi fir damalige Verhalt-
nisse Uber solide mathematische Kenntnisse verfligte, bevorzugte er fur die Formbestim-
mung und die damit eng verkniupfte rechnerische Erfassung seiner Bauten die
graphischen und die experimentellen Methoden. Dieses Streben nach Visualisierung des
Tragverhaltens einer Struktur und der direkten Vermessung am Modell stellt eine Erb-
schaft des durch Viollet-Le-Duc verkdrperten Rationalismus des 19. Jahrhunderts dar
und wurde zu einem wesentlichen Erbe spaterer Tragwerksingenieure.

Bild 6.9: Drucklinie im Stiitzgewdolbe des Park Giiell nach Gaudi.

Fur das Projekt der nur teilweise ausgefuhrten Kirche der Colonia Guell konstruierte
Gaudi ein Hangemodell im Massstab 1%20Das Modell bestand im wesentlichen aus
einem textilen netzartigen Gebilde, das mit Ballastsiackchen belastet Wure
Gewichte wurden den Geb&audeteilen entsprechend in minuzidser Weise im Massstab

34. Viollet-Le-Duc weist darauf hin, dass dieses Prinzip bereits beim Bau gothischer Kathedralen ange-
wendet wurde. Vgl. Viollet-Le-Duc (1984). Im modernen Bauwesen kénnen die durch zusatzliche
Lasten erzeugten Umlenkungskrafte durch Vorspannkrafte elegant ersetzt werden. Diese Technik
wurde von Heinz Isler vielfach angewendet.
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1:10 000 bestimmt. Die Versuchsdurchfihrung und die Messungen erfolgten nach einer
rigorosen Methodik. Nebst der Geometrie wurden auch die Hauptkrafte im Sinne der
Modellstatik mit Hilfe von Dehnungsmessern bestinffatDurch das Aufbringen von
zusatzlichen Auflasten oder durch Anderungen der Geometrie passte Gaudi die gebilde-
ten Formen seinen Vorstellungen an. Zur Darstellung und Gestaltung der Innen- und
Aussenseiten der Kirche Guell wurden die sukzessiven Etappen im Formfindungspro-
zess am Hangemodell photographisch aufgenommen und mit farbiger Gouache tber-
zeichnet.

Bild 6.10: Das Hdngemodell und die darauf erstellte Skizze.

In Gaudis Werk Uberwiegen die aus Stein und Backstein bestehenden Bauten, welche im
wesentlichen einer formbildenden Druckbeanspruchung ausgesetzt sind. Einige kleinere
ausgefuhrte Details in Gusseisen wie die hdngende Treppe des Palacio Guells, insbeson-
dere aber sein Vorschlag fir einen zentralen Bahnhof fiir Barcelona, dessen Uberda-
chung durch eine weitgespannte Zugkonstruktion erfolgen sollte, deuten darauf hin, dass
Gaudi die konstruktiven, statischen und materialtechnologischen Zusammenhénge im
weitesten Sinn beherrschte und seiner Zeit vorausSv&omponieren, so Gaudiheisst
vereinigen, Beziehungen zwischen Teilen herstellen und nicht unterteilen. Das Ziel ist

die Bildung eines harmonischen Ganzen auf der Basis verschiedener Elemente und mit

dem Kriterium einer umfassenden Einheit 39,

35. Zwischen 1908 und 1914 kam ein Teil des Entwurfs der Kirche der Colonia Guell zur Ausfiihrung,
namlich das Untergeschoss der Kirche mit der Krypta und dem Portikus, Uber welchen eine Treppe
zum Untergeschoss fuhrt. Der Bau wurde aufgrund der durch den Krieg bedingten prekaren wirtschaft-
lichen Lage im neutralen Spanien unterbrochen und nicht fortgesetzt. Die Krypta des ausgefiihrten
Baus wurde 1915 als Kirche ertffnet.

36. Die Mdoglichkeit, das Prinzip der Umkehrung raumlich anzuwenden, wurde bereits im 18. Jahrhundert
von Johann Silberschlag erkannt, der vorschlug, bei dem Entwurf von Kirchengewdlben raumliche
Hangemodelle aus Netzen zu verwenden. Johann E. Silbersetdg@irliche Abhandlung der
Hydrotechnik oder des Wasserbaus, Leipzig, 1772. Vgl. Graefe (1983).

37. Auf Antrag des Kunsthauses Zirich wurde 1982 am Institut fir Leichte Flachentragwerke in Stuttgart
eine Rekonstruktion von Gaudis Hangemodell im Masstab 1:15 gebaut. Das Modell wurde 1983 im
Rahmen der Zircher Ausstellung “Der Hang zum Gesamtkunstwerk” dem Publikum gezeigt. Vgl.
Tomlow (1989).

38. Gaudi hatte vorgeschlagen, die Decken durch hdngende Seile aus Eisen tragen zu lassen und somit

eine Umhullende mit Gber 200 m Spannweiten zu konstruiéfatiendo trabajar el hierro a exten-
sion se obtendria una especie de “envelat” monstruoso, con distancias de 200 m entre soportes [...].
Respecto a las dificultades técnicas de las cubiertas sostenidas con tirantes funiculares, haria los
ensayos previos pertinentes y todo se resolveria. Gaudi nach Isidre Puig i Boada, in Tarragd (1977).
Vgl. auch Collins (1970) und Flores (1982).

39. Tomlow (1987).
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Formfindung von Bogenmauer n mit der Membrananalogie

Bis zum Ende des letzten Jahrhunderts wurde angenommen, dass bei den Bogenmauern

die horizontalen Wasserdricke von den einzelnen Gewdélberingen aufgenommen wer-
den. Aus diesem Grund war die Form solcher Mauern durch die Geometrie des Kreises
bestimmt. Die ersten Bogenmauern weisen eine zylindrische Innen- und eine kegelfor-
mige Aussenseite auf — das Ergebnis der Rotation eines dreieckférmigen Querschnittes
um eine feste Achs®. Mit der Entstehung der wissenschaftlichen Technik entstanden
die ersten Ansatze wie die “Trial Load Method of Analysis” fur die analytische Erfas-
sung des raumlichen Tragverhaltens dieser Strukftiren

Der “Constant-Angle Arch Dam” entstand zu einer Zeit, in welcher die Baukosten einer
solchen Struktur primar vom Materialaufwand abhéngig waren. Diese Bauwerke weisen
die charakteristische Eigenschaft auf, dass sie aus Kreisegmenten mit variablen Radien
und Zentren, aber gleichen Offnungswinkeln zusammengesetzt sind. Da der Kreisradius
indirekt proportional zu der hydrostatischen Belastung ist, fihren gleiche Spannungsin-
tensitdten zu konstanten Wandstarken, falls fir den Krimmungsradius variable Werte
eingesetzt werdef?. Lange Zeit wurde den in vertikaler Richtung auftretenden Zugs-
pannungen aus Eigengewicht keine Bedeutung beigemessen. Aus diesem Grund war die
Profilform der Bogenmauer durch geringe Krimmungen gekennzeichnet. Durch experi-
mentelle Tatigkeit und mit dem Fortschritt der analytischen Mittel liess sich jedoch zei-
gen, dass diese auftretenden Spannungen durchaus die Zugfestigkeit von Beton
tibertreffen konnef®. Demzufolge wurden Bogenmauern mit wahrer doppelter Kriim-
mung entwickelt, bei welchen die dreidimensionale Lastabtragung erstmals bewusst aus-
genutzt wurde*. Im Gegensatz zu alteren Bogenmauern bestehen die Querschnitte
dieser moderneren Tragwerke aus mehreren Kreissegmenten mit verschiedenen Radien.

Diese schrittweise Annaherung an die statisch gtinstigste Form kulminierte in der Theo-
rie der Membrananalogie und der damit verbundenen experimentellen Tatigkeit. Die
primare Schwierigkeit bei der Projektierung einer Bogenmauer besteht darin, dass die
der Talquerschnittsform angepasste Flache die Ubertragung der Lasten aus hydrostati-

40. Es erscheint wahrscheinlich, dass schon die Rémer das Bogenprinzip flir Staumauern verwendet
haben. Unter den Byzantinern kam jedenfalls die Bogenmauer zur AnweMijinghomas (1972).

41. Ahnlich wie die Streifenmethode setzt die “Trial Load Method” voraus, dass die Tragwirkung des
raumlichen Tragwerks als eine Interaktion aus Bogen- und Konsolenwirkung erfasst werden kann. Bei
der Erstellung des “Bear Valley Dam” in den Vereinigten Staaten 1884 war man sich bereits bewusst,
dass die Bogenmauer aufgrund der verhinderten Achsialverformung der Ringe atendinged
action of arches and cantilevers tragen muss. lbid. Vereinzelt wurde versucht, das raumliche Tragver-
halten durch konstruktive Losungen auf das Zweidimensionale zu reduzieren. Bei der 1921 erbauten
Mauer des Rio Turia in Spanien wurden dafir Gleitfugen zwischen den einzelnen auf Rollen gelager-
ten Ringen angebracht. Die Ergebnisse konnten den Erwartungen nicht geniigen. Vgl. Fialho (1955).

42. Mito = p[R/t giltfir c @ = konst. undp = yCh der AusdrucR 01/ h

43. Diese theoretische Erkenntnis wurde durch Schéden in der Praxis, insbesondere beim in den Vereinig-
ten Staaten vom “Commitee on Arch Dam Investigation” 1927 errichteten “Stevenson Creek Dam”
bestatigt. Ibid.

44, Beispiele hierfir sind der 1928 in den Vereinigten Staaten erbaute Coolidge Dam sowie die Staumau-
ern von Marege in Frankreich und Osiglietta in Italien aus dem Jahr 1937 und 1939.
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schem Druck und Eigengewicht Uber Membrankrafte erméglichen sollte. Das zugrunde
liegende Problem lasst sich vorteilhaft anhand einer biegeweichen Membran mit der
Membrananalogie experimentell bestimmen. Zu diesem Zweck wird eine Gummimem-
bran dem Umriss des Tales entsprechend eingespannt. Durch die aufgebrachte Bela-
stung — dem hydrostatischen Druck und die der Gravitation entgegengesetzt wirkende
Eigenlast — verformt sich die Membran und nimmt die dem Kraftegleichgewicht zwi-
schen der Belastung und den Membrankraften dquivalente Foftnach dem Prin-

zip der Umkehrung entspricht diese reine Zugmembran der ideal druckbeanspruchten
Membranschale. Voraussetzung fur diese Analogie ist allerdings, dass die deformierte
Zugmembran keine Falten aufweist und die Auflagerung der Schale keine Biegebean-
spruchung aus Kompatibilitat erzedft

Bild 6.11: Zum Umkehrungsprinzip einer Bogenmauermembran.

Fur die Modellvermessung mussen photogrammetrische Mittel herangezogen werden, da
bei der mechanischen Messung Ungenauigkeiten entstehen, die auf die Berihrung zwi-
schen dem Messinstrument und der Membran zurtickzufiihren sind.

at|

Bild 6.12: Formbestimmung von Mauern nach der Membrananalogie.

Die rdumlichen Spannungsfelder, die zusammen mit der &usseren Lasteinwirkung einen
stabilen Gleichgewichtszustand bilden, lassen sich ebenfalls in einer ersten Naherung
Uber die Messung der Membranverzerrungen experimentell bestimmen. Hierflr wird ein

Vergleich zwischen der undeformierten und der deformierten Membran angestellt. Den

auf der undeformierten Membran entlang geometrischer Achsen eingezeichneten Krei-
sen mit gleichen Durchmessem), entsprechen namlich Ellipsen mit den geneigten

45. Fir die Versuchsdurchfiihrung wird die Belastung aus Eigengewicht durch diskret wirkende Einzel-
krafte, die dem jeweiligen Volumensegment entsprechen, ersetzt.

46. Zu diesem Zweck muss die Schale auf einem Gleitlager aufgesetzt werden, so dass einzig tangential
zur Flache wirkende Krafte eingeleitet werden kdnnen.
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Hauptachse®m unbm  bei der deformierten Flache. Die Neiguier Haupachsen
gibt die Richtung der Hauptspannungen an. Die gesuchten mittleren Verzerejngen
ergeben sich Uber die gemessenen Verformungen dieser Achsen zu

Pu g P g D

Dwm
Emax = | T = log D, und €., = J’D T = log Er-; . (6.41)
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Bild 6.13: Hauptspannungen und -richtungen an der deformierten Membranschale.

Die Hauptspannungen in der Membran lassen sich anschliessend — nachdem der Elastizi-
tatsmodul und die Poissonsche Zahl erfasst worden sind — Uber die Ausdriicke

E

Oy = ) Vz(sm,max+v Etm’min) und (6.42)
E

Om = 1 \,2(&”‘min"'V [Em,max) (6.43)

bestimmen. Fur eine bekannte mittlere Membransi@keerden die Hauptkrafte zu
ny = oy L&, und n, =0,LC&,. (6.44)

Die Hauptspannungen in der Bogenmauer lassen sich folglich nach dem Prinzip der
Umkehrung anhand des Ausdruckes

o=—(nlL?)/t (6.45)

bestimmen. Hierbei bezeichnemlie Hauptzugkraft in der Membrahy/{  den Massstab

des Modells unddie Querschnittstarke der Maér Die anhand des Ausdruckes (6.45)
ermittelten Spannungen dirfen allgemein nur als eine erste Naherung angesehen werden,
da die Umkehrung der Kréafte eine Deformation der nicht biegeweichen Flache zur Folge
haben kann, die zu einer Spannungsumlagerung¥ihrt

47. Vgl. Fiaho (1955) sowie Rocha und Serafim (1957).

48. Im allgemeinen Fall weist die Wand jedoch eine genligende Starke auf, womit die Spannungen und
somit die Dehnungen gering gehalten werden kdnnen. Die grossten Stérungen des Spannungszustan-
des sind normalerweise auf die auflagerbedingten Inkompatibilitaten zurtickzufihren.
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Der Kulminationspunkt: der Schalenbau

Der Versuch, die analytischen Zwange der Geometrie bei weitgespannten Flachentrag-
werken durch experimentelle Tatigkeit zu umgehen, geht bis auf Horacio Caminos und
seine 1953 in Raleigh, North Carolina, entwickelte Formfindungsmethode zuriick. Cami-
nos Stempelformen lassen sich durch die Einwirkung normaler und jeweils entgegenge-
setzt gerichteter Einzellasten auf eine Membran, die in einem Rahmen eingespannt ist,
erzeugen. Die Stempelformen stellen eine Funktion verschiedener Parameter wie Grund-
rissform sowie relative Grosse und Anzahl der aufgebrachten Lasten dar. Durch direkte
Transposition lassen sich somit Zugmembranen aus Textilien und Stahlfolien oder Netz-
konstruktionen entwerfen. Bei Versteifung der Membran durch Gefrierung oder Betonie-
rung wird die Flache bei Umkehrung des Lastangriffes der Membrananalogie zufolge zu
einer auf Druck beanspruchten Membfan

Bild 6.14: Stempelform nach Caminos.

Noch in den funfziger Jahren entwickelte Heinz Isler drei Formfindungsmethoden — die
pneumatische sowie die Hange- und Fliessmethoden —, anhand welcher er zahlreiche
Schalenkonstruktionen errichtet hat. Islers experimentelle Formfindungsmethoden beru-
hen auf der Erkenntnis, dass die rein mathematisch begrindete Ausbildung keine direk-
ten Fahigkeiten fur das Studium “neuer” Formen vermittelt. Mit der physikalischen
Modellierung wird der Experimentator hingegen zu einer unbegrenzten Anzahl Mem-
branformen gefiihrt, soweit dies ihm sein eigenes Vorstellungsvermégen erlaubt.

O T S
N PN =
2 &SR IS
N D D sy
1 & >
NER B P
A D

Bild 6.15: Goethes Schalenformen der Natur und Islers “New Shapes for Shells”.

49. Vgl. Caminos (1962), Joedicke (1962). Die Entwicklung von Flachentragwerken nach der Stempel-
form ist allerdings nie Gber die Modellversuche hinweggekommen.
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Islers pneumatische Formfindungsmethode unterliegt dem gleichen physikalischen Vor-

gang wie die aufgeblasene Seifenmembran, weist jedoch insbesondere aufgrund der ein-

facheren Formerfassung einige Vorteile im Hinblick auf die praktische Anwendung

auf °0. Der Versuchsaufbau besteht aus einer mit der gewiinschten Grundrissform fest
eingespannten Gummimembran und gleicht somit im wesentlichen demjenigen, der im
Hinblick auf die Formfindung von Bogenmauern entwickelt worden ist. Fur die anna-
hernde Reproduktion der Last aus Eigengewicht wird die Membran durch die Erzeugung
eines Druckunterschiedes auf die gewlnschte Hohe aufgewdlbt und fir alle weiteren
Modellarbeiten mit Kunstharz oder Gips festgehafttnDie Modellmembran weist

einen Spannungszustand auf, der durch den starren Rahmen bestimmt ist. Aus diesem
Grund muss die Membranschale fir die Aufrechterhaltung des analogen Membranspan-
nungszustandes auf starre Randtrager aufgelagert werden. Ihrem Erscheinungsbild ent-
sprechend bezeichnet Isler diese druckbeanspruchten Membranen als Buckeléchalen

Bild 6.16.: Formfindung nach der pneumatischen Methode.

Fur die Erzeugung einer Hangeform wird ein Tuch oder Gewebe dem gewtlinschten

Grundriss und der Auflagerung entsprechend aufhangt. In physikalischer Hinsicht ergibt

sich eine solche Form aufgrund des Strebens der Natur, die potentielle Energie jedes
Systems auf ein Minimum zu reduzieren:

J’ y dA -~ min. (6.46)

In qualitativer Hinsicht hangt die Steifigkeit jedes Gewebes vom Beanspruchungswinkel
ab. Die Fadenrichtung, die die Membran in bezug auf die Auflager aufweist, stellt dem-
zufolge einen interessanten Parameter fir die Formbildung dar. Bei Trankung des Gewe-

50. Ider entwickelte diese Methode 1954, ds er den Versuch unternahm, eine Schale mit abgerundeten
Ecken zu entwerfen. Die Antwort auf sein Problem fand Isler in der doppeltgekrimmten Form eines
rechteckformigen Kopfkissens. Aus diesem Grund bezeichnet er diese Methode als die Kissenme-
thode. Vgl. Ramm und Schunk (1986). Angewendet im Masstab 1:1 lasst sich die aufgeblasene Mem-
bran als Schalung fir Schalenbauten verwenden. Vgl. Isler (1979), Nichols (1986), Sobek (1987) und
Vittore (1987). In der Praxis wird die aufgeblasene Membran zudem als Uberdachung von Hallen
angewendet.

51. Der Neigungsunterschied, der zwischen den Vektoren der flachennormalen Belastung im Modell und
der lotrechten Belastung aus Eigengewicht am ausgefiihrten Bauwerk besteht, kann auch fir die Rand-
bereiche vernachlassigt werden.

52. Buckelschalen eignen sich insbesonders fiir die Uberdachung von Industriehallen. Isler verwendet
hierfir quadratische und rechteckige Grundrisse mit Abmessungen ab 15 m x 15 m. Die grésste
gebaute Buckelschale (Olten) weist einen Grundriss von 52 m x 56 m auf. Nach Isler (1992) waren
Spannweiten von bis zu 100 m realisierbar. Beispiele ausgefiihrter Bauten sind das Autohaus Moser in
Thun, 1959-60, und in Lyssach, 1964, die Kunststoffabrik Eschmann in Thun, 1958, und die Lager-
und Verteilerhalle in Wangen bei Olten, 1960. Vgl. Ramm und Schunk (1986).
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bes in einer sich erhartenden Flussigkeit wie gefrierendes Wasser oder Kunststoff
versteift die aufgehangte Form. Die analoge Druckmembran weist im Fall einer Punkt-
auflagerung freie Rander auf, so dass die volle Leistungsfahigkeit der Membranschale
auch visuell zum Ausdruck gebracht werden k&hn

Bild 6.17: Formfindung nach der Hdngemethode.

Islers Fliessformen unterscheiden sich von den pneumatischen und hangenden Formen
dadurch, dass sie nicht das Ergebnis einer direkten physikalischen Analogie sind. Fir die
Erzeugung von Fliessformen wird namlich ein quellender Kunststoffschaum — Polyu-
rethanschaum — beim Austreten eines Rohres mit gewiinschter Querschnittsform zum
Erstarren gebracht. Es entsteht dabei eine Hugelform, die auf den Reibungswiderstand,
der sich zwischen dem Schaum und der Rohrwand aufbaut, und die damit verbundene
Austrittsgeschwindigkeitsverteilung zurtickzufihren ist. Obschon die entsprechende Fla-
che eine harmonische doppelte Krimmung aufweist, bedarf sie mehrerer Korrekturen im
Hinblick auf eine praktische Anwendung. Die gréssten und wichtigsten Abweichungen
sind im Bereich der Punktstitzungen der Schale festzustellen. Hier werden weit ausra-
gende Stutzungen erfordert, die das Modell nicht liefern kann. Im Entwurf lassen sich
grosse Auflagerungsneigungen durch die Verwendung von durch vertikale Spannglieder
verursachten Umlenkungskraften dennoch erziglen

Bild 6.18: Formfindung nach der Fliessmethode.

53. Islers Hangemethode entstand 1955, als er auf einer Baustelle ein vom nachtlichen Regen durchnasstes
Jutegewebe, das Ulber einem quadratischen Bewehrungsnetz durchhéangend lag, ndher beobachtete. Mit
der Gravitationsmethode wurden zahlreiche Schalen erstellt, darunter die Autobahntankstelle bei
Deitingen, 1968, die Fabrikhalle Sicli in Genf, 1969-70, die Uberdachung des Naturtheaters in Grot-
zingen bei Stuttgart,1977, das Hallenbad der Stadt Brugg beim Aare Freibad, 1981, das Sportzentrum
Solothurn, 1982, die Tennishallen des Tenniszentrum Marin-La Théne bei Neuenburg, 1983, und die
Tennishallen Didingen, 1978, und Heimberg, 1979. Ibid.

54. Isler entwickelte die Fliessform aufgrund einer Beobachtung, die er in einer Fabrik machte. Obschon
der sich aus der Fliessmethode ergebenden Geometrie keine direkte physikalische Analogie zugrunde
liegt, wurden einige der gelungensten Schalen Islers wie diejenige von Camorino nach dieser Methode
projektiert. Beispiele ausgefiihrter Objekte sind die Fabrikhalle Kilcher in Recherswil, 1965, die Aus-
stellungs- und Verkaufsraume des Garten-Centers Blrgi in Camorino und des Garten-Centers Floréli-
tes Clause in Paris — insgesamt 10 zwischen 1969 und 1982 ausgefiihrte Objekte — und die Tanzschule
in Chur. Ibid.
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Im Hinblick darauf, dass die experimentell ermittelten Formen mit grésster Genauigkeit
fur die Ausfihrung quantitativ erfasst werden missen, fihrte Isler die Modelltechnik zu
einem hohem Perfektionsgrad. Am Modell werden die Koordinaten beliebiger Schnitte,
Punkte oder Kurven in vorher mit dem Bauunternehmer abgesprochenen Abstadnden und
Teilungen in Parallel- oder Radialsystemen mit sehr empfindlichen und genauen mecha-
nischen Instrumenten gemessenDie Bogen der somit diskret erfassten Flache, die der
Erstellung der Schalungselemente dienen, werden anschliessend in einem vergrdsserten
Massstab gezeichnet. Aus der somit erhaltenen Schar von Kurven werden die stets
unvermeidbaren Fehler visuell erkannt und auf einfache und sichere Weise korrigiert.
Die experimentell erzeugten Formen werden mit Gips, Kunstharz, Beton, Kunststoff, Eis
und sogar Lehm versteift. Der anfanglich fliissige oder zumindest viskose Zustand dieser
Materialien erlaubt es, sie beliebig zu gestalten. Durch die physikalisch oder chemisch
bedingte Erhartung entsteht ein monolitischer Korper, der Steifigkeit besitzt und somit
Druckkréfte abtragen kann.

Bild 6.19: Arbeitsmodell.

Theoretisch betrachtet liesse sich die experimentelle Formfindung wesentlich vereinfa-
chen, falls fur die Modellierung ein Material mit steuerbar variabler Steifigkeit herange-
zogen werden koénnte. Dies stellt wahrscheinlich die Leitidee dar, welche zur
Entwicklung der selbstversteifenden Membran gefiihrt hat. Mit der in Anlehnung an bio-
logische Prozesse als “Homeostatic Model Technique” bezeichneten Methode sollen
Gravitationsformen anhand einfacher Modelle erzeugt weltiddie Grundlage fiir die
Versuchsdurchfihrung bildet ein dem gewlnschten Grundriss entsprechend geformtes
Plastikelement, auf welches eine Flachenbelastung wirkt. Zu diesem Zeitpunkt ist die
Tragwirkung der Plastikflache durch die allgemeine Gleichgewichtsgleichung

LF —{Et3/[12(1-v?)]} AMAw +p, = O (6.17)

beschrieben, wobei der die Membranwirkung betreffende Term LF verschwindet.
Anschliessend wird das belastete Plastikelement einer erhéhten Lufttemperatur ausge-
setzt. Durch die temperaturbedingte Abnahme des Elastizitdtsmoduls der Platte und der
entsprechenden Zunahme der Verformungen wird die Membranwirkung aktiviert. Wah-
rend dieser homeostatischen Evolution &ndert sich die Plattentragwirkung in einer invers
proportionalen Beziehung zur Zunahme der Membranaktivierung. Der reine Membran-
spannungszustand ware fir das Verschwinden des Elastizitdtmoduls gegeben, eine
Bedingung, die mit der erwdhnten Modellierung nur annahernd erreichbar ist. Bei
Abkuhlung der Lufttemperatur lasst sich die verformte Flache umkehren und im idealen
Fall durch Membrandruckkréafte beanspruchen.

55. Nach Idler (1992) sollte hierbei der Zehntelmillimeter erreicht werden.
56. Andres und Ortega (1991).
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Der Wendepunkt: Fre Ottos Seilnetzkonstruktionen

Seit Beginn der funfziger Jahre wurden unter der Leitung von Frei Otto verschiedene
Formfindungsmethoden entwickelt, die zu einer Erweiterung des Formenkanons weitge-
spannter Flachentragwerke und zu einem neuen Verstandnis des Prinzipes des Leicht-
baus gefuhrt haben. Die vermutlich interessantesten und zugleich wichtigsten
Erkenntnisse konnten anhand des Experimentierens mit Seifenhautflachen gesammelt
werden. Im Experiment werden die Minimalflachen fur vorgegebene Umrisse mit Hilfe
von Flussigkeitslamellen oder viskosen Flissigkeiten erzeugt. Hierbei bildet das pyhsi-
kalische Gesetz der Seifenhautanalogie die methodische Grundlage, mit welcher der
formbildende Prozess gesteuert wird. Im gleichen Rahmen wurden pneumatische Fla-
chen wie Tropfen, Blasen, Schlauche oder Unterdruckpneus, Hangeflachen aus Nylon
oder Vinyl, Seilnetzflachen und Gitterflachen systematisch unters(ichtifgrund der
physikalischen Analogien und ankntpfend an Buckminster Fullers Dikiawaréal is

what nature permits” bezeichnet Otto diese Modelle und die daraus abgeleiteten Fla-
chentragwerke als natirliche Konstruktionen.

Bild 6.20: Formfindung mit dem Seifenhautmodell.

Die meisten Entwurfe Ottos sind Studien, welche aus Forschungsarbeiten hervorgingen.
Aus diesem Grund ist die erarbeitete experimentelle Grundlagenforschung durch einen
eminent wissenschatftlichen Charakter gekennzeicﬁ%naadurch wurde der Zugang zu

bis dahin kaum erschlossenen Bereichen des Konstruktionswesens erdffnet. Mit den
naturlichen Konstruktionen werden die logische und konsequente Anwendung der wis-
senschaftlichen Kenntnisse und der Technik mit dem &sthetischen Verstandnis der Form
zu einer Einheit vereinigt. Den zugrunde liegenden Ansatz konzentriert Otto in dem Satz
“Der Meinung [folgend], dass man bei jeder Gestaltungsarbeit die architektonischen
Probleme mit geringstem technischem Aufwand losen sollte, [...] wurde versucht, das
natiirliche Tragwerk zu finden” °°. Anhand der Selbstbildungsprozesse wird somit ver-
sucht, die konstruktive und in weitem Sinn auch die architektonische Form von Leicht-
bauten unter Beriicksichtigung bestimmter Randbedingungen und primarer formbestim-
mender Parameter zu optimieren. Mit dem Studium der nach den Gesetzen der Natur
gebildeten Gestalten und der damit verbundenen Entstehungsprozesse konnte eine inno-
vationsreiche Grundlage geschaffen werden, die das Verstandnis eines der wesentlichen
Merkmale des Leichtbaus, namlich die interdependente Verknipfung zwischen Form,
formbildender Belastung und Konstruktionsmethoden, erméglicht hat.

57. Vgl. Otto (1990) und Otto et al. (1985).

58. Die Fachveroffentlichungen der Ergebnisse dieser Forschungsarbeiten erfolgen anhand der IL-Band-
reihe “Mitteilungen des Instituts fir leichte Flachentragwerke, Universitat Stuttgart”.

59. Otto (1990). Vgl. auch Andres (1971).
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Anhand Ottos Arbeit wurden zudem die entscheidenden Impulse fur die Entwicklung
physikalisch-mathematischer Formfindungsmethoden ausgeldst. Der Grund hierfir rihrt
daher, dass an den Zuschnitt vorgespannter Zugkonstruktionen grosse Genauigkeitsan-
spruche, wie sie von keiner anderen Bautechnik her bekannt sind, gestellt werden mis-
sen. Diese Erfordernisse — beispielsweise darf der Zuschnittsfehler bei vorgespannten
Seilnetzkonstruktionen maximal 0.03 % betragen — lassen sich grésstenteils bei der phy-
sikalischen Modellierung nicht erfillen, da die experimentelle Tatigkeit mit Seifen-,
Draht- oder Stoffmodellen stets mit Ungenauigkeiten behaf& idie unvermeidbaren
Fehlerquellen entstehen bereits bei der Modellherstellung sowie bei der eindeutigen
Punktidentifikation und den photogrammetrischen Aufnahmen.

Fur die Bewaéltigung komplexer Aufgaben muss die Zuschnittsermittlung mit Hilfe
mathematischer Mittel erfolgen. Auch in diesem Zusammenhang hat sich die Mathema-
tik — mit den phytagoraischen Worten Roger Bacons pa@is: et clavis scientarium
erwiesen. Der Aufstieg physikalisch-mathematischer Methoden beinhaltet jedoch kei-
neswegs den Untergang der teilweise bereits als obselet deklarierten physikalischen
Modellierung. Fur das Verstandnis der essentiellen Verknipfungen, die zwischen Form,
Steifigkeit und Krimmungseigenschaften bestehen, oder des Tragverhaltens einer Mem-
branflache bei der Einwirkung nicht formbildender Lasten wie Wind oder Schnee rei-
chen das rein logische Denken und die damit verbundenen Deduktionen nicht aus. Die
Partikularitat der Leichtbauweise verlangt das Sammeln von Erfahrungen, um alle im
Formbildungsprozess involvierten Parameter zu erfassen, was einzig Uber die stets uner-
setzbare physikalische Modellierung erfolgen kdmatsuperiorita del metodo sperimen-

tale per la ricerca dell effettivo funzionamento statico di un sistema teorico, é di una
evidenza che non richiedi ulteriori chiarimenti 1. In dem hier angesprochenen Zusam-
menhang durfte Nervis Schlussfolgerung kaum etwas an Bedeutsamkeit fur die unmittel-
bare Gegenwart eingebusst haben.

60. Die Ermittlung des Zuschnittes, das heisst die Bestimmung aller Seillangen und die Darstellung der
raumlich gekrimmten Netze in méglichst verzerrungsfreien Planen, gilt als eine der entscheidenden
Voraussetzungen fir die Verwirklichung einer Seilnetzkonstruktion. Im spannungslosen Zustand muss
das Netz namlich exakt um das Mass seiner Dehnung infolge Vorspannung kleiner hergestellt werden.
Da Langenfehler sich als Dehnungsfehler und damit als Kraftefehler auswirken, kénnen schon kleine
Einzelabweichungen zu unkontrollierbaren Umlagerungen fiihren. Um die Krafte mit wenigstens
+15% Genauigkeit erhalten zu kénnen, muss der zuldssige Langesfbblet0.03 % angesetzt wer-
den. Aufgrund der gestellten Genauigkeitsanspriiche an den Zuschnitt miissen in der Praxis nebst Seil-
dehnungen ebenfalls die Verkirzungen allfélliger Masten und Fundamentbewegungen berticksichtigt
werden. Vgl. Leonhardt und Schlaich (1973) sowie Linkwitz und Schek (1972). Dem heutigen Ent-
wicklungsstand der Technik zufolge liesse sich der Zuschnitt anhand einer numerisch gesteuerten,
vollautomatischen Zuschneideanlage bewerkstelligen.

61. Nervi (1965).



138

6.3 Numerische Formfindung vorgespannter Seilnetze

Zum Tragver halten vor gespannter Seilnetze

Bei den zugbeanspruchten Strukturen wie Hangebriicken und -dachern sind die hohen
Werkstoffestigkeiten optimal ausgenitzt, was die Uberbriickung grosser Spannweiten
bei geringem Werkstoffaufwand ermdglicht. Im allgemeinen bedtrfen solche Seilstruk-
turen einer Versteifung, was auf die Erfordernisse, die an die Gebrauchstauglichkeit und
die Schwingungsanfalligkeit gestellt sind, zurtckzufiihren ist. Des Ofteren besteht die
Tendenz, diese Tragwerke Uber eine auf die Wechsellasten bezogene schwere standige
Auflast zu versteifen. Hierdurch lasst sich allerdings das mit Seilen erreichbare minimale
Konstruktionsgewicht nicht erreichéR. Die bedeutend effizientere Moglichkeit, das
Steifigkeitsproblem einer Seilkonstruktion zu l6sen, erfolgt Uber die Anwendung einer
aussteifenden Vorspannung. In diesem Fall lasst sich das Tragwerk als ein gewichtsloser
Gleichgewichtszustand gegeneinander vorgespannter Trag- und Spannbauteile andeuten.
Bei Flachentragwerken ergibt sich durch die gegenseitig gekrimmten Seilscharen der
Trag- und der Spannseile die fir diese Tragwerke charakteristische Form der Sattelfla-
che, da nur die antiklastische Krimmung, das heisst die negative Gauss’sche Krim-
mung, in jedem Punkt des Netzes den nétigen Vorspannungszustand erzeug?én kann

Bild 6.22: Antiklastisch gekriimmte Fldche.

Aus dieser geometrischen Notwendigkeit lasst sich die einfache und Ubliche Betrach-
tungsweise des Tragverhaltens von Seilnetzkonstruktionen ableiten. In dieser Deutung
werden die Netzseile der Seilschar, bei denen die Wirkung der ausseren Lasten vom
Krimmungsmittelpunkt zum Seil hin gerichtet sind, als Tragseile definiert. Demgemass
werden die Seile der quer zu diesen verlaufenden Seilschar als Spannseile bezeichnet. In
diesem Sinn hat eine Erh6hung der zu tragenden Last eine Zunahme der Krafte in den
Tragseilen und eine Krafteverminderung in den Spannseilen zur olgesichtlicher-

weise besteht bei den vorgespannten Seilnetzkonstruktionen eine vollkommene Untrenn-
barkeit zwischen der Geometrie und dem Vorspannungszustand. Zusammen und auf in-
teraktive Weise bestimmen diese beiden Parameter Geometrie und Vorspannungszustand
die Steifigkeit und somit das Tragverhalten jeder vorgespannten Seilnetzkonstruktion.

62. Vgl. Peters (1980). Als Beispiel fur die durch Eigengewicht stabilisierten Hangedécher sei hier bei-
spielsweise auf Kenzo Tanges Sporthalle der olympischen Spiele in Tokyo hingewiesen.

63. Bei ausgedehnten Konstruktionen, bei denen die einzelnen Seilscharen Anderungen in der Kriim-
mungsrichtung aufweisen, entstehen notwendigerweise lokale Flachpunkte, denen in der Projektierung
grosse Aufmerksamkeit geschenkt werden muss.

64. Vgl. Bild 6.25, pp. 145.
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Nichtlineare Ausgleichungsrechnung vor gespannter Seilnetze

Das Gleichgewicht eines Seilnetzes ist dann gegeben, wenn die Netzknoten eine solche
raumliche Lage relativ zueinander annehmen, dass der Summe der vorhandenen Stab-
krafte ein geschlossenes raumliches Kréaftepolygon entspricht. Dadurch, dass sowohl der
Betrag als auch die Raumrichtungen dieser Kréafte geometriebehaftete Gréossen sind,
weist dieses System einen nichtlinearen Charakter auf. Aufgrund dieser zwischen der
Flachenform und den inneren Kraften bestehenden Interdependenzen muissen an die
Ermittlung der Gleichgewichtsfigur hohe Anspriche gestellt werden, so dass den Erfor-
dernissen in bezug auf Gestaltung, Tragverhalten und geodatischen Zuschnitt gentgt
werden kann. Entsprechend der zwischen der Ausgleichungsrechnung und der Elastome-
chanik bestehenden Analogie lasst sich die Berechnun%ﬁvorgespannter Netze auf die
Ausgleichung eines raumlichen Bogenschnittes zurtckfiitteweil der Ansatz Uber

den konventionellen Bogenschnitt zu keiner Lésung des Problems fuhrt, muss hierbei die
nichtkonventionelle nichtlineare Ausgleichungsrechnung herangezogen werden. Zu die-
sem Zweck wird die Forderung nach der Minimierung der Summe der quadratischen
Beobachtungsverbesserungen,

vVIlPY -~ min., (6.47)
bereits in die nichtlineare Verbesserungsgleichung

v = f(x) -1 (6.48)
eingesetzt. Mit (6.47) und (6.48) folgt der Ausdruck

VIIP =[ f(x)T=IT] PO f(x)=1] - min. (6.49)
Der Minimierungsforderung entspricht die notwendige Bedingung

vIi PV
)4

0 = 0, das heisst 2 /T EPEg—\)Z =0 . (6.50)

Ausgehend von der Verbesserungsgleichung (6.48) und unter Beriicksichtigung, dass
ov/ox = of/ox = A, (6.51)

folgt — mita™ b = b' (A — fur die gesuchte nichtlineare Normalgleichung
niinj 11 = 2
Y (P f(x)=1] = 0. (6.52)

Fur die Losung dieser nichtlinearen Gleichung werden Verfahren der numerischen
Mathematik herangezogen, welche die Lésung durch einzelne lineare Iterationsschritte

65. Vgl. Anhang A 5, pp. 168.
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ermdglichen. Hierbei ist die linearisierte Endgleichung fir ein Inkredveder Iteration
durch den Ausdruck

N = ATCP T | —f(xg) ] (6.53)
gegeben. Fur die Normalgleichungsmatrix gilt der Ausdruck

N=(C"TIT)+(X"TtPLOW31X). (6.54)
Hierbei bezeichnen' die Kantenknotenmatrixy die Hyperdiagonalmatrix — und nicht

die Ubliche Gewichtsreziprokenmatrix X, die Matrix der Knotendifferenzeriy die
Matrix der Knotenverschiebungen undlie Matrix der gedehnten Stablangen.

Die nichtlineare Ausgleichung des rdumlichen Bogenschnittes lasst sich in die analoge
elastomechanische Berechnung des vorgespannten Netzes transformieren, falls dazu die
Substitution

P=HL™ (6.55)

in der nichtlinearen Normalgleichung (6.52) vorgenommen wird. Unter Beriicksichti-
gung des Hookeschen Gesetzes fiir die Stabkrédtgt somit der Ausdruck

AT s = 0. (6.56)

Die Bestimmung der Normalgleichung sowie der Normalgleichungsmatrix erfolgt in
Analogie zu (6.53) und (6.54). Die Kofaktoren , der Knotenpunktkoordinaten sind
durch den Ausdruck

Q=N (ATPA)NT (6.57)
gegeben. Der erste Summand der Normalgleichungsmatrix,
cTmr, (6.58)

ist nahezu identisch mit den Normalgleichungen der linearen Ausgleichung und hangt
ausschliesslich von der geometrischen Konfiguration des Netzes ab. Ubertragen auf die
Verhéaltnisse der Elastomechanik beschreibt dieser Ausdruck die Nachgiebigkeit eines
Knotens unter einer Einheitsbelastung aufgrund der geometrischen Konfiguration des
Netzes. Der zweite Term,

XTPIL OW-3[X |, (6.59)

ist dagegen nur von der Grdsse der Verbesserungen, oder, analog dazu, von der Griésse
der elastischen Langenanderungen, welche die Netzvorspannung verursachen, abhangig.
Hiermit lasst sich die wichtige Schlussfolgerung ziehen, dass die Steifigkeit und somit
das Tragverhalten einer Netzkonstruktion eine Funktion der geometrischen Flachenkon-
figuration und des Vorspanngrades des Netzes darstellt.
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Gleichgewichtsgleichungen

Es ist naheliegend, dass sich die Uber geodatisch-mechanische Analogien hergeleitete
allgemeine Gleichgewichtsgleichung

ATs=0 (6.60)

uber die Aufstellung konventioneller Gleichgewichtsbedingungen bestimmen lasst. Das
bei den Seilnetzen zugrunde liegende Problem lasst sich anhand der Gleichungen

U = X=X, V; = Y=y, und w; = z-z, (6.61)

uber welche die Koordinatendifferenzeyw undw zweier durch ein Stabelementer-
bundener Knotenvariablerund festgehalten werden, darleg&h

T y W j
X v u k
Bild 6.23: Raumlage des Stabes j.

Bei Zuzug der Kanten-Knoten-Matr@, = [CC;]  qilt allgemein

u=Cilx = Ck + C,lk, v=Cily=CLy+ Cly,

w=C, [z = Clk + C; [&. (6.62)
Der raumliche Abstand zweier Knotenpunkte ist durch die Ladngen der Seilstlicke im
gedehnten vorgespannten Zustand definiert. Falls den Vektprew und/ die Diago-

nalmatrizenU, ¥, W undL zugeordnet werden, lassen sich die gesuchten Knotenabstande
Uber die Gleichung

L=[U2+Vv2+w2]¥2 (6.63)

bestimmen. Zur Erfassung der Richtung des Stabesden die Richtungscosinuswerte
a, ;, a,; unda, ; herangezogen. Diese Koeffizienten sind durch die Ableitungen

a, = 0,/0x, a,; = d;/0dy; und a,; = dl;/ 0z (6.64)
gegeben. Mit

6IJ- oy alj Y 6IJ- W

a—Xi_E,a—yi—E undi_l_ (6.65)

66. Die im folgenden dargelegten Uberlegungen stiitzen sich auf die Arbeiten von Griindig (1976), Link-
witz (1977), Linkwitz, Schek und Griindig (1974), Linkwitz et. al (1984) und Schek (1974).
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folgt der Ausdruck

a=|jE{uj,vj,Wj}. (6.66)

Dementsprechend ergeben sich die Matrizen der Stabrichtungen des Netzes zu

a _ a _ a _ 4
&=L T, T =LV, 5 =LTONVT. (6.67)

Mit dem Vektor s der Stabkrafte und den Jakobimatrizen (6.67) ergibt sich die Gleichge-
wichtsbedingung durch Gleichsetzung der inneren Krafte und der ausseren Belastung zu

c'o"m=p, COVOL'B=p, und C'ONL ' 5=p,. (6.68)

Somit gilt, dass bei vorgegebener Belastpndie voneinander abhangigen gesuchten
Stabkraftes und Koordinatenx diese Gleichgewichtsgleichungen zu erfiullen haben. Bei
unbelasteten vorgespannten Seilnetzen verschwindet der Belastungstaraiesem
Fall nehmen die Gleichgewichtsbedingungen die Form

A'E=0 (6.60)

an. Fallsh; die Zugsteifigkeit/, ; die Stablange des ungespannten Zustande$ dexal
unbekannten Knotenabstand bezeichnen, folgt fir das Hookesche Gesetz der Ausdruck

s; = hjIl=lg;)/ 1o - (6.69)
Bei Zuzug der DiagonalmatrizéfhundL, gilt fir das Hookesche Gesetz die Beziehung
s=HOL; OI-I,). (6.70)

Durch Substitution folgt fur die Gleichgewichtsgleichungen
CTIUOL ™ HOG W-lg) = p, C IVIL THOLG HI-lg) = py,

C'owiL ' mHO; dI-1y) = p,. (6.71)

Dieses Gleichungssystem bildet den geeigneten Ansatz, mit dem die Formfindungsauf-
gabe gel6st werden kann. Die Kanten-Knoten-Maittixiber welche die topologischen
Netzeigenschaften festgehalten werden, die Stabzugsteifigkeitsiatti® Matrix der
ungedehnten Stablangép, die die Form des Netzes im unbelasteten Zustand eindeutig
bestimmt, und der aussere Belastungsvekstellen vorgegebene Grossen dar. Fur die
Bestimmung der Raumkoordinaterder Netzknotenpunkte mussen hierbei allerdings
Rohwertex,, das heisst Naherungswerte aus Modellmessungen, fir die anfangliche Geo-
metrie herangezogen werden. In diesem Fall kbnneswndiesuchten Koordinatemmit

Hilfe der insgesamin vorliegenden Bestimmungsgleichungen ermittelt werden.
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Fest- und Ausgleichungsansatz

Falls Naherungswerte, fur die Geometrie vorliegen, lasst sich das zugrunde liegende
nichtlineare Gleichungssystem (6.71) durch Linearisierung naehativ mit dem New-
tonverfahrenlésen. Die ebenfalls unbekannten Seilkraftgrossen lassen sich aus der
ermittelten Geometrie mit Hilfe des Hookeschen Gesetzes (6.70) bestimmen. Grundsatz-
lich liefert dieser Ansatz die Mdglichkeit, die genaue Geometrie eines experimentell
bestimmten Zuschnittes zu ermitteln. Die eigentliche Lésung der Formfindungsaufgabe
liegt jedoch nicht innerhalb der Reichweite dieser Methode.

) ‘ (1 R - Zuschnittsbereich
7IT7 (1 I - reguldrer innerer Bereich
A xg- Festpunkte
/ \ o x - variable Knotenpunkte

Bild 6.24.: Zur Netzdefinition.

Fur die praktische Behandlung von Seilnetzkonstruktionen ist es sinnvoll, die Gleichung
(6.71) in zwei Terme zu spalten, so dass der regelméssige innere BenedcHer hete-
rogene aussere Bereich des ZuschnRtgetrennt erfasst werden kdnnen. Diese Opera-
tion beinhaltet die Unterteilung der insgesam®eilsticke des Netzesiry Stlicke des
regularen inneren Bereichésind my Stiicke des ZuschnittbereichRsMit der allge-

mein gultigen Umformund- (U = U O und unter Zuzug des Hookeschen Gesetzes
folgt fUr die Gleichgewichtsgleichungen jeder vorgespannten Seilnetzkonstruktion

T -1, -1 T -1
T | T -1
Cl HOL, L™ Oy, + CLOWL LR D5 = p,. (6.72)

Dieses Gleichungssystem umfasstBedingungsgleichungen fir die Bestimmung der

3n unbekannten Koordinaterund derm, unbekannten Komponenten der Stabkréjte

und ist dadurch unterbestimmt. Sofern gute Naherungswerte aus Modellmessungen fir
die Geometrie bekannt sind, lasst sich das Gleichungssystem durch die Eingabe der im
Berechnungsablauf konstant gehaltenen Grggseit Hilfe des Festansatzes exakt und
eindeutig I6sen. Die Schéatzung der unbekannten Seillgraftfolgt aus Modellmessun-

gen, Uberschlagsrechnungen oder vorhandenen Erfahrungen entweder auf direktem Weg
oder aber Uber die ungedehnte SeillahgeDer Berechnungsablauf erfolgt mit Hilfe
eines lIterationsverfahrens der numerischen Mathematik durch die Eingabe einer
Anfangsgeometriex,. Die Suche nach einer Gleichgewichtsfigur, die zugleich den
gestalterischen und statischen Anforderungen geniigen soll, ist bei diesem Vorgang mit
einem langen und mihsamen Iterationsprozess verknupft.
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Um dieses Problem zu umgehen, missen auch die Seiligr@iés Zuschnittes als unbe-
kannt angenommen werden. Diesem Ansatz entspricht jedoch ein unterbestimmtes Pro-
blem. Beim Ausgleichungsansatz wird das Problem der Unterbestimmtheit geldst, indem
die Koordinaterx und die Zuschnittskrafte, durch ein vertragliches System miteinan-

der verknupft werden. Dadurch erubrigt sich die beim Festansatz unentbehrliche Vor-
gabe fester Zuschnittskrafte. Zu diesem Zweck wird gefordert, dass die Summe der
quadratischen Abweichungen aus angenommener AusgangsgeaiemeGleichge-
wichtsgeometrier sowie aus den Naherungswerign, und den Gleichgewichtskraften

sp ein Minimum annimmt:

(X=Xo)' [Py Xx=Xg) + (Sg—Sg o) (P, dASg—Sg o) — min. (6.73)

Mit den GewichtungsmatrizeR; und P, lassen sich hierbei gestalterische beziehungs-
weise statische Aspekte des Entwurfs betonen. Eine Zunahme der Gewichtungsfaktoren
P, der gewunschten Kraftg , minimiert den Unterschied dieser Kraftesguund fahrt

Zu einer GlelchgeW|chtsgeometr|e die derjenigen des Festansatzes naher kommt. Im
Extremfall gilt mit P2 = o die Gleichheisrp = s . Zusammen mit der Nebenbedin-
gung (6.73) lasst sich das nichtlineare Ausgleichungsproblem (6.72) durch die Lineari-
sierung der Bedingungsgleichungen Uber eine Folge linearer Ersatzgleichungsaufgaben
und der hierfiir gtltigen Standardformeln 168én

Der Ausgleichungsansatz fiihrt zu einer ersten Gleichgewichtsgeometrie aus einem
ersten Berechnungslauf. Diese Geometrie lasst sich durch eine abgeanderte Vorgabe der
Zuschnittkraftes » und durch gezielt gewahlte Bewertungszaliﬂgeneratlv verbessern.
Allerdings sind hierbei die Zuschnittkrafte, die zur Erzielung eines erwiinschten Kréafte-
verlaufs im inneren Bereich erforderlich sind, nicht bekannt. Beim Entwurf werden
jedoch der Berucksichtigung geometrischer und statischer Nebenbedingungen wie
Gleichmaschigkeit oder konstantem Krafteverlauf grosse Bedeutung beigemessen.
Gemass der erweiterten Ausgleichungsrechnung kénnen solche Nebenbedingungen den
Unbekannten des Problems auferlegt werden. In diesem Zusammenhang gilt es hierbei,
das um die Gleichung

g(x,1,8) = 0 (6.74)

erweiterte System (6.72) mit der Nebenbedingung (6.73) zu I6sen. Fiur die Gleich-
maschigkeit wird gefordert, dass die endgultigen Stablahgiam gewlnschten Knoten-
abstanden, , gleich sind. Fir die praktische Losung mussen die Gleichungen (6.72) und
(6.74) unter der Verwendung von Naherungskoordinaten und -kigfterdsy , lineari-

siert werden. Da der Krafteverlauf des gesamten Netzes sich im Innern auswirkt, lassen
sich fur die Krafte im Zuschnittbereich grobe Vorgaben, die im Hinblick auf erwartete
grosse Anderungen mit kleinen Gewichtszahlen versehen werden, wéhlen. Weitere
Zusatzbedingungen beinhalten die Forderung nach knickfreien ZuschnittsbeP&ichen

67. Die Berechnung der Uberdachungen des Olympiastadions sowie von Zwischenteilen des Olympiage-
landes in Minchen erfolgte nach dem Ausgleichungsansatz.

68. Bei der Formfindung entstehen iiblicherweise beim Ubergang vom Netzinnern zu den Endstaben geo-
metrische und kraftméssige Inhomogenitaten — Knicke —, welche iterativ oder aber durch eine Zusatz-
bedingung beseitigt werden missen.
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Kraftdichtemethode

Grundsatzlich lassen sich wesentliche Vereinfachungen erzielen, falls die allgemeine
Gleichgewichtsbedingung

Al =0 (6.75)
mit Hilfe einer als Quotient aus Stabkraft und Stablange definierten Kraftgichte
g=s/1, (6.76)

linearisiert wird. Durch Substitution folgt aus (6.75) das lineare Gleichungssystem

c'm=p, C'VIH=p, C DN =p,. (6.77)

Bild 6.25: Grundelement eines vorgespannten Netzes.

In ausfihrlicher Schreibweise nehmen die Ausdricke (6.77) fur das aus vier Staben
zusammengesetzte dargestellte Grundsystem die Form

ue[qe"' Uy [qf + ug [qg"' Up [qh = px,i ’ Ve[qe"'vf [qf +Vg [qg"'vh [qh = py,i )
W [ + Wy Lo + Wy Loyg + wy, Loy, = Py (6.78)
an. Unter Bericksichtigung der Ausdricke (6.61) und (6.76) entsprechen diese Glei-

chungen der elementaren Erstellung der Gleichgewichtsbedingung am Kndfén
Ug = Qu lasst sich das Gleichungssystem (6.77) in die Form

c'M@u=p, CMI=p,, CRW=p, (6.79)

umschreiben. Mit der Spaltung der Kanten-Knoten-MatgixC, = [ CC; ], folgen mit

U= Cyx=CX+C ¥, v=C/y=C+Cy,

w = C,[x = ClZ+C; ¥ (6.80)

die Gleichungen



146

C' M+ (C' M) = p, C REH+(C RITT, =p,

C'MITz+(C' M) = p,. (6.81)
Mit den Substitutionen

D=C' QI ud D, = C' QT (6.82)
ergeben sich die vereinfachten Ausdriicke

DX = p.~D;%, DOy =p,~Di0y, D= p,~D;lx. (6.83)

Diese Gleichungen lassen erkennen, dass die Kraftdichten und die Netzgeometrie bei
vorgegebenen Knotenlasten und Auflagerknoten durch eine eindeutige Vorschrift mitein-
ander verknupft sind. Die gesuchten Koordinaten lassen sich somit anhand einer ange-
nommenen Kraftdichte tUber die umgeformten Ausdriicke (6.83) bestimmen:

x = D (p—D;X), y=D"(p,~Di¥), z=D"(p,~Dslx). (6.84)

B . o

Bild 6.26: Formfindung mit dem Kraftdichteansatz.

Diese Gleichungen ermdglichen eine direkte Bestimmung der Gleichgewichtsgeometrie
Uber die Verknupfungsvorschriften der Knoten, die Festpunktkoordinaten und die
geschéatzten Kraftdichten. Hierbei bildet die Kraftdichte den geeigneten Parameter fur
die Beschreibung der Netzform. Bei der praktischen Tatigkeit hat sich gezeigt, dass
bestimmte Schatzungen fur das Netzinnere und fiir die Randbereiche eine brauchbare
Ausgangsgleichgewichtsgeometrie liefern. Die unbekannten Stabkraftgrossen, die einer
berechneten Gleichgewichtsgeometrie entsprechen, ergeben sich aus dem Produkt der
zugehdrigen Stablangen,

L = [ =%+ (Vi =¥i)* + (2 =207 172, (6.85)
mit den angenommenen Kraftdichtewerten:
s=L0O. (6.86)

Dem erweiterten Ausgleichungsansatz entsprechend lassen sich nach Vorhandensein
einer ersten Gleichgewichtsform zusatzliche geometrische oder statische Forderungen
bertcksichtigen.



147
Spezielle Anwendungen des Ausgleichungsansatzes
Geometrische Minimalnetze

Die rechnerische Formfindung vorgespannter Seilnetze anhand der aufgezeichneten
Methoden erlaubt die Aufstellung einer interessanten Verbindung zu den geometrischen
Minimalnetzen. Geometrische Minimalnetze liegen dann vor, wenn die Abstdnde
benachbarter Knotenpunkte das Prinzip der kleinsten Quadrate erfiillen. Diese Forderung
ist durch den Ausduck

ITO=u' w+v ¥y +w v -~ min (6.87)
gegeben. Fur die Koordinatendifferenzen gelten die hergeleiteten Gleichungen

u=Ck+Cil¥, v=Cl+Cly, w=Clz+ Cly. (6.62)
Hieraus folgt unmittelbar die Identitat

du _ v _ow _

x - ay oz C. (6.88)

Die Losung der Minimalbedingung (6.87) erfolgt naturgemass uber Differentiation
gemass der Operation (6.50). Mit

o' D) _ o' m) _ ZEUT[g_U o' D) _ o' mv) _ ZBIT[g_V
X ' y '’

ox ax oy oy
T T
o070) _ow'mw) . T dw

und unter Beriicksichtigung des Ausdruckes (6.88) folgt das lineare Gleichungssystem
c'Cx = C' [k, C'Tr=-C'm oy,

c'

' mw; O, (6.90)

anhand dessen die Koordinatedes Systems mit minimaler Raumverteilung bestimmt
werden konnen. Dieses Gleichungssystem lasst sich direkt aus dem Gleichungssystem
(6.81) herleiten, falls hierbei die aussere Belastung zu null und die Kraftdichten zu Ein-
heitskraftdichten -© reprasentiert in diesem Fall eine Einheitsmatrix — gesetzt werden.
Diesem engen Zusammenhang zufolge lasst sich das Minimalnetz als ein vorgespanntes
Netz mit gleicher Kraft in allen Staben betrachten. Diese Tatsache bedeutet zugleich,
dass die Aufstellung einer einzigen geometrischen Minimalbedingung bereits zu einem
Gleichgewichtszustand des unbelasteten vorgespannten Netzes fuhrt. Die Forderung
(6.87) lasst sich durch Zuzug einer Gewichtung erweitern. Mit
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I"tPO =u (P + v [PV + w [POW - min. (6.91)

ergibt sich das Gleichungssystem (6.90) zu

(C'Pm) x = «(C' PIT) Ik,

(C'P®) [y = «(C' (PITy) Oy,

(C'Pm)x = «(C' P .. (6.92)

Es gilt somit, dass jede Gleichgewichtsgeometrie eines unbel asteten vorgespannten Net-

zes die obigen Gleichgewichtsbedingungen erfiillt. In formaler Hinsicht gleichen sich die
Gleichungssysteme (6.81) und (6.90),”davie Q Diagonalmatrizen darstellen. Dieser
Analogie zufolge lassen sich die Kraftdichten als Gewichtungsfaktoren des geometri-
schen Minimumproblems andeuten. Jeder Gleichgewichtszustand eines unbelasteten
vorgespannten Netzes mit den Kraftdichtemst demnach identisch mit demjenigen
eines Netzes, dessen durch die Kraftdichtgewichtete Summe der quadratischen Lan-
gen ein Minimum ergib$®.

Hiingenetze

Dem Umkehrungsprinzip zufolge lassen sich Gitterschalen als analoge Gebilde von
Hangenetzen andeuten, die als ideale Stabwerke ausgebildet sind. Damit der Gleichge-
wichtszustand von Hangenetzen erfullt ist, missen die Netzknoten eine solche raumliche
Lage relativ zueinander annehmen, dass die Summe der Raumrichtungen der zwischen
ihnen liegenden Stabstliicke mit den vorhandenen Stabkraftgrossen und der ausseren
Knotenlast ein geschlossenes raumliches Kraftepolygon ergeben. Bei parallel oder fla-
chennormal wirkendem Lastangriff ist die sich einstellende Geometrie dementsprechend
durch ihre positive Gauss’sche Krimmung charakterisiert.

Bild 6.27: Grundelement eines hdngenden Netzes.

Prinzipiell dirfen fur die Formfindung hangender Netze die Methoden, die im Hinblick
auf die antiklastischen vorgespannten Netze entwickelt worden sind, herangezogen wer-
den. Allerdings ist der Losungsprozess mit Konvergenzschwierigkeiten verknipft. Die

69. Vgl. Schek (1974).
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Ursache hierfur ist auf die geringen Stabverformungen, die durch die verhaltnismassig
niedrige Beanspruchung entstehen, zurickzufiuhren. Diese numerischen Schwierigkeiten
konnen durch die Erhéhung der effektiven Elastizitaiten umgangen werden. Nach

Bestimmung einer Gleichgewichtsform — der sogenannten Gumminetzgeometrie — an
dem durch eine fiktive Elastizitat gekennzeichneten Ersatznetz kann die gesuchte Geo-
metrie durch schrittweise Erhéhung des Elastizitdtsmoduls bis hin zum effektiven Wert

bestimmt werden.

Bild 6.28: Gitterschale.

Die mit dem Ansatz des Gumminetzes verbundenen Schwierigkeiten lassen sich beseiti-
gen, falls der allgemeinen Gleichgewichtsbedingung

AT s =p (6.93)

eine zusatzliche Abstandsbedingung fiur die Koordinaten der ausgeglichenen Punkte
jedes einzelnen Stabes aufgezwungen wird. Der Forderung
=1

m

m. 0 (6.94)
entspricht ein aus absolut dehnungslosen Stabelementen zusammengesetztes Hangenetz.
Anhand dieses erweiterten Ausgleichungsansatzes kann die Formfindung hangender
Netze auf direktem Weg erfolgéfl. Der somit bestimmten Geometrie entspricht nach

dem Umkehrungsprinzip eine analoge druckbeanspruchte Gitterschale. Zusatzliche stati-
sche Berechnungen am Gitternetz zur Erfassung der Beanspruchungen aus ungleichmés-
sig wirkenden Lasten wie Schnee oder Wind und Stabilitatsuntersuchungen lokaler und
globaler Art sind selbstverstandlich unentbehrlich. Es ist ersichtlich, dass die Lésung der
Formfindungsaufgabe anhand der um die Bedingung (6.94) erweiterten Ausgleichungs-
rechnung den geeigneten Ansatz fur die Rationalisierung des Bauablaufs von nach stati-
schen Gesichtspunkten entwickelten Flachentragwerken liefert. Die Vereinheitlichung
der Knotenabstande bei Gleichgewichtsformen setzt allerdings eine Topologie voraus,
die die notwendigen Freiheitsgrade im Formbildungsprozess gewéhrleisteff kann

70. Vgl. Grindig (1976), Linkwitz et al. (1984) und Nguyen-Tong (1980). Die Formfindung und die stati-
sche Berechnung von Frei Ottos Holzgitterschale fiir die Bundesgartenschau Mannheim 1975 erfolgte
anhand dieses Ansatzes.

71. Im allgemeinen werden Netze mit viereckigen Maschen bevorzugt. Bei der gleichschenkligen vierek-
kigen Masche beschreibt der Ort der Maschenkanten des virtuellen Bewegungszustandes eine Schar
zweier durch die gleiche Rotationsachse definierter spiegelsymmetrisch angeordneter Kegel, die sich
mit der gleichen Gewichtung durchdringen. Falls die Kantenlange R betragt, so ist die Kegelschar
durch den Kegel mit der HoHeund den halben Offnungswinkel’2 = arccos(L/R) 0<L<R
definiert.
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Formfindung von Membranen nach dem Krafidichteansatz

Bei der mathematischen Modellierung der Membran nach der Methode der Finiten Ele-

mente werden Dreieckselemente mit ebener konstanter Spannung definiert. Infolge der
Flachenkontinuitat und der Querkontraktionseigenschaften des Elements hangt die Deh-
nung und die damit zusammenhangende Kraft einer Kante vom Dehnungszustand der
anderen Kanten des gleichen Elementes ab. Unter gewissen Bedingungen kdénnen diese
Flachenelemente diskretisiert und durch Stabwerke ersetzt werden, wobei zwischen zwel
Knoten nun zwei Stabe vorhanden sind, die von weiteren Staben abhangen. In solchen
Fallen lasst sich die Formfindungsaufgabe bei Anwendung der gleichen Ansétze auf die-
jenige der vorgespannten Seilnetze zurickfihren. Die gesuchte Beziehung zwischen
Membranspannungen und Kraftdichte erfolgt durch die Formulierung der Beziehungen
zwischen den Membranspannungen und den Kantenkraften sowie durch die Ausdehnung
des Begriffes der Kraftdichte auf den Quotienten aus Kantenkraft durch Kantenlange.

Bild 6.29: Membranspannungen und Kantenkrdifte fiir 0 am Dreieckselement.

Fur ein Dreieckselement mit der Fladdeder Starke, der Querkontraktiom und dem
ElastizitatsmoduE sind die zwischen den Membranspannungen und den Kantenkraften
bestehenden Abhéngigkeiten durch die Gleichgewichtsgleichung

208, = 0, [, [ (6.95)

gegeben. Aquivalent dazu gilt

Sy = (Q/L,) [o,. (6.96)
Unter Zuzug des Ausdruckes (6.76) folgt fur die Kraftdichte in Richiung
Q, = (Q/L.) . (6.97)

Die Aufstellung der Kraftdichtematrig) erfolgt Gber die Bildung der Kraftdichten fur

die Richtungem, 3 undy. Die topologische MatrixX’ nimmt hierbei die Form einer Ele-
ment-Knoten-Matrix an. Einem Dreieckselement entsprechen somit drei Stédbe. Anhand
der Gleichungen (6.84) kann die Gleichgewichtsform einer Membran in linearer Abhan-
gigkeit der Kraftdichte bestimmt werden. Fir die Berechnung werden mit Hilfe eines
linearen Verschiebungsansatzes in einem ebenen Spannungszustand und unter Berick-
sichtigung der Querkontraktion Gleichungen fiir das einzelne Element aufg@stellt

72. Vgl. Nguyen-Tong (1980).



7 Epilog

7.1 Wissenschaft, Kunst und Baukultur

Dieser Arbeit liegt der Versuch zugrunde, die Logik des Raumes als Zusammenspiel geo-
metrischer Erfordernisse und physikalischer Tatbestdnde aufzudecken. Zur Veranschauli-
chung der Vereinbarkeit raumlicher und energetischer Zwange wird hierbei das
zweidimensionale geometrische Gebilde des Raumes herangezogen, da bei diesem
Raumeinschliessung und Struktur wie beim Ei oder beim Gehause des Nautilus koinzi-
dent sind. Die Betrachtung von Form als abstrakte Widerspiegelung raumlich-physikali-
scher Gesetzmassigkeiten bedingt die Uberschreitung des hylemorphischen Ansatzes,
nach welchem jedes gegenstandliche Etwas eine Synthese aus Form und Materie verkor-
pert, um sie im Sinne einer energetischen Erscheinung zum ontologischen Prinzip der
Natur zu erheben. Die Erkennung der anhand des morphologischen Studiums gewonne-
nen kausalen Zusammenhange erlaubt die Herleitung neuer Verfahren und die logisch
zwingende Gestaltung neuer Systemstrukturen.

Es muss Absicht jeder ontologischen Analyse der Form sein, die universellen Gesetz-
massigkeiten, die ihre Omniprasenz regeln, zu untersuchen und deren grundsatzliche
Bedeutung und Reichweite aufzudecken. Dieser Ansatz setzt das Verstandnis des Ver-
haltnisses der Form zum Raum und zur Zeit ebenso wie zur Natur und zum Geist voraus.
Als logisches Prinzip der raumlichen Anordnung, das heisst als metaphysisches Struktu-
rierungsprinzip des Raumes, verleiht Form — wie in dieser Arbeit gezeigt werden konnte
— dem Partiellen eine Totalitat und der Pluralitat eine Einheitlichkeit. Dementsprechend
ist der im weitesten Sinne aufgefasste morphologische Gedanke Goethes durch die Suche
nach der Bestandigkeit innerhalb des kontinuierlichen Wandels, das heisst durch die
Suche nach der Wahrheit, charakterisiert. Morphologie ist daher eine Wissenschaft, die
alle weiteren Disziplinen menschlicher Denktéatigkeit umfasst, um zugleich die zwischen
Natur- und Geisteswissenschaften bestehenden Verflechtungen wiederherzustellen.

Nach Vitruvius muss die Baukunst in ihrem Wesen durch Kohéarenz und Ganzheit
gekennzeichnet sein. Wie bei allen geistigen Verrichtungen, mussten nach ihm auch in
der Baukunst die zwei wesentlichen Begrified significatur und quod significat, das

heisst die Wahl des Motives der Bauschdpfung und die entsprechende wissenschaft-
lich-kiinstlerische Vergegenwartigung, herrschen. Dieser Ansatz setzt die kulturelle Ein-
heit intellektueller, emotioneller und politischer Umstande, wie es Athen unter Perikles
und Rom unter Augustus bezeugt haben, voraus. Diese anzustrebende kulturelle Einheit
ist durch die Affinitat, die zwischen den Methoden des logischen Denkens und den seeli-
schen Empfindungen besteht, gegeben. Dementsprechend ist auch die Bildung jedweder
Kultur durch den Wesensverwandschaftsgrad von Wissenschaft und Kunst bestimmt.

Dadurch, dass sie das Unbekannte des menschlichen Geistes erforschen, sind Wissen-
schaft und Kunst bewusstseinserweiternd. Das Fortschreiten der Wissenschaft beruht auf



152

dem Versuch, das Verstandnis des Geschehens der Natur auszubauen. Der Wissenschaft-
ler setzt eine Invarianz der Naturgesetze voraus, um somit Hypothesen herzuleiten, die er
als Antworten zu den Fragen, die er der Natur gestellt hat, festsetzt. Die Standhaftigkeit
der wissenschaftlichen Hypothese ist durch ihren Bewdadhrungswert im betrachteten
Anwendungsgebiet, dass heisst innerhalb eines bestimmten Referenzrahmens, gegeben.
Beim kiinstlerischen Prozess werden Ideen und Empfindungen als bildende, darstellende,
literarische oder musikalische Kunstwerke zum Ausdruck gebracht. Wie der Wissen-
schaftler legt der Kinstler seine Produktionen dem Publikum zur Bewahrungsprifung
vor, ohne jedoch eine Invarianz im Urteil voraussetzen zu kénnen.

Wenn die Wissenschaft zu einer besseren Visualisierung des natirlichen Geschehens bei-
tragt, so stellt die Kunst ein zeitgemasses Abbild der menschlichen Gesellschaft und
deren Problematik dar. Dementsprechend muss Kunst — dem Beispiel der Altgriechen
folgend — zur Regelung und Anpassung sozialer, moralischer und ethischer Prinzipien,
die ihrerseits durch die wissenschaftliche Progression beeinflusst sind, herangezogen
werden. Die Bedeutung der prozessualen Unterschiede und Analogien, die zwischen dem
wissenschaftlichen und dem kinstlerischen Ansatz bestehen, kann also kaum gentigend
hervorgehoben werden. Andererseits verdeutlicht diese Idee, welche zivilisatorischen
Gefahren ein Missverhaltnis zwischen Wissenschaft und Kunst in sich bergen kann.

Der soziale, politische und wissenschaftliche Wandel im Europa des 19. Jahrhunderts hat
zu einer intellektuellen Spezialisierung des Massenmenschen gefuhrt. Parallel dazu
wurde eine Vernachlassigung der emotionellen Erziehung eingeleitet. Diese von Radika-
lismus gekennzeichnete Entwicklung flhrte dazu, dass die faktischen Erkenntnisse der
Wissenschaft keine angemessene Humanisierung anhand einer aquivalenten emotionel-
len Entwicklung fanden. Dadurch entstand der widersprichliche Mensch der postindu-
striellen Gesellschaft, der nach Ortega y Gasset Weisheit und Ignoranz zugleich verkor-
pert. Mit ihm entstand auch das nach Karl Popper als Idol der Sicherheit bezeichnete
Missverstandnis des Besitzes von wissenschaftlichem Wissen, welches heuzutage eines
der grossten Hemmnisse fur eine harmonische Entfaltung unserer Zivilisation bildet. Fir
den Menschen ist Wahrheit kein Absolutum, sondern eine geistige Haltung. Dementspre-
chend kann auch die wissenschaftlich-kiinstlerische Progression — das Ingenium — nur
aus der rucksichtslos kritischen und unablassigen Suche nach Wahrheit in Wissenschaft
und Kunst — dem erwahntemnod significatur undquod significat — entspringen.

Die Diskrepanz, die nun zwischen Intellekt und Emotionalitat besteht, stellt einen mass-
gebenden Faktor dar, aufgrund dessen keine organische Entwicklung von Kultur feststell-
bar ist. Der euphorischen Illusion eines Triumphes des Menschen Uber die Natur, die sich
mit der industriellen Revolution bildete, muss heutzutage energisch entgegengetreten
werden. Die gewaltige Komplexitat des Universums, in welche der Mensch eingefiigt ist,
verlangt koharente und ganzheitliche Ansatze zur L6ésung der bevorstehenden Herausfor-
derungen. Zu diesem Zweck muss der Bewéhrungsgrad wissenschaftlicher Erkenntnisse
auch innerhalb eines menschlichen Referenzrahmens andauernd uberpruft werden. Es
scheint, dass die allgemeine Akzeptanz dieses Ansatzes zur Beseitigung der im Hinblick
auf die weitere Entwicklung unserer Zivilisation im allgemeinen und der Baukultur im
speziellen bestehenden Unsicherheiten entscheidend beitragen konnte.
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7.2 Die morphologische Aufgabe: Ergebnis und Ausblick

To them, I said, the truth would be literally nothing
but the shadow of the images.

Plato

Nach der pythagoraisch-platonischen Lehre unterliegt das natirliche Geschehen einer
ontologischen Synthese, auf welche die Koharenz des Pluralismus der Natur zurtickzu-
fuhren ist. Dieser von der deterministischen Chaostheorie verfolgte Ansatz beinhaltet die
Vorstellung, dass jede reale oder potentielle Existenz ein Dasein in sich hat, das in der
Anlage mit dem Ganzen Ubereinstimmen muss. Konfrontiert mit der ausserordentlichen
Variabilitat dieser pluralistischen Einheit versucht der Mensch, durch Beobachtung,
Anschauung und Nachdenken Begriffe zu bilden, anhand welcher die kosmische Logik
nachvollzogen werden soll. In erkenntnistheoretischer Sicht stellt aber das Weltbild, das
der Mensch sich schafft, ein@elt seiner Erfahrungswirklichkeit”, das heisst eine unter
vermutlich unendlich vielen logisch moglichen Weltgar!. Tatsachlich erfolgt die wis-
senschaftliche Progression anhand von Fakten, die aus isoliert gesammelten und dement-
sprechend isoliert gewerteten Erfahrungen abgeleitet werden, und die somit, im
kategorischen Gegensatz zu ldee, in Raum und Zeit beschrénkt sind.

Die Gegensatzlichkeit, welche Begrenzung und Schrankenlosigkeit hervorrufen, fuhrt zu
einer Inkongruenz zwischen Erfahrung und Idee. Dieses bereits von Goethe aufgezeigte,
jedoch meist unbeachtet und unbewusst gebliebene Missverhéltnis ruft im menschlichen
Verstand einen Widerstreit hervor, der sich bei der Naturforschung sehr hinderlich
auswirkt®. Diese These fiithrt unausweichlich zur Forderung, Erfahrungen in moglichst
allen ihren Facetten und Modifikationen zu prifen, zu erforschen und durchzuarbeiten,
und knupft dadurch am Ansatz des hier verfolgten Formgedankens unmittelbar an. In
Anlehnung an Teilhard de Chardins Postulien que le Phénomeéne,; mais aussi tout le
Phénomene” gilt es also, die Verbindung zwischen scheinbar abgesonderten Gegeben-
heiten herzustellen, um somit der ontologischen Synthese der Natur nachz%gj@hen
erscheint naheliegend, dass nicht die schlichte Anhaufung und Anordnung von Erfahrun-
gen, sondern die Uberbriickung der zwischen Erfahrung und Idee bestehenden Kluft, zu
einer wissenschaftlichen Annéherung an ein konsistentes Weltbild fihren kann. In die-
sem Ansatz muss die Morphologie ihre “apologia pro vita sua” geradezu finden.

Um ihre dargelegte Absicht zu verfolgen, bedarf die Morphologie einer Methodik und
eines Gegenstandes. Hierbei gilt es, ganz im Sinne Francis Bacons, den betrachteten par-
tikularen Gegenstand — im vorliegenden Fall die gekrimmten Flachentragwerke der
Ingenieurbaukunst — abzusondern und hervorzuheben, um mit Hilfe von logisch-deduk-
tiv abgeleiteten konkreten Folgerungen fachibergreifende Verflechtungsnetze wahrneh-
men zu konnen. Das Verstdndnis der kausalen Zusammenhénge, die jedes dieser

1. Popper (1984).
2. Vgl. Goethe (1954).
3. Teilhard de Chardin (1955).



154

Verknupfungsschemas bestimmen, und die Prifung des Bewahrungswertes der abgelei-
teten Hypothesen setzen allerdings eine von Universalismus gepragte geistige Haltung
voraus, die eine bereitwillige Mobilisierung aller Disziplinen menschlicher Denktatig-
keit erforderlich macht.

Der Begriff Form wurde auf latente Weise zur unwiderruflichen Idee der européischen
Baukultur, als gegen Ende des 17. Jahrhunderts Philippe de la Hire und David Gregory
erkannt hatten, dass die baulichen Ordnungszustande der Natur physikalisch-raumlichen
Gesetzmassigkeiten unterliegen. Diesem tautologisch abgeleiteten Prinzip zufolge gilt —
in Anlehnung an Goethe und D’Arcy Thompson —, dass das Besondere als das Allge-
meine, das unter verschiedenen Bedingungen zum Erscheinen gebracht wird, ausgelegt
werden mus$. In esoterischer Hinsicht missen daher solche scheinbar abgesonderten
baukunstlerischen Werke, wie die nur teilweise ausgefihrte Kirche der Colonia Giell
oder die Uberdachung des Olympiastadions Miinchen, als mannigfache Ansichten eines
einzigen Prinzips gedeutet werden. Umgekehrt stellen die erwédhnten Bauten subjektive
Nachprifungen objektiver wissenschaftlicher Erkenntnisse dar. In diesem Zusammen-
hang ist die Subjektivitat primér auf die Erlebnisse der entsprechenden Konstrukteure,
die Objektivitat hingegen auf die erkannte Zufalls- und Willkirunabhangigkeit zurtick-
zufiihren. Erlebnis und Erkenntnis rufen dementsprechend eine Polaritat hervor, die die
beiden jeweils zeitgebundenen und zeitlosen Weltbilder der Wirklichkeit, Geschichte
und Natur, zum Gegenstand hat.

Dem angesprochenen Sachverhalt lasst sich entnehmen, dass planmassiges Handeln auf
einem realitdtsbezogenen Ausblick in zukinftige Entwicklungsméglichkeiten beruhen
muss und des tiefen Verstandnisses historischer Zusammenhéange bedarf. Hierbei gilt es
nicht, greifbare historische Tatsachen “per se” willkirlich zu untersuchen und aneinan-
derzureihen, sondern die Bedeutung und die Andeutungen ihrer Erscheinungen — die
Form der Geschichte — zu eruieren und sie unter einem gegenwartsbezogenen und uni-
versellen Gesichtspunkt darzulegen. Da sowohl das Ereignis als auch die historische
Analyse in Raum und Zeit stattfinden, weist die Geschichte einen metamorphischen
Charakter auf, der ihr die Bedeutung einer Lehre des Werdenden — und nicht des Gewor-
denen — verleiht. Die Bildung neuer, bis anhin nicht wahrgenommener Ansichten tber
Ideen, die in der Vergangenheit dargelegt worden sind, setzt allerdings die tiefe Ausein-
andersetzung mit gegenwartigen Begriffsvermogen ebenso wie die Bericksichtigung all-
taglicher Verhaltnisse und Umstande, die zum betrachteten Zeitabschnitt geherrscht
haben, voraus. Dieser hier proklamierte Ansatz fordert, dass der Ubliche Perspektivismus
zugunsten einer ganzheitlichen Betrachtung aufgegeben werden muss.

Die Umformung von Form in eine Quantitat erfolgt durch Zuzug des Begriffes Struktur.
Der strukturelle Ansatz erlaubt die Zurickfihrung erkannter komplexer Daten einer
gegenstandlichen oder phanomenologischen Form auf eine endliche Anzahl Komponen-
ten, die nach einem logischen Organisationsprinzip miteinander verknupft sind. Das ent-
scheidende Merkmal dieses Konstruktes besteht darin, dass die Betonung vielmehr auf
den Bezlgen, das heisst auf dem logischen Aufbau, als auf den Einheiten liegt. Diese

4. Vgl. Ibid., Thompson (1992).
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charakterisierende Eigenschaft lasst erkennen, dass Struktur eine topologische und
dadurch mathematisch erfassbare Erscheinung ist, die sich dementsprechend mittels der
Geometrie — der Wissenschaft der Beschreibung von Strukturen — und der Physik — der
Wissenschaft des Strukturierungsprinzipes der Natur — untersuchen lasst. Daher der
pythagoraische Ausspruch Galileis, nach welchem die Natur das Zahkoaierin lin-

gua matematica — sei®. Anhand dieses atomistischen Ansatzes kdnnen relevante Zusam-
menhange, die Gleichgewicht, Stabilitat und Bestandigkeit eines baulichen Organisati-
onsprinzips bestimmen, durch prazise Formulierung hervorgehoben und im Hinblick auf
die Konstruktion neuer Ordnungsgeflige miteinander kombiniert werden.

Das in dieser Arbeit verfolgte formwissenschaftliche Studium beruht grundsatzlich auf
dem morphologischen Urtrieb des faustischen Bewusstseins, das wahrnehmbare Aussere
— das “eidos” des Altgriechischen und die “forma” des Lateinischen — im vollstandigen
Zusammenhang zu erfassen und es als Andeutung einer immanenten, wesensbestimmen-
den Essenz aufzunehmen. Die Parallelitat, die zwischen diesem wissenschatftlichen Ver-
langen und dem kunstlerischen Ausdruckstrieb des Menschen besteht, ist unverkennbar.
Ziel jeder kunstlerischen Schopfung ist namlich — wie gezeigt werden konnte —, innerlich
verarbeitete Empfindungen als ontologisch koharente Kunstwerke zum gegenstandli-
chen Ausdruck zu bringen. Die Subjektivitat auszudrtickender Gefiihlseindriicke deutet
unmissverstandlich an, dass Kunst ein historisches Abbild menschlicher Gesellschafts-
ordnungen ist und dementsprechend zur Regelung und Abstimmung sozialer, politischer
und ethischer Normen herangezogen werden muss.

Die Gegenuberstellung von Wissenschaft und Kunst offenbart den Dualismus, der zwi-
schen rationalem Intellekt und den Urempfindungen Emotionalitat, Intuition und Instinkt
besteht. Die Hervorhebung dieses Dualismus lasst erkennen, dass jede organische Bil-
dung und Entwicklung von Kultur — Ausdruck und Abbild des menschlichen Daseins —
das einstimmige Zusammenspiel beider Weltgefihle voraussetzt. Mit dem postindustri-
ellen Zeitalter wurde jedoch ein Wandel eingeleitet, der die Ausbildung der Fahigkeit zu
denken ohne zu fiihlen und umgekehrt zu fuhlen ohne zu denken hervorgerufen hat. Die-
ser Verfall des asthetischen Bildungsgrades fand einen warnenden Ausdruck im Mutati-
onsprozess, der die Entwicklung der Baukunst bestimmt hat. Das Verstandnis dieser
unwiderlegbaren Tatsache beinhaltet das Desiderat, den Menschen erneut als Schnitt-
punkt von Beziigen anzudeuten und die bereits von Vitruvius proklamierte Koharenz und
Ganzheit wiederherzustellen. Es gilt, den Bewdhrungsgrad wissenschatftlich erworbenen
technischen Wissens auch innerhalb eines vom Humanismus gepragten Referenzrah-
mens andauernd zu Uberprufen.

Die bevorzugte Methodik der Moderne, isolierte Erfahrungen durch entsprechende vor-
satzliche Wiederholung so oft hervorzubringen, dass sie zur uneingeschrankten Gewiss-
heit werden, birgt Gefahren und Unumganglichkeiten in sich, die nicht langer ignoriert
werden konnen. Obschon die vorausgesetzte Invarianz der Naturvorgange die Unveran-
derlichkeit der experimentell unmittelbar tGberprifbaren Regelméassigkeiten beinhaltet,
kann die blosse Bewéahrung von Erfassungswissen unmdglich zum Besitz von Wahrheit,

5. Galilei (1980).
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der selbst die Ausgeburt eines Gefiihls der Uberheblichkeit ist, fiihren. Nach der quasiin-
duktiven Methode Poppers kbnnen Theorien, die aus bewéhrtem Erfassungswissen abge-
leitet werden, nicht absolut sein, da sie stets von allgemeineren Theorien Uberholt
werden kénnen, die ihrerseits die bereits friiher bewahrten enthabises Fortschrei-

ten zu allgemeineren Theorien beruht nicht, wie allgemein angenommen wird, auf der
Sammlung neuer Erfahrungen oder auf der besseren Ordnung der bereits vorhandenen,
sondern auf der Ausbildung der mannigfaltigsten Ansichten, die in einer Erfahrung ent-
halten sind. Aus diesem Grund setzt das unabléssige Suchen nach Wahrheit die von Goe-

the proklamiertd’ermannichfaltigung eines jeden einzelnen Versuches voraus'.

Selbst die strengste vorurteilslose Untersuchung unterliegt zwangslaufig der gedankli-
chen Betrachtungsweise des Menschen. Aus diesem Grund ist jedes wissenschaftliche
Abbild des Kosmos durch die gleichen Wesensziige gepréagt, die die Struktur des Den-
kens ausmachen. Diese verschmelzende Eingliederung von Objekt und Subjekt fuhrt
dazu, dass beide wechselseitig aufeinander einwirken und dadurch den evolutionaren
Akt der Selbsterkenntnis gemeinsam lenken. Als Verbindungspol zwischen allgemein
anerkannten und vertrauten Lehren verfolgt die Morphologie die Absicht, die strukturel-
len Zusammenhéange, die zwischen allen Disziplinen menschlicher Denktéatigkeit beste-
hen, aufzudecken, um somit die gefordééenannichfaltigung einer jeden Erfahrung

zu erzielen. Morphologie ist daher die Wissenschaft des Strukturierungsprinzips, das die
bewusste Existenz des Menschen — aufgefasst als@meé de vivre universelle qui

converge et s hominise en lui — innerhalb des natiirlichen Geschehens bestfnibas
nachstehende Schema veranschaulicht den dargelegten Ansatz und lasst die Tragweite
und die Fruchtbarkeit dieser Methode erkennen.

Idee <———= FErfahrung

Natur >< Geschichte

Kunst < Wissenschaft
Emotionalitcit = Intellekt

Fur den Positivisten, der die Verselbstandigung der rationalen Intelligenz gegentiber dem
sophistischen Gesamtsubjekt Mensch verkdorpert, mogen die hier verfolgten Absichten
und Methoden als ein dilettantischer Exkurs ausserhalb der eigentlichen Wissenschaft
erscheinen. Diese Haltung verrat eine tief verwurzelte ptolemaische Weltanschauung,
nach welcher der Mensch als statisches Zentrum seines Universums auszulegen sei. Die-
ser casarische Anthropozentrismus fuhrt dazu, dass die vom Menschen betriebene Wis-
senschaft ihn selbst — aufgefasst als evolutionsbestimmendes Phanomen und nicht als
isolierte kdrperliche Erscheinung — unberiicksichtigt lasst. Wie aber die fortlaufende
Dehumanisierung des menschlichen Lebensraumes mit unmissverstandlicher Deutlich-
keit erkennen lasst, bedarf jedes koharente Abbild des Objektes der bewussten Einglie-
derung des Subjektes. Diesen allumfassenden Ansatz ist der Mensch dem endgultig
entfesselten Prometheus schuldig.

6. Ibid.
7. lbid.
8. Teilhard de Chardin (1955).



Anhang

A 1 Geometrische Eigenschaften der Polyeder

Topologische Eigenschaften der Platonischen und Archimedischen Polyeder

Anzahl n-Gone Anzahl Elemente | Netzeigenschaften
3/ 4|5|6|8|10| F | E| K | n/n|p X
Tetraeder @ 4 4 | 4 | & 3 3 1

5 Hexaeder \i@ 6 6 8 12 3 4 2

©

(0]

=

g Oktaeder @ 8 8 | 6 | 12| 4 | 3| 2

(0]

©

=}

B Ikosaeder @ 20 20 | 12 | 30 5 3| 3
Dodekaeder @ 12 12 | 20 | 30 3 5 3
Kuboktaeder @ 8 | 6 14 | 12 | 24 | 247 | 4| 2017

Ikosi dodekaeder @ 20 12 32| 3 | 60 | 154 | 4 | 144
Tetraeder- @ 4 4 8 | 12| 18| 92 | 3| sp2
stumpf
Hexaeder- @ 8 14 | 24 | 36| 367 | 3| 227
stumpf
Oktaeder- @ 6 8 14 | 24 | 36 | 3607 | 3| 227

g stumpf

g Ikosaeder- @ 12 | 20 32 | 60 | 9 | 4558 | 3 | 208

g stumpf

3 Dodekaeder- @ 20 12 32| 60 | 90 | 458 | 3| 208

qg; stumpf

§ Rhomben- @ 8 | 12 2 | 24 | 48 | 4813 | 4 | 4413

> kuboktaeder

o
Rhormbenikosi- @ 20 | 30 | 12 62 | 60 | 120 | 120/31 | 4 | 116/31
dodektaeder
Kuboktaeder- @ 12 8 2% | 48 | 72 | 7213 | 3 | 4613

stumpf
Ikosi dodeka- 30 20 12| 62 | 120 | 180 | 180/31 | 3 | 118/31
eder stumpf
Cubus Simus @ 2| 6 38 | 24 | 60 | 60/19 | 5 | 66/19
Dodecaedron @ 80 12 92 | 60 | 150 | 75/23 | 5 | 8723
Smus
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Topologische Eigenschafien der Catalanschen Polyeder

Anzahl p Punktverkniipfunge Anzahl Elementeg Netzeigenschaften
3/ 4/5|6|8|10 E| F|K| p | n| ¥
Rhomben- @ 8 | 6 14 | 12 | 24 | 24/7 | 4| 2017
dodekaeder
Tricontaeder- @ 20 12 32 | 30 | 60 | 15/4 | 4 | 144
rhombus
Triakis- @ 4 4 8 | 12| 18| 92 | 3| s
tetraeder
Triakis- @ 8 6 14 | 24 | 36 | 367 | 3| 227
oktaeder
3 Tetrakis- @ 6 8 14 | 24 | 36 | 367 | 3 | 227
< hexaeder
(@)
e Pentakis- @ 12 | 20 32 | 60 | 90 | 4558 | 3 | 208
© dodekaeder
=2
g Triakis- @ 20 12|32 | 60 | 9 | 4558 | 3 | 208
@ ikosaeder
=2
9 | Deltoidikosi- @ 8 | 12 26 | 24 | 48 | 4813 | 4 | 4413
o)
8 tetraeder
s Deltoid- @ 20 | 30 | 12 62 | 60 | 120 | 120/31 | 4 | 116/31
a
hexacontaeder
Hexakis- @ 12 8 | 6 26 | 48 | 72 | 72113 | 3 | 46113
oktaeder
Hexakis- | (50, 30 20 12 | 62 | 120 | 180 | 180/31 | 3 | 118/31
ikosaeder | &2/
Pentagon- @ 2| 6 38 | 24 | 60 | 60/19 | 5 | 66/19
ikositetraeder
Pentagon- @ 80 12 92 | 60 | 150 | 75/23 | 5 | 87/23
hexacontaeder
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Metrische Eigenschafien der Platonischen und Archimedischen Polyeder

Flachenwinkel

Radien und Volumen

3
y/y(nl'nZ) I’Umkugel lkantenk. | Tinkugel V[l ]
Tetraeder @ 70.53° | 1.7321| 100 | 05774 0.11785
5 Hexaeder ij 90.00° | 1.2247| 100 | 0.7071 1.00
°
>
g Oktaeder @ 109.47°| 1.4142| 1.00 | 0.8165 0.47140
(0]
3
=}
§’ Ikosaeder @ 138.18°| 1.1756| 1.00 | 0.9342 2.18170
Dodekaeder @ 116.57°| 1.0705| 1.00 | 0.8507 7.66312
Kuboktaeder @ 34 125°16'| 1.1547 1.00 0.8660 2.37
Ikosi dodekaeder @ 35 142°37'| 1.0515| 1.00| 09511  14.31
Tetraeder- @ 3-6 109°28 | 1.1055 1.00 0.9045  0.394
stumpf 6-6 70°32'
Hexaeder- 3.8 125°16'| 1.0420 | 1.00 | 0.9597| 17.76
stumpf 8-8 90°00’
Oktaeder- 46 125°16'| 1.0541 | 1.00 | 0.9487] 12.71
stumpf 6-6 109°28'
3 Ikosaeder- 5.6 142°37'| 1.0210 | 1.00 | 0.9794| 57.56
2 stumpf 6-6 138°11°
[}
a Dodekaeder- 3-10 142°37'| 1.0145 | 1.00 | 09857 97.45
%\; stumpf 10-10 116°34'
=2
B Rhomben- @ 34 144°44'| 10707 | 100 | 09340 874
a kuboktaeder 4-4  135°00°
p=}
© | Rhombenikosi- 3-4 159°06'| 1.0260 | 1.00 | 0.9747| 42.01
dodektaeder 45 148°17
Kuboktaeder - 4-6 144°44'| 1.0241 | 1.00 | 09765 45.63
stumpf 4-8 135°00’
6-8 125°16'
Ikosidodeka- 4-6 159°06'| 1.0087 | 1.00 | 0.9914| 21.79
edergumpf 4-10 148°17’
6-10 142°37'
Cubus Simus 3.3 153°14'| 1.0773 | 1.00 | 09282 7.68
3.4 142°59°
Dodecaedron 3.3 164°11'| 1.0280 | 1.00 | 0.9727| 37.72
Smus 3-5 152°16’
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Metrische Eigenschafien der Catalanschen Polyeder

Geometrie des Polygons Flachenaufbau y
1 a o ’
Rhomblsches@ a = 109°28' p =3, pB =4 120°12
Dodekaeder B = 70°32
. o oy
Rhombisches @ a = 116°34' p =3, pB =5 144°00
Tricontaeder B = 63°26'
| a | tetragonaler Anschluss
Triakis ﬁ o = 112°53' |von 4 Pyramiden mit trian- 129°31’
Tetraeder B I B | p = 33°33 |gularer Basis
| a | oktaedrischer Anschluss
Triakis A o = 117°12' |von 8 Pyramiden mit trian- 147°21’
Oktaeder B I B B = 31°24 |Qularer Basis
Iy 2 I kubischer Anschluss von|6
Tetrakis o = 83°37' |Pyramiden mit quadrati- | 143°07’
Hexaeder B I B | p=a4811 scher Basis
a
dodekadischer Anschluss
Pentakis ' l1 o = 68°37' |von 12 Pyramiden mit 156°43’
Dodekaeder B | B B = 55°41' |Pentagonaler Basis
2
ikosadischer Anschluss
Triakis a = 119°02' |von 20 Pyramiden mit triy  160°37’
|kosaeder B = 30°29 angularer Basis
oktaedrischer Anschluss
Trapeziodal er o = 115°16' |von 8 dreiecksahnlichen| 138°07’
Ikositetraeder g = 81°35 |Figuren.
Iy Iy o = 118°17' |ikosadischer Anschluss
Trapeziodal er B B B = 86°58 |von 20 dreiecksahnlichen 154°07'
Hexecontaeder I I y = 67°46 | Figuren.
2 a = 55°01' |oktaedrischer Anschluss
Hexakis & B = 37°46' |von 8 dreiecksahnlichen| 155°05'
Oktaeder L, vy B y = g7°12 |Figuren.
a = 58°14' |oktaedrischer Anschluss
Hexakis B = 32°46' |von 8 dreiecksahnlichen| 164°53'
| kosaeder y = gg°59 | Figuren.
Iy 7o\ 11 Anschluss von 6 vierblatt-
Pentagonales B B a = 80°45' |rigen Figuren 136°19’
Ikositetr aeder 2 BIB 2 g = 112008
2
l1 /aN\ Iy Anschluss von 12 fiinf-
Pentagonales BB a = 67°28 |blattrigen Figuren 153°11
Hexecontaeder 12 P]B l2 B = 118°08'
2
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A 2 Zur Plastizititstheorie gekriimmter Flichen

Die mechanische Erfassung gekrimmter Flachen kann mit Hilfe der elastischen oder der
plastischen Theorien erster und zweiter Ordnung erfdlgen

Elastizitatstheorie Plastizitatstheorie

Theorie erster Ordnung Membran- und Biegetheorie Fliessgel enklinientheorie

Theorie zweiter Ordnung  Elastische Beultheorie Inelastische Beultheorie

Bild A 1: Mechanische Theorien der gekriimmten Fldche.

Wie im Abschnitt 6.1 dieser Arbeit bereits erwahnt, erfolgt die rechnerische Erfassung
gekrimmter Flachentragwerke im allgemeinen anhand der Elastizitatstheorie. Folglich
stutzen sich alle Untersuchungen auf die Annahmen, dass das beanspruchte Material
ungerissen, homogen, isotrop und linear elastisch ist und das Tragwerk — Instabilitatser-
scheinungen ausgeschlossen — nur kleine Verschiebungen zu erleiden hat. Dieser Ansatz
hat sich in vielen Fallen als befriedigend erwiesen. Andererseits aber kann die Untersu-
chung des Tragverhaltens gekrimmter Flachentragwerke eine raffiniertere Methode, die
alle spezifischen Materialeigenschaften bertcksichtigt, erfordern. Im bedeutenden Fall
des Stahlbetonbaus sollte, da Beton bereits bei geringer Einwirkung von Zugspannungen
reisst, fur allfallige Untersuchungen ein theoretisches Modell beigezogen werden, bei
welchem die Druckkrafte durch Beton und Stahleinlagen gemeinsam und die Zugkréfte
Im wesentlichen durch die Bewehrung aufgenommen werden. Die elastizitatstheoreti-
sche Annahme, dass fUr die rechnerische Erfassung ungerissene Querschnitte sowie
Homogenitat und Isotropie beigezogen werden dirfen, sollte deshalb im Stahlbetonbau
grundsétzlich nur nach einer kritischen Uberpriifung aller materialbedingten Nichtlinea-
ritaten als zulassig akzeptiert werden.

Im allgemeinen liefert die Membrantheorie in Verbindung mit den Transformationsre-

geln die Langs- und Schubkrafte in jedem Flachenpunkt und fur jede beliebige Schnitt-
richtung. Die Transformation erfolgt mit Hilfe des Mohrschen Spannungskreises und
erlaubt anhand des Ausdruckes

172

Ny = (1/2)(ng+n, ) £[(1/4)(n - n) +ny ]

(A1)

die Bestimmung der beiden orthogonalen Trajektorienscharen, die den Weg angeben, auf
dem die Lasten durch reine Zug- und Druckkréafte zu den Auflagern abgeleitet werden.
Im Fall des Stahlbetonbaus stellt die Spannungsberechnung die Aufgabe, Stahl und
Beton die ihnen zukommenden Anteile dieser Schnittkrafte zuzuweisen. Das hier
zugrunde liegende Problem besteht darin, dass die Normalkrafttrajektorien und die
Bewehrungsanordnung im Regelfall nicht koinzident sind. Eine streng trajektoriale
Bewehrungsanordnung ware konstruktiv sehr aufwendig, ist praktisch aber gar nicht
erforderlich. Meist wird eine orthogonale Bewehrung gewahlt. Fir die wirklichkeitsnahe

1. Marti, pers. Mitteilung.
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Erfassung der Tragwirkung orthogona bewehrter Schalen sollte eine von der Elastizi-
tatstheorie differenzierte Betrachtungsweise herangezogen werden. In Anlehnung an die
Scheibentheorie kann hierbei zum Beispiel von Fachwerkmodellen ausgegangen wer-
den. Bei Vernachlassigung der Krimmung, das heisst bei Reduzierung der raumlichen
auf die ebene Dimension, lassen sich die Gleichgewichtsbedingungen,

Oy = Oy + Oxs» Gy = ch + Gys’ Txy = Txyc + 1-xys (A 2)
an einem ebenen Element mit Hilfe des Mohrschen Spannungskreises aufstellen. Nach
Bestimmung der Neigung der Rissrichtihgach der Baumannschen Formel kdnnen die
Spannungskomponentemy., Oyc, Ty der Betondiagonalen und,g, Oy, Tyys der im
Scheibenelement unter den Wink@|rgeneigten Stahleinlagen ermittelt werden

Oy
B+ Ty. 8 .
Tyy
OX } O’Lc \ OX
1 Txy
P -
2 X
y Oy

Bild A 2: Gleichgewicht am gerissenen Scheibenelement.

Im Fall der Schalen sind strenge plastizitatstheoretische Kollapsmechanismen noch nicht
genugend erforscht worden. In der Literatur wird der obere Grenzwertsatz der Plastizi-
tatstheorie hauptséchlich auf unter Manteldruck stehende Zylinder, Kegel und Kugeln
angewendet. Fur diese Flachen existieren vollstandige Losungen, das heisst statisch
zulassige Spannungszustinde samt den damit vertraglichen Mechahisdtesthon

die experimentelle Tatigkeit vereinzelte Untersuchungen theoretischer Art an zylindri-
schen und paraboloidférmigen Schalen bestatigt hat, ist die allgemeine Anwendbarkeit
plastizitatstheoretischer Losungen nicht gegeben, da bei vielen weiteren Versuchen ein
lokales Versagen aufgrund einer Betonstauchung oder eines Schubbruches zu beobach-
ten war, bevor sich ein Mechanismus Uberhaupt einstellen kéAn@rundsatzliche
Aspekte der Fliessgelenklinienmethode wie die Rotationsfahigkeit von Fliessgelenken
unter erhodhter Druckeinwirkung oder der Einfluss grosser Rotationen vor der Bildung
eines Mechanismus bedurfen sicherlich einer weiteren experimentellen Tatigkeit mit
entsprechenden theoretischen Untersuchungen.

Vgl. Baumann (1972) und Marti (1991).

Vgl. Olszak und Sawczuk (1980).

Vgl. Gioncu (1979).

Gestitzt auf experimentelle Ergebnisse wurden die Versagensmechanismen von Faltwerken — vgl.
Dykes (1964) und Enami (1964) — und von zylindrischen Stahlbetonschalen — vgl. Kavyrchine (1961)
und Sawczuk (1961) — erforscht. Weitere Untersuchungen an paraboloidférmigen Stahlbetonschalen
fanden eine gute Ubereinstimmung mit ausgefiihrten Versuchen. Vgl. Kolleger und Mehlhorn (1989)
und Gioncu (1979).

ok wn
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A 3 Inelastische Beultheorie

In qualitativer Hinsicht lasst sich der Einfluss materialbedingter Nichtlinearitaten auf das
Beulen von Flachen anhand des Ausdruckes

lin h
Py O Eigﬁg (6.32)

cr

untersuchen. Die Stoffgrosse des Elastizitatsmadulsfasst alle kurz- und langzeitbe-
zogenen materialbedingten Nichtlinearitaten. Die effektive geometrische Grésse
Querschnittsstarkeist durch die eventuelle Bildung von Rissen beeinflusst. Im Fall von

Stahl- und Spannbeton ist die Rissbildung wiederum von der Bewehrungsanordnung
abhangig. Auch kdnnen auftretende Langzeitdeformationen den Krimmung#rddius
Flachebetrachtlich beinflussen. Fur die quantitative Erfassung des inelastischen Beulp-
hanomens werden hauptsachlich empirisch hergeleitete Beziehungen herangezogen, die
eine entsprechende Reduktion der Beullast zur Folge haben. Die damit verbundenen
Unsicherheiten werden Uber vergrdsserte Sicherheitsfaktoren abgedeckt.

Einfllisse plastischer Verformungen

Mit der Annahme eines linearen Formanderungsgesetzes wird der Theorie ein in Wirk-
lichkeit nicht existenter Idealwerkstoff zugrunde gelegt. Die meisten Werkstoffe folgen
dem Hookeschen Gesetz nur innerhalb bestimmter Beanspruchungsgrenzen, die bei der
praktischen Ausnutzung uberschritten werden konrnemd sollten. Ersichtlicherweise

kann die Nichtlinearitat der Spannungs-Dehnungsbeziehung einen bedeutenden Einfluss
auf die Instabilitdtserscheinung austiben. Bedingt durch die in anderen Bereichen des
Ingenieurwesens durchgeflihrten Untersuchungen beziehen sich die meisten Erkennt-
nisse Uber die Instabilitatserscheinungen im plastischen Bereich auf die metallischen
Werkstoffe. Das Ergebnis dieser Untersuchungen lasst sich allerdings nicht ohne weite-
res auf andere Baustoffe wie Stahlbeton Ubertragen. Nach Engesser wird in der Stabtheo-
rie das elastoplastische Verhalten von Stahlbeton dadurch beriicksichtigt, dass allen
Fasern des Querschnittes ein Tangentenmigduigeschrieben wird. Diese Methode lie-

fert einen unteren Grenzwert fir die Traglast des zentrisch gedrlickten elastoplastischen
Stabes. In Analogie zur Engesserschen Theorie wurde fur den Elastizitatsmodul druck-
beanspruchter Flachentragwerke aus Stahlbeton der Ausdruck

E. = 2(f/¢g.)[1-(0./ . )]V? (A 3)
hergeleitef. Fiir zentrische und exzentrische Belastung wurden die Beziehungen

Ee1 = Egol 1-(0/f)° 1 und Eg, = Eg req] 1—(0o/f0)2]Y? (A 4)

c, red

6. Griggs (1971).
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vorgeschlagen ’. Ein weiterer Ansatz geht von der Ausnahme aus, dass die Traglast der
elastoplastischen Schale Uber die untere elastische und die obere plastische Traglast
anhand des Ausdruckes

2

PSP/ e + 7/ p®) =1 (A5)
bestimmbar ist. Hierbei bezeichnet® die Last, die durch die Bildung eines starr-pla-
stischen Mechanismus zum Kollaps der Schale fihrt.

Kriechbeulung

Bei Schalen kann die Zunahme des Krimmungsradius durch Kriechverformungen zu
einer bedeutenden Reduktion der Beullast fuhren. Der kriechbedingte Kollaps ausge-
filhrter Stahlbetonschalen weist auf die Bedeutung dieses Phanoméngiimathe-
matischen Erfassung der mechanischen Eigenschaften viskoelastischer Materialien wie
Metalle unter erhohtem Temperatureinfluss, Beton, Holz oder Kunststoffe werden
lineare oder nichtlineare konstitutive Gleichungen herangezogen. Nach der linearen vis-
koelastischen Theorie werden keine Umlagerungen zwischen Membran- und Biegespan-
nungen bertcksichtigt. Die Kriecheinwirkung drickt sich demzufolge in der
Zeitabhangigkeit der Spannungen und in der Amplitude der Deformationen, nicht aber in
der Spannungsverteilung aus. Der nichtlinearen viskoelastischen Theorie liegen hinge-
gen nichtlineare Gleichungen zugrunde, anhand welcher die Biegemomente und die
Membrankrafte mit den Deformationen verknipft werden. Diese Spannungsumlagerung
iIst umso bedeutender, je ausgepréagter die Nichtlinearitat ist. Die nichtlineare Kriechtheo-
rie weist die Partikularitat auf, dass bei erhéhter Spannungseinwirkung das Kriechen
nicht mehr konvergieren muss. Der kritische Zeitpunkt fur die Divergenz des Kriechens
lasst sich mit entsprechenden Beziehungen bestimmen und ist von besonderer Bedeu-
tung fur die Stabilitatsuntersuchungen von Bégen und Schlen

Im allgemeinen werden die zeitabhdngigen Stoffgesetze von Beton durch einen linearen
Ansatz beriicksichtigt. Die Linearititsannahme dek - - undeder - -Beziehungen
ermdglicht die Superposition von Verformungen infolge eines zeitlichen Spannungsver-
laufs und dirfte bei konstantgehaltener niedriger Spannungseinwirkung recht gute Resul-
tate liefern'!. Es darf jedoch angenommen werden, dass die Nichtlinearitat bei einer
veranderlich wirkenden Spannung besonders ausgeprigiNgt der Einfiihrung nume-
rischer Methoden, welche die Anwendung nichtlinearer Stoffgesetze bei einem verninf-
tigen Rechnenaufwand ermoéglichen, sollte daher die Spannungsumlagerung im

Dulacska (1978).

Ibid.

Vgl. Isler (1982) und Schnobrich (1991).

0. Vgl. Olszak und Sawczuk (1980), Shen (1992).

1. Im allgemeinen ist es zuléssig, Beton bei niedriger Spannungsintensigét (0.35 + 0.45) [f¢ nach
Kabir und Scordelis (1978)-<0.30 (I nach Kollegger (1988) — und konstanten hydrothermischen
Bedingungen als ideal linear-viskoelastisch anzunehmen.

12. Vgl. Bazant und Panula (1979).

HBE oo~
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Gebrauchszustand berticksichtigt werd@nDie physikalische Modellierung linearer
Stoffgesetze erfolgt dabei im allgemeinen anhand zweier verschiedener rheologischer
Modelle, dem Maxwellschen Modell (fir Metalle unter erhéhtem Temperatureinfluss,
Kunststoffe und Eis) und dem “three-parameter-solid”-Modell (fir Beton und Holz). Bei
diesen Modellen erfolgt die Simulation des tberkritischen Verhaltens tber die Variation
der Federsteifigkeit E = konst. fir konstantesE 0w fir zunehmendes uihd 1/ w

fur abnehmendes Tragvermdgen im Uberkritischem Bereich. Fir das “standard linear
three-parameter solid”-Modell strebt das Kriechen stets gegen einen Endwert. Es gentgt
daher unabhangig vom Tragverhalten im tberkritischen Bereich, deip Yt Kriech-
funktion ¢(t) furt = c zu kennen, um den reduzierten Elastizitatsmggduilber den
Ausdruck

Ec = Eco 7/ (1+¢¢) (A 6)

zu bestimmert*. Der Kriechwertd, ist abhangig von der Schalenstarke, vom Wasser-
Zement-Wert und von der Luftfeuchtigkeit, lasst sich jedoch unter durchschnittlichen
Bedingungen als Funktion der Wiirfeldruckfestigkeit darstéfteBie somit erhaltenen
theoretischen Werte fanden gute Ubereinstimmung mit an Modellen aus Mikrobeton
durchgefiihrten Versuchefi. Weil es sich jedoch um eine starke Vereinfachung eines
sehr komplexen, noch nicht gentigend erfassten Problems handelt, ist die rechnerische
Erfassung anhand dieser Modelle mit Unsicherheiten verbunden, die nur mit erhdhten
Sicherheitsfaktoren abgedeckt werden kont{efi.

Einfluss der Risse auf die Stabilitat von Stahlbetonschalen

Die Rissbildung bildet — nebst dem Fliessen der Bewehrung — die wesentliche Werkstoff-
nichtlinearitat jedes Stahlbetontragwerkes. Bei Schalen aus Stahlbeton kann der rissbe-
dingte Steifigkeitsabfall die Beullast bedeutend verringern. Im Bericht der Untersu-
chungskommission, die das Versagen der Kihltirme in Ferrybridge 1965 untersucht hat,
wird angenommen, dass die Abnahme der Biegesteifigkeit in Ringrichtung infolge verti-
kaler Risshildung zur Instabilitatserscheinung beigetragef®hatus Vergleichsversu-

chen, die an zylindrischen Schalen aus bewehrtem Beton und Plexiglas durchgefuhrt
worden sind, konnte entnommen werden, dass die Rissbildung die Beullast bis 50% redu-

13. Zienkiewicz und Taylor (1991).

14. Vgl. Dulacska (1980), Popov und Medwadowski (1981).

15. Vgl. Medwadowski et al. (1979). Nach ACI gilt pauschel 2.0 . Vgl. Tedesko et al. (1987).

16. Vandepitte et al. (1979).

17. Allerdings wird hierbei von den am einachsigen Spannungszustand gesammelten Erfahrungen ausge-
gangen. In der Flache herrschen jedoch zwei-, beziehungsweise sogar dreiachsige Spannungszustande.
Nach Gopalakrishnan, Neville und Ghali (1969) ist dies zulassig, weil die multiachsiale Beanspru-
chung das Kriechverhalten verbessert.

18. Durch die Wahl geeigneter Massnahmen — Anwendung hoher Betonqualitdten bei nicht allzu grossen
Bewehrungsgehalten, Sicherstellung verhaltnismassig niedriger Spannungen im Gebrauchszustand
und Ausschalung nach langerer Erhartungsphase — lasst sich ein Einfluss auf das Kriechverhalten aus-
Uben. Nach Tandon (1988) kénnen die Langzeitdeformationen um 40% reduziert werden, falls bei-
spielweise die Spannung in einer Schale 2.5 statt 5.0 Mpa betragt, und falls nach 28 statt 14 Tagen
ausgeschalt wird.
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Zieren kann %°. Experimentelle Untersuchungen an Rotationshyperboloiden ergaben eine
Abnahme der kritischen Beullast von 20% und 25% aufgrund vertikaler respektive hori-

zontaler Rissbildung L. Bei diesen Versuchen konnte kein Einfluss der Rissbildung auf

die Beulfigur beobachtet werden 22. Erganzende Versuche, mit welchen die Rissbildung
gezielt simuliert wurde, zeigten eine Abnahme der kritischen Last gegentber den glei-
chen ungerissenen Modellen aufgrund vertikaler Risshildung Uber die volle Schalenhéhe
von 45%23, Trotz genugender Evidenz wurde noch keine analytische Methode entwik-
kelt, die den Einfluss der Rissbildung auf das Stabilitdtsverhalten von Schalen aus Stahl-
beton zufriedenstellend beschreiben kosfité)m die Risswirkung bei Kiihltirmen ana-
lytisch zu beriicksichtigen, wurde vorgeschlagen, die Wandstarke zu hafbiebsese
Annahme durfte allerdings zu stark konservativen Werten fiihren, da keine Versuche
bekannt sind, bei denen die Abnahme der linearen kritischen Last infolge Rissbildung
mehr als 50% betragen wird® Weitere Ansatze erfolgen Uber eine Reduzierung des
Elastizitatsmodulg:

E.' <050 [E,. (A7)

Auf entsprechende Weise lasst sich eine reduzierte Schalensteifigkeiestimmen.
Das Quadrat der Schalensteifigk&itst hierbei als das Produkt aus Biegesteifigieit
und Dehnungsteifigkeil’ der Schale definiert, und der Steifigkeitsreduktionsbeiysert
stellt eine Funktion der Uberdeckungstarke und des Armierungsgehalt&s dar

K'=yX = ¢yO/BOT =y QE, 1)/ J12. (A 8)

Bei hyperbolischen Kuhltirmen lasst sich bereits unter normalen thermischen Bendit-
zungsbedingungen eine vertikale Rissbildung beobaéAtéudem kann auch Schwin-

den zu einem bedeutenden Storfaktor werllerDiese erwahnten Einfliisse bleiben
jedoch normalerweise sowohl bei den experimentellen als auch bei den analytischen Sta-
bilitatsuntersuchungen unbeachtet.

19. Nach Billington (1982). Es sei hier jedoch erwahnt, dass nach Abel und Gould (1981) das Versagen
der Kihltirme in Ferrybridge, England, sowie Aerdeer, Schottland und Port Gibson, Mississippi nicht
eindeutig auf eine Instabilitdtserscheinung zurlickzufiihren ist.

20. Griggs (1971).

21. Der und Fidler (1968).

22. Gioncu (1979).

23. Hayman und Chilver (1971).

24. Die IASS Richtlinien empfehlen pauschale Werte, ohne jedoch ein Modell fur die Erfassung der Risse
vorzuschlagen. Vgl. Medwadowski et al. (1979). Vgl. auch Abel et al. (1982). Bereits einfache Uberle-
gungen lassen beispielsweise erkennen, dass fiir das Deformationsverhalten die doppellagige Beweh-
rungsanordnung gegeniber einer einzigen Bewehrungslage klar zu begiinstigen ist. Vgl. Isler (1982).

25. Buchert (1972).

26. Nach Der und Fidler (1968) ist die kritische Last fir Rotationshyperboloide durch den Ausdruck
Jer = CCEON/ R)23 gegeben. Hierbei bezeichr@einen empirischen Koeffizienten. Der Halbie-
rung der Wandstéarke entspricht daher eine Reduktion der kritischen Last um 80%.

27. Isler (1982).

28. Vgl. Dulacska (1981), Cole, Abel und Billington (1975), Hayman und Chilver (1971).

29. Larrabee, Billington und Abel (1974)

30. Kollegger (1988).



167

A 4 Numerische Berechnungsverfahren

Bedingt durch die Masstabsbegrenzung, die sich aus dem geringen Verhaltnis der Quer-
schnittshohe zu allen weiteren Bauwerksabmessungen ergibt, ist die Versuchsdurchfiih-
rung fur die experimentelle Analyse eines Flachentragwerkes mit erheblichen
Schwierigkeiten verbunden. Die analytische Berechnung andererseits ist auf Speziallfalle
beschrankt und im allgemeinen nicht anwendbar auf beliebige Geometrien, Lastfélle,
unregelmassige Versteifungen und Lagerungsbedingungen, Ausschnitte und viele andere
Aspekte des praktischen Entwurfs. Ebenfalls lassen sich auf analytischem Weg einige
wichtige mechanische Eigenschaften kaum beriicksichtigen.

Die Einfuhrung elektronischer Rechenmaschinen ermdglichte eine rasche Entwicklung
numerischer Methoden, anhand welcher viele dieser Schwierigkeiten umgangen werden
konnten. Mit der Entwicklung nichtlinearer Finite-Elemente-Programme fur Stahl- und
Spannbetonschalen entstanden auch spezielle Elemente fir Randtrager und Versteifungen
sowie Materialmodelle fiir physikalisch wirklichkeitsnahe Berechnungen (Rissbildungs-
kriterien fur Stahl und Beton, Schwinden und Kriechen des Betons, Temperatureinfliisse,
ZugversteifungStahlrelaxation sowie Vorspannverluste aus Reibung und Klemmenein-
zug), so dass nun “alle” geometrischen, materialbedingten und zeitabhangigen Nichtli-
nearitaten berucksichtigt werden kénnen.

Im Regelfall erfolgt die Erfassung der geometrischen Nichtlinearitat bei den Schalenele-
menten Uber eine totale Lagrangesche Formulierung, nach welcher sich die momentanen
Spannungen und das Green-Lagrange-Verzerrungsfeld auf den urspringlichen geometri-
schen Zustand beziehen. Um das Verhalten von Materialien mit nichtlinearem Verhalten,
insbesondere Stahlbeton, in der elastischen und in der inelastischen Phase zu verfolgen,
wurden zwei Modelle entwickelt. Bei dem modified-stiffness-Modell wird die Steifig-
keit nach einem empirischen Momenten-Krimmungs-Diagramm als eine Funktion der
Beanspruchung erfasst. Beim geschichteten Modell wird das finite Element derart in
Schichten aufgeteilt, dass jeder Schicht einzelne materialspezifische Eigenschaften zuge-
teilt werden. Mit dem geschichteten Modell konnen alle materialbedingten Nichtlineari-
taten erfasst werden. Zudem lassen sich somit ebenfalls heterogene, anisotrope und
faserverstarkte Materialien sowie Sandwichstrukturen modellieren.

Insgesamt kann mit den heutigen nichtlinearen Finite-Elemente-Programmen auf die
unterschiedlichsten und verwickeltsten Probleme eingegangen werden. Erst die Auswahl
der zugrunde liegenden Theorie und der entsprechenden Materialmodelle sowie zugeho-
riger Parameter bestimmt jedoch den Ldosungsbereich des Verfahrens und die Grenzen
der Anwendung. Prinzipiell ermdglichen die nichtlinearen finiten Elemente die Berech-
nung beliebiger Flachenformen aus beliebigen Materialien, unter beliebigem Lastein-
fluss und beliebiger Auflagerung. Zusammen mit den zur Verfugung stehenden CAD-
Programmen erlaubt diese sehr leistungsfahige Berechnungsmethode, dass man von den
konventionellen analytisch definierbaren Flachen Abstand nimmt und sich effizienteren,
materialgerechten Formen annéhert. Leider ist eine solche Entwicklung im Entwurf und
in der Forschung nicht feststellbar.
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A 5 Ausgleichungsrechnung und Elastomechanik

Die Ausgleichungsrechnung stellt ein Verfahren fiur die Auswertung geodatischer Mess-
werte dar. Mit der Gauss’'schen Methode der kleinsten Quadrate werden die Unvertrag-
lichkeiten, die sich aus den fehlerbehafteten Beobachtungen ergeben, Uber die Forderung
nach der Minimierung der quadratischen Form

vVICPO/ - min. (6.47)

beseitigt. Die Entwicklung der Minimalprinzipien entstand mit der theoretischen Physik
und fihrte zur Formulierung der Variationsaufgaben in der Mathematik. Neben dem
Prinzip der kleinsten Quadrate, aufgestellt am Anfang des 19. Jahrhunderts durch Carl
Friedrich Gauss, bildet das Prinzip von Castigliano, nach welchem die potentielle Ener-
gie der Formanderung eines beanspruchten elastischen Koérpers bei stabilem Gleichge-
wicht ein Minimum aufweist, ein typisches Beispiel fir solche Extremumsprobleme. Bei
der konventionellen linearen Ausgleichung vermitteinder Messungen werden aus
unabhangigen Messwertemichtlineare Verbesserungsgleichungen

v = f(x)-I (6.48)

fur die Bestimmung dex Unbekannten «<n — herangezod’@n Durch Zuzug von
Naherungswerten fir die Unbekannten ergeben sich die linearen Fehlergleichungen zu

v = A —[I-=f(xy)] - (A9)

34 03=0g3

Bild A 3: FEinfach iiberbestimmter Bogenschnitt nach der Ausgleichung.

Fur die Bestimmung der unbekannten Gréssen wird nun die Forderung des Prinzips der
kleinsten Quadrate aufgestellt. Demzufolge mussen der iekr Verbesserungen und

die GewichtsmatriX’ der Messwerte der Minimalbedingung genigen. Folglich gilt fur
die Normalgleichungen der Ausdruck

(ATTPA)Ax = ATIP[1—f(xo)]- (A 10)

40. Die in der Folge dargelegte Ubersicht tiber die geodatische Ausgleichungsrechnung vermittelnder
Messungen wurde aus Bahndorf (1991), Linkwitz (1977) und Reissmann (1980) entnommen. Auf die
Ausgleichungsrechnung bedingter Beobachtungen wird hier nicht eingegangen.
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Anhand der Normalgleichungen kénnen die gesuchten Grossen bestimmt werden. Defi-
nitionsgemass gilt fir die Normalgleichungsmatyidie Beziehung:

N =AT[P[A. (A 11)

Aus der Fehlergleichung (A 9) und der Normalgleichung (A 10) folgt durch Gleichset-
zung der Ausdruck

AT[P[A = 0. (A 12)
Diese Gleichung eignet sich insbesondere dafir, als Rechenprobe fir die Berechnung der

Verbesserungen angewendet zu werden. Die Matrix der Gewichtskoeffizienten — Kofak-
toren —Q, ,. ergibt sich aus dem Gewichtsfortpflanzungsgesetz zu

Quy = ATIPIA. (A 13)
Aus (A 11) und (A 13) folgt die Identitat

QX,XIN_ . (A 14)
Folglich lasst sich der Ausdruck (A 10) wie folgt umschreiben:

AX = QAT [Pl —f(xo)] - (A 15)

Um die Jahrhundertwende erkannte Sebastian Finsterwalder, dass die Begriffe und
Rechenverfahren der Ausgleichungsrechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate
ebenfalls in mechanischer Hinsicht interpretierbar 8indiese enge Beziehung zwi-
schen der Ausgleichungsrechnung und der Elastostatik lasst sich am einfachsten anhand
eines Uberbestimmten ebenen Bogenschnittes und eines aquivalenten statisch einfach
unbestimmten ebenen Fachwerkes zeigen.

az3=0dg3

Bild A 4: Finfach statisch unbestimmtes Fachwerk mit Belastung K.

41. Vgl. Linkwitz (1977).
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Das Gleichgewicht im Knoten P des im obigen Bild dargestellten Fachwerkes lasst sich
Uber die Forderung, dass die Summe der an diesem Punkt wirkenden Kréafte null ergibt,
untersuchen und bestimmen. In matrizieller Schreibweise ist diese Bedingung durch den
Ausdruck

AT = k (A 16)

gegeben, falls hierbef die Richtungsmatrixs den Stabkraftvektor undden Vektor der
ausseren Last bezeichnen. Durch Zuziehen des Hookeschen Gesetzes

s=HO;' OV (A 17)

— H bezeichnet hierbei die Zugsteifigkeit, das heisst das aus Querschnittsflache und Ela-
stizitatmodul gebildete Produkt, die ungedehnte Stablange diedelastische Lan-
genanderung — ergibt sich die obige Gleichgewichtsbedingung zu

ATOHOL) O = k. (A 18)

Im deformierten Zustand betréagt die Lange der S{édet vi) . Die ensprechende defor-
mierte LageP + AP des Punkt@sist durch die Koordinater+ Ax  bestimmt. Demzu-
folge ist die Vertraglichkeitsbedingung durch den Ausdruck

v = A [AX (A 19)

gegeben. Durch Einsetzen der Vertraglichkeitsbedingung in die Gleichgewichtsglei-
chung (A 18) lasst sich die Koordinatenanderdxg in Abhangigkeit derk leastit-
teln:

Mx = [ATOH LY AT k. (A 20)

Mit dem behandelten Problem wurde ein in sich widerspruchsfreies System betrachtet,
welches einer Belastung ausgesetzt wurde. Aus diesem Grund erscheinen in den zu der
geodatischen Ausgleichungsrechnung analogen Gleichungen zusatzliche Terme, mit
welchen diese dussere Einwirkung berucksichtigt wird. Der vollstandigen Analogie ent-
spricht ein nicht belastetes Stabwerk, welches einer Zwangsbeanspruchung ausgesetzt
ist. Hierbei, wie beim analogen geodéatischen Problem, sollen innere Widerspriiche, die
sich aus der geometrischen Uberbestimmtheit ergeben, beseitigt werden. Dem Ausdruck
(A 16) entsprechend lasst sich die Gleichgewichtsbedingung fiir den KAotkrs
gezwangten Fachwerkes durch den Ausdruck

AT5=0 (A21)

erfassen. Durch Zuzug der Hookeschen Gesetzmassigkeit folgt fur die Gleichgewichts-
gleichung

ATOHL Y v = o, (A 22)
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Wie ersichtlich ist, entspricht der soeben hergeleitete Ausdruck der Gleichung (A 12),
falls die SubstitutiorH CL—1 = P vorgenommen wird. Die Vertraglichkeitsbedingun-
gen dieses Systems sind durch die Beziehung

lo,i + AL +v; = [ (Xo=X +AX)2 + (Yo —Y; + Ay)? 12 (A 23)

gegeben. Sie lasst sich durch eine Entwicklung des Wurzelausdruckes nach Taylor in
Matrizenschreibweise ausdriicken:

v = A[Ax-Al. (A 24)

lo,i = FiPo

Al i zwangsfreie Lingencinderung

az3=dg3

Bild A 5: Unter Zwang stehendes, einfach statisch unbestimmtes Fachwerk.

Mit (A 22) und (A 24) folgt der zu (A 10) analoge Ausdruck

ATOHOL YA mx = AT QHOL ) (A 25)

Uber welchen die gesuchte KoordinatenandeAinigestimmt werden kann.

Mit k = e, wobei e den Einheitslastvektor bezeichnet, lasst sich der Ausdruck (A 20)
ausgleichungstechnisch wie folgt formulieren:

DX = Qy (B, (A 26)

Somit lasst sich die Gewmhtsrezmro@x einer Koordinate als die Verschiebung des
KnotensP unter der Wirkung einer Elnheltsbelasthgieuten Bei Vertiefung der
zwischen der geodatischen Ausgleichsrechnung und der Elastomechanlk bestehenden
Analogien lasst sich zeigen, dass die Ausgleichung nach vermittelnden Beobachtungen
der Deformationsmethode und die Ausgleichung nach bedingten Beobachtungen der
Kraftmethode entspreché

42. Somit erdffnet sich beispielsweise die Mdéglichkeit, das Fehlerfortpflanzungsgesetz in die Elastome-
chanik zu Ubersetzen, um die Fehlerfortpflanzung in schematisch gebildeten Streckennetzen mit den
Ubersichtlicheren Mitteln der Elastomechanik untersuchen zu kénnen. Vgl. Linkwitz (1977).

43. Bahndorf (1991) leitet die entsprechenden Grundgleichungen her und stellt die Analogien in tabellari-
scher Form dar.
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A 6 Weitere Ansiitze fiir die numerische Formfindung von Membranen

In analytischer Hinsicht lasst sich die Membrangeometiig) anhand der partiellen
Differentialgleichung (6.12) bestimmen, falls fir den formerzeugenden Lasttal)

eine erwinschte Spannungsverteilung,y) angenommen wird. Die Losung des hier
zugrunde liegenden Problems erfolgt nach Einfihrung von Randbedingungen mit der
Methode der finiten Differenzen. Dieser direkten analytischen Methode sind Schranken
gesetzt, die ihr eine nur bescheidene Reichweite verleihen. Aus diesem Grund kam diese
Methode nur bei partikularen Fallen zur Anwenddfgvereinzelt wurde versucht, die
Methode der linearen sowie der nichtlinearen finiten Elemente zur Auffindung von
Membran- und Schalengeometrien heranzuziehen. Hierbei wird von einer dem Grundriss
entsprechend geformten flachen Membran, die bei Belastung eine neue Gleichgewichts-
lage annimmt, ausgegangén Diese Methode erlaubt die Untersuchung beliebiger
Grundrissformen, Materialeigenschaften und Randbedingungen bei variablen Biege- und
Dehnsteifigkeitsverhaltnissen. In diesem Zusammenhang sei jedoch darauf hingewiesen,
dass die auf der Methode der finiten Elemente beruhenden mathematischen Simulations-
modelle des 6fteren mit physikalischen Inkompatibilitaten verknupft sind, die sich in
diesem Fall nur schwer Uberblicken lassen.

In letzter Zeit wurde auch die mathematische Strukturoptimierung zur Auffindung von
Schalengeometrien herangezogen. Hierbei werden verschiedene Komponenten wie Geo-
metriebeschreibung mit CAGD (Computer Aided Geometric Design), mathematische
Optimierung, Sensibilitdtsanalyse, Tragwerksberechnung nach der Methode der finiten
Elemente und interaktive graphische Kontrolle fir die Visualisierung des Optimierungs-
fortschrittes zu einer funktionellen Einheit der Strukturoptimierung zusammend&fasst
Aus mathematischer Sicht besteht das Ziel eines Optimierungsverfahrens in der Mini-
mierung einer Zielfunktiom(x) unter Bertcksichtigung von Gleichheits- und Ungleich-
heitsnebenbedingungen — beispielswéis¢ = 0 undg(x) < 0 — und bei der Setzung von
Schranken fur die Variablen. Als Optimierungsziele kdnnen neben der Minimierung des
Volumens eine Homogenisierung der Spannungen oder eine Minimierung der Formande-
rungsenergie,

W :J’pdv , S= J’(o—om)dA, E = (1/2)J’(o[s)dv, (A 27)

gesetzt werden. Die Optimierungsziele “minimale Form&nderungsenergie” oder “Span-
nungsausgleich” bezwecken die Modellierung der Minimierung der Systemenergie, die
dem physikalischen Experiment zugrunde liegt. Anhand der Sensibilitdtsanalyse kdnnen
allfallige Anderungen im Tragverhalten bei Variation eines Entwurfsparameters unter-
sucht werden, was die Definition einer Optimierungsstrategie ermdglicht. Es ist aller-
dings nicht eindeutig, ob sich die Vorteile, die anhand der Tragwerksoptimierung in den
Bereichen der Luft- und Raumfahrttechnik sowie der Maschinen- und Automobiltechnik
erzielt werden konnten, auf die Verhéltnisse des Bauwesens Ubertragen lassen.

44. Vgl Alpaet. a (1978) und Csonka (1973).
45. Vgl. Smith (1969) sowie Kolleger und Mehlhorn (1989).
46. Vgl. Bletzinger (1990), Ramm, Bletzinger und Kimmich (1990).
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