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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit ist in zwei Teile gegliedert, die allerdings nicht völlig getrennt
voneinander betrachtet werden dürfen. Dies soll die durchgehendeNummerierungder Kapitel
andeuten.

In dem eher theoretischenTeil I werden einige mathematischeZusammenhänge bei der

Approximationdes Schwerefeldes zusammengestellt.
Die Lösung der Laplace-Gleichung, eines der zentralen Probleme der physikalischen
Geodäsie, ist denn auch an den Anfang gestellt. Die Lösung erfolgt systematischdurch die

Separation mit Hilfe der Stäkel-Bedingungen, primär in kartesischen und sphärischen
Koordinatenund als Vervollständigung auch in ellipsoidischen Koordinaten. Dabei geht es

darum,Zusammenhängezwischen den Lösungen in den verschiedenen Koordinatensystemen
aufzuzeigen. So ergeben sich zwangslos die Fourieransätze als Lösung in kartesischen

Koordinaten. Ebenso wird gezeigt, dass die Kugelfunktionenvöllig äquivalent zu den

kartesischenLösungen sind und auch aus diesen durch die Formulierungvon homogenen
Polynomen in Kugelkoordinaten ableitbar sind.

Begriffe aus der Funktionentheoriewerden, soweit sie gebraucht werden zusammengestellt.
Die Approximationdurch Reihenentwicklungen, wie sie in der Geodäsie auftreten, werden
behandelt. Insbesondere wird die Möglichkeit einer Orthogonalentwicklung bei ungleich¬
abständigen Stützwerten sowie deren Äquivalenz mit entsprechenden Schätzungen nach
kleinsten Quadraten gezeigt. Der Begriff des Operators wird im Hinblick auf die

Schwerefeldanwendungdargestelltund auf selbstadjungierte Operatoren spezialisiert. Daraus
ergibt sich durch die Betrachtung von Eigenwertproblemenzwangsläufig der Begriff des
reproduzierendenKerns. Die Fehlerfortpflanzung wird ebenfalls funktional dargestellt.
Zur Behandlung des Randwertproblems werden die aufgearbeiteten Zusammenhänge
verwendetund so die Herleitungder Stokes'schenLösung konsequent auf einer funktionalen
Basis erarbeitet. Dabei wirddie Stokes'scheLösung über Operatoren als Green'sche Lösung
formuliert. Im Hinblick auf zukünftige, in dieser Arbeit nicht behandelte,vollnumerisch
orientierteLösungswege,wird das Randwertproblemals Variationsproblemformuliert.Dabei
werden auch gewisse Lösungsansätze,wiedie Methode der finiten Elemente, kurz erwähnt.

Ein den Teil I abschliessendes Kapitel soll einige konkrete Rechnungenim Schwerefeld

demonstrieren.Der operationeile Ansatzwird wiederum funktionalkurz zusammengefasst
dargestellt.Ebenso wird auf die differentialgeometrische Beschreibunghingewiesen. Dabei
wird die Analogie des Schwerefeldes zur Lichtausbreitungund der konformen Abbildung
dargelegt.
Durch die physikalischeBetrachtungsweisedes Schwerefeldflusseskann maneinige Formeln,
die sonst umständlich hergeleitet werden müssen, recht einfach gewinnen. An dieses
Exerzitium schliesstdie spektrale Beschreibung des Schwerefeldes an. Dortwird durch den

rigorosenEinsatzder Fouriertransformationeine neue Formel zur Berechnung der Schwere,



Lotabweichungund des Potentials gewonnen.Dabeiergibt sich die bekannte 'Parker'- Formel

als Spezialfall.Die Darstellungdurch Multipole soll die Anwendungder Kugelfunktionen bei

Potentialproblemenerläutern.Im speziellen sind die Potentialberechnungenim Masseninneren
und die Berechnung globaler Topographieeffekte von Interesse. Ein letztesKapitelist dem

immer wiederkehrenden Problemder Trendabspaltung gewidmet. Da der Formalismusbei der

Dichte-und Parameterbestimmungappliziert wird, erfolgtdie Darstellungrelativ ausführlich.

Im Teil II erfolgt die praktischeBerechnung des Geoides nach der Stokes'schen Lösung.
Dabei kommen etliche im Teil I entwickelteFormeln zum Tragen. Vorgängig werden einige
Störgrössendiskutiert, die jedoch für unsereBelange kaumins Gewicht fallen. In einem neuen

Ausgleichsmodellwerden Trends, Mohoparameter sowie horizontalvariierendeKrusten¬

dichtengeschätzt. Der Dichtekontrastan der Krusten-Mantelgrenze ergibt sich zu 0.33 bis 0.34

gr/cm3, während die topographischen Dichten im Bereich von ± 0.2 gr/cm3 um 2.67 gr/cm3
schwanken.Dieser Ansatzerlaubt es bereitsmit wenigen Parametern, die Bougueranomalien
auf eine Streuung von 6 mgal über die ganze Schweizzu glätten. ImletztenKapitel werdendie

Daten, Berechnungen und die Resultatedargestellt. Zur Integration der Stokesfunktionwird

eine einfache Korrekturformel entwickelt, deren Herleitung ausführlichbeschrieben ist.

Ebenso wird eine Formel abgeleitet, die die Korrektur der Höhenanomalien oder die

orthometrischeKorrekturaus Bougueranomalienbeschreibt.
Die Berechnung des Geoides erfolgt über ein Stokes-Differenzgeoidzum GEMIOC-Geoid.
Als Daten wurden europäische 6'xlO' Freiluftanomalienverwendet. Im Gebiet der Schweiz

griffman auf die zur Berechnung der Schwerekarte der SchweizverwendetenDaten und auf

Messungen des Institutes für Geodäsie sowie des Institutes für Geophysik zurück. Die

Berechnung des Geoidesim GRS80 erlaubt die Lagerung des bestehenden Astrogeoides im
GRS80. Die Varianzen des gravimetrischen Geoids ergaben sich zu 12 - 30 cm. Dies

entspricht auchetwa demmaximalen Relativfehler über die ganze Schweiz. Der Vergleichmit
dem astro-geodätischenGeoid liefert 26 cm mittlererFehleran der Gewichtseinheit.Dazu ist

zu sagen,dass der mittlere Fehlerim Mittellandund in den Voralpenbei 16 cm liegt: Dies

deckt sich gut mit den a priori Fehlernvon 12 cm. Die grossenKlaffensind alle im Bereich der

Ivrea-Zone und des südlichenWallis situiert.Zur Überprüfungdieser Probleme wurde vom
'Stokes'-Prinzip etwas abgerückt. Einige Freiluft-Problemwerte wurden mit Hilfe der

Interpolation von Bougueranomalienund der BerechnungentsprechenderTopographieeffekte
neu gerechnet. Die Residuenim Geoid blieben, wenn auch wenigerdominant, in derselben

Gegendbestehen. Ebenso blieb der Transformationsfehlermit etwa30 cmerhalten.



Abstract

The presented work is divided into two parts. Nevertheless, the two parts are not to be

completely separated. This should be emphasized by the continuous numbering of the

chapters.
In a first, more or less theoretical part I some mathematical foundations of the functional

gravity field approximation are presented.
One of the most important problem of physicalgeodesy, the Solution of Laplace' s equation
has systematically been reviewed by the mean of the Stäkel-Separation in cartesian,spherical
and ellipsoidal coordinates. Special emphasis has been put onto the demostration of the

relations between the different Solutions in different coordinateframes.The relationbetween

spherical harmonics and the cartesian Solution is made by means of homogeneous
polynomials. The relation between fouriertransforms and the cartesian Solution is shown as

well.
A possibilityto develop some orthogonalseries approximation by least-square methods even
for unevenly spaced data samples is shown. The Operator-calculus is introduced and

specialized for self-adjointOperatorslike the Laplace-operator.By treating someeigenvalue
Problems the Solution will appear in terms of reproducing kerneis. The error propagation is

briefly discussed.
The boundary value problem is treated using all the previously established and reviewed

formalisms.The Stokes's Solution is consequentlyelaborated by this functional approach.The
Stokes'functionis derived only by the use of Operators solvingfor the Green's functions. In

view of future numerical developmentsthe boundaryvalue problem has been formulated as a

variational problem, which can be solved by numerical methods such as finite elements or

finite differences.A briefoverview of spectral and approximation methodesis given.
The last chapterof part I concentrates on real calculationsin the frameworkof the gravity field.

The operational approach is brieflyrewied on the bases of functional theory. A small lookout

onto differential geometryis given. Especially the analogies of the gravity field, the lightwave
propagationand the conformal mapping is pointedout.
Someexamplesof applying Gauss'formula to describe somephysicalproperties of the gravity
field are carried out. The rigorous application of the Fouriertransformleads to a new formula
for calculating the gravity vector and the potential from known density destributions.

'Parker's'-formula will appear as a special case for the z-component. The multipole
developmentmighthave someinterest for calculating global topographic effectsor for gravity
field determinationinside mass distributions.

In the secondpart the practical evaluationof Stokes'formulais carried out. Several formulas

developedin the previous chapters of part I will be applied. Somedisturbing effects, such as

time dependent gravity changes etc. are discussed. Most of them are negligible for our

purposes. In a newly formulated least Squares model trend- and Moho parameters with



horizontallyvariing crustal densities are estimated. The density contrast at the Moho

discontinuity ranges from 0.33 to 0.34 gr/cm3. The density of the topography varies in the

orderoft 0.2 gr/cm3 with respect to 2.67 gr/cm3. Theappliedmodel allows to fit the Bouguer
anomalies at the levelof 6 mgal rms over the entire aerea of Switzerland.

A simple algorithmfor correcting Stokes' formula in the nearzone of integrationis developed.
The correction of height anomaliesor orthometric heightcorrections are derivedfrom Bouguer
anomalies.

For the calculation of the geoid GEM10C in the GRS80 has been usedas reference.The6'xlO'

free air 'Wenzel' anomalies as well as our own data of Switzerlandhave been processed.By
the calculation in the GRS80 it was possible to calibratethe existing astro-geodetic geoid with
respectto this System. The apriori variances of the gravimetricgeoid showedvalues from

12cmto 30 cm. Thecomparison with the astro-geodetic Solution reveals a mean devationof 26

cmrms. Here it is to say that the regionsof the Molassebasin and the Alpine forlands showed

a much lower discrepancyof the order of 16cm rms. The major contribution to the residuals

are located in the Ivrea-zoneand in the southernpart of the canton ofValais. To examine this

problem the pure 'Stokes'principle of free air anomalies has been left. Some suspectfree air

anomalies have been calculated by interpolation of Bouguer anomalies and by adding the

corresponding topographic effect. The residuals remainedin the same regions, but on a lower

level. An overall turnedout to be of the orderof 30 cm.



§ 1.1 Vorbemerkung

1 Einleitung
1.1 Vorbemerkungenzum Geoid

In Anbetracht der Möglichkeit,dass Leser ohne spezielleKenntnisse der Geodäsiesich dieses

Textes annehmen möchten, sollen einige allgemeine Erläuterungen zum Geoid angeführt
werden. In dieser oder ähnlicherForm sind sie in sehr vielen, der Geodäsieund Vermessung
zugewandtenLehrbüchern und Texten zu finden. EinigeWorte zurFrage:

Was ist das Geoid?

Man denke sich die Erde als einen sich um eine feste Achse drehenden und von aussen

unbeeinflussten starren Körper. Starr heisst einfach, dass die Massenelemente ihre

gegenseitigeLage nicht verändern sollen. Der Begriff'starr' beinhaltet neben der festen Erde

auch Gewässer und Atmosphäre, deren Strömungenjedoch ausgeschlossenwerden.

Ein Massenunkt, der sich mit der Erde mitdreht, wird zwei Kräfte erfahren: Einmal die

Gravitationskraft aller vorhandenenMassen und dann die Zentrifugalkraft bedingtdurch die

Erdrotation. Bekanntlich können Gravitations- und auch Zentrifugalbeschleunigungendurch
entsprechende Potentiale beschriebenwerden. Potentiale sind skalare Grössen, die sich linear

superponieren (zusammenzählen)lassen.Die Beschleunigungentspricht dem Gradienten des

Potentials.

Ein PunktP, der mit der Erde rotiert, 'verspürt' das Potential W(P)

W(P) = V(P)+Z(P)
t t Zentrifugalpotential

Gravitationspotential

1 2 2
V(P) = gJ^ ; Z(P) = Io.2r

alle
Massenelemente

G Gravitationskonstante

co Winkelgeschwindigkeitder Erdrotation
r Abstandvon der Drehachse

d Raumdistanz dm-P

Die Beschleunigung g imPunktP ist demzufolge
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-g(P) =VW(P) = VV(P)+ VZ(P)
t = Gfv(idm+uPr

Gradient J d

grad
r ist der Radiusvektorvon der Drehachsezum Punkt

<P

\AI

Abb. 1.1 Zur Berechnung des Zentrifugalpotential (aus Kahle (1988))

Verbindet manalle Punkte mit gleichem Potential, so erhaltmaneine Flächeim Raum,die sog.

Äquipotentialfläche.
Für eine andere Wahl des Potentialwertesmüssenentsprechend andere Punkte verbunden

werden. Die entstehendenÄquipotentalflächenschneideneinanderi.a. nicht. Mehrdeutigkeiten
können erst mit verschwindendem Gradienten auftreten. Für die Erde wäre dies in einem

Abstand von etwa 40'000 Kilometern der Fall. Innerhalb dieses Abstandes sind die

Äquipotentialflächenjedocheindeutigund einfachzusammenhängend.Sie umschliessen die
Erde schalenförmig.Das Potential ist auch innerhalbder Erde definiert. Demzufolge lassen

sich auchhier Äquipotentialflächendefinieren. Die Gradienten (oderdie Beschleunigungen)
stehen immer senkrecht auf den entsprechenden Äquipotentialflächen (Niveauflächen),
betrachtetman die eingangs erwähnte idealisierte Erde.

Da eine mit Wasser bedeckte idealisierte Erde keine Meeresbewegungen aufweist, schliesst

man, dass nur Beschleunigungen senkrechtzur Oberfläche auftreten. Wir haben abergesehen,
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dass Flächen, die senkrechtzur Beschleunigungverlaufen, gerade Äquipotentalflächensind.
Die idealisierte Meeresoberflächematerialisiert also eine Äquipotentalfläche, die man sich unter

den Kontinenten fortgesetzt denken kann, etwa durch ein Verbundnetzvon Wasserkanälen.

Diese spezielleÄquipotentialfläche wurde von Listing (1872)Geoid genannt.

Eng gekoppelt mit dem Geoid ist der Begriffdes Normalpotentials,des Erdellipsoids oder

Normalsphäroids.
Zur Beschreibungdes oben erläuterten Potentials bedarf es, obwohl seine Struktur durch die

eingangs erwähnten Annahmenstark vereinfachtwurde, eines gewissen mathematischen
Aufwandes. Da Potentiale sich stets superponieren lassen, zur Illustration sei auf die

Abbildung1.1 hingewiesen,ist es statthaft zu schreiben

W = U + T .

Dabei soll U eine genügend gute Näherung von W sein, der Art, dass T nur als kleiner

Störtermin Erscheinung tritt. Der Funktion U werden nun sinnvolle Auflagen gemacht.
Das Zentrifugalpotential von W soll in U enthaltensein. Dies bedeutet, dass sowohl die

Rotationsachseals auchdie Winkelgeschwindigkeit des Normalsphäroides (PotentialU) genau
mit der Erdachse bzw. mit der Drehgeschwindigkeitder Erde übereinstimmt. Eine

ausgezeichnete Äquipotentialfläche,das sogenannte Normalspäroidvon U soll das Geoid

(Äquipotentialfläche des PotentialsW) möglichstgut annähern.

Wählt man für das etwas allgemeinere Sphäroid die Ellipsoidform,so spricht man vom
Erdellipsoid. Die Symmetrie-Achse wird mit der Rotationsachse identifiziert. Weiterwird

vereinbart, dass sich keine Massen ausserhalb des Ellipsoids befinden sollen. Mit diesen

Bedingungen und der Vorgabe der Gesamtmasse M ist das Potential U vollständig bestimmt.

Aus dem Potential lässt sich die Normalschwereals gn0Tm = - gradU und deren Änderung mit

dem Ort herleiten. Das Normalschwerefeldunddessen Potential sind also vollständig durch

die Angabe der Winkelgeschwindigkeitco, der Masse M und der Ellipsoidform (z.B.
Halbachsen a und b) bestimmt. Im Prinzip ist das Normalpotentialfrei wählbar.

Dementsprechend wurden auch Normalsphäroidehöherer Ordnung, zwei von Bruns und

Helmertvorgeschlagen.Wichtige Bedingungensollten jedoch stets erfüllt sein, damit der Sinn

der Näherung erhalten bleibt. Das Normalpotential muss mindestens in der Umgebungdes
Geoids das Potential W genügend genau beschreiben,so dass die Restgrösse T "klein" wird

und dementsprechend mit linearen Methoden behandelt werden kann. Weiter soll das

Störpotential T ausserhalb der Erdmassen harmonisch sein (AT = 0). Daher muss man

fordern, dassdas Zentrifugalpotentialvoll und ganz im Normalpotentialenthalten ist.

Abb. 1.2 zeigt das Gravitationspotential zweier (anziehender)Massenals 'Potentialtopf.Im
wesentlichenist der Wert-1/r aufgetragen. In der 'Topfmitte' sitzt die Erde. Die Wirkungder
Anziehungkann nun so interpretiert werden, dass jeder Körper im Schwerefeld ein
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Energieminimumsucht. Er wird also sozusagenin den 'Topf hineinfallen oder anders

ausgedrückt,er wird von der Erde angezogen.

ü m

Abb. 1.2 Potentialtöpfe zweier Körper

Die Wirkung einer zweiten Masse ist auf Grund des Superpositionsprinzipsebenfalls
darstellbar.Jeder andere Körper wirdmit seinemeigenen 'Topf eine 'Delle' im Potentialrand

verursachen.In Abbildung1.3 ist das reale Verhältnis zwischen Erde undMond(Abstand R in

Erdradien) in einem Schnitt durch den 'Topf dargestellt.
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Abb. 1.3 Potentialtöpfe von Erde und Mond
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Bedeutung und Sinn der Geoidbestimmung

Das Geoid ist eigentlich als Hilfsmittel zur Beschreibung des gesamtenPotentials und damit

des ganzenSchwerefeldes der Erde aufzufassen. DasSchwerefeld ist in vielen Bereichen von

grosser Bedeutung. Viele Anwendungen verlangen eine immer genauere Kenntnis des

Schwerefeldes.Umgekehrt liefernneue Methoden und Erkenntnisseein verfeinertes Bild des

Schwerefeldes. Ein Beispielhierfür ist die Interaktion von Ozeanographie, Altimetrie und

Geodäsie. Ähnliche Wechselwirkungenoffenbaren sich zwischenGeologie, Geophysik und
Geodäsie. Die Kenntnis geologischer Strukturen sowie geophysikalische Messungen
unterstützeneine genaue Schwerefeldbestimmung.Umgekehrt können genaue geodätische
Messungen,gekoppeltmit geophysikalischenDaten, die geologischeInterpretationwesentlich
unterstützen. Die Kenntnis von Lotrichtungen ist für die genaue Vermessungunabdingbar.
Dem könnte man jedoch entgegenhalten,dass die Vermessungsich auf Satellitensysteme
stützen könne. Aber auchda kann manauf das Schwerefeld nicht ohne weiteres verzichten, da
die Satellitenbahnendirekt durch das Schwerefeld beeinflusst sind. Umgekehrt können aus

den SatellitenbahnenSchwerefeldparameter bestimmtwerden. Ganz wichtigjedoch wird die

Kenntnis des Geoides bei der Umrechnung der aus Stellitenmessungen gewonnen

ellipsoidischenDatenin geoidische Werte.
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1.2 Arbeiten zum Geoid in der Schweiz

Einer der ersten Vermesser, die sich in der Schweizumden Einfluss der Bergmassiveauf die
Lotlinie gekümmerthat, dürfte wohl Denzler gewesen sein. Seine Arbeiten gehen ins Jahr

1845 zurück, die er als Ingenieur der 1861 gegründeten Schweizerischen Geodätischen

Kommission fortsetzte (erste Ausgabe des Jahrbuchs der Zürcher Naturforschenden

Gesellschaft und Jahrbuch des Schweizerischen Alpen Clubs, 1866). Denzler benutztebereits

die Sektorenmethode, umaus mittleren Höhenund den mittleren AbständenzumAufpunktdie
Massenwirkungen zu rechnen.Die Rechnungen wurden für die StationenBern, Genf, Zürich

und Milano durchgeführt. In den Jahren = 1860,1870 wurden von Plantamour (1866)
absolute Schweremessungen mit dem Repsold'schen Reversionspendel der Kommission

durchgeführt.Die Stationenwaren noch nicht so dicht verteilt (Genf, Bern, Weissenstein,
Gäbris,Simplon). Scheiblauerführte Schweremessungen in Neuenburg und Chaumontund
Messerschmittin Zürich und auf Tete-de-Rang, Napf, Gurnigel, Friesenberg durch. Als

wesentliche Erleichterungder Messungenwurde ein Relativgravimeter,ein Sterneck'scher

Pendelapparat von der Kommission angeschafft. 1896 publiziert Messerschmitt 52

Schwerestationen (Abb. 1.4) mit Freiluftanomalienund Bougueranomalien (Vierteljahres¬
schrift d. Naturf. Ges. Zürich. Jahrg. XLI, JubiläumsbandII).
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Abb. 1.4 Verteilung der Schwerestationen um die Jahrhundertwende

(nach Messerschmitt,1887)
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Abb. 1.5 Bougueranomalien ( Messerschmitt, 1901)

Nach 1880 tauchtenauch erste Problememit Dreiecksschlüssender Triangulationim Tessin

auf, so dass Scheiblauer, damaliger Ingenieur der Geodätischen Kommission, die

Massenwirkung vonneun Triangulationspunktenin Angriff nahm. Dazuverwendeteer eine

Karte im Massstab1:500000 (Band IV der Publikationender Schweizerischen Geodätischen

Kommission). Das Verfahrender Massenrechnung zur Bestimmung der Lotabweichung
wurde später von Rosenmundbei geodätischenRechnungen im Zusammenhangmit demBau
des Simplon-Tunnelsmit Erfolg angewendet. 1894 präsentiertDu Pasquier, ein Geologe aus
Neuchätel,die Lotabweichungenfür fünfStationen im Meridian von Neuenburg. Zur gleichen
Zeit unternahm Messerschmitt, der damalige Ingenieur der Kommission, ähnliche

Rechnungen.Er fand auch, dass durch die Berücksichtigung von Massendefektenunter den
Alpen die Lotabweichungen wesentlich reduziert werden konnten. 1901 veröffentlichte
Messerschmitt Polhöhen- und Azimutmessungen in der Schweiz. In der gleichenPublikation
wird auch das ersteGeoid der Schweizpubliziert (Messerschmitt,1901) (Abb.1.6).
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Abb. 1.6 Geoid der Schweiz (Messerschmitt, 1901)

Brillouin (1908)versuchtemit einer Eötvös'schenDrehwaage die 'Elliptizitätdes Geoides' im

Tunnel des Simplon zu bestimmen.Das Problem der Lotabweichungen beschäftigte die

Kommissionweiterhin. Sie war von den Rechnungen der Vertikalen, eigentlich zu unrecht,
auf Grund der auftretenden Diskrepanzen zwischen beobachteten und gerechneten
Lotabweichungen nicht recht überzeugt. Auf die Ausschreibungeines Wettbewerbes hin

brachten Otti und Lalive 1909 Lösungsansätze bezüglich der Lotabweichung.Allerdings
wusste mannicht recht, wie die unsichtbarenMassen zu handhabenwären.

Im gleichen Jahr(1909) brachte die isostatischeTheorie von Hayfordeine WendeinsProblem

"Lotabweichungen". Die erneuteAusschreibungeines Wettbewerbes hatte eine Arbeitvon

Niethammer undLalive (1919), die im Band 17 der SGK(1925) publiziert wurde, zur Folge.
Dort wurden die isostatischen Hypothesen von Pratt zur Anwendung gebracht. 1922

publizierte Niethammer im Bericht für die IAG Sitzung in Rom eine Isostatische und eine

Bouguer Karte der Schweiz. Die Isostasie wurde mit dem Modell von Pratt und einer

Ausgleichstiefevon 120kmmit 8 kmX 8 km Topographieblöcken gerechnet. In die gleiche
Zeitspanne fallen grössere Untersuchungenzur Geoidbestimmung mittels astronomischem

Nivellements. 1916-1918 wurden astronomische Beobachtungenauf dem Meridian des St.

Gotthardes durchgeführt ( Band XIX der SGK, 1932). Die Resultatezeigten eine deutliche

Beeinflussung des Geoides durch die Alpen (Band XX der SGK, Niethammer, 1939). Zur

Bestimmung des Geoidprofils wurden nicht-beobachtete Lotabweichungen aus Massen
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berechnet, natürlich mit damalsbeträchtlichemAufwand. Den Meridian-Messungenfolgten in

den Jahren 1934-1936Beobachtungenim Parallelkreis der Sternwarte Zürich. Sie sind mit

den entsprechendenAuswertungen im Band XXII der SGK (Engi, Hunziker, 1944)
dokumentiert. Zusätzliche Arbeiten wurden im Tessin zur Stützung und zur weiteren

Untersuchungdesim südlichenTeil stark abfallendenGeoidesdurchgeführt(BandXXIVder

SGK, 1944).

Arbeiten von Finsterwalder (1937, 1951) veranlassten die Schweizerische Geodätische

Kommission, Lotabweichungs- und damit Geoidbestimmungenmittels gegenseitigen
Zenitdistanzen vorzunehmen. Vorerst wurden wiederumMessungen auf dem Gotthard-

Meridian (Kobold, 1951) mit gutem Erfolg durchgeführt.Umfangreiche Messungenzur
Geoidbestimmung mittels Höhenwinkeln erfolgten in den Jahren 1951-1964 (mit
Unterbrüchen) im Berner Oberland,Wallis bis zumGotthardmeridian(Wunderlin, 1967).

Parallel zu den astrogeodätischenArbeiten wurdenwesentliche gravimetrische Projekte
realisiert.Die gravimetrische Anwendungzielte jedoch vornehmlich aufdie geophysikalischen
Implikationen.Durch den Einsatzvon statischen Gravimetern, 1949 erstmalsin der Schweiz

eingesetzt, konnten detaillierte Schwerekartenerstellt werden. Vorerst am Institut für

Geophysik der ETH Zürich (Gretener, 1954; Gassmann, 1959), ab 1954 auch am

Geophysikalischen Laboratorium der Universität Genf (Poldini, 1963), wurden die

Gravimetermessungenvor allem für geophysikalischeStudienverwendet. Aufden Vorschlag
von Gassmannhin erstellte die SchweizerischeGeodätische Kommissionin Zusammenarbeit

mit dem Institut für Geophysik der ETH-Zürich und der Landestopographie ein

Schweizerisches Schweregrundnetz. Die Messungen wurden von Hunziker (1959)
zusammengestellt Fischerhat auch einige Kontroll- und Anschlussmessungenin diesemNetz
vorgenommenund eine entsprechende Ausgleichungdurchgeführt (Fischer, 1970a, 1970b).
Die Schweremessungenwurden bis etwa 1967 mit Worden-Gravimeterndurchgeführt. Später
waren vorwiegend LaCoste-Romberg Instrumente im Einsatz. Nach der Gründung der

Schweizerischen Geophysikalischen Kommission(1971) wurde auf Vorschlagvon Prof.

C.Meyerde Stadelhofen hin die Erstellung einer neuen gravimetrischenKarte der Schweiz

vorangetrieben(Präsident Prof. Dr. St.Müller). AmProjekt wardie geophysikalischeGruppe
der Universität Lausanne (R. Olivier) und die gravimetrischeGruppe des Geophysikalischen
Institutesder ETH-Zürich (E. Klingelt)beteiligt. Die Finalisierung der Karte erfolgte durch
Klingele(Klingele und Oüvier, 1980).
Die Idee der rechnerischen Bestimmung von Lotabweichungen aus Massen wurde von

Elmiger (1969) wiederaufgegriffenund sehr ausführlich behandelt. Insbesondere wurden

dort Möglichkeiten zur Interpolation von Lotabweichungenund deren Darstellung mittels
gewöhnlichen, Tschebicheffund Trigonometrischen Polynomen untersucht. Elmigerwendet
sein Verfahren der Regularisierung mittels Massen (heute bekannt unter dem Namen
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Remove-Restore-Technik)und der Interpolation (oder Prädiktion) mit Funktionalansätzenim

Gebiet des BernerOberlandes an. Die dort erreichten Genauigkeiten gibt er mit 5 bis 10 cm

an. Elmigerpräsentiert in (Elmiger, 1975a, 1975b) eine Berechnung des astrogeodätischen
Geoides mit der Methodedes Flächennivellementsüber die ganze Schweiz. Gurtner (1978)
setzt für die Interpolation der reduzierten Lotabweichungendie Kollokation ein. Zusätzlich

fliessen für die Reduktionen der Messungen Informationenüber den Ivrea-Störkörper und den

Verlauf der Krusten-Mantel-Grenzeein. Zur Verdichtungder Lotabweichungsmessungen
werden am Institut für Geodäsieund Photogrammetrieder ETH-Zürich eine transportable
ZenitkameravomHannoveranschenTypus (TZK 3) eingesetzt (Bürki, 1985a,Seeber,Torge,
1985). Untersuchungenzur gravimetrischenGeoidbestimmung stellt Kuhn (1981) in einer

Diplomarbeit an. Die dortige, in der Schweiz erstmalige gravimetrischeBerechnung des

Differenzgeoidesbasiertauf der Stokes-Integration.Weitere Untersuchungen zur Interpolation
von Schwereanomalienmacht Frei (1984). Erst kürzlich wurdengenaue astrogeodätische
Geoidberechnungenin lokalenGebieten,im speziellen in der Ivrea-Zone,von Marti (1985)
durchgeführt. Er verwendetdort ebenfalls Funktionalansätzeund in (Marti, 1988) empirische
Kovarianzfunktionen. M. V. Müller (1986) wendet im lokalen Testnetz 'Turtmann' die

Methodender Integrierten Geodäsiezur Geoidbestimmung an. Durch die Entwicklungenim
Bereich der Satellitengeodäsie, wurde es möglich, genaue ellipsoidische Positionen zu

bestimmen.Aus dem Vergleich mit geodätisch bestimmtenPositionen lässt sich direkt ein

Geoid bestimmen.Eine derartige Geoidbestimmung erfolgte im Rahmendes von Marussi

(1982) initiierten ALGEDOPmittels dem TRANSIT-System (Geiger,Wiget,1986b, Geiger,
Müller, 1987).
Gegenwärtig sind Arbeiten zur Geoidbestimmung im Gange, die das gegenüberTRANSIT
wesentlich höhere Genauigkeitspotential von GPS ausnützen. Dazu wurde 1989 eine

GPS-Kampagne ALGESTAR mit « 40 über die Schweiz verteilten und an das

Landesnivellement angeschlossenen Punkten gemessen. Ebenso sind Untersuchungenzur
KombinationverschiedenerMessgrössenim Gange.Die neuesten Arbeiten zur Kombination

von Lotabweichungs- und Schweredaten mit Berücksichtigung der Masseneffektevon

Topographie und Krustenstrukturwerden gegenwärtig von Wirth(1990a) im lokalenTestnetz

'Turtmann' mit Erfolgdurchgeführt (wenige mmGenauigkeit).Wirth (1990b) bearbeitet die

Ausweitungder Lösungsmethodeim Hinblick auf den Einbezugvon GPS imschweizerischen

Rahmen.
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2 Mathematische Zusammenhänge

2.1 Lösungen der Laplacegleichung in verschiedenen
Koordinatensystemen

Die hier interessierenden Koordinatensysteme sind die

1. Kartesischen

2. Kugel
3. Ellipsoidischen

Koordinatensysteme.
Diese Koordinatensystemesind sich von der Struktur ihrer Metrik gjj her äquivalent, indem

nur Diagonalterme auftreten.Dies heisst abernichts anderes, als dass es sich um orthogonale
Koordinatenhandelt. Derartige Koordinatensystemekönnen z.B durch das Studium von

Flächenklassen und deren Orthogonalen Trajektorien (Darboux, Lam6) konstruiert werden.

Marussi führt ein natürliches Koordinatensystemfür gravitierendeKörper ein, das die

Äquipotentialflächeneinerseits und deren orthogonalen Trajektorien, die Schwerevektoren,
andererseits als Gerüst aufweist. Die Motivation zur Behandlung der Laplace- Gleichungist
dadurch gegeben, dass das Gravitationsfeld harmonischist, also die Laplace-Gleichung erfüllt.

Dies liegt im 1/r-Verhaltendes Potentials einer kleinen Probemasse begründet. Ob dieses

Newtonsche Verhaltenin allen Abstandsbereichen (Staceyet al., 1987, Schwarzschild,1988,
Jekeli,Eckhard u.a.) und für alle Materialien(ursprünglichEötvös et al., 1922, Fischbach,
1986, Thieberger 1987 u.a.) tatsächlich gilt, ist gegenwärtig Gegenstand verschiedenster
Untersuchungen.Unter dem Begriff der '5. Kraft' sind viele dieserExperimente bereits

popularisiert worden (Spiegel, 1988, Vonarburg, 1988). Nimmtmanjedoch die Harmonizität

des Potentials weiterhinals gegeben an, was für den hier gebrauchten Genauigkeitsanspruch
sicher berechtigt ist, so wird man zwangsläufigauf die Lösung der Laplace-Gleichung geführt.
Hier ist allerdings zu bemerken,dass für unsere Betrachtungen ein stationäres Schwerefeld

vorausgesetzt wird. Das Schwerefeldist also konservativ. Geht man jedoch zu zeitlich

variablen Feldern über (z.B. Lindlohr, 1987), so ist die Laplace-Gleichung nicht mehrerfüllt.

Dain unseren Datendie wesentlichenzeitlichenÄnderungen (Gezeiten) eliminiertsind, genügt
es für unsereZwecke, den stationärenFall zu betrachten.
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2.2 Allgemeines zur Separation der Laplacegleichung

Um die Lösungeiner partiellenDifferentialgleichung zu finden, kann man versuchen,durch

einen Separationsansatz die partielle Gleichung auf einzelne gewöhnliche
Differentialgleichungen zurückzuführen.DiesesVorgehenwird in vielen Büchernexpliziteam

Beispiel der Laplacegleichung vorgeführt. Da meist kartesischeoder Kugelkoordinaten
verwendetwerden, könnteman vermuten, dass ein Separationsansatzin allen orthogonalen
Koordinatensystemenzum Erfolg führt. Dies istjedoch nicht der Fall. Vielmehr müssen für

die Separationder Laplacegleichung folgende notwendigenund hinreichenden Gleichungen
erfüllt werden, Moon and Spencer (1971):

h
g

g

jj

1/2

g;

jl

flf2f3 Ail

wo gjj die Komponentendes Metrik-Tensors im unterlegten Koordinatensystemund f^u1)
Funktionen einer Variablen sind.

g1/2 bezeichnetdie Determinante des Tensors g^.
Die Aij sind die Unterdeterminanten (ohne Zeile i und Spalte j) der StäkelmatrixS,

S =

Sn(u1) S^u1) S^u1)
S01(u2) S„(u2) S„(u2)'2V

S„(u3) S„(u3) S„(u3)'31v '32v

Mitdem Separations-Ansatz

W = U1 U2 U3

U1 = UV)

und den obigen Bedingungenfür die Separierbarkeit zerfallt die Laplacegleichung
AW = 0

in die folgendendrei separiertenDifferentialgleichungen:
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i. ± (f. ^ ) + u> y«. s„
f i i i -^^ j y

i du du j=i

= 0

ImFalle der Laplacegleichung ist a2 = 0

Das Auffindender Stäkel-Matrixist jedoch nicht immer einfach. Oftmals führt das direkte

Einsetzen des Separationsansatzes in die Laplacegleichung ebenso schnell zu den drei

gewöhnlichen Differentialgleichungen.Dazu muss allerdings der Laplaceoperator in den

entsprechendenKoordinaten bekannt sein.

Wirwollen nun die Lösungen in den drei erwähnten Koordinatensystemen anschreiben.
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2.3 Kartesische Koordinaten

2.3.1 Separation

Wir setzen:

u1 = z , u2 = y , u3 = x

und U1 = Z(z), U2 = Y(y), U3 = X(x)

Für die Stäkel-Matrixfindetman:

r° -1 -1!
s = |o i o | ,

L1 ° ll
ISI = 1

und

f1 = f2=f3=l.

Daraus lassen sich die separierten Gleichungen durch Einsetzen in die allgemeinen
Separationsgleichungengewinnen:

d2X
+ a3X = 0

dx2

«TY
+ a,Y = 0

dy2
d2z

(«- + n, ~\7
2 v~2"~3

dz

Dasselbe Ergebnis erhält man durch Einsetzen des Separationsansatzes in die

Laplace-Gleichung:

AW = A (X-Y-Z) = YZ^-y + X-Z— + X-Y-^ = 0
dx dy dz

Schliesst man nun die triviale Nullösung aus, so darf die Gleichung durch W = X-Y-Z

dividiert werden. Es ergibt sich mit der Bezeichnung
" für die zweite Ableitung nach dem
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jeweiligen Argument der Funktion:

X" Y" Z"
__ + _ + _ = 0

Jeder Term der Summe hängt nur von einem Argumentab. Die drei Argumente x,y,z sind

völlig unabhängigvoneinander. Dies bedeutet, dassjeder Term für sich konstant sein muss.

Man kann also setzen

— = -a3 und — = -a2

Es muss dann gelten:

Z"
— = a2 + a3

Dies sind abergenaudie obigen Separationsgleichungen.
Da Y gegenüber X nicht ausgezeichnetist, setzen wir für ct2 und 0C3 gleiches Vorzeichen.

«2 = p2 und oc3 = q2

oder

X" + q2X =0

Y" + p2 Y =0

Z" -(p2+ q2)Z = 0

Die Lösungen dieser drei Gleichungen können ohne weitereRechnung angeschriebenwerden:

X = A sinqx + B cos qx
Y = A sinpy + B cos py

I I
.ii/i .1 1.1

Z= Ae(p+ q) z +Be"(p+ q) z

Da die Laplace-Gleichunghomogen ist, können bekanntlich alle partikulärenLösungen
überlagert werden. Den q und p werden keine weiteren Auflagen gemacht, wie etwa bei

Kugelkoordinaten etc. Die LösungWwird also:
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W = X-Y-Z = / X(q) • Y(p) - Z(q,p) dqdp

Die IntegrationskonstantenA und B müssen den vorgegeben Randwerten der Funktion W

angepasst werden. In unserem Fall ist eine Randbedingung für W die Beschränktheit der

Potentialfunktion. Identifizierenwir die positive z-Achse mit der zunehmenden Höhe, so muss

verlangt werden, dassA(q,p) in Z verschwindet.

Durch einfaches Ableitenzeigt man, dassdie Form

W = Ae ex

c beliebiger isotroper Vektor (d.h. Icl = 0),
die Laplacegleichungebenfalls erfüllt.

AW = A Aecx = A c2 ecx =0.

Die Verwandtschaftdieses Lösungsansatzesmit dem eben skizzierten, üblicherweise

praktizierten Separationsansatz, ist durch die Wahl derKomponentendes isotropen Vektors c

gegeben. Die Komponentenmüssen offensichtlich imaginäre Terme enthalten, da mindestens

ein Quadrat negativwird. Es können demnachauch periodischeLösungen produziert werden.

Zur Bestimmungder 3 Komponentensteht eine Gleichung und damitzwei Freiheitsgrade zur

Verfügung. Folgender Ansatz zur Bestimmungisotroper Vektoren (Stiefel,1973) führt zum

Ziel:

c1=I(a2-ß2) , c2=ir(a2 + ß2) , c3=-aß

a und ß sind beliebige komplexe Zahlen.
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2.3.2 Zusammenhang mit dem Fourierintegral und der

Fouriertransformation

Die X- und Y-Anteile des Separationsansatzeskönnen in ein komplexes Fourierintegral
umgewandelt werden. Wir betrachtenvorerst nur den X-Term. Der Y-Term ist analog zu

behandeln.Dazusetzen wir

+<*>

A(q) = -±- f X® sinq^ d^
27t J

und

B(q) = -L f X® cosq£ d£
2ji J

Damit wird der X-Term:

+~

X(x) = — fr X(£) ( cos qx cos q^ + sinqxsinq^ ) d£ dq

Mit der trigonometrischenFormel cos a cos b + sin a sin b = cos(a-b) wird das Integral
vereinfacht zu:

+°o

X(x) = — jj X® cosq(x-^)dqd£

Da die sin-Funktion ungerade ist, verschwindet das Integral über ein um den Nullpunkt
symmetrisches Intervall. Das obige Integral kann daher um einen Summandenin folgender
Weise erweitertwerden:

-H*>

X(x) = — JJ Xß) (cosq(x-S) + i sinq(x-$)) dqd£
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Undmit der Eulerschen Formelwird

+<*>

X(x)=-Lffx(0 eiq(^ dqdg
27t JJ

-00

Wir führennun nocheinen "WellenzahT'-Vektork ein:

k = (u,v) = l/2ic(q,p)

Setzt manweiter den Koeffizienten

-H>«

f - 27t i u t
C(u) = J X® e d£

so erhältman schlussendlich

+=»

f 27t iux
X(x) = I Qu) e du .

-00

Dies entspricht aberder Fourierdarstellung von X, wie sie in Kapitel3.3 verwendetwird.
Wirkönnen anhanddieser Herleitungdie Funktion

W = J X(x,q) Y(y,p) Z(z,q,p) dqdp

umschreiben in

+00

.... . f „„ .
- Ikl z 27t i kx j ,

W(x) = C(k)e e du dv

Dabeiist die Funktion C gegebendurch

+00

C(k) = JJx(x)Y(y)e"2,tikxdxdy
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Jede harmonischeFunktion W(x,z) lässt sich also, ausgehendvon den Randwerten W(x,z0)
in der Ebene z0, in kartesischen Koordinaten in folgenderWeise ausdrücken:

{-Ikl (z-z„) i
e

* F( W(x, z0) } }

Fuvl. } bezeichnetdie Inverse-2D-Fouriertransformation u,v -» x,y.

Fxy{ .} bezeichnetdie 2D-Fourierrransformation x,y-> u,v.

Dies ist eine Formel zur analytischenFeldfortsetzungnach oben. Sie kann auch auf anderem

Wege gefunden werden, z.B. Jekeli (1984). Diese Formel zeigt deutlich den Effekt der

Fortsetzung nach oben. Mit zunehmendem z nimmt der Einfluss des von z unabhängigen
KoeffizientenC ab. D.h. die auf der Höhe zq bestimmtenC(k) werden in einer Höhe z stark

abgeschwächt auftreten. Diese Abschwächung nimmt mit anwachsendem Ikl zu. Dies

entspricht der Aussage, dasshöher frequente Terme stärker "herausgefiltert"werden als tiefer

frequente.
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2.3.3 Homogene Polynome

Wir wollen einen weiterenLösungsansatz in kartesischen Koordinaten beschreiben,der einen

direkten Zusammenhang mit den Kugelfunktionen beinhaltet. Er geht von einer

Potenzreihenentwicklung nach harmonischenPolynomenaus. Als harmonischePolynome
werdenhomogenePolynome eingesetzt,die in einem dim-dimensionalen Raum die allgemeine
Formhaben:

PnW = X VP
Ipl =n

mit den Bezeichnungen
P = (Pi> ••• >Pdim)
Ipl = Pi+...+Pdim
Pi € {0,1,2, ... }
p

_

Pl Pdim
X ~ Xl "• Xdim

Für den uns hier interessierenden 3 dim. Fall schreibt sich ein solches Polynom

^ , ^ V a
Pl P2 P3

P (x) = vL A x. x, x-
nv ' Z^ P1P2P3 12 3

Pl+ P2+ P3 = n

Dass harmonischeFunktionen in solchePolynome entwickeltwerden können, folgt aus dem

folgendenSatzaus der Potentialtheorie:

IstWharmonischin einem Gebiet G, dann ist W analytisch in G, d.h., W lässt sich umjeden
PunktXq € G in einedim-fache Potenzreihe

W(x) = X a (x-x0>IX-X„J
P

p

entwickeln.Für den Beweis und für Konvergenzbetrachtungensei z.B. auf Walter (1971,

p.45) verwiesen.Dabeiist dimdie Dimensiondes behandeltenRaumes, hier dim = 3.

Es ist offensichtlich, dass die Tenne der Potentialreihenentwicklungneu arrangiert werden
können und die Reihe dann in eine Summe homogener Polynome übergeht

00

W« = X Pn<X>
n = 0
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Wir wollennun eine derartige Entwicklungfür den 3 dim Fall berechnen. Ein homogenes
Polynomkann in 3-dim z.B die Form

Pn(x) = (cx)n = (ax + by + cz)n

haben.

Dabei ist c = (a,b,c) ein konstanterKoeffizientenvektor.Dieses Polynom soll nun die

Laplacegleichungerfüllen, also:

APn = n(n-l) c2(cx)n"2 = 0

Es muss also gefordert werden:

c2 = 0

Sämtlichenisotropen (Länge = 0) Vektoren c sind demnach homogene (harmonische)
Polynome als partikuläre Lösungender Laplacegleichungzugeordnet.
Die Aufgabe besteht also darin, alle Vektorenc zu finden, deren Länge 0 ist. Diese Aufgabe
wurde bereits bei der Separation in kartesischenKoordinaten vorgeführt (Kap. 2.3.1). Dort

fandman:

1 / 2 D2. i . 2
, Q2- -Cl=l(a2-ß2) , c2=ir(a2 + ß2) , c^-ocß

cc und ß sind beliebige komplexe Zahlen. Setzen wir diese Koeffizienten in den

Polynomansatzein, so erhältman

. r

P (x) = — ( a2 (x-iy) - ß2 (x+iy) - 2 aß z )
2n

W(x) = ]£ Pn(x)
n=0

Die komplexenGrössen a und ß müssen den Randbedingungen angepasst werden. Der

Zusammenhangmit den Kugelfunktionen wird im nächstenKapitel kurz gestreift.
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2.4 Kugelkoordinaten

Meistens werden für die sphärischenKoordinaten die Grössen

u1 = r Radius 0 < r < <»

u2 = d Poldistanz 0<#<rc

u3 = Länge 0 < <p < 2n

eingeführt. Die Separationsfunktionensind dann

U1 = R(r), U2 = 0(d), U3 = <D(q>)

Die Transformationsgleichungensind mit obigen Variablendann bekanntlich:

x = rsinftcoscp
y = r sin ¦& sin q>
z = rcosd

Daraus ergeben sich die metrischenKoeffizienten zu

gu = 1, g22 =r2. S33 = r2sin2fl Igl = r2sin#
Die Stäkel-Matrix wird

S =

1 -T 0

0

0

1

0

• 2«i
sin t>

Darausgewinnt man die Separationsgleichungen

2 «2
R» + _ R' . _£ R = 0

r2
a,

0" + cottf©' + (a -

2 • i«z
sm -&

)0 = 0

O" + a30 = 0
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Dabeiwerden die Separationskonstanten

oc2 = p (p+1) und oc3 = q2 gesetzt.

Partikuläre Lösungen dieser Gleichungen lauten:

R-AiP + Br0*"

0 = APq(cos#) + BQj(cosd)
O = Asinqq) + Bcosqq)

P und Q sind die Legendre-Funktionen 1. bzw. 2. Art. Diese Funktionen sind vorerst noch zu

unterscheidenvon den speziellerenLegendre-Polynomen, die erst durch die Randbedingungen
oder vielmehr durch die Periodizitätsbedingungender Lösung entstehen.

Obige Differentialgleichungin ¦& ist ein Spezialfall der allgemeinen Legendre-Wellen-
Gleichung:

2

(z2- l)Z" + 2zZ'+(x2a2(z2-l)-p(p+l)--^—)Z = 0
z-1

Lösungen davon sind:

Z(z): Ppi (xa,z) und Qpi (xa,z)

Dabei mussweder p noch q ganzzahligsein.
UnsereGleichungerhältman mit x = 0 und durch die Variablensubstitution z = cos d. Dabei

wird Z = 0 gesetzt:
2
q

0" + cot ä 0' + ( p (p+1) -
—— ) 0 = 0
sin &

Als Folge der Geschlossenheitder Kugeloberflächemüssen wir imAzimut nur 27t-periodische
Funktionen betrachten. Also muss für denazimutabhängigen Teil gelten:

0(q>) = <j>((p+ 2k)

Es gilt demnach

trig(qcp) = trig (q ((p+2rc)) = trig (q(p + q27t)

was nur erfüllt werden kann, wenn q eine ganze Zahl q = m ist. Zudem ergeben sich
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physikalischinteressante Lösungen nur bei ganzzahligemp. Dies wird im nächsten Kapitel
klargestellt. Die Partikulärlösungen werden also:

R = Ar + Brv

0 = AP^(cosd) + BO^(cosd)
O = A sin mcp + B cos mq>

Hierin sind nun die P und Q die für ganzzahligeIndizes spezialisiertenLegendre-Funktionen
1. bzw. 2. Art, die sogennanten zugeordneten Legendre-Polynome.Die Koeffizientenmüssen

den gegebenenRandbedingungenangepasstwerden. Fordertman etwa die Beschränktheitdes

Potentials für r -> oo
, so mussder Term A in R verschwinden. (Die Lösung ist dann aber im

Nullpunkt nicht regulär.) Ebenso B in 0, da Qn an den Polen (Argument= ±1) divergiert.
Wir findenalso als Partikulärlösung der Laplacegleichungin gebräuchlicherSchreibweise

W"1 =R ©""O111 = r"(n+1) Pm(cos^)(a cos mcp + b sinmcp)
n n n n x um T nm

und mithin die Gesamtlösung:

w- ±r-^±^
n=0 m=0

Dass die Summationüber m nur bis n zu laufen braucht, ist direkt aus der Definition der

zugeordnetenLegendre-Polynomezu entnehmen

m

Cf
„ (1-Z2)2 d"+m ,_2 „»_„ jj" dmDC^—P„ = ^^ ¦=-— (2-1) =d-^) ^m*n -

" dzm " 2%! dzn+m dz^

Die höchste vorkommendePotenz beträgt 2n. Alle Ableitungen grösserals 2n werden also 0.

Damit kann man schreibenn+m < 2n oder m < n. Dies wird auch durch Betrachtungen der

Vollständigkeit des Kugelfunktionssystemsgezeigt.
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2.4.1 Zusammenhang mit Homogenen Polynomen

Im Kapitel 2.3.3 hatten wir ein homogenes Polynom Pn in kartesischen Koordinaten

gefunden,das für beliebige komplexe oc und ß die Laplacegleichung erfüllt.

1
n

P (x) = — ( a2 (x-iy) - ß2 (x+iy) - 2 aß z )n «n2"

Führtman nun Polarkoordinaten(Kugelkoordinaten)ein, so kann man schreiben:

x±iy = r Sinti- e±1<p und z = rcosti

P = r11 —(a2e"i<pSinti - ß2eiq>sind - 2aßcosti)n
oder: Pn = rn • Yn

NachlängererRechnung(z.B. Stiefel, 1973) findet man aus den erzeugenden Funktionen Yn
durch Ableitendie Kugelfunktionen Ynm

xjn 1 1 . m» imip u /12.nY = — r-r sm ti e
T (1-z )

n f (m+n)! dzm+n
oder

Y- .(.if-JLL- eira<pP"
n (m+n)!

Dabeiist z = costi und -n<m<+n.

Dies ist einekomplexe Schreibweiseder bekannten Kugelfunktionen,die sich sofortals Real-

und Imaginärteil der obigen Funktion ergeben. Dann allerdingsmuss mnur von 0 bis n laufen.

Die auf der EinheitskugelnormiertenKugelflächenfunktionensehen dann wie folgtaus:

^jn _ ,
. .n+m /2n+l (n-m)T i m<p pmYn -y-l) yj 4ji (n+m)! e

Es gelten dann die Orthogonaütätsbeziehungen

JJif T$ sinGdOdcp = 5nn,8

dabei ist

mm

< = (-lf Y,
¦m

n
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2.5 Ellipsoidische Koordinaten

Wir setzen entsprechend Moon and Spencer (1971) für die Variablen in ellipsoidischen
Koordinaten die Grössen

u1 = tj Radius 0 < rj < «>

u2 = ti Poldistanz 0<ti<7t

u3 = (p Länge 0<(p<2rc
Die Separationsfunktionenheissen dann

U1 = H(ri), U2 = 0(ti), U3 = $((p)

Als konstanterParameter wird die lineareExzentrizität E = e-a eingeführt.
DieTransformationsgleichungensind mit obigen Variablendann:

x = E cosh r) sin ti cos (p

y = E cosh T| sin ti sin (p
z = E sinn rj cos ti

Daraus ergeben sich die metrischenKoeffizienten zu

gii = §22 =E2(cosh2Ti - sin2ti), g33 = E2 cosh2T| sin2ti ,

Igl = E3 (cosh2T| - sin2 ti) cosh ti sin ti

Die Stäkel-Matrix wird

S =

2 2
E cosh rj -1

2-2ti 1

cosh rj

-E sin

0

sin ti

0

Damit ergeben sich die Separationsgleichungen

H" + tanhr| H* + (-oc, +
a„

1 t2cosh ri
) H = 0

Oto
0" + cotti©' + (a -

2 sin2ti )0 = 0

0" + a30 = 0

Dabeiwerden die Separationskonstantenwiederum

a2 = P (P+l) und cc3 = q2 gesetzt.
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Interessanterweise unterscheidet sich nur die erste Gleichung von den Kugelgleichungen. Die
ellipsoidische Form hat sozusagen nur einen Effektauf den 'radialenTerm'.Die Gleichung in

H stellt ebenfalls eine Legendre-Differentialgleichungdar. Durch gleiche Betrachtungen,wie
im Falle des Kugelproblems, kommtman zum Schluss, dass sowohl p als auch q ganzzahlig
sein müssen.
Partikuläre Lösungen der Separationsgleichungenlauten mit p = n und q = m:

H = AP^(isinhri) + B q£ (i sinn rj)

0 = AP^costi) + BO^(costi)
<I> = A sin mcp + B cos mcp

P und Q sind, da n und m bereits ganzzahlig gesetzt sind, wie bei der Kugellösung die

zugeordneten Legendre-Polynome 1. bzw. 2. Art. Die Beschränktheitdes Potentials fordert

wiederum,dass B in 0 verschwindet.Wenn wir auchhier den Nullpunkt ausklammern,also 0
< T] < oo, so musszusätzlich A in H verschwinden, da die P's mit zunehmendemArgument
divergieren. Wir gelangen somit zur Partikulärlösung der Laplace-Gleichung

Wm =H 0mOm =1^(1 sinhTi) P™(cos ti) (a cos m<p + b sin mcp) .

Die Gesamtlösung sieht formal gleich wie die Kugellösung aus, allerdings muss man

beachten,dass die Koeffizientena^, und b^imaginär sind:

oo n

W = X X P^isinhtDY^
n=0 m=0

Die Laplace-Gleichung ist also in die Funktionen H,0,O separierbar.Dabei ist zu beachten,
dass H eine Funktion der ellipsoidischen Koordinaten r\ ist und nicht der geodätisch
definierten Höhe h entspricht.ImgeodätischenSystem (<p,k,h) ist die Gleichung nicht

separierbar.Dies zeigtGrafarend (1988) ebenfalls anhand der Separationsbedingungenmit
Stäkelfunktionen.
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2.6 Zur Konstruktion spezieller harmonischer Funktionen

Es sollen hier einfache Funktionen, die bei verschiedenen Rechnungenund Herleitungen
auftreten können, auf ihre Harmonizitäthin untersucht werden,

u sei eine harmonischeFunktion,

Au = 0 .

Damit erhältmanfürden Gradientenin euklidischen Koordinaten

g = Vu und A gj = A u; = (A u )ti = 0

D.h. die Komponentendes Gradienten sind wieder harmonisch.

Diese Konstruktionkann verallgemeinert werden durch den Ausdruck

H =
du

&1 By3 8zk

H ist wieder harmonisch.

Dies ist anhand der Vertauschbarkeitder Ableitungenleicht zu zeigen.

AH = A ^ = ^ Au = 0

Über diese Konstruktion (Courant,Hilbert)kommt man zur Maxwell(-Sylvester'schen)
Darstellungder Kugelfunktionen (siehe Kap. 3.4) und den Multipolen.Diese Formulierung
kommt bei Flächenbelegungspotentialen wieder zum Vorschein (Meissl,
Hofmann-Wellenhof).
Weitere nützliche Funktionenlassen sich einfacherin Kugelkoordinaten beschreiben.Der

Laplace-Operatorkann dann geschriebenwerdenals:

A u = — (r u)" + -Au

oder in der selbstadjungierten Form (siehe Kap. 2.9) des Radialteils:

Au = i-d2^)' + -^ Au
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mit den Abkürzungen

d/dr =
'

A Laplace(-Beltrami)-Operatoraufder Kugel (Winkelanteil).

Für harmonischeFunktionen muss also gelten

Au = - r(ru)"

Setzt manetwa

u = rn ,

dann ergibt sich wegen Ar11 = 0 sofort

(n+1) n r11-1 = 0 .

Dies ist für beliebige r nur mit n = -1 erfüllbar.

Eine weitere Klasse von Funktionen wäre

u = r»H ,

H harmonisch, d.h. es mussgelten

AH = - r (rH)"

und mithin

n i»-i ((n+1) H + 2 H' ) = 0.

Dies ist für ein beliebigesH nur im Falle von n = 0 erfüllt. Dies heisst also, dass mit r

multiplizierteharmonische Funktionen nicht mehrharmonisch sein können.

Ein interessanterFall ergibt sich bei Funktionen der Form:

u = r*H ,

wo Hwiederum harmonisch ist. Beachtetmandie Linearitätder Ableitungsoperatoren,d.h:
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(AH) = (AH)' = - r(rH)'" ,

so bleibt

(n-1) rn"2 ((n+2) H + 2 r H" ) = 0

und damit n = 1. Die Multiplikation mit r von Radialableitungenharmonischer Funktionen ist

wiederharmonisch. Setzt man in der letzten Formel n = 0, so ist ersichtlich, dass H alleine

i.a. nicht harmonisch sein kann. Diese Tatsache wird bei der Stoke'schen-Lösungdes
Randwertproblemsberücksichtigt.Dort gilt in sphärischer Approximation

3T
_

3T
_ T

dn dr

was i. a. nicht harmonischist, ganzim Gegensatz zu r T'.

Beim Lösen des Randwertproblemsfür die Kugel taucht manchmaldie Kelvintransformation

auf. Die Transformation entspricht der Spiegelung an der Einheitskugel.In z.B. Courant-

Hilbert ist gezeigt, dass
falls

u(x) harmonischist

auch

v = -fr u<t>rn-2 j2

harmonischwird.

Für n = 3 Dimensionengilt also

v(x) =}u(^)
Aus der Funktion u lässt sich somit soforteine weitere harmonische Funktion konstruieren.
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2.7 Approximation von Funktionen im HilbertraumH°

In diesem Kapitel wird kurz auf die Approximation von Funktionen eingegangen. Im

speziellen können die Formeln auf die Kugelfunktionsentwicklungen angewendetwerden. Es
wird ein Verfahren (2.7.4) aufgezeigt, wie auch unregelmässig verteilteStützpunkte durch

entsprechendeGewichtungin Ausgleichsansätze(oder Kollokation)einzuführensind.

2.7.1 Norm und Approximation

Wir betrachten Funktionen im HilbertraumH° über G, wo die folgendeübliche Norm definiert

sein soll (Sobolevnorm0. ter Ordnung,Lebesgue-Norm)

-1?dG
G

DasSkalarproduktschreibt sich dann

<f,g> := Jf-gdG
Definitionsgemässexistiert in H° ein vollständiges ortho(normiertes) Basissystem ei mit

< ej,ej > = 5jj. Etwas allgemeinerkann ein "gewichtetes" Skalarproduktdefiniertwerden

f»g> := j f-g'H dG

mit einer nicht-negativen Gewichtsfunktion

\x = \i(x) , x e G

Bei komplexwenigen Funktionen ist f* zu setzen.

Die Funktion fkann also als Reihe dargestellt werden ([ ] stelle die Summe dar):

f = £ <f,ei>ei = [ V^C
i=0

Wirddie Funktion f nur bis zumTerm N approximiert, so bleibtein Approximationsfehlervon
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AfN = f-[c.e.]£
Offensichtlich (z.B. Stiefel,1973) ist der FehlerAfN normalzumUnterraum RN, der durch
{ ei I i = 0,...,N} aufgespanntwirdund damit auch senkrechtauf der ApproximationfN. Dies

zeigt man durch folgende Multiplikation (man beachte dabei die Linearität des

Skalarproduktes):

<AfN,fN> = <f,fN> - <fN>fN>
irr nN r ,N r ,N

= <f,[ciei]0> - <[ciei]0,[cjej]0>
= [c^f^Jo - [[ac^e^e^loJo

r 2,N rr s iN^N
= [cJo - [[ciCj 6y]0]0

r
2,N r 2,N n

= [c.]0 - [c.]0 = 0

Durch eine ähnliche Rechnungzeigt man, dass die obige Approximationdie Funktion f im

Sinne der kleinsten Quadrate approximiert. Es gilt also zu zeigen, dass

J (f-fN)2dG »min.

gilt, oder in obigerSchreibweise:

<f-fN,f-fN> = min.

Die Stationarität im Parameterraum muss also gewährleistet sein:

d < f-fN, f-fN > = -2 < f-fN, dfN > = -2 < f-fN , [dcj-ej] >

= -2 ( [ dcj < f,e> ] - [ dcj < [ Cj-ej ] ej > ] )
= -2 ([dacj] - [dc.c.] ) = 0

Offensichtlich ist die obige orthogonale Reihenentwicklung tätsächlich eine beste

Approximationim Sinne der Kleinsten Quadrate.Die Koeffizientenergeben sich sofort aus

den entspechenden Projektionen

q = <f,ei>
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Dass eine Reihe mit zunehmendem N eine monotonbesserwerdende Approximationeiner
Funktion f liefert, kann aufGrundder Definition derNorm gezeigt werden:

II AfN II = < AfN, AfN > = < f- fN, AfN > = < f, AfN > - < fN, AfN >

Mit der oben gezeigten Orthogonalität der Näherungund des Fehlers erhältman:

IIAfNll = <f,AfN>

Weitere Umformungenliefern:

IIAfNll = <f,f-fN> = <f,f> - <f,fN> = llf» - <f, [qeilN >

= llfll - [Ci<f,ei >]N
oder

IIAfNll = llfll - [q2]N

Dies ist die bekannte Bessel'sche Formel.

Es gilt offensichtlich:

IIAfN+1ll < IIAfNll

Der Fehlerbetragim Sinn der oben definierten Norm wird also im allgemeinen tatsächlichmit

zunehmendemN kleiner. Ob er gegen0 konvergiert, ist damit jedoch nicht gezeigt. Betrachten
wir jedoch Funktionen im Hilbertraum, so muss der Fehler infolge der Vollständigkeitdes
Basissystems definitionsgemäss gegen 0 konvergieren. Die Norm der Funktion wird also

(vergl. Satzvon Pythagoras):

llfll = [Ci2]°°

Wählt man etwa Polynomeals Basisfunktionen, so ist die gleichmässige Konvergenz der

Reihenentwicklung einer stetigen Funktion (wie sie durch das Potential gegebenist) laut dem

Weierstrass'schenApproximationssatz gewährleistet(z.B.Smirnov,II,509).Vergleichbares
gilt für Fourier-Entwicklungen. Da ist jedoch der Satz von Dirichlet anzuwenden

(z.B.Smirnov,II,465).
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2.7.2 Zur Bestimmung der Entwicklungskoeffizienten

Das Problem liegt nun darin, die Koeffizienten q aus einer endlichen Anzahl diskreter

Messungen (Stützwerten) von f zu bestimmen. Insbesonderestellen sich zwei Fragen:Ändern
sich die Koeffizientenq (i = 1,...,N ), falls ein weitererNäherungsterm N+1 hinzugefügt
wird und ergeben sich aus einem least Square fit und aus der Projektion die gleichen
Koeffizientensätze?
Im kontinuierlichen Fall wurden beide Fragenim vorangestellten Abschnittbeantwortet. Da

orthogonaleBasisfunktionenverwendetwerden, sind auch die Koeffizientenentkoppeltund
ändern sich beim HinzufügenhöhererTermenicht mehr. Es wurde ebenfalls gezeigt, dasseine
Entwicklung im obigen Sinne genaueinem least Squarefit gleichkommt.

Die Antworten komplizieren sich im Falle einer diskreten Stützwertverteilung.Die
diskretisierte Form der Projektion q = <f,ei> lautet dann:

ci = [fkeikAGJk

fk Funktion f an der Stelle x^

ejk Basisfunktion ej an der Stellex^
AGk Integrationselement
Pjc Gewichtsfunktion

Diese Formel entspricht der Mittelpunktsregel im Eindimensionalen. Sie hat, wie die

Trapezregeleinen Näherungsfehler der Ordnung 0(h2) (Henrici,1972). h ist die Schrittweite

und entspricht AGfc. Zur diskretenBerechnung des Skalarproduktes können auch andere

ausgefeiltereMethoden der numerischen Integrationbenutzt werden.

Die Koeffizientenbestimmungkann auch durch eine Parameterschätzungnach kleinsten

Quadraten erfolgen:

tpk(fN-fk>2] = rpk([cieikWk)2]k = ™

Damit erhält man nach der Ableitungin üblicher Weise die Gleichungen für die gesuchtenq:

rvr^ikWk^jJk = °
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Die Lösung ergibt sich als:

Dabeiist das Inverse-1 als Matrixinversionaufzufassen.

Die Formelnwerden in Matrixnotationetwas übersichtlicher.Dazusetzen wir:

Ci —» c

fk -> f

«ik -» A

AGk -» G

Pk -> P

Dabei ist zu beachten,dass G diagonal ist

Die Bestimmung der Koeffizienten durch Projektion lautet dann:

cProj = ATGf

Die Methode derkleinsten Quadrate liefert:

CQuad = (ATPA)-l ATPf

Identifiziert man nun die Gewichtsmatrix P mit der Matrix G der Integrationsschritte,so kann
mansofort schreiben:

CQuad = (ATGAH cProj

Wäre die Matrix ATGA gleich der Einheitsmatrix E, so würden die Lösungen beider

Methodenabsolut gleich ausfallen. Die Matrix ATGA entspricht dem Skalarprodukt der

Basisfunktionenuntereinander. Da wir orthonormierteBasen voraussetzenwollen, wird die

Matrix bis auf die Effekte der Diskretisation der E-Matrix entsprechen. (Die numerische

Integrationliefert eine FehlermatrixS von derOrdnung 0(h2).) Wir setzen demzufolge:

ATGA » E + S

Die Inversewird dann näherungsweise

(ATGA)-! - E - S .
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Damit findetmaneine Abschätzungfür die Übereinstimmungder beidenLösungen
cQuad = Cproj - S Cproj

Die Übereinstimmungist also ebenfalls von der Ordnung 0(h2). Im übrigen istzu bemerken,
dass die Lösungen mit 0(h2) gegen c konvergieren.

2.7.3 Einfluss der Ordnung der Entwicklungauf die Koeffizienten

Die Frage nach der Änderung von c infolge der Erweiterung der Reihenentwicklung aufN+1

Terme ist im Falle der Projektion sofort zu beantworten. Anhand der Gleichung cProj =

ATGfist ersichtlich,dass das Hinzufügeneines Termsoder entsprechend einer Zeile in AT
keinen Einfluss auf die N ersten Koeffizientenhat.

Dagegen werden bei der Minimumsapproximationdurch Hinzufügeneines N+1 ten Terms alle

früheren N Terme verändert. Die Grössenordnung dieser Änderung wollen wir grob
abschätzen.

Wirsetzen

1 = ATGf und

N = ATGA.

Dann werden die NTermec© durch folgende Gleichung gegeben:

c„ = NM

co = N

-l i

1

Werden nun die Zusatzkoeffizientend angefügt,so erhält das System eine Ränderung in

folgenderWeise:

N Q

>T u

M

R

R
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Darausist ersichtlich, dass die ersten NTermenun lauten

und

= Ml + Rk

= RT 1 + V k

Aus der Bedingung

N

Q1 u

M

R'

R E

0'

0

E

erhält man:

V = (U - QT N i Q)-i
R = - N i Q V

M = N-1 ( E - QRT )

Die ersten N Koeffizienten werden also

c = N-H - N!QRT1 - N*QVk = c„ - N*Qd

Für orthonormierteBasissysteme mussgelten:

und

N = E + S

Q =0 + O (h2)

mit S = 0(h2)

DieN ersten Koeffizientenwerdendemnach

= c0-(E-S)Qd « c0- Qd

Wird demnachein N+1 ter Term cN+1 der Entwicklungzugefügt, so ändern sich die alten N

Termenach folgenderGleichung:

= c0 - cN+1 Q Q = 0 + O (h2)
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2.7.4 Einfluss der Stützpunktverteilung

Mit demvorhinentwickeltenFormalismusist diese Frage relativ leichtzu lösen. Die Wahl der

Gewichte G im ungleichabständigenFall ist nicht ganz einfach zu treffen. Wir nehmen an,

dass G die richtige sei. Dann wird ein Fehler 8G auf einen Fehler in den durch Projektion
erhaltenen Koeffizienten führen:

cproj + 8cProj = AT(G+8G)f

8cProj = AT8Gf

Der Fehlergehthier also linearein. Bei der Lösung überkleinste Quadrate wird

CQuad + ÖCQuad = (AT (G+8G) A)* AT (G+8G) f

Die Inversewird unter der Beachtungeines kleinennumerischen FehlersS:

(ATGA + AT 8GA)-1 - (E+S + AT 8GA)"1 » E - S - AT 8GA

VernachlässigtmanquadratischeTermein 8G und S, so erhältman:

ScQuad = AT8Gf-AT8GA ATGf= AT 8G (E - A ATG )f

Wir berechnen den Klammerausdruckund setzen vorübergehend:

D = E - A ATG und DA = A - A ATGA = - AS

Daraus ergibt sich:

D = - AS ATG

und damit

ScQuad = -AT8GASATGf « 0

Ist die numerischeIntegration 'genau', so wird

ScQuad = 0
Dies heisst aber, dass der Einfluss durch die Ungleichabständigkeitdurch die Ausgleichung
mindestens mit 0(h2) zum Verschwinden gebracht wird, während bei der Projektionder
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Fehler8G lineareingeht. Führt man als Gewichtein der Ausgleichung das Massfür das durch

die entsprechende Stützstelle repräsentierte Raumelement (Matrix G) ein, so wird die

Orthogonalitätlediglich im Rahmenvon 0(h2) zerstört. Auf diese Weise lässt sich also auch

bei ungleichabständigenStützpunktverteilungeneine orthogonaleEntwicklungdurch kleinste

Quadrate Ausgleichung gewinnen.

2.7.5 Häufig verwendete Systeme

Als Beispiele seien die in der Geodäsiehäufig angetroffenenorthogonalen Systeme erwähnt.
Im Intervall [-1,1] und mit der Gewichtsfunktion \i = 1 bilden die (zugeordneten)Legendre
Polynome bezüglich

<f,g> == J f-g dG
-l

ein orthogonalesSystem. Es gilt bekanntlich:

x ' 2n+l (n-m)! nk

Führt man die Gewichtsfunktion

ein, so erhält mandas Orthogonal-System der Tschebyscheff-Polynome 1. Art

(Tm,Tn> = ( f + f 5n0 ) 8nm .

In zwei Dimensionen kommt in der Geodäsie häufig die Entwicklung nach

Kugelflächenfunktionen(über der Einheitskugel) zumTragen:

K.tf)-/*;•*:do-i^
DieIntegration wird ausgeschriebenals:

2% tc

I d(p \ sin ti dti
ö ö
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2.9 Operatoren im Funktionalraum

Da im Zusammenhang mit der Lösung des Randwertproblemsdie Greensche Funktion als

Operator aufgefasst wird (Kap. 3.2.2), soll hier der Operator-Begriffim Zusammenhangmit
dem Funktionalraum kurz erwähnt werden.

LineareOperatoren bilden die Elemete f4 eines linearenRaumesin folgenderWeise ab:

f -» Af und Atoqfi] = [c^AS]

Falls der Raumendlich-dimensional ist und durch die orthonormierteBasis ej aufgespannt
wird, so kann die Koeffizientenmatrix

a.± = ( Aek,ei>
definiert werden. Der Operator kann also bezüglich einer Basis e^ in Matrizenschreibweise

dargestellt werden ( die Elemente sind abhängigvon der gewähltenBasis). Insbesondere

werden die für die Lösungdes Randwertproblemswichtigen reproduzierende Kerne (Kap.
2.8.3) nochmals hergeleitet.

2.8.1 SelbstadjungierteOperatoren

Für unsereBetrachtungen sind hermitescheoder selbstadjungierteOperatoren von Bedeutung.
Für sie gilt:

<Af,g> = <f,Ag>

Die entsprechendeMatrix wird:

a^ = < Aek, ej > = < ek, Aej > = < Aek, e^ >
*

= a^*

* bezeichnetdie komplex konjugierte. Damit ist a^ hermitesch.Im reellen Raum, wie er hier

vorliegt ist die Matrix symmetrisch. Man kann nun in einem Funktionalraumdie Metrik so

wählen, dass ein bestimmter Operator gerade selbstadjungiert wird. Der Operator A wird so

gewählt,dass das Eigenwertproblem die einfache Gestalt
Af = Xf

erhält.

In Smirnov (IV, 1973, p.370) ist gezeigt, dass Differentialoperatoren der Form
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^ = X -k L a*
3f + cf

— 9x. Lu ik ax
i=l i k=l k

selbstadjungiert sind. Setzt man ocik = 8ik und c = 0, so erhält man für L den

Laplace-Operator:

L(f) = Af

Dies gilt auch in anderen Koordinatensystemen.Schreibt man den A-Operator in

Kugelkoordinaten (Kap 2.10)

_L i-fr2 M. ) + J_
r2 3r|/ dr J +

,2

so ist direktersichtlich, dassder Radialanteil

J_ iL
r2 9r

r2 *.
3r

genauder obigen Formulierung entspricht
Ein weitererinteressanter Operator ist durch die Fundamentalgleichungder Physikalischen
Geodäsie gegeben. In der bekannten (genäherten) Form wird

Ag = .ffi.2T

oder

Ag = LT

mit
t _ 3 2

dx r

Im Raum der regulären Funktionen mit homogenen Randwerten wird L bezüglich der

L2-Norm selbstadjungiert,da gilt:

(Lf,g) = - J(fg+ |fg) dr

(f,Lg) = - J[fg' + Ifg)
=* (Lf,g) = (f,Lg>

dr
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Eine wichtige Eigenschaftbilden nun die Inversen von selbstadjungierten Operatoren. Gilt
etwa

u = Af

v = Ag
und

Bu = f

Bv = g
mit

AB = E,
so folgt

<Af,g> = <ABu,Bv> = <u,Bv>

und da nach Voraussetzung A selbstadjungiertist

= <f,Ag> = <Bu,ABv> = <Bu,v>

also ist der InverseOperatorB ebenfalls selbstadjungiert.Falls ein Operator lediglichin einem
Unterraumdes anderen operiert, so gilt die Beziehung AB = E nur im Unterraum.

Die Eigenwerteeines selbstadjungierten Operators sind reell, dies zeigt folgende Rechnung
(Stiefel, 1973):
Aus Af = X f folgt

<Af,f> = >.<f,f> und f#0 also <f,f> > 0

also

und

<Af,f> = <f,Af>* = <f,Af> € 9t

damit wird
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(f,f>

Ist der Operator zudempositiv

<Af,f> > 0,

so sind sämtlicheEigenwerte positiv

X > 0

Für die Eigenvektoren selbstadjungierter Operatoren lässt sich nach ähnlichen Rechnungen
(z.B.Messiah,1975,p.232) zeigen, dass sie ein orthogonalesSystem bildenmüssen:
u und v sind Eigenvektoren zu den Eigenwerten X und (I, es giltalso:

Au = A,u
Av = uv

und da nachVoraussetzung A selbstadjungiertist, folgt
0 = < v,Au > - < Av,u > = (X-\i) < v,u >

damit gilt
<v,u> = 0 für X*\i

2.8.2 Integraloperatoren

Eine weitere in der physikalischen Geodäsie häufige Form von Operatoren stellen die

Integraloperatoren dar. Speziell seien die Integrale mit Kemfunktionenbetrachtet

Af(x) = jK(x,y)f(y)dy
Man kann nun einfachzeigen, dass im Falle von selbstadjungierten Operatoren A der Kern

symmetrischsein muss.

{M&) = JJ K(x,y)f(y)g(x)dxdy

<f>AS> = JJ f(x)K(x,y)g(y)dxdy = JJ f(y) K(y,x) g(x) dx dy

DaA selbstadjungiertist:
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(Af,g> . (f,Ag) = 0 = JJ [K(x,y)-K(y,x)] f(y)g(x)dxdy

Darausfolgt aber, dass der Kern symmetrisch in den Argumenten sein muss:

K(x,y) = K(y,x)

Existiertdas Eigenwertproblem

Af = Xf

für den Integraloperator A, so kann man auchvon reproduzierendenIntegralkernensprechen.
Z.B. stellen GreenscheFunktionen im Falle vom DirichletproblemreproduzierendeKerne dar.
Im diskretisiertenFall stellenzum Beispiel Kovarianzmatrizen bei Interpolationsproblemen
reproduzierendeKerne dar. In gewissen regulären Fällen ist es möglich reproduzierendeKerne
mit Hilfe des inversenOperatorszu erzeugen:

A Differentialoperator
B dazuinverser Integraloperator

Ag = f(x) = ABf = AjK(x,y)f(y)dy = J Ax K(x,y) f(y) dy

Es gilt also
f = Cf

mit

C = jAK(x,y). dy

AK ist dann offensichtlich ein reproduzierenderKern. Gehören x und y zum gleichenGebiet,
so folgt, dass

AK(x,y) = 8(x,y)

sein muss, da die Ausblendungseigenschaft

f(x) = J8(x,y)f(y)dy
gilt.
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2.8.3 Reproduzierende Kerne

Das Problem besteht nun darin, den Kern S(x,y) tatsächlich zu berechnen oder darzustellen.

Das Integral

f(x) = J5(x,y)f(y)dy
kann als Definition der Distribution 8 herangezogen werden. Betrachtet man nun Funktionen f

in H° mit der entsprechenden Norm (siehe Kap 2.7.1), so kann man versuchen den Kern im

unterlegten Raum darzustellen.Den Integraloperator

Af = jK(x,y)f(y)dy
kann man als Skalarprodukt < f(y), K(x,y) > auffassen. D.h.es gilt:

Af = <f,K>

Damit erhält man erneut die Schreibweise,wie sie in der Funktionaltheorieverwendetwird.

Nach z.B. Tscherning (1986) kann ein reproduzierenderKern linear durch die Basisvektoren

des betrachteten Vektorraumes dargestellt werden:

K(x,y) = [eiW-qty)]

Die eckigen Klammern bezeichnen die Summe. Sie erstreckt sich über die Dimension des

betrachteten Vektorraumes(Index i). Die ei stellen die Basisvektoren (-funktionen) dar. Wird
dies in Afeingesetzt,so erhält man

Af = <f, [ ei(x) • ei(y) ] > = <f, [ q(x) • ei(y) ] >
= [<f, ei(x) • ei(y) > ] = [<f,ei(y)> ei(x)] = [ciei(x)] = f

Mit obiger Vorgehensweise findet man tatsächlich einen reproduzierenden Kern. Im

vorangehenden Kapitel 2.8.2 hatten wir eine Möglichkeit der Konstruktion von

reproduzierenden Kernen mit Hilfe der inversen Operatoren gezeigt. Da bei der Lösung des

Randwertproblems die Harmonischen Funktionen eine Rolle spielen, sei hier der

reproduzierende Kern auf der Einheitssphäreangeschrieben.Der betrachtete Vektorraum sei

der Unterraumder harmonischen Funktionen mit derNorm

<f,g> = JfgdQ
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Dazuverwenden wir als Basis die auf der Einheitssphärenormierten Kugelflächenfunktionen
(Kap 2.4). Für sie gelten danndie Orthogonalitätsbeziehungen

(y?, Y?) =8.8.\ " n / n n mm

Die Y-Funktionenkönnen in Kugelkoordinaten sehr einfach von der Einheitssphäreanalytisch
fortgesetzt werden (siehe auch die Lösung der Laplacegleichung in Kugelkoordinaten,
Kap.2.4). Wir erhalten dann für unsereBasis ej oder e^ die folgenden Funktionen:

.n+1

Desweiterenwirddas Additionstheoremverwendet:

Pn (cos(x,y)) = JJ2L- YfWY^y)

Der reproduzierendeKern wird also mit:

K0(x,y) = [ q(x) • e^y) ]} = [ [ enm(x) • enm(y) ]m ]n

und mit obigerBasis und demAdditionstheorem:

Ko(x,y) =

'R ^n+1

r(x) *?'<*) R
r(y)

Nn+1

Y?(y)

47t

.n+1

(2n+l)
R

r(x) r(y) Pn (cos(x,y))
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2.9 Fehlerfortpflanzungbei Integralformelnund
Reihenentwicklungen

Da das Problemder Fehlerfortpflanzung in Integralformeln immerwieder auftaucht, etwabeim
Stokes-Integral, sollen hier die im jeweiligenFall zu spezialisierenden allgemeinen Formeln

hergeleitetwerden.

2.9.1 Integraldarstellung

Betrachtet man die stochastische Funktion e(x) und eine Funktion S(x,y) mit x,y € G (G ist

meistensin 9l2) und setzt manetwa eine zentrierte Normalverteilungvoraus, so kann manfür

die Erwartungswerte schreiben:

E{e(x)} = 0

E{e(x)-e(y)} C(x,y)

Dabei steht der Erwartungswert-Operatorfür:

E{ •} = J • dG/JdG
Betrachtenwir das folgende Integral

F(y) = J f(x) • S (x,y) dG
G

wof(x) mit dem Fehlere(x) behaftet ist, so wird der Erwartungswert für die Funktion F(y):

E{ F(y) } = E{ J ( f(x) + e(x)) - S(x,y) dG }
G

= jE{(f(x)+e(x))}-S(x,y) dG
G

= J(f(x)+E{e(x)})-S(x,y) dG = F(y)
G
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Fürdie Streuung erhältman

Op (y) = E { Je(x) S(x,y) dG - Je(x') S(x',y) dG' }
G G

= J E { e(x) e(x') } S(x,y) S(x',y) dG dG'
G

= J C (x,x') S ( x,y ) S ( x',y ) dG dG'
G

Durch ein isotropes,homogenes Verhaltender stochastischen Funktion e(x)

C (x,x') = CT2- 8 (x-x')

vereinfacht sich die Gleichung zu:

<%&) = o2j8(x-x')S(x,y)S(x',y) dG dG'

= CfJ [S(x,y)]2 dG
G

Setzt man etwa ein isotropes, nicht aberein homogenes Verhalten voraus, so erhält man das

etwas allgemeinereResultat:

C(x,x') = oft) S(x-x') af(x')

^W = J[o-/x)S(x,y)]2dG
oder für die Kovarianzen erhältmananalog:

°F(yj') = Ja2(x) S(x,y)S(x,y')dG
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2.9.2 Reihenentwicklungen

Hier interessieren die Fehler, die bei der Bestimmungvon Reihenentwicklungenan den

Koeffizienten c{ auf Grund des Fehlers in der Funktion f selbst entstehen. Werden die

Koeffizientendurch eine Ausgleichungbestimmt, so erhält man die Fehler direkt durch N"1
(siehe Kap.2.8.2 zur Bestimmungder Entwicklungskoeffizienten).Um die Fehler bei der

Bestimmungder Koeffizientendurch Projektionzu behandeln, verwenden wir die Notation

aus Kapitel2.8. Danach kann man schreiben:

Cj = < f, ei >

Fürden Fehlerschreibenwir:

Ci2 = E{ < e(x),ei(x) > < e(x'),ei(x') > }

undunter Beachtung der Linearität des Skalarproduktesund des Erwartungswert-Operators
kann mann setzen:

= «E{e(x)e(x')}ei(x),ei(x')»

Fürden Erwartungswert schreibenwir:

E{e(x)e(x')} = C(x,x") = Cf(x) S(x-x') of(x')

eingesetzt in obige Formel

Cj2 = « af(x) S(x-x') Gf(x') ei(x), ei(x') »

und Integration nachx' ergibt:

Gj2 = <<jf(x) Gf(x) ei(x), ei(x) >

Bei isotropemVerhaltenvon f erhältman

Gi2 = Gf2 < ei(x), ei(x) > = Gf2 II ei(x) II

Wirdzusätzlich eine normierteBasis gewählt, so ergibt sich die einfacheFehlerfortpflanzung

G^ = Gf2
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2.9.3 Fehler von Reihenentwicklungen

Eine umgekehrteFragestellungergibt sich, falls der Fehler einer Reihenentwicklung gesucht
wird, der sich durch fehlerhafte Koeffizienteneinschleicht.Wiederummit Kapitel2.8 können
wir für eine Approximationschreiben:

f = [ciei]N

In Matrixschreibweiselautet danndie Formel:

= cT e

Setzt man für die KoeffizienteneineKovarianz C an, die z.B. aus der Ausgleichungfolgt, so

ergibt sich auf Grund des Fehlerfortpflanzungsgesetzesund bei Berücksichtigung einer

Isotropie
C = gc2E

der Fehleran f als:

Gf2 = cT C c = gc2 cT c = gc2 [ Cj2 ]N

2.9.4 Allgemeiner Covarianz- und Gewichtsansatz bei Integralgleichungen

Da viele Gleichungen in der Physikalischen Geodäsie als Integralgleichungenaufgefasst
werden können, sei hier ein allgemeiner Ansatz zur Beschreibungvon Covarianzenund
Gewichten von derartigen Gleichungenhergeleitet.Im speziellen interessieren harmonisch
entwickelbareKerne.
Wir gehenwiederum vom Integral

F(y) = J f(x) - S (x,y) dG

aus. Dabei fragenwir nach der Kovarianzvon F. Benutzenwir die funktionaleSchreibweise,
so erhalten wir bei unabhängigeng (siehe Kap.2.9.1):

C(y,y') = < G(x) S(y,x), g(x) S(x,y') > = G2 ( S(y,x) , S(x,y') >

Die Gewichtsfunktion P ist dann bekanntlich durch die Inversionvon C gegeben, was im
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Kontinuierlichen auf die Inversion der Integralgleichungführt, die wir in folgender Art

schreiben wollen::

5( y-y') = < P(y,x) , C(x,y') >

Um nun diese Gleichung explizit nach P aufzulösen, spezialisieren wir den Kern S auf

harmonischentwicklbareFunktionen.Alsokann man nachKap. 2.8 schreiben:

S(x,y) = [ Si q(x) e^y) ]

Damit wird unter Beachtungder Orthogonalität der Basise die Covarianz C:

C(y,y') = g2 < [ Si e,<y) e,(x) ] , [ s, e/x) ej(y') ] >

C(y,y') = g2 [[< Si ei(y) ei(x) , Sj e/x) ej(y') >]] = g2 [ Si2 e^y) e^y')]

Wir machennun für das GewichtP einen harmonischen Ansatz.

P(x,y) = [ Pi ej(x) ej(y) ]

Ebenso für 8 , die als reproduzierenderKern ebenfalls in einederartige Reihe (jedoch nicht

konvergent) entwickelt werden kann. Die Koeffizientensind dabei 1 zu setzen (Kap.2.9.3):

8(x,y) = 8(x-y) = [q(x) e^y) ]

Wir setzen in die zu invertierendeGleichungein und können dann durch Koeffizienten¬

vergleich die unbekannten Koeffizienten p4 bestimmen.

S(y-y') = < P(y,x), C(x,y') >
[ ej(y) ei(y') ] = < [ Pi ei(y) erfx) ], G2 [ sk2 ek(x) ek(y')] > = [ Pi g2 Si2 ei(y) e^x)]

Der Vergleichergibt sofort:

pi = ^TOS
1

Damit hatman aber neben einer Covarianzfunktiondirekt eineGewichtsfunktion gefunden.
Die Anwendung dieser Herleitungenerfolgtbei der CovarianzberrachtungimZusammenhang
mit der funktionalenBeschreibung des Schwerefeldes.
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3 Zum Randwertproblem

3.1 Problemstellung

Eine zentrale Fragestellungder PhysikalischenGeodäsie betrifft die Bestimmungdes Geoides

der Erde. Das Geoid als solches kann als Hilfsgrössebetrachtet werden, da die eigentlich
interessierendenPotentialgrössenin sehr vielen Fällen auf der Erdoberfläche gebraucht
werden. Es ist offensichtlich,dass die Fragestellungals Randwertproblemformuliert werden

kann. Allerdingssind dann noch etliche, vor allem den Rand und die Randwerte betreffende

Fragen zu lösen. Dies soll im folgenden kurz erläutert werden.

Wir betrachten zwei imR3 komplementäreGebiete T und Z. £ bezeichnedas Gebiet innerhalb

der Erde, T das Gebiet ausserhalbder Erde. Die TrennflächebeiderGebiete ist offensichtlich

die Erdoberfläche dr. Die Masseder Atmosphäre sei vernachlässigt oder entsprechend dem
Kap. 5.3. korrigiert. Dann kann man also folgende Problemstellungenformulieren.

Für den äusserenBereichgilt die homogeneLaplace-Gleichung:
Dirichlet-Problem:

AV = 0 x in T

V =f xaufar
Neumann-Problem:
AV = 0 x in T

3V/9n =g xauf8r
oder gemischteRandwerte
Entsprechend gut fürden innerenBereichdie inhomogene Poisson-Gleichung:

AV = -47tGp x inZ

V =f x auf8r
oder

3V/9n =g x aufdT

Zur Lösung der verschiedenen Probleme sind unterschiedliche Methodenanwendbar. Beim
Dirichlet-Problemtaucht eine lineare, homogeneDifferentialgleichung auf. Die Gesamtheit der

Lösungen bildendaher einen linearen Funktionenraum, wie er im Kap.2.7 dargestelltwurde.
Das Dirichlet-Problem kann daher durch Separation, wie sie in den Kapiteln 2.2.-2.5.
beschrieben ist, und anschliessendeEntwicklungder Lösungsfunktion und der Randwerte in

Eigenfunktionen gelöst werden (Koeffizientenvergleich). Die Gesamtlösungentsteht durch die

Superpositionaller Teillösungen.
Diese Methodeder Separationversagtbeim Poisson-Problem, da bekanntlichdie Lösungen
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einer inhomogenen Differentialgleichung keinen linearen Raum mehrbilden. Es genügtjedoch
eine spezielle Lösung der inhomogenen Gleichungzu finden, ihrkönnen dann die Lösungen
derhomogenenGleichung überlagert werden.
Dabeiist zu beachten, dassinhomogeneRandwertedurch die Wahlirgendeiner, die Randwerte
erfüllende Funktion zum Verschwinden gebracht werden können. Wählt man also die

Funktion U mit

U(x) = f x auf ar

Damit wird eine Funktion

W = V - U

definiert, die folgenderGleichung genügt:

AW = -4rcGp - AU x in £

w =0 xaufar

Die Funktionen, die diese Gleichungen erfüllen, bilden dann wieder einen linearen
Funktionenraum. Diese Tatsache führt aufdie Methode der Quellpunktdarstellung. Dazu ist es

nötig, nicht nur einen Ort P, sondern zwei ausgezeichnete Punkte P(x) und Q(y) zu

betrachten. P stelle in üblicherWeise den Aufpunkt der Rechnungdar. Mit Q werde der

Quellpunkt bezeichnet. Es ist zu beachten, dass in diesem Kapitel die Inhomogenität der

Differentialgleichung der Einfachheit halber mit 1 normiertwird:

-4rcGp -¥ p

Schreibt man obigesPoisson-Problem fürhomogeneRandwerteum, kann man setzen:

AV = f P in Z

V =0 Paufar
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3.2 Integrallösung

Die Lösung dieses Problemslässt sich mit Hilfe der Green'schen Funktion K(P,Q) schreiben
als:

V(P) = J K(P,Q)-f(Q) d£Q
Dabeierfüllt die Green'scheFunktion die Gleichungen:

AK(P,Q) = 8(P,Q) Pin 2

K(P,Q) = 0 Paufar

Um das anfängliche Problem zu lösen, muss vorgängig die Greensche Funktion aufgrund
dieser beiden Gleichungengefundenwerden. Dass das obige Integral mit den zusätzlichen

Bedingungen das Poisson-Problem zu lösenvermag,zeigt man auf heuristische Weise durch

Einsetzen:

ApV(P) = Ap JK (Q,P) - f (Q) dZQ = JapK(Q,P) - f (Q) dSQ

= j8(Q,P)-f(Q)dEQ = f(P)

Zur Verifizierungder Randwertgleichungwenden wir einen Satz von Green auf die zwei

Funktionen K undV an:

J(apv-k - v-ApKXiZp = J(4g--K - v-^)darp
2 ar

Führt man die Differentiationen durch und beachtet,dass K(P,Q) für P auf dem Rand gleich
null wird, so erhältman:

J(f(P)-K(p,Q)-8(P,Q)-v(P))dzp = J.^.vdarp
z ar

Die Berechnungder Integrale gibt:

v(Q)-v(Q)= o = J.g..vdarp
ar
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Da keine Voraussetzungenüber die Ableitungen von K gemacht wurden, muss V auf dem

Randeverschwinden, um das Integral zu null zu machen, also:

V =0 Paufar

Aufgrund der Quellendarstellungkommtman nun sehr einfach zu bekanntenFormeln der

Potentialtheorie,die eine Integral-Lösung des Dirichlet-Problemsliefern. Dazuverwendenwir

nochmals den Green'schen Satz für zwei FunktionenV und k. Die Funktionensollen die

partiellen Differentialgleichungen

AV(P)= p(P)
und

Ak(P) = 8(P,Q)

erfüllen. In die Green'sche Formeleingesetzt,wird das Raumintegral

J (AV • k - V • Ak) dZ = J pk dZ - J V(P) • 8 (P,Q) dZ = J pkdZ - V(Q) .

z z z £

Dies mussnach demGreenschenSatzmit demIntegral überden Randübereinstimmen.

= Jvnk - vk„ dar
az

Damit erhält man direkt den Wert der gesuchten FunktionV im Inneren des Gebietes.

Allerdingsmussman die Funktion k kennen (z.B. GreenscheFunktion).

v(Q) = J(*.v-k.f-)d3r+ Jpkds
ar

Des weiterenmüssen die Randwertevon V und deren Ableitungen gegeben sein. Dazu ist zu

bemerken,dass diese Lösung überbestimmtist, da V(Q) sowohl durch RandwertevonV als

auch durch solche von 3V/3n bestimmmt ist. Eine partikuläreLösung der Differentialgleichung
wäre z.B. k = - ( 4tc 1 )_1. Führt man etwa die Green'sche Funktion K (sie mussja im Fall

von Dirichlet-Randbedingungen am Randverschwinden) ein, so lässt sich die Formel weiter

vereinfachenzu:

V(Q) = J dK(^Q) Vdar + Jp KdZ

ar z
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FürNeumannscheRandbedingungenerhältman eine analoge Formel. Allerdingsist dabei zu
beachten,dass die Randbedingungenfür die Normalableitung der GreenschenFunktion nicht

homogen sein dürfen, da sonst der Fluss des Gradientenfeldes(im Schwerefeld entspricht dies
dem Schwerevektor in Richtung der Flächennormalen)durch die Oberfläche ebenfalls

verschwindenwürde. Nach dem Gauss'schen Satz erhält man (sh. auch Kap. 4.3.1)

^-dar
dnJvvk dz = Jak dz = Jsdz = i =Jvk dar = J

Der einfachste Ansatz,der dieses Integral erfüllt,entspricht der Randbedingung:

^£® = t^t Paufaran lan

Dabei ist I3TI die Fläche der Berandung. Mit dieser Ranbedingung kann das Potential in

folgenderWeise ausgedrücktwerden.

v(Q)=^Jvd3r- Jk£dar.JpKds
ar s

Der erste Term entsprichtdem Mittelwert von V über den Rand3r.

3.2.1 Zur Bestimmung der Green'schen Funktion

Es ist das Randwertproblem

AK(P,Q) = 8(P,Q) PinZ

K(P,Q) = 0 Paufar

zu lösen.

Aus der Theorie der Differentialgleichungenist bekannt, dass die Lösunginhomogener
Differentialgleichungen durch die Überlagerung einer speziellen (partikulären)Lösung mit der

allgemeinen Lösung der homogenenGleichungbewerkstelligt werden kann. Die spezielle
Lösung sei k und die allgemeine k. Im 3-dim.wird (sh. z.B. Courant-Hilbert)

k = - ( 4ti 1 )-i

und
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K(P,Q) = - ( 4tc 1 )-i + k(P,Q)

mit

Ak = 0

und

k(P,Q) = -k(P,Q) , Paufar.

Damit hat man aber die LösungK gefunden, da k als Lösungeines Dirichletproblems zu
finden ist. Für Gebiete von einfacherForm können die Green'schen Funktionenexplizit
angegebenwerden. Hier interessiert etwader eben begrenzteHalbraum und die Kugel. Für die

Kugel setzt man für die Green'scheFunktion

K(P,Q) = - ( 4jc 1 y1 + k (P,Q') = (47t) -1 (- 1 -1 + a 1 '-1)

Man wählt nun Q' so, dass K = 0 auf dem Rand der Kugel erfüllt ist. Durch eine einfache

geometrischeÜberlegung(Satz von Appolonius) wird a als R/a bestimmt.

a = R/a

K(P'Q) = "

4t7
'
l^ÖJ

"

T UPÖJ '

Umdas Integral anwendenzu können, muss die Funktion K nach der Normalen n abgeleitet
werden. Auf einer Kugeloberfläche entspricht die Normalenableitung gerade der Ableitung
nachr.

3/3n -> d/dr

Ist die Ableitung durchgeführt, so setzt man r = R und 1' = 1 • R/a. DerIntegralkern wird damit

3K(P,Q) _ 1 R2-a2 1
3n 4tü R 1(P,Q)

P auf aKugel,

Setzt man diese Formel in das Integral ein, so folgt die Poissonsche Integralformelfür die

Kugel:

3KV(Q) = J- R -a f 1— V(P) dK^ 47t R J l3(p,Q) v >

dKugel
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Sind also die Randwerteeiner harmonischenFunktion auf der Kugel bekannt, so lässt sie sich

relativ einfach im ganzen Raum bestimmen. Für den Aussenraumder Kugel erhältman:

V (Q) = 4- -^r^ I -5-*— V (P) d 3K
47t R J 13(P,Q)

3.2.2 Greensche Funktion als Integraloperator

Nach dem vorangegangen Kapitel findet man eine Lösung der inhomogenen
Potentialgleichung durch das Integral der GreenschenFunktion

V(P) = J K(P,Q)-f(Q)dZQ
z

Beschreibt x den Punkt P und y entsprechenden PunktQund schreibenwir das Integral als
Operator

A = jK(x,y) . dy

so ist die Analogie zur Schreibweisein Kapitel 2.8 gegeben. Wir setzen also

V(x) = Af(y)

Da dieses die Lösung des ProblemsAV = f oder in Operatorenschreibweise L V = f

darstellt, können wir setzen:

AL = E

Weiterist bekannt (Kap. 2.8.1), dass der A-Operator selbstadjungiert ist. Damitist auch der
Greensche Operator selbstadjungiert und somit muss der Kern oder in diesem Falle die

GreenscheFunktion symmetrisch sein

K(x,y) = K(y,x)

Das geodätischeRandwertproblemauf der Sphäre besteht darin,

AT = 0



§3.1-4Zum Randwertproblem 64

mit den Randwerten

LT = -££-¦!¦ T = Ag = f
3r r

zu lösen. Die Greensche Lösung lässt sich mit demobigen OperatorA ansetzenals

T = Af = <K,f>

DerOperatorA könnte auchals ' Stokes-Operator' interpretiert werden. Damit ist das Problem

gelöst,formell mindestens.Die GreenscheFunktion K ist noch unbekannt. Mit dem in 2.8.2

beschriebenen Verfahren können wir jedoch einen reproduzierenden Operator konstruieren.

Und mit den Entwicklungenfür reproduzierende Kerne im harmonischenFunktionenraum

(Kap. 2.8.3) kann die GreenscheFunktion explizite durch Koeffizientenvergleichbestimmt
werden. Sünkel (1984) entwickelte diesenKoeffizientenvergleich, der hier verwendetwird.

Nach 2.8.2 können wir also schreiben:

LT = LAf = f(x) = jLK(x,y)f(y)dy = L<K,f> = <LK,f>

Dabei ist das Skalarprodukt auf der Einheitssphäredefiniert. Die Reproduktionseigenschaft
bezieht sich sich also auf den Unterraumder harmonischenFunktionen auf der Sphäre.Dabei
ist zu bemerken,dass LKdemPoissonkern entsprechenmuss.

Für reproduzierendeKerne in harmonischer Basis gilt (Kap. 2.8.3):

*</**> - i
VIH-1

(2n+l)
r(x)r(y) ) Pn(cos(x,y))

Restringiertaufdie Sphäre erhältman:

KoCor) = i (2n+l) Pn(cos(x,y))

Nach Sünkel (1984) wird auch die GreenscheFunktion K(x,y) in harmonischeFunktionen

entwickelt. Dabei ist zu beachten,dass y auf den Rand der Sphäre (I y I = R ) beschränkt
bleibt.
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K(x,y) =

47t

( D ^\,n+l

, r(x) ,

Pn (cos(x,y))

WirdnunL aufK ausgeübt, so erhältman (L operiert nur auf r(x)):

LK =

47tr Mn-1)
n+1

Es mussalso auf der Sphäre r =R gelten:

LK = Ko

Und durch Koeffizientenvergleichvon LK und Kq:

K = R 2n+l
n-1

Damit werden die gesuchtenKerne:

'Stokes-Kern'

47t
2n+l
n-1

( \n+1
R P

Poisson-Kern

IX = J-
47t

R
r c

( "\n+
2n+l)[JLJ

l

Pn

Die Summen (eckigeKlammern)sind Reihenentwicklungengeschlossener Ausdrücke. Sie

finden sich in Heiskanen& Moritz (1967). Danachentspricht der erste Ausdruck genau der

erweiterten Stokesfunktion(sie enthält nochden 0-ter Ordnung Term):

S (x,y) =
2n+l
n-1

R
,n+l

Die zweiteSummewird (Heiskanen & Moritz, 1967,p.35):

1 = I x - y I und r = I x
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R(r2-R2) .n+1

(2n+D|f Pn

Wir setzen die Abkürzung P für den Poisson-Kern

1

Damit sehen die Lösungen des obigen Randwertproblemsrecht einfach aus:

Stokesche Lösung für das Potential imAussenraum:

T- £<S,Ag>
Poisson-Integral für Schwereanomalien (Feldfortsetzung in Kugelkoordinaten in den

Aussenraum):

Ag= ^(P,Ag>
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3.3 Variationsproblem

Das Variationsproblem in Bezugauf das Schwerefeld kann analog zumelektrostatischen Fall

formuliertwerden. Man sucht eine Feldfunktion mit vorgegebenen Randwerten, die ein

Funktional minimiert.Als Funktionalwird ein Energiemasseingesetzt (Brauer, 1988). Dazu
muss dieses Mass jedoch bestimmt werden. Es wird gezeigt, dass bei geeigneterWahl des

Funktionais die Variationsgleichunggenau der Poissongleichung entspricht. D.h., wenn eine

Lösung des Extremalproblems vorliegt, dann hat manauch eine Lösung des Potentialproblems
mit Randwertengefunden.

3.3.1 Energie des Schwerefeldes

Der Begriffder Energie kann in formal analoger Weise wie in der Elektrostatik behandelt

werden. Allerdingssind dabei einige grundlegende,theoretische Argumente,die eine derartige
Vorgehensweiseverbieten, nicht beachtet. In Thorne, Wheeler, Misner wird erläutert, warum
die Gravitationsenergie nicht lokalisierbarist.

Die Energie des Feldes kann durch die Arbeit charakterisiertwerden, die notwendigist, um
eine Punktmasse8p vom Unendlichenan den Ort x zu bringen.
Um also eine ganze Dichteverteilung 8p(x) aus dem Unendlichen im Potential U

heranzuführen,muss Arbeitim PotentialU geleistet werden:

dE= fspUdv= fspUi

(Dieses Integral entspricht auch der in der Geodäsie üblichen Definition des

Schwerepotentials).

Die Änderung (8p (x)) der Dichteverteilung p bewirkt nach der Poisson-Gleichungeine
Änderung 8U im Potential U:

A8U = -4 7tG8p

also

dE= -r±— fA8UUdv
47tG J

v

Mit der BeziehungV (U V8U) = VU V8U + UA8U


