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1. EINFUEHRUNG
. oti d 2i

Die Motivation zu dieser Arbeit folgt aus der Feststellung, dass in allen
Modellen von technischen Systemen die auftretenden Parameter ungenau bekannt
und zeitvariabel sind.

Un diese Tatsache zu berticksichtigen, kénnen prinzipiell zwei Wege
beschritten werden :

1. Verwendung von robusten Reglern, d.h. die Regler werden so ausgelegt,
dass sie Parameterfehler ohne den Verlust gewisser Eigenschaften (z.B.
der Stabilitédt) verkraften. Eine neuere Entwicklung auf diesem Gebiet
stellen 2.B. die "LOG-LTR"-Regler [19] dar.

2. Vervendung von adaptiven Reglern, welche die Parameter st#4ndig entweder
explizit ("Self-Tuning-Regulators" [20]), oder implizit ('“Model
Reference Adaptive Control" [21]) bestimmen.

Beiden Methoden haften gewisse Nachteile an. Bei der ersten Kategorie von
Reglern bleibt der Einfluss der Parameterstérungen erhalten. Zudem ist die
physikalische Interpretation der Resultate schwierig, da mit
Frequenzbereichsmethoden gearbeitet wird. Die zweite Kategorie von Reglern
ist aufwendig zu realisieren und kann bei Anvesenheit von gewissen
zusétzlichen Stérungen im Langzeitverhalten zu Instabilitdten fithren [22].
Ausserdem konnen mit adaptiven Reglern zeitlich schnell variierende
Parameter nicht neutralisiert werden.

Mit den in dieser Arbeit untersuchten Reglern mit variabler Struktur (RVS)
kann in gewissen Fillen der Einfluss der Parametervariationen vollstindig
eliminiert werden. Um dies zu erreichen werden sogenannte "Gleitzustinde"
angestrebt, in denen das Systemverhalten fiir unbekannte, aber begrenzte
Parametervariationen gleich bleibt. Die Dynamik des geschlossenen Systems
ist durch den Entwerfer frei vorgebbar.

Obwohl die grundlegenden Ideen schon seit einiger Zeit bekannt sind, fehlt
bis heute eine geschlossene und einfache Entwurfsmethode. Dies trifft
insbesondere fir den multivariablen Fall (d.h. fir Systeme mit mehreren
Eingéngen) zu.

Das Ziel dieser Arbeit ist es, eine einfache und iibersichtliche
Entwurfsmethode fiir RVS zu entwickeln und den eigentlichen Grundmechanismus
dieser Regelungen aufzuzeigen. Weiter wird die Frage untersucht, wie sich
solche Regler verhalten, wenn die iblicherweise angenommenen Voraussetzungen
nicht erfillt sind. Aus dieser Fragestellung wird die natiirliche Erweiterung
der bereits erwdhnten Gleitbewegung resultieren.
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Dieser Abschnitt gibt eine Uebersicht iiber die bisher auf dem Gebiet der
strukturvariablen Regelungen publizierten Arbeiten. Dabei wird mehr auf die
Darstellung der Entwicklungsgeschichte der RVS, als auf eine vollstindige
Angabe aller publizierten Arbeiten Wert gelegt. Ein sehr ausfithrliche
Literaturliste kann man z.B. in [6] finden.

Dem mit strukturvariablen Systemen nicht vertrauten Leser wird empfohlen,
diesen Abschnitt erst nach dem Abschnitt I.3, oder noch besser, erst nach der
Lektiire der ganzen Arbeit zu studieren.

Die ersten Arbeiten auf diesem Gebiet wurden bereits in den funfziger Jahren
veréffentlicht, wobei vor allem russische Autoren sehr aktiv waren. Der
wichtigste Exponent dieser Periode war Emeljanov, der auch die erste
Monographie zu diesem Thema publizierte [11].

Die wichtige Frage nach der Existenz von Lésungen bei unstetigen rechten
Seiten wurde von Filippov [12] untersucht. Auf ihn geht im wesentlichen die
Idee des "equivalent-control"-Prinzips zuriick.

Za diesem Zeitpunkt beschiftigten sich die Autoren praktisch nur mit
linearen Systemen mit einem Eingangskanal und versuchten durch Ableitung der
Ausgangsgrésse zu gleitenden Systemen zu gelangen. Da diese Operation,
besonders bei mehrfacher Ausfiihrung, nicht ideal zu realisieren ist, wurden
Regler untersucht, die im Rickfihrkanal mit Ableitungen geringerer Ordnung
auskommen konnten. Durch diese Restriktion war aber das Erreichen des
Gleitzustandes nicht mehr ohne weiteres garantiert, und die Klasse der
zuléssigen Parameterstérungen wurde weiter eingeschrinkt.

Diese reduzierten Regler wurden zusatzlich durch die Feststellung, dass zur
Bildung des Schalt-Signals die Ausgangsgrésse und alle Ableitungen bis und
mit der (n-1)-ten bekannt sein missen (n ist die Systemordnung), in Frage
gestellt. So ist es nicht verwunderlich, dass diese Regelungsmethoden in der
Praxis damals keinen Erfolg hatten.

Auch waren sich die Autoren zu wenig bewusst, dass nicht beliebige
Parameterstérungen zuldssig sind. Die Arbeit von Drazenovic [3], die 1969
veréffentlicht wurde, stellte in dieser Frage einen Durchbruch dar.

Die Methoden der Stabilit&tsanalyse bei strukturvariablen Systemen wurde mit
der Arbeit von Barbashin [13] entscheidend verbessert, der die
Stabilitdtsfrage im wesentlichen auf die Ljapunow'sche Methode zuriickfithrte.
Mit dieser Arbeit wurden die bis dahin eher geometrisch begriindeten
Ueberlegungen mathematisch strikt formuliert.

Die Monographie von Itkis [4] behandelte die klassischen und damit nicht
besonders erfolgreichen Methoden. Allerdings wurden hier die ersten Ansitze
fir multivariable Systeme und fir erweiterte Gleitbewegungen gegeben (siehe
dazu Kapitel IV).



Im Jahre 1974 publizierte Utkin eine Buch, das einen wesentlichen Durchbruch
auf dem Gebiet der strukturvariablen Regelungen darstellte (die englische
Uebersetzung erschien erst 1978 [1]). Dieses Buch operierte mit den modernen
Methoden der Systemtheorie, die in der Zwischenzeit entwickelt worden waren.
In diesem Buch wurden auch nichtlineare und multivariable Systeme
untersucht. Es stellt bis heute die beste auf diesem Gebiet publizierte
Arbeit dar.

Allerdings sind die in [1] vorgeschlagenen Regler kompliziert formuliert und
nicht in einen linearen und einen nichtlinearen Teil aufgespalten (siehe
dazu Abschnitt II.3.3). Die von Utkin vorgeschlagene Methode des
"hierarchical control" hat den Nachteil, dass die Reihenfolge, wie die
Teilsysteme in den Gleitzustand iibergehen, a priori bekannt sein muss.

Da Utkin mit einem allgemeinen Koordinatensystem arbeitet, ist der
Reglerentwurf nicht einfach durchzufithren. Aus dem selben Grund tritt der
Grundmechanisms der RVS nicht deutlich zu Tage.

Mitte der siebziger Jahre begannen sich auch Forscher ausserhalb Russlands
vermehrt mit strukturvariablen Systemen auseinanderzusetzen, wobei eher die
Anvendung der bereits existierenden Theorien im Vordergrund stand (z.B. [14]
bei Elektromotoren, [15] und [16] bei Robotern).

Eine wichtige Arbeit wurde 1978 von Young [17] publiziert, der fiir das bis
dahin unbefriedigend geléste Folgeregelungsproblem, mit Hilfe eines
Referenzmodells, einen eleganten Weg aufzeigte.

Neben diesen Arbeiten, welche explizit Gleitzustinde anstreben, sind viele
Untersuchungen angestellt worden, wie man mit Hilfe von
Strukturumschaltungen andere Vorteile als die Robustheit gegeniiber
Parameterstorungen erreichen kann. Ein gutes Beispiel dieser Arbeiten stellt
das achte Kapitel im dritten Band von F6llinger [18] dar. Es sei aber
nochmals darauf hingewiesen, dass diese Fragen hier ausgeklammert werden.

Die Entwicklung auf dem Gebiet der strukturvariablen Systeme ist heute in
vollem Gang. Viele Autoren beschéftigen sich sowohl auf der theoretischen,
wie auch auf der anwendungsbezogenen Seite mit diesem Thema. Der Autor der
hier vorliegenden Arbeit hofft zu dieser Entwicklung einen Beitrag geleistet
zu haben.



1. 3. Einfihrendes Beispiel

Der prinzipielle Mechanismus der Strukturumschaltung und der dabei
auftretenden Gleitzustidnde wird an Hand eines dynamischen Systems zweiter
Ordnung eingefithrt. Dies hat den Vorteil, dass man mit geometrisch
anschaulichen Argumenten operieren kann.

Beim betrachteten System handelt es sich um einen Doppelintegrator, dessen
Ausgangsgrosse x,(t) ilber zwei verschiedene Verstédrker zuriickgefiihrt wird.
Eine Schalt-Logik dbernimmt es, den momentan richtigen Rickfihrfaktor
auszuwdhlen. Das Blockschaltbild dieses Systems ist im folgenden Bild I.3.1

dargestellt.

xz(t)

> x4(t)
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Bild I.3.1

Das nachste Bild zeigt das Phasenportrait des Systems fiir den Fall, dass
entweder nur der Faktor “-1" (Struktur 1), oder nur der Faktor “2" (Struktur
2) verwendet wird.
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Man beachte, dass keine der beiden Strukturen asymptotisch stabil ist.
Kombiniert man jedoch die beiden Strukturen in geeigneter Weise, so erhalt
man ein voéllig neuartiges, asymptotisch stabiles Systemverhalten. Die Schalt-
Logik  ibernimmt die Kombinationsaufgabe, wobei das  Schaltgesetz
folgendermassen gewahlt wird :

Falls x;(t)[0.5x,(t) + xp{(t)] < O dann gilt Struktur 2

Sonst gilt Struktur 1

Bild I.3.3 zeigt ein Detail des resultierenden Systemverhaltens.

Konbination :
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Struktur 2

Bild I.3.3

Sobald der Zustandspunkt die Schaltgerade erreicht, bleibt er auf ihr
gefangen, da die Geschwindigkeitsvektoren beider Strukturen in das
entgegengesetzte Gebiet zeigen. Der Zeitpunkt, bei welchem die Gleitgerade
zum ersten Mal erreicht wird, wird mit t* bezeichnet. Falls die Umschaltung
unendlich schnell stattfindet, wird der Zustand x,(t) linear von x,(t)
abhingig :

xo{t) = -0.5x,(t) ; Vto>t*
Daraus resultiert eine neue Systemdynamik, welche asymptotisch stabil ist :
x3(t) = xXa(t) = -0.5x%,(t) = x,(t) = exp{-0.5(t-t*)}x,(t")
Damit muss auch x,(t) asymptotisch gegen Null gehen.

An diesem einfachen Beispiel ist bereits abzulesen, dass beim Auftreten von
Gleitzustinden die Ordnung des Systems (scheinbar) reduziert wird. Ebenso ist
abzusehen, dass das gleitende System gegeniiber Parameterstdérungen robust
sein wir. Tatsédchlich ist die Existenz des Gleitzustandes allein durch die
Forderung garantiert, dass die Geschwindigkeitsvektoren beider Strukturen
jeweils in das Gebiet der anderen Struktur gerichtet sind. Der Betrag des
Winkels zur Gleitgeraden, welcher durch die Parameterstérungen beeinflusst
wird, spielt fiir die Existenz des Gleitzustandes keine Rolle



. 4. Notationsvereinb e

Die Notation dieser Arbeit wurde so einfach wie nur méglich gehalten.
Grundsédtzlich werden drei Variablentypen unterschieden :

1. Skalare, gekennzeichnet durch normale Kleinbuchstaben
(z.B. ¢, 1, r(t))

2. Vektoren, gekennzeichnet durch fettgedruckte Kleinbuchstaben
(z.B. x(t), &, b,)

3. Matrizen, gekennzeichnet durch fettgedruckte Grossbuchstaben
(z.B. A, 8A(t), B,)

Es wird nicht zwischen Zeilen~ und Kolonnenvektoren unterschieden,
massgebend sind alleine die entsprechenden Definitionen. Die folgenden
Matrix-Konstruktionen werden verwendet :

[A]gy = aj4 bezeichnet das i,j-te Element der Matrix A

D

diag(d,) die Matrix D ist diagonal und ihr i-tes
Diagonalelement ist gleich d,

U = [A,B] die Matrix U ist die Konkatenation der beiden
Matrizen A und B

M =N M ist die Transponierte von N

Folgende Sonderzeichen werden verwendet :

" oder :%: : zeitliche Ableitung
R" . n-dimensionaler, reller Raum
| x| : Euklidsche Lénge des Vektors x(t)
Ml : Norm der Matrix M

Falls nicht anders definiert ist, wird als Norm einer Matrix M ihr grosster
Singularwert Op,, bezeichnet, wobei Opay die positive Wurzel des gréssten
Eigenwerts der Matrix MT M ist.




Dieser erste Teil des zweiten Kapitels definiert, was unter idealen Systemen
zu verstehen ist. Die dabei getroffenen Annahmen gelten fiir das ganze zweite

Kapitel. Imdritten Kapitel werden anschliessend Systeme untersucht, die von
der Idealform abweichen (nichtlinear, verrauscht, etc.).

Die Elemente der Klasse der idealen Systeme lassen sich durch eine lineare,
zeitvariante, gewohnliche Vektor-Differentialgleichung erster Ordnung
beschreiben :

x(t) = (A#+8A(t))x(t) + (By+8B(t))u(t) (II.1.1.1)
x(t,) = x, . x(t) € |r ; u(t) € {» ; m<n<o

Die Matrizen A, B, sind zeitinvariant. Sie stellen die Nominalwerte der
Systemgleichung dar, welche zus&tzlichdurch die Parameterstérungen S8A(t) und
3B(t) beeinflusst werden.

Abgesehen von den Annahmen (II.1.1.2), (II.1.2.2/3) und (II.2.3.1/2) ist der
zeitliche Verlauf der Stérungen &8A(t) und &B(t) vollstindig unbekannt.
Deswegen werden die Elemente der Stérmatrizen als untereinander unabhingig
angenommen (“worst case"); diese Annahme wird einige Konsequenzen haben.

Fir den Variationsbereich der Elemente von 8A(t) und 8B(t) sind folgende
Schranken bekannt :

5aij,min < 5&13(11) < 5613,,“, i,j=1.n
(I1.1.1.2)
by min < 8byy(t) < 8byy max i=1 .. n ; j=l.m

Innerhalb dieser Schranken dirfen sich beliebige Parameterverliufe
abspielen, insbesondere sind sehr schnelle Variationen erlaubt.

Es ist intuitiv klar, dass zumindest die Vorzeichen gewisser Elemente der
Eingangsmatrix B,+8B(t) bekannt und konstant sein missen. Falls dies nicht
der Fall ist, kann ein Regler, der keinen Adaptionsmechanismus enthilt,
niemals die Stabilitédt des geschlossenen Systems garantieren.
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Aus diesem Grunde koénnen die Schranken der Eingangsstérungen Gbij(t) nicht
beliebig gross sein, sondern hingen von den entsprechenden Elementen der
Matrix B, ab. Da aber an dieser Stelle einige Definitionen noch fehlen, wird
dieser Punkt erst im Abschnitt II.2.3. behandelt werden.

Im Rahmen dieser Arbeit werden fiir das System (II.1.1.1) zwei Problemkreise
untersucht, nimlich das “Regulatorproblem” und das "Folgeregelungsproblem”.

Dabei geht es im ersten Problem darum, den Zustand des Systems (II.1.1.1),
der zur Anfangszeit ungleich Null ist, asymptotisch in den Nullpunkt zu
fihren. Die Dynamik dieser Bewegung muss vorgebbar sein.

Beim Folgeregelungsproblem wird verlangt, dass der Zustand des Systems
(II.1.1.1) einem frei wiahlbaren Sollverlauf méglichst gut folgt.

Sehr viele, der in der Praxis auftretenden regelungstechnischen Probleme
lassen sich in eine dieser beiden Kategorien einteilen.

Die prézise Definition der Problemstellung findet sich in der Einleitung zu
den entsprechenden Abschnitten II1.3, bzw. II.4.

11



1.1 nahmen

Die "idealen" Systeme sind dadurch gekennzeichnet, dass sie die folgenden
finf Annahmen erfiillen :

1. Das Paar { A,, B, } ist vollstindig steuerbar (I1.1.2.1)

2. Die Rangbedingung

rang [8A(t), B,] = rang [B,] = m (I1.1.2.2)
ist fir alle Zeiten erfillt.
3. Die Rangbedingung
rang [8B(t), B,] = rang [B,] = m (I1.1.2.3)
ist fir alle Zeiten erfallt.
4. Der Zustandsvektor ist von aussen messbar, insbesondere ist ein
Zustandsregler ohne die Hilfe eines Beobachters realisierbar.
(I1.1.2.4)

5. Bei der Realisierung des Reglers (Abschnitt II.3.3 und II.4.3)
steht ein Baustein zur Verfigung, der verzégerungsfrei zwischen
zwel Signalen umschalten kann.

(II.1.2.5)

Von diesen finf Annahmen haben besonders die mittleren drei einschneidende
Konsequenzen.

Annahme (II1.1.2.1) ist unumgidnglich und stellt keine wesentliche
Einschrankung dar, da Systeme die sie nicht erfiilllen entweder schlecht
konstruiert, oder mangelhaft modelliert wurden. Diese Annahme garantiert
allerdings nur, dass der zeitinvariante Teil von (II.1.1.1) steuerbar ist.
Eine solche Garantie muss auch fir das zeitvariable Verhalten von (II.1.1.1)
gegeben sein, da auch der beste Regler ein nichtsteuerbares System nicht
beeinflussen kann. Im Abschnitt II.2.3 wird deshalb eine zusitzliche Annahme
getroffen werden, welche die Steuerbarkeit von (II.1.1.1) garantieren wird.

Die beiden Rangbedingungen (II.1.2.2/3) stellen eine nichttriviale
Einschrankung der zulissigen Parameter-Stoérungen dar. Dies soll mit Hilfe von
drei kleinen Beispielen gezeigt werden.

12



In Bild II.1.2.1 sind zwei einfache Systeme dargestellt. Die Stérungen
da,(t) und 8a,(t) des Systems a) erfiilllen die Rangbedingung (II.1.2.2) und
ihr Einfluss auf das Systemverhalten kann, wie spiter gezeigt werden wird,
vollsténdig eliminiert werden. Beim System b), wo die Stérungen die
Rangbedingung nicht erfiillen, ist dies nicht mehr der Fall.

lu(t) X,(t) x,(t) xa(t) [u(t)  x,(t)
Z I I —T z I z I T
a+ 8&1 ajz+ 6&1
az+ daz je ag+ Say fe
System a) System b)
Bild I1.1.2.1

Die Bedeutung der Rangbedingung (II.1.2.1) ist allerdings noch
weitreichender als es das obige Beispiel vermuten ldsst. Betrachtet man das
Bild II.1.2.2 so stellt man fest, dass die Stérung 8ag(t) auf keinem Fall
beeinflusst werden kann. Die Stérungen 8a;(t) und 8ay(t) koénnen nur dann
eliminiert werden, wenn sie fiir alle Zeiten die Beziehung

8ay(t) = (7/5)*8ay(t)

erfillen (die Stérungen missen linear abhingig sein).

o 7
u(t) x,(t) x,(t)

—» 5 9—-! »| a2+ 8 az 3 I

T—a“ 82, ja—— az+ 8a,

Bild I1.1.2.2

System c)

Grundsétzlich koénnen nur Parameter-Stérungen, die auf einen Eingangsknoten
vwirken, durch die noch zu spezifizierenden Regler in idealer Weise
eliminiert werden (siehe dazu Abschnitt II.3.5 und II.4.5). Wie das System
c) zeigt, missen aber auch noch gewisse lineare Abhingigkeiten erfiilllt sein.

Fir die Rangbedingung (II.1.2.3) gelten véllig analoge Ueberlegungen.

13



Bei manchen Strecken sind diese Rangbedingungen verletzt. Im Unterkapitel
I1I.2 werden deshalb Systeme untersucht, die (II.1.2.2/3) nicht erfiillen. Es
wird sich zeigen, dass "kleine" Nichtidealitdten durchaus verkraftet werden
kénnen. Zusatzlich wird im Abschnitt III.2 eine zweite Klasse von
Parameterstérungen eingefilhrt, deren Einfluss ebenfalls vollstandig
eliminiert werden kann.

Die vierte Annahme (II.1.2.4) ist  ziemlich  einschneidend. Das
Beobachtungsproblem wird deshalb in den Abschnitten III.3 wund 1IV.4
ausfithrlich behandelt werden.

Die letzte Annahme ist nicht besonders einschneidend. In Satz 10 wird
gezeigt werden, dass der Einfluss der Schaltgerite ohne weiteres
vernachléssigt werden kann, falls ihre Verzdégerungen im Vergleich zur
Systemtragheit klein sind (siehe dazu auch Unterkapitel IV.3).

14




11, 2, Transformationen
1. i i I i

Dieser Abschnitt hat den Zweck, den zeitinvarianten Teil von (II.1.1.1) in
eine “kanonische", oder auch “"standardisierte" Form zu bringen, in der die
spidteren Aussagen besonders klar darstellbar sind.

Der Einfluss der unten eingefilhrten Transformationen auf das gesamte System
(IT.1.1.1) wird im folgenden Abschnitt II.2.2 untersucht werden.

Die in diesem Kapitel gezeigten Transformationen sind schon seit l#ngerem
bekannt (siehe z.B. [7]). Da sie fur die weiteren Ausfiithrungen von zentraler
Bedeutung sind, und da in der Literatur h#ufig eine sehr kompakte, oder
unvollsténdige Darstellung gewahlt wird, werden diese Transformationen an
dieser Stelle ausfithrlich behandelt.

Die Komponenten des Zustandsvektors des Systems (II.1.1.1) koénnen als
Koordinaten in einem n-dimensionalen Raum aufgefasst werden. Die Form der
linearen Abbildung A, ist stark von der gewdhlten Basis dieser Koordinaten
abhdngig. Durch einen Wechsel der Basis kann das betrachtete Problem zum Teil
betrdchtlich vereinfacht werden. Diese Transformationen, die die innere
Struktur der Abbildung A, (z.B. ihre Eigenwerte) nicht verindern, heissen
Aehnlichkeits-Transformationen.

Die in dieser Arbeit gewishlte Basis kann mit Hilfe des Bildes I1I1.1.2.1
motiviert werden. Das erste dort dargestellte System (System a) ist in
"Frobenius"-, oder "Begleit"-Form und wie man gesehen hat, erfillt es die
Rangbedingung (II.1.2.2) fiir beliebige Stérungen. Falls es also gelingen
wirde, jedes System (II.1.1.1) in diese Form zu bringen, wiren die
Rangbedingungen (II.1.2.2/3) immer erfillt. Natiérlich ist dies nicht
mbglich, mehr noch, es wird sich =zeigen, dass die Rangbedingungen
(I1.1.2.2/3) notwendig und hinreichend dafiir sind, dass (II.1.1.1) in eine
der Frobenius-Form dhnlichen Darstellung gebracht werden kann. Dies betrifft
jedoch den zeitvarianten Teil von (II.1.1.1), der erst im nichsten Abschnitt
untersucht werden wird. Fir den zeitinvarianten Teil von (II.1.1.1) ist die
Annahme (II.1.2.1) notwendig und hinreichend dafiir, dass die gesuchte
Transformation auf Blockbegleit-Form existiert (siehe Beweis des Satzes 1).

15



Die prazise Formulierung lautet :

Gesucht sind zwei zeitinvariante, regulidre Koordinatentrans-—
formationen T und P

Tx . (t) = x(t) ; det(T) = 0
(I1.2.1.1)

u(t) ; det(P) = 0

Pu,(t)
so dass der zeitinvariante Teil von (II.1.1.1)
x(t) = Ax(t) + Bou(t)

in Blockbegleit-Form iibergefithrt wird

T-A Tx (t) + T-1B Pu(t)

xc(t)
(11.2.1.2)

AOCxC(t) + BOCuC(t)

Die angestrebte Form der neuen Systemmatrizen A,. und B, ist unten
dargestellt (alle nicht explizit definierten Elemente sind gleich Null) :

— ———

0 -
1
P 8y —— 1 < p,-te Zeile
Q‘I’
A = F—— a; —| B_= 1 < p,-te Zeile
oo
Qh‘l o
J~—~——— a, ~—————L i {-e—pm-te Zeile
8= [a 1 %42 aixJ i=1.8 i}
g 12 4 . . 0
{q,-1)xq;
Qi= ] QiE i "qi
ol
0 T iJ
(11.2.1.3)

Die Zahlen q; heissen Steuerbarkeitsindices und werden weiter unten
gemeinsam mit den Zahlen p, definiert werden.
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Bemerkung :

In der Literatur wird die Bezeichnung Blockbegleit-Form hiufig fir Systeme
verwendet, deren B,-Matrix auf der p,;-ten Zeile voll besetzt ist. In dieser
Arbeit wird diese Form als allgemeine Blockbegleit-Form bezeichnet werden.
Wenn weiter unten von einer Blockbegleit-Form gesprochen wird, so ist damit
die spezielle, oben eingefiilhrte Form gemeint.

Algorithmus 1, Bestimmung der Transformation T :

Die neue Koordinaten-Basis wird mit Hilfe der Steuerbarkeitsmatrix U
bestimmt

U = [B,,AB, A2B, ., A1 B] U € R nx(mxn)

Da im Abschnitt II.1.2 angenommen wurde, dass das Paar {A,,B,} steuerbar
ist, muss die Matrix U vollen Rang haben. Demzufolge hat U genau n linear
unabhéngige Kolonnen, die zur Bildung der neuen Basis herangezogen werden
konnen. Da die Matrix U i.a. mehr als n Kolonnen hat, besteht eine gewisse
Freiheit in der Wahl der Basis. Das hier angebrachte Vorgehen besteht darin,
die Matrix U von links nach rechts gehend zu untersuchen. Die neue Basis S
vird dann durch die ersten n linear unabhingigen Kolonnen gebildet, die man
in der angegebenen Weise suchend findet.

Die Matrix B, hat m Kolonnen, die mit b; bis b, bezeichnet werden. Um S zu
bilden, ordnet man die in U gefundenen Kolonnen so, dass ganz links in S
alle Kolonnen stehen die b; enthalten, dann jene die mit b, zusammenhingen
etc, bis alle n Kolonnen eingereiht sind.

Die Zahlen q; beziffern die Anzahl gefundener Kolonnen die mit b,
zusammenhéngen. Die  Zahlen P; sind  die Partialsummen  dieser
Steuerbarkeitsindices g;.

n*n

q,:1
o

_ ‘:11"1
S—[hi,LDhl,...l.Lo b,b,, Ab,, ... A hm] ScR
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Ohne Einschrénkung der  Allgemeinheit wird  angenommen, dass die
Steuerbarkeitsindices der Grésse nach geordnet sind, da dies durch ein
Umstellen der Kolonnen von B, immer erreicht werden kann :

qlzqzz...qu

Diese Annahme ist von grosser Bedeutung. Viele der nachfolgend aufgefiihrten
Gedanken benutzen diese Systemeigenschaft.

Die Matrix S ist requldr, da sie aus n linear unabhidngigen Kolonnen der
Lange n besteht. Demzufolge existiert ihre Inverse, wobei deren Zeilen die
folgenden Bezeichnungen erhalten :

- -
3 3 %
f % }

5_1 = 1 3. ! «—1n ~-te Zeil
} T, L= p, -te Zeile
| Spm {| < p,-te Zelle

Aus den m Zeilenvektoren 8p;, 8pp, .. 8py bildet man die gesuchte Matrix T-! in
der folgenden Weise :

i g }
{ Pl !

e 85 A ]

g -l
r | oyt —

Ende des Algorithmus 1.

Es bleibt nun zu zeigen, dass diese erste Transformation regulér ist und das
sie (wenigstens =z.T.) die gewlinschte Form der neuen Systemmatrizen
produziert.

Satz 1:

Falls das zu transformierende System {A,, B,} vollstiandig steuerbar ist, ist
die mit Hilfe des Algorithmus 1 gefundene Matrix T-! regulir.
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Beweis von Satz 1:

Der Beveis dieses Satzes wird durch Inspektion der involvierten Matrizen
gegeben. Um die wichtigen Ueberlegungen darzustellen wird zuerst ein
charakteristisches Beispiel analysiert, aus dem anschliessend auf den
allgemeinen Fall geschlossen werden kann. Das betrachtete Beispiel hat sechs
Zusténde und 2 Eingangskandle; die Steuerbarkeitsindices lauten q, = 4,
dz = 2. Gemdss Algorithmus 1 bildet die Steuerbarkeitsmatrix U den
Ausgangspunkt der Ueberlegungen :

U[hb Ab AD &b A°h2,Ah Lh Lh AJJ}Lh Lgh{]

4 : Kolonne linear unabhéngig von den linksstehendenKolonnen

* : Kolonne linear abhingig von den linksstehenden Kolonmen

Aus der Matrix U wird geméss Algorithmus 1 die Matrix T-! gebildet. Von
besonderem Interesse ist die Matrix T-1S. Als Erstes stellt man fest, dass
die erste und die fiinfte Zeile von T-!S der vierten und sechsten Zeile einer
Einheitsmatrix gleich sind (siehe Definition von T-1).

Bis auf zwei Elemente und einer Linksverschiebung entspricht die zweite bzw.
sechste Zeile von T-!S ihrer ersten bzw. finften Zeile. Diese Struktur setzt
sich bis zu den Blockgrenzen in T-1S fort. Die Position der Blockgrenzen sind
durch die Steuerbarkeitsindices gegeben. Zus#tzlich verschwinden gewisse
nichttriviale Elemente in T-!S. Dies kann man zeigen, indem man die linearen
Abhéngigkeiten benutzt, die in der Matrix U festgehalten sind. Die erste
linear abhédngige Kolonne in U ist A2 b, :

A2°b2 = j_b ] + QQth 1 + aaAZOb y + Q4h2 + 05A°b2
= 84A2°b2= (11 0 + (!2 0+ 03 0 + 04 0+ (!5 0=0

In diesem Beispiel ist dies der einzige Term, der zusitzlich Null wird.
Damit erhdlt man die endgiiltige Struktur der Matrix T-IS :
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0 0 1] i | l:l i

0 0 1 ;A8 |0 0

0 1 s4Agb; s, A3b; | O s,4% D,
Tlg= y 5 & 3 4

1 34 Ac-bl 3 A-.::bi Sqﬁ.,:,hl | Sqﬁ,},hg Sqﬁr:,bg

{ { { 0 | 0 1

L i i Sﬁ A::. hi | 1 3 A,:,ba

Die Determinante dieser Matrix kann einfach bestimmt werden, indem man die
tbliche Entwicklung durchfithrt. Die Besonderheit der Struktur der Matrix T-1§
liegt darin, dass es immer gelingt Zeilen mit einer einzigen Eins und sonst
nur Nullen zu erhalten. Dieser Sachverhalt wird an Hand der untenstehenden
Darstellung verdeutlicht (die =zur Entwicklung benutzten Elemente sind
jeweils mit einem Kreis umrandet) :

IRRR RN

Durchgang © 1

Man beachte, dass die Gliederung des Vorgehens in Durchgédnge und
Streichungen innerhalb der einzelnen Durchgiange nétig ist, da man sonst
Zeilen streichen wirde, die mehr als ein Element ungleich Null enthalten.

Daraus folgt :
det (T-1S) = (-1)(-1)(+1)(+1)(-1)(+1) = -1

Es wurde bereits erwdhnt, dass die Determinante von S nicht verschwinden
kann, da das System {A,,B,} vollsténdig steuerbar vorausgesetzt wird. Damit
ist klar, dass auch die Determinante von T-! nicht verschwinden kann, womit
der Satz 1 fiir das betrachtete Beispiel bewiesen wire.

Die oben fir ein Beispiel durchgeftihrten Ueberlegungen kénnen ohne weiteres
auf den allgemeinen Fall erweitert werden.

Die allgemeine Form der Matrix S-IT ist auf der nichsten Seite dargestellt
(die mit x bezeichneten Elemente sind i. a. ungleich Null) :
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0 1| | @ a | |0 0
X . ) :
| | . 0 ! | '
I I . x| I
0 ' ! 'U . | ID '
13 x| | % x| | x X
| I | |
T's = | _ N I J - _
o 0 o . 01 1] 0
I | | I
X . X . X
. . | 0 ! | 0
a0 . . 0x . x . 1 x . X% . X
S I Il R I
S I E A (N
0 ] o . 0 001
! I ! |
. X . X O . x
{ 0 = x| 00 x x| Il % x
Durchgang 1 4 4 4
Durchg. g, 4 4 4
L] - - '\|
Y 7
Durchg. g4 4 4 N/
' 7 N4
\“*-.. . K'I\.g
A £y
purchg.q | % yd S / AN

Die Determinante dieser Matrix kann in der gleichen Art bestimmt werden, wie
es oben an Hand des Beispiels beschrieben wurde. Im ersten Durchgang wird die
erste, die (p;+l)-te, die (py+l)-te usw. bis zur (pyp,+l)-ten Zeile
gestrichen. Im ndchsten Durchgang werden die jeweils darunterliegenden
Zeilen in der gleichen Art gestrichen. Dieses Vorgehen ergibt q; Durchgénge,
wobei die Anzahl Streichungen mit zunehmenden Durchgéngen abnimmt. Wiederum
folgt daraus, dass die Determinante der Matrix T-!S den Betrag Eins haben
muss, womit der Satz 1 auch fiir allgemeine Systeme bewiesen ist.

EdB.
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Es bleibt nun 2zu zeigen, dass die transformierten Systemmatrizen die
gewinschte Form (I1.2.1.3) besitzen.

Satz 2

Die transformierte Matrix T-!A T ist in Block-Begleitform.

Beweis von Satz 2 :

Da man sich nur fir die Matrix A,  interessiert, geniigt es den homogenen
Teil der Systemgleichung 2zu betrachten. Da die Transformation T
zeitinvariant ist gilt :

x.(t) = Tix(t) = T-Ax(t)

Die Matrix T-1A, gleicht stark der Matrix T-!. Tatsichlich sind n-m Zeilen
der beiden Matrizen identisch. Allerdings ist die Position dieser n-m Zeilen
von T-1A, im Vergleich zu T-! um eine Stellung nach oben verschoben. Dies
kann aus der Definition der Matrix T-! unmittelbar herausgelesen werden.
Zusédtzlich treten m Zeilen auf, die neu sind (die i-te Zeile von T-! wird mit
t, bezeichnet) :

t'?
t L)

fl

}_._ti_,l ——— | < (p,-1)-te Zeile
T A = f———neue Zeile ——| | « prte Zeile
Pty ——| :

f———neue Zeile —— | « p-te Zeile

Mit den oben gemachten Ueberlegungen kann deswegen folgender Zusammenhang
gefunden werden :

g 4fE) = tix(t) gilt fir alle i= 1. .n
%40t} = LTt = Xoiell) i=1, .n iatpl, By
X.i0t) = s Lqi Ity =31 AqiTx (ty i=p. .p {m neue Zeilen)
[l TSR P LS pl ) 1, m " :

1

Schreibt man diese Gleichungen in matrizieller Form, findet man Satz 2
bestatigt.

EdB.
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Weiter ist noch zu zeigen, dass die Matrix B,. die geforderte Form besitzt.
Zu diesem Zweck wird zuerst die Matrix T-!B, betrachtet. Diese Matrix setzt
sich aus der ersten, der p,+l-ten, usw. bis p, ;+1-ten Kolonne von T-1S
zusammen. Dies folgt unmittelbar aus der Definition T-! und S. Aus der oben
gegebenen Darstellung der allgemeinen Matrix T-1S kann deswegen sofort die
Struktur von T-1B, abgeleitet werden :

0. . . o]
a . . .0 £ pl-te Zaile
ix . . x
a . . .0
_1 " .
TB =10...0}¢ p-teZeile
01x . x <
a . . .40
a. . .0
0. . 01 <= pm-te Zeile

Man sieht, dass die angestrebte Form nicht ganz erreicht wurde, da im
allgemeinen noch m*(m-1)/2 Elemente x vorkommen, welche ungleich Null sind.
Die Elimination dieser Elemente ibernimmt die Matrix P.

Die Matrix P kann mit Hilfe der Definitionsgleichung der Matrix B,. gefunden
werden :

B,. = T-B P / von links mit BT, mulitiplizieren
BT, B,c = I, = BT, T-1BP

= P

(BT, T-1B_)-t (II1.2.1.3)

Man beachte, dass die Marix P regular ist, da alle drei Matrizen B,, T-!
und B, vollen Rang haben (siehe Annahme (II.1.2.2) und Beweis Satz 1).

Satz 3 :

Die Matrix P (II.2.1.3) ist eine obere Dreiecks-Matrix mit Diagonalelementen
gleich Eins .

Beweis von Satz 3 :
Als erstes wird die Inverse der Matrix P betrachtet :

Pt = BT T-1B
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Die Multiplikation mit BT,. bedeutet, dass die p,~te, die p,-te, usw. bis zur
Pp-ten Zeile zu einer neuen (m*n)-dimensionalen Matrix zusammengefasst
verden. Demzufolge hat die Matrix BT, T-! die unten dargestellte Form (siehe
Definition von T-1):

— q -1 =
sy a3 ——
Qﬂ‘l

-1 ‘ SPQAG‘ '

sy Ar —

Diese Matrix mit B, multipliziert, hat eine Dreiecks-Form mit
Diagonalelementen gleich Eins. Dies folgt unmittelbar aus der Definition der
Matrix T-! (man beachte, dass die Steuerbarkeitsindices der Grésse nach
geordnet sind) :

—— —

- X

. T e
.
. e
. .

R
a- - - -0'1
Damit ist gezeigt, dass P-! eine obere Dreiecksmatrix mit Diagonalelementen
gleich Eins ist. Die Inverse einer Dreiecksmatrix ist wieder eine
Dreiecksmatrix. Daraus folgt, dass P dreiecksférmig ist. Dann missen aber
alle Diagonalelemente von P auch gleich Eins sein (durch Inspektion der
Matrizen P und P-! leicht einzusehen).

EdB.

Zusammenfassung I11.2.1 :

Es wurden zwei Koordinatentransformationen in ®®, bzw. in R® angegeben,
wvelche den zeitinvarianten Teil von (II.1.1.1) in die spezielle Block-
Begleitform iiberfithren. Diese Abbildungen existieren dann und nur dann, wenn
das Paar {A,,B,} vollstindig steuerbar ist. Die Berechnung der Matrizen T und
P l4sst sich ohne weiteres auf einem Digitalrechner automatisieren. Um die
numerischen Probleme moglichst klein 2zu halten, empfiehlt es sich am
Originalsystem zuerst eine Skalierungstransformation durchzufithren.

Ausser dem hier gezeigten Algorithmis  existieren noch andere
Berechnungsmethoden fiir die Matrix T, welche z.T. bessere numerische
Eigenschaften besitzen (siehe z.B. [2], dort missen allerdings die Zusténde
umnumeriert werden, um die in dieser Arbeit verwendete Darstellung zu
erhalten).
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1L 2. 2. Transformierte Systembeschreibung

In diesem Abschnitt wird die Frage untersucht, wie die in Abschnitt II1.2.1
fir den zeitinvarianten Teil von (II.1.1.1.) eingefiilhrten Transformationen T
und P sich auf das gesamte System (II.1.1.1.) auswirken.

Das transformierte System (II.1.1.1) ist gegeben durch :
x.(t) = T-1{A+ 8A(t)}Tx (t) + T-YB, + 8B(t)}Pu,(t) (IT.2.2.1)
Analog zu den kanonischen Systemmatrizen A,. und B, kann man kanonische

Stérungen 8A_(t) und 8B (t) definien.

5A(t) = T-BA(t)T und 8B (t) = T-15B(t)P

Damit das transformierte System fir alle Zeiten wenigstens in allgemeiner
Block-Begleitform ist, missen diese beiden zeitvarianten Matrizen folgende
Struktur besitzen (alle nicht explizit aufgefiihrten Elemente sind Null) :

F—2>dat) — F&b,(t)+4| «p, te-Zeile
SA(t)= 5B (t)=
— fa,(t)— Féb(t)4|«p, te-Zeile
(I1.2.2.2)

Die Frage nach den Bedingungen, welche diese Struktur garantieren
beantwortet der Satz 4.

Satz 4 :

Die Rangbedingungen (II.1.2.2/3) sind notwendig und hinreichend dafiir, dass
das transformierte zeitvariable System (II.2.2.1) fir alle Zeiten in Block-
Begleitform ist.
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Beweis des Satzes 4 :

Zuerst wird der hinreichende Teil der Behauptung bewiesen. Falls die Annahmen

(II.1.2.2/3) gelten, kdnnen die beiden Parameterstdrungen 8A(t) und OB(t)
fir alle Zeiten als Linearkombinationen der Matrix B, geschrieben werden :

SA(t) = BRy(t)  ; 8B(t) = BRgt)
(I1.2.2.3)

Ry(t) € R=xn, Rp(t) € R™® sonst beliebig

Die beiden Parameterstérungen R,(t) und Rg(t) haben i.a. vollen Rang und
ihre Elemente konnen innerhalb der Grenzen (I1.1.1.2) beliebige Werte
annehmen. In dieser Arbeit werden sie als "relative Stérungen” bezeichnet.

Wendet man die Transformationen T und P auf (I1.2.2.3) an so erhdlt man :
8A.(t) = B, PIR,(t) T ; oB.(t) = B, P 'Rpg(t)P (I1.2.2.4)
Damit lassen sich relative kanonische Stérungen einfihren :
Ry .(t) = PIR, (t)T ; Rp.(t) = P-1Rp(t)P (I1.2.2.5)

Die beiden Matrizen R, (t) und Rp.(t) sind, da R,(t) und Rg(t) willkirlich
sind ebenfalls voll besetzt (man beachte, dass sie den gleichen Rang haben
wie R,(t) und Rg(t)).

Wichtig ist jedoch, dass bei beiden kanonischen Stérungen die Matrix B,. als
erster Term erscheint. Dies garantiert, dass die Struktur der Matrizen 8A.(t)

und 8B (t) fir alle Zeiten wie oben in (II.2.2.2) angegeben ist.

Der Beweis der Notwendigkeit kann analog umgekehrt gefiihrt werden, indem man
feststellt, dass alle Matrizen &A_(t) und 8B_.(t) welche die Block-Begleitform
nicht zerstéren als Linearkombinationen der Kolonnen der Matrix B,
geschrieben werden kénnen.

EdB.

Bemerkung :

Es stellt sich die Frage, ob die Annahmen (II.1.2.2/3) nicht =zu
einschrénkend sind. Man konnte sich vorstellen, dass ein anderer RVS, der
nicht mit Hilfe der hier benutzten kanonischen Darstellung entworfen wurde,
eine grossere Klasse von Stérungen erfolgreich bekimpfen kann.

Dies ist Jjedoch nicht der Fall. Sowohl beim Regulatorproblem (siehe
Abschnitt II.3.1.), wie auch beim Folgeregelungsproblem (siehe Abschnitt
I1.4.1) wird gezeigt werden, dass es v$llig édquivalent ist, ob man in einem
willkirlichen  Koordinatensystem arbeitet und die Rangbedingungen
(I1.1.2.2/3) einhdlt, oder ob man in dem speziellen Koordinatensystem der
Block-Begleitform arbeitet und die Strukturbedingung (I1.2.2.4) einhilt.
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11.2.3. Klassifizierung der Eingangsstorungen

Dieser Abschnitt beschidftigt sich ausschliesslich mit der Parameterstérung
OB.(t). Die in diesem Abschnitt gemachten Aussagen finden ihre Anwendung in

den Abschnitten II1.3.4/5 und II.4.4/5. Da aber die Klassifizierung von 3B_.(t)
eng mit den oben eingefiihrten Transformationen zusammenhingt, wird dieser
Punkt schon an dieser Stelle behandelt.

Wie die Darstellung (II.2.2.2) im letzten Abschnitt zeigt, hat die Matrix
8B.(t) i.a. m Zeilen mit jeweils m Elementen (allgemeine Blockbegleit-Form).
Diese Struktur weicht betrachtlich von der Struktur der Matrix B, ab, welche
nur an m Stellen ein Element ungleich Null hat. Es ist deshalb intuitiv
klar, dass eine einfachere Struktur der Matrix OB.(t) =zu einfacheren
Aussagen fiihrt.

In diesem Abschnitt wird eine Klassifizierung der Matrix 8B.(t) in vier
Fille von zunehmender Komplexitdt eingefithrt. Der ungestérte Fall, d.h falls
dB_(t) = 0 gilt, wird Form, oder Typ 0 Dbezeichnet. Die Darstellung
(II1.2.3.1) zeigt die drei komplexeren Formen zwischen denen zus#tzlich
unterschieden werden soll.

Typ 1} Typ £} Typ 3)

0. ... 0| 0., ... 0| 0. 0

i 1 ..., . 0 o..... 0

Xxu i) Xe snuna X Kuewnsa X

0. 0 D..... 0 0. .. f

: 0 v o b o : oo 0
6Bcllt:' ={0 x 0.0 C-Bcit:' =0 %...x BBCU.} B ' S X
o.... 0x L_El....[l}{ b S
"Diagonal" “Dreiecksfirnig" Allgemein

(I1.2.3.1)

Die Bezeichnungen der Formen sind in Anfiihrungszeichen gesetzt, da sie sich
nur auf die nichttrivialen Elemente beziehen.

Wird aber die Aufspaltung (II.2.2.3) auf 8B.(t) angewendet, so stellt man
fest, dass die relative Eingangsstdrung Rp.(t) (siehe Definition (II1.2.2.4))
fir die drei unterschiedlichen F#lle tatsichlich diagonal, dreiecksférmig
oder voll besetzt ist.

Es stellt sich natirlich die Frage, welche Bedingungen ein System (II.1.1.1)
zu erfiilllen hat, damit seine Matrix 8B.(t) eine dieser drei Formen annimmt.
Da die Elemente der Stérungsmatrizen als unabhingige Variable
vorausgesetz sind, werden strukturelle und nicht algebraische Bedingungen
gesucht.
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Existenzbedingungen der Fo

Es wurde bereits festgestellt, dass Rp.(t) fiir diese Form diagonal ist :
Rp.(t) = P-'Rg(t)P = diag(rp. y(t)) i=1, 2, .m

Das bedeutet aber, dass nur die Eigenwerte von Rgp(t) zeitvariant sein
dirfen. Die Eigenvektoren missen konstant sein und mit den Kolonnen der
Matrix P identisch sein. Diese Identitdt muss strukturell und nicht
algebraisch bedingt sein, da sonst die angenommene Unabhiéngigkeit der
Elemente von Rg(t) nicht gegeben wire. Man beachte, dass die postulierte

Unabhéngigkeit der Parameterstérungen den Fall rp. ,(t)=rp. 4(t) ausschliesst.

Falls die Matrix Rg(t) "fast immer" regular ist, d.h. falls ihre
Determinante nicht identisch verschwindet, folgt daraus, dass nur folgende
Bedingungen zu einer Matrix 3B (t) der Form 1 fithren :

1. P=1,
2. Ry(t) = diag(r,(t)) i=1, 2,.m

Begriindung :

Die Bedingung ist sicher hinreichend, wie man sich durch Einsetzen
ilberzeugen kann. Die Bedingung ist aber auch notwendig, da nur eine
Diagonalmatrix bei zeitabhingigen Eigenwerten konstante Eigenvektoren haben
kann. Da die Eigenvektoren einer Diagonalmatrix mit i.a. verschiedenen
Diagonalelementen die Einheitsvektoren sind, muss die Matrix P gleich der
Identitat sein.

Bedingung fiir Typ 2 Eingangsstérung :

Die Existenzbedingungen fir den Typ 2 sind einfacher zu formulieren :
Rg(t) = Dreiecksfoérmig

Begriindung :

Die Matrix P hat gemédss Satz 3 eine obere Dreiecks-Form. Das Produkt einer
quadratischen oberen Dreiecks-Matrix mit einer anderen quadratischen Matrix
ist dann und nur dann strukturell wieder eine obere Deiecksmatrix, wenn die
zweite Matrix auch dreiecksférmig ist. Damit ist diese Bedingung sofort
einsehbar.

Da die Form 3 dem allgemeinsten Fall entspricht, sind keine zusdtzlichen
Bedingungen zu erfiilllen.
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Bemerkungen:

Die Bedingungen dafir, dass das System (II.1.1.1) eine Eingangsstérung vom
Typ 1 hat, sind ziemlich einschridnkend. Trotzdem existieren eine relativ
viele realer Systeme, die sie erfiillen. So gehdéren z.B. alle Systeme, welche
nur eine Eingangsgrésse besitzen (m=1) zu dieser Kategorie.

In der regelungstechnischen Praxis sind Eingangsstérungen vom Typ 2 sehr
hédufig anzutreffen. Diesem Typ entspricht der Fall, bei welchem die
Verstirkungen der einzelnen Eingangskanile gestért sind. Zwischen den
Kandlen findet jedoch kein Uebersprechen statt. Die entsprechende Matrix
Rg(t) ist dann diagonal wund erfiillt damit die Bedingungen fiir
Eingangsstorungen vom Typ 2.

Ein wichtiges, noch nicht geléstes Problem ist die Frage nach der
Steuerbarkeit des zeitvariablen Systems (I1.1.1.1). Selbstverstandlich muss
sie fiir alle Zeiten gegeben sein, damit ein Regler das System zu jedem
Zeitpunkt stabilisieren kann.

Satz 5:

Falls das System (II.1.1.1) analytisch ist und die Stérungen die Bedingungen
(1II.1.2.1/2/3) erftillen, und falls die relative kanonische Eingangsstérung
Rg.(t) die Bedingung

(I + Rg(t)) > 0 fir alle t (II.2.3.1)
erfiillt, so ist das System (II.1.1.1) fir alle Zeiten vollstindig steuerbar.

Beweis von Satz 5 :

Wie oben gezeigt wurde, ist das System (II.1.1.1), falls die Bedingungen
(I1.1.2.1/2/3) erfiillt sind, fir alle Zeiten in Block-Begleitform
transformierbar. Die Steuerbarkeitseigenschaft wird durch die
zeitinvarianten Koordinatentransformationen T und P nicht beeintrachtigt. Es
ist deshalb zuldssig, den Beweis im kanonischen Koordinatensystem zu fithren.

Ein zeitvariables System ist dann fir alle Zeiten vollstindig steuerbar, wenn
die unten definierte Matrix U(t) immer vollen Rang hat (siehe z.B. [8]) :

G, (t) = By +6B(t)
Gi+1(t} = éi(t:" (Loc*aic:{t:’}ﬁi(t-} i=0, 1, . . n-2
We) =[Gt Gyt) Gy 4(t)]

Da das System (II.1.1.1) analytisch vorausgesetzt wurde, existiert die
(n-1)-te, bzv (n-2)-te Ableitung der Matrizen 8B_(t) und 8A_(t).
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Die Matrix U(t) hat dank der kanonischen Darstellung eine spezielle Struktur
(der Index "." und die Klammer "(t)" werden weggelassen; alle nicht explizit
angegebenen Elemente sind gleich Null) :

. . X. .. X
1 + Ohll . .‘Jhlm
1+0D11 Elblm X X X . X
BhZI . I’Sb.zp
= o . X X
Uity = by . . &b, _ .
Sbgl ) Sh'Zm Xo.o. . X T A 4
&by - Shmp
N X 4
ahrnl .. 1 + (‘:‘bm‘rn .
by . - 1+ 8bym . . . . X . .. X
< die ersten n Kolonnen von O{t) ——o

Der Rang der Matrix B, +8B_(t) ist gleich m, da die Matrix I+Rp.(t), gemiss
Voraussetzung, positiv definit ist. Das bedeutet aber, dass die ersten m
Kolonnen in U*(t) untereinander linear unabhingig sind.

Da die nichsten m Kolonnen die gleichen Elemente enthalten, welche nur um
eine Position nach oben verschoben sind, missen auch diese untereinander
linear unabhingig sein. Zu den linksstehenden m Kolonnen sind die zweiten m
Kolonnen aber sicher 1linear wunabhingig, da die wersteren an den
entsprechenden Stellen Elemente gleich Null haben.

Diese Ueberlegungen gelten, bis auf die p letzten Kolonnen, fir die ganze
Matrix U*(t). Da die Matrix I + Rp.(t) positiv definit ist, missen alle ihre
Hauptminoren positiv sein (insbesondere auch die p-te Hauptminore von
I+ Ry (t)). Damit gilt die obige Ueberlegung auch fir die p letzten Kolonnen
von U*(t). Damit ist gezeigt, dass die Matrix U*(t) fiur alle Zeiten n linear
unabhéngige Kolonnen hat. Dann muss aber auch U(t) vollen Rang n haben.

EdB.

Bemerkungen fiir Eingangsstérungen vom Typ 1, oder 2 :

Die Bedingung (II.2.3.1) hat die physikalisch anschauliche Deutung, dass die
Diagonalelemente der Stérung grésser als die negative nominale
Eingangsverstarkung sind. Mit anderen Worten, das Vorzeichen der
eigentlichen Eingangsverstarkungen muss konstant sein.
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Fir diese Systeme gilt =zus#tzlich, dass die Koordinatentransformationen
(II.2.1.1) die Hauptminoren der beiden Matrizen (I + Rp(t) und (I + Ry(t)
nicht veréndern :

hm (I + Rg(t)) = hm(T + Rp(t))

(hm; bezeichnet die i-te Hauptminore). Dies ist eine unmittelbare Folge des
Satzes 3.

Im Abschnitt II.3.4 wird gezeigt werden, dass die Bedingung (II.2.3.1) nicht
nur die Steuerbarkeit des =zeitvariablen Systems garantiert, sondern dass
diese Bedingung auch die Existenz des im Abschnitt II1.3.3 eingefiihrten RVS
sicherstellt.

emerkung fiir Eingangsstérun vom T 3

Fir Systeme mit Eingangsstdérungen des Typs 3 muss eine verschirfte Annahme
getroffen werden, damit ein einfacher Regler das System (II.1.1.1) in der
gevinschten Art stabilisieren kann. Diese Bedingung lautet :

m

1 > max {zlraclij(t)l - ch,li(t)} (11.232)
31
Jmi i= 1, 2,.m; t, < t <ty

Im wesentlichen besagt (II.2.3.5), dass die ausserdiagonalen Terme (die
Uebersprechverstirkungen) klein sein missen im Vergleich zu den kleinsten
Diagonaltermen, welche die eigentlichen Eingangsverstirkungen darstellen
("diagonal dominant”).

Zusammenfassung I11.2.3 :

Dieser Abschnitt hat eine Klassifizierung der Eingangsstérung in 4 Klassen
eingefithrt. Ausgehend vom ungestérten Fall wurden drei Stérungsformen
definiert.

Wie in II.1.2 bereits angedeutet, wurden zusidtzliche Annahmen getroffen,
welche die Stabilisierbarkeit des zeitvarianten Systems (II.1.1.1) und die
Existenz der entsprechenden Regler sicherstellen.
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11.2.4. Zusommenfossung 11.2.

Im Abschnitt II.2 wurden zwei Koordinaten-Transformationen eingefihrt, welche
den Zweck haben, die Strecke (II.1.1.1) in eine standardisierte (kanonische)
Form zu bringen.

Diese Koordinaten-Transformationen stellen einen wesentlichen Aspekt dieser
Arbeit dar. Dank dieser Transformationen gelingt es, die Synthese- und die
Analyseaufgabe wesentlich zu vereinfachen.

Von nun an wird angenommen, dass die betrachtete Strecke in der oben
angegebenen Art transformiert worden ist. Der Einfachheit halber wird der

Index "." fallengelassen, so dass die Streckenbeschreibung (II.1.1.1)
weiterverwendet werden kann.

Der Einfluss der Transformationen wird sich erst wieder bei der Realisierung
des Reglers bemerkbar machen. Um die beiden Transformationen zu
beriicksichtigen, muss dann die in Bild I1I.2.4.1 dargestellte Struktur
vervendet werden :

T x(t) = x(t) ; P ut) = u(t)
R c t‘)
u(t) ’_,B;onqt.}_,{gx X
A GALY,
P 1“1
k3
(ty t)
L %' " pegler o Xt
Bild II.2.4.1

Man beachte, dass der Regler an Hand der transformierten Storungen 8A_(t) und
3B.(t) zu dimensionieren ist!
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1L 3. _Regulatorproblem
1.3.1. Problem iti

In diesem Abschnitt wird das sogenannte “"Regulatorproblem” behandelt. Die
betrachtete Strecke ist durch die Gleichung (II.3.1.1) gegeben. Zusédtzlich
wird nun explizit angenommen, dass der Anfangszustand ungleich Null ist :

x(t) = (A, + 8A(t))x(t) + (B, + 8B(t))u(t)
(I1.3.1.1)
x(ty) =x, = 0

Diese Ausgangslage kann z.B. das Produkt einer Linearisierung eines
nichtlinearen Systems um eine Solltrajektorie herum sein, welche durch ein
Optimierungsverfahren gewonnen wurde. Der Zustand x(t), welcher méglichst
klein gehalten werden soll, kann in diesem Fall als Abweichung von der
Solltrajektorie interpretiert werden.

Gesucht ist ein Regelgesetz u(t) = f(x(t),t) welches garantiert, dass der
Zustand x(t) asymptotisch gegen Null geht. Zusdtzlich will man die Dynamik
dieser Bewegung vorgeben kénnen. Eines der elegantesten Mittel dazu stellt
die Eigenwertvorgabe dar, kann man doch anhand der Eigenwerte eines Systems
sehr gut auf seine dynamischen Eigenschaften schliessen. Im nédchsten
Abschnitt wird diese Methode zur Synthese des Reglers benutzt.

Bemerkung :

Im Abschnitt II.2.2 wurde bereits die Frage aufgeworfen, ob die
Rangbedingungen (II.1.2.2/3) nicht zu restriktiv seien. Diese Frage kann fir
das Regulatorproblem mit Hilfe eines bereits 1969 erschienen Artikels
beantwortet werden.

In [3] hat Drazenovic Bedingungen formuliert, welche die Klasse der
Parameterstérungen definieren, die durch einen idealen Regler mit variabler
Struktur (RVS) eliminiert werden kénnen (dabei wurden keine Annahmen iiber die
gevdhlte Koordinatenbasis getroffen).

Falls die Elemente der Parameterstérungen gemédss Abschnitt II.1l.1
untereinander als v6llig wunabhingig angenommen werden, sind die von
Drazenovic angegebenen Bedingungen identisch mit den Rangbedingungen
(IT.1.2.2), welche in dieser Arbeit zu einem v6llig anderen Zweck eingefiithrt
wurden. Daraus folgt, dass durch den Koordinatenwechsel keine Information
verloren geht, und dass das kanonische Koordinatensystem vo6llig &dquivalent
zum Originalsystem ist (siehe dazu auch Abschnitt III.2.2).
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1L 3. 2, Formullerung des Entwurfsziels

Die gewiinschte Dynamik der Trajektorie x(t) wird durch die Vorgabe von n-m
Eigenwerten definiert, wobei komplexe Eigenwerte nur in konjugierten Paaren
vorkommen diirfen. Man beachte, dass statt wie erwartet n, nur n-m Eigenwerte
vorgegeben werden miissen. Die Begriindung dieser Tatsache wird in Abschnitt
I1.3.5 gegeben werden.

Diese Eigenwerte werden in m Gruppen zu jeweils q;~1 Elementen geordnet. Aus
diesen m Gruppen werden m charakteristische Polynome gebildet. Die

charakteristischen Koeffizienten dieser Polynome werden mit @, bezeichnet :

lij = vorgegebene Eigenwerte, i =1, 2,.m ; j =1, 2.q4-1

“3—}&11:‘{5—112} ...... {3-.}\' '_1}=

Die Koeffizienten der charakteristischen Polynome (inklusive des Faktors “1"
der héchsten Potenz) werden zu m Zeilenvektoren JX; der Linge q;
zusammengefasst :

Aus diesen m Zeilenvektoren wird eine Matrix C € R™*® gebaut dergestalt, dass

deren Zeilen fir beliebige Vektoren J; orthogonal zueinander stehen :

(—x— 0. . . . .. . 0]

o. . .0 —X,— 0. . . . .0
C= . “ *

: ¥

o ... .. . . .0 *——-Xm——i

Die Matrix C representiert die gewiinschte Dynamik des geregelten Systems.
Die Frage, wie dieses Regelziel erreicht werden soll, wird im nachsten
Abschnitt behandelt werden. Man beachte, dass der Rang der Matrix C,
unabhédngig von der gewahlten Polkonfiguration, immer gleich m ist.

Die Matrix C hat eine unmittelbare Bedeutung, da mit ihrer Hilfe eine fir
die nachfolgenden Ausfiihrungen wichtige Variable definiert wird :

s(t) = Cx(t) ; s(t) €Re (I1.3.2.1)
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Der Vektor s(t) wird nachfolgend als Schaltvektor bezeichnet werden. Die
Gleichung 8(t)=0 definiert eine (n-m)-dimensionale Mannigfaltigkeit, die aus
der Schnittmenge von m Hyperebenen im n-dimensionalen Zustandsraum gebildet
ist. Im Abschnitt II.3.6 wird eine geometrische Interpretation dieser
Ueberlegungen gegeben werden.

Zum Abschluss dieses Kapitels wird noch ein wichtiger Begriff eingefiihrt :

Falls die Gleichung 8(t) = 0 fiir ein gewisses Zeitintervall
[ta,tp] identisch erfiillt ist, so ist das zugehdrige System im
betrachteten Intervall im "Gleitzustand".

Eine typische Trajektorie des Regulatorproblems lisst sich in zwei Phasen
aufteilen. Die im nadchsten Abschnitt definierten Regler haben den Zweck das
System (II.1.1.1) in einer ersten Phase (t<t*) in den Gleitzustand 2zu
bringen. Die zweite Phase (t>t") ist dadurch gekennzeichnet, dass das System,
trotz Parameterstérungen, im Gleitzustand gehalten wird.
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1. 3. 3. Reglerentivurf

In diesem Abschnitt werden die eigentlichen Regler mit variabler Struktur
(RVS) eingefithrt. Die wersten beiden Regler sind fir Systeme mit
Eingangsstérungen vom Typ 0, 1 und 2 geeignet. Fir Systeme mit
Eingangsstérungen vom Typ 3 wird ein dritter Regler vorgeschlagen.

Zusidtzlich werden in diesem Abschnitt im Satz 6 drei wichtige Beziehungen
bewiesen, welche in den folgenden Abschnitten benétigt werden.

Der erste untersuchte RVS ist durch die Gleichung (II.3.3.1) definiert :

u(t) = - C A, x(t) - D sign(s(t)) |x(t)l
D =diag(dy) ; i=1,2, .m (I1.3.3.1)
sign’(s(t)) = [sign(sy(t)). sign(sa(t)), .. .. sign(sy(t))]
[ 1 far s;(t) >
sign(s,;(t)) = 1 0 fiur s;(t) =
l -1 far s,;(t) <

Dieser RVS besteht im wesentlichen aus zwei Teilen. Der lineare Term stellt
eine Zustandsriickfithrung dar, wobei die Riickfilhrfaktoren durch die
gewinschte Dynamik (Matrix C) und durch die nominale Systemmatrix A, gegeben
sind. Der nichtlineare Term besteht aus drei Faktoren. Die Norm des
Zustandsvektors x(t) kann irgendeine Norm in R" sein (z.B. die Euklidsche
Linge). Der Kolonnenvektor sigm(s(t)) hat m Komponenten, welche durch das
Vorzeichen der Komponenten des Vektors s(t) gegeben sind. Die quadratische
Reglerverstarkungsmatrix D ist diagonal.

Die Begriindung zu der Zweiteilung des Reglers wird in Abschnitt (II.3.6)
gegeben werden. Im nichsten Abschnitt wird sich zeigen, dass der Regler
(IT1.3.3.1), der eine besonders einfache Struktur besitzt, in gewissen Fillen
zu unndétig konservativen Stabilit4tskriterien fithrt. Dies ist dann der Fall,
wenn bekannt ist, dass die Stérung 8A(t) spiarlich besetzt ist. In diesem
Fall ist es sinnvoller, direkt die einzelnen Komponenten der Stérungsmatrix
zu bekampfen.
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Der Regler (II.3.3.2) besitzt eine Struktur, welche diese Aufgabe zu
erfiillen vermag :

u(t) = - CAx(t) - A(t)sign(s(t)) (I1.3.3.2)
A(t) = diag(A,(t))  i=1, 2,.m

n
Ay = 2 dyy |x(y(t)]
J=1

Der lineare Teil bleibt gleich wie beim Regler (II.3.3.1). Die Struktur des
nichtlinearen Teils hingegen ist deutlich von derjenigen des Reglers
(I1.3.3.1) verschieden (die Definition des Vektors sign(s(t)) bleibt
gleich).

Man beachte, dass nun statt nur m, n*m Regelverstédrkungen zu bestimmen sind.
Diese zusitzlichen Freiheitsgrade werden im nichsten Abschnitt dazu benutzt
wverden, die nichttrivialen Elemente der Stérungsmatrix 8A(t) gezielt

bekampfen zu kénnen.

Wie sich im néchsten Abschnitt zeigen wird, muss man fir Systeme mit
Eingangsstoérungen vom Typ 3 einen speziellen Regler einfithren. Dieser RVS
ist durch die Gleichung (II.3.3.3) gegeben :

u(t) = - CAx(t) - dsign(s(t))lx(t)| (II1.3.3.3)

Der Regler (II.3.3.3) entspricht im wesentlichen dem Regler (II.3.3.1), mit
dem einzigen Unterschied, dass nun die Regelverstarkung durch einen einzigen
Skalar definiert wird.

Zum Abschluss dieses Kapitels werden im Satz 6 noch drei wichtige
Beziehungen bewiesen

Sggz 6 :

Ideale Systeme in Block-Begleitform erfillen immer die folgenden
Gleichungen :

1. CB, =1,
2.  C8B(t) = Ry(t)

3. (I - BC)3A(t) =0
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Beweis des Satzes 6 :

Die erste Behauptung ist unmittelbar aus der Definition der beiden Matrizen
C und B, einsehbar.

Die zweite Behauptung folgt aus der Rangbedingung (II.1.2.3), da in diesem
Fall die Aufspaltung (II1.2.2.3) moglich ist :

8B(t) = ByRy(t)

CBRy(t) = Ry(t)

=  C3B(t)

Dank der Annahme (II.1.2.3) kann auch die Matrix 8A(t) analog zur Matrix
dB(t) aufgespalten werden :

8A(t) = BR,(t)

= (I - BC)SA(t) = BRy(t) - BCBR,(t)

= BRy(t) — BoRy(t) = 0
EdB.
Bemerkung :

Die singuldre Matrix (I-B,C) spielt eine wichtige Rolle in vielen
Ueberlegqungen dieser Arbeit. Fir sie wird deshalb ein spezielles Symbol
eingefihrt:

Definition : I =(I-BC) ; Rang[Ml] = n-m (I1.3.3.4)

Die Matrix I ist eine Projektion, d.h. sie erfilllt die Gleichung II? = II.
Dies kann mit Hilfe von Satz 6 gezeigt werden :

Iz = (I -BC)(I-BC)=1I-2BC+ BCBC

I-2BC+B,C =I-BC = Il

Geometrisch kann II als Projektion auf die m Gleit-Hyperebenen interpretiert
werden. Der Kern (Nullraum oder die "Projektionsrichtung") der Projektion II
wird durch den Teilraum gebildet, der durch den p;-ten, p,-ten, usv. bis zum
Pp-ten Basisvektor im kanonischen Koordinatensystem aufgespannt wird. Im
Original-Koordinatensystem wird dieser Raum durch die p,-te, ..p,-te Kolonne

der Matrix T aufgespannt.
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11.3.4. Stabilitétsbedingungen des Gleitzustandes

In diesem  Abschnitt werden hinreichende Bedingungen fir die
Reglerverstirkung gesucht, welche garantieren, dass der Gleitzustand,
ausgehend von einem beliebigen Anfangszustand x(t,) erreicht wird und fiir
alle Zeiten t > t* erhalten bleibt. Die dazu benétigte Zeitspanne t* - t,
muss nicht unbedingt endlich sein.

Das Vorgehen in diesem Abschnitt gliedert sich in vier Teile :

Zuerst werden einige Bemerkungen iber das Hilfsmittel gemacht,
mit welchem die Beweise gefiihrt werden, .

Anschliessend werden Systeme von Typ 2 untersucht, welche mit
Hilfe des Reglers (II.3.3.1) geregelt sind. Fir diese wird eine
ausfihrliche Stabilitatsanalyse durchgefiihrt. Systeme mit
Eingangsstérungen vom Typ 1 und vom Typ 0 lassen sich als
Spezialfdlle des Typs 2 auffassen, so dass deren Stabilitats-
bedingungen unmittelbar aus denjenigen fiir Typ 2 Systeme
ableitbar sind.

Der dritte Teil dieses Abschnitts beschdftigt sich mit den
Stabilitdtsbedingungen von Systemen des Typs 2, welche mit
dem Regler (II.3.3.2) geregelt sind. Wieder folgen daraus fir
Typ 0 und Typ 1 Systeme die entsprechenden Stabilitats-
bedingungen.

Zum Schluss dieses Abschnitts werden Systeme mit Eingangs-
stérungen vom Typ 3 analysiert.

Man beachte, dass in diesem Abschnitt nur die Frage untersucht wird, ob das
System (II.1.1.1) durch den betrachteten Regler in den Gleitzustand
ibergefihrt und dort gehalten wird. Das eigentliche Verhalten des Systems im
Gleitzustand wird erst im nichsten Abschnitt behandelt.

Beweis-Hilfsmittel

Im folgenden wird unter einer “asymptotisch stabilen Punktmenge M" eine
Menge von Punkten verstanden, fur welche gilt :

1. lim x(t) € M to € t¥ oo
t ot
2. falls t* < o, dann gilt x(t) € M fir alle t* < t <

Falls M = {x(t): C x(t) = 0} dann ist das System fir alle t > t* im
Gleitzustand. Die Zeit t* wird als Treffzeit bezeichnet.



Der Beweis, dass die Mannigfaltigkeit s(t)=0 eine asymptotisch stabile
Punktmenge ist, wird mit einer Methode gefiihrt, die eine Variante des
Ljapunow' schen Verfahrens ist [5]. Im Unterschied zu diesem wird nicht die
Stabilitdt eines einzelnen Punktes, sondern die Stabilitit einer Punktmenge
betrachtet. Die eingefithrte "Ljapunow-Funktion" wird deshalb nicht mehr im
ganzen Zustandsraum, sondern nur noch ausserhalb der betrachteten
Punktmenge positiv definit angesetzt.

Die folgenden Ueberlegungen werden an Systemen mit nur einem Eingangskanal
(m=1) eingefiihrt. Die Erweiterung auf beliebige Systemordnungen stellt keine
Schwierigkeiten dar.

Die hier benutzte Ljapunow-Funktion v(t) ist folgendermassen definiert :
vit) = |s(t)] (I1.3.4.1)

Diese Funktion ist ausser auf der Mannigfaltigkeit s(t) = 0 positiv definit
(man beachte, dass s(t) im Falle m=1 ein Skalar ist).

Es sind npun Bedingungen fir die Reglerverstirkung gesucht, welche
garantieren, dass die zeitliche Ableitung von v(t) {iberall im Zustandsraum
(ausser auf v(t) = 0) negativ definit ist. Falls dies der Fall ist, muss die
Funktion v(t) 1léngs jeder Trajektorie von x(t) abnehmen. Damit ist
sichergestellt, dass der Zustand gegen die Mannigfaltigkeit strebt.

In Bild II.3.4.1 ist fir ein System 2. Ordnung eine geometrische
Interpretation dieser Grundidee dargestellt.

a=0 5=2 grad (v)
.\“\ AN
s=-1 \\ \k
"\.. \
N
kﬁ\\ b i 1: t :I
N
A
LY > “'\..\.\
grad (v) \\\x x\
v=1 v={ v=2
Bild 1I1.3.4.1

Fir die zeitliche Ableitung der Ljapunowfunktion gilt :

v(t) = grad,(v(t))T x(t)



Bei der Bildung des Gradienten muss das Vorzeichen von s(t) beachtet
werden :

grad,(v(t)) = T fir s(t) > 0 bzw.
grad,(v(t)) = -eT fir s(t) < 0 bzw.
grad,(v(t)) = 0 fir s(t) =0

Der Gradient an der Stelle s(t)=0 ist eigentlich nicht definiert. Er wird
irgendwo zwischen den beiden wohldefinierten Werten fir s{t)z0 liegen. Es
ist deshalb sicher verninftig den "Mittelwert” dieser beiden Gradienten zu
nehmen, der dem Nullvektor entspricht.

Man beachte, dass die Information iber den Gradienten an der Stelle s{t)=0
nicht benétigt wird, da es fir die Stabilitat der Mannigfaltigkeit s(t)=0
unwichtig ist zu wissen, in welcher Richtung der Gradient zeigt, wenn x(t)
bereits in der Mannigfaltigkeit enthalten ist. Damit kann eine kompakte
Schreibweise fir die zeitliche Ableitung von v(t) angegeben werden :

v(t) = sign(s) ¢ x(t)

Falls die Ableitung von v(t) iberall negativ ist, so bedeutet das, dass der

Geschwindigkeitsvektor x(t) und der Vektor grad,(v) einen Winkel @ > n/2
einschliessen (siehe Bild II.3.4.1). Dann ist aber geometrisch klar, dass

der Zustandspunkt gegen die Gleitebene streben muss.

Fir Systeme mit mehreren Eingangskandlen (m > 1) lasst sich dieses Vorgehen
komponenetenweise durchfithren, so dass in diesem Fall v(t) gegeben ist durch
die folgende Definition :

v(t) = I vit) :  vy(t) = |s(t)] (I1.3.4.2)
i=1

Die hinreichende Stabilitdtsbedingung lautet :
Vi(t) = sign(sy(t)) o; x(t) < 0
fir alle x(t) € { "/ ¢, x(t) = 0} und alle i=1, 2, .m

Mit dieser Bedingung wird erreicht, dass auf allen Hyperebenen gleichzeitig
ein Gleitzustand angestrebt wird. In Bild II.3.4.2 wird eine mégliche
Trajektorie fir ein System mit m=2 gezeigt.
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Bild II.3.4.2

Die Bedingung (II.3.4.2) ist nicht notwendig fiir das Auftreten eines
stabilen Gleitzustandes. In Bild II.3.4.3 ist eine andere Méglichkeit, wie
Gleiten auftreten kann, angegeben (auf diese Tatsache machte als erster
Utkin in [1] aufmerksam).

-

Bild II1.3.4.3

In dieser Arbeit werden aber nur Gleitzustidnde wie sie in Bild II.3.4.2
dargestellt sind untersucht, da in diesem Fall einfache Stabilitatskriterien

resultieren.
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insatz des R 11.3.3.1

Systeme mit Eingangsstoérungen vom Typ 2 :

Als Erstes werden die Summanden der Gleichung (I1I.3.4.2) etwas umgeformt :
vi(t) = sign(s,(t)) e, x(t) = sign(s,(t)) s,(t) (I1.3.4.3)

Die zeitliche Ableitung des Vektors s(t) kann mit Hilfe der Gleichungen
(IT.1.1.1), (II1.3.2.1) und (II.3.3.1) gefunden werden :

8(t) = C [A, + 8A(t)]x(t)
- C [B,+ 8B(t)][ C A, x(t) + D sign(s(t)) k(t)l]

Spaltet man die Stérung 8B(t) gemidss (II.2.2.3) auf und benutzt man die im
Satz 6 angegebenen Beziehungen, so lésst sich diese Gleichung vereinfachen :

8(t) = C Ax(t) + CBA(t)x(t) - C A, x(t) - D sign(s(t)) k(t)|
- Rg(t) C A, x(t) - Rg(t) D sign(s(t)) fx(t)|
= s(t) = [CBA(t) - Rg(t)CA,]x(t) - [I + Ry(t)]D sign(s(t))ix(t)]

(II.3.4.4)
Der Bequemlichkeit halber wird eine neue Matrix A° definiert :

A° = C A, : [A°]; = a®%; i-te Zeile von A°

Weiter ist aus der Form der beiden Matrizen 8A(t) und C sofort ersichtlich,
dass die folgende Gleichung immer erfiillt ist :

[C 8A(t)); = [BA(t)], = a (t) i-te Zeile von BA(t) (I1.3.4.5)

Geméss Voraussetzung ist die Eingangsstérung 8B(t) vom Typ 2. Deswegen hat
die Stérung Rg(t) eine obere Dreiecksform. Aus diesem Grunde kann nur
sign(sy(t)) die m-te Komponente von 8(t) beeinflussen. Benutzt man die oben
eingefiihrte Definition und die Gleichung (II.3.4.4) so findet man :

ém(t) = [S‘m(t)‘rB,mm(t)aom]x(t) - [1+ rB,mm(t)]dm sign(sp(t))x(t)]

Setzt man diese Gleichung in (II1.3.4.3) ein, so erhilt man :
va(t) = sign(sy(t)) [Sag(t)-rp ma(t) a%]x(t)

- [1 + rpma(t)]dax(t)] (11.3.4.6)
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Aus dieser Gleichung kann mit Hilfe der Dreiecksungleichung eine
hinreichende Bedingung fir d, gefunden werden, welche garantiert, dass
va(t), im oben angegebenen Sinn negativ definit ist :

Valt) < [9ag(t)-rp gn(t)a% ] K(t)] - [1 + Ipaal(t)] dyhx(t)]

Definition: Nu(t) =[0ay(t)-rg nu(t) a%]|

gm(t) =1+ rB,mm(t)

Stabilitatsbedingung :

dy, > max { N(t) / 4lt) } (I1.3.4.7)
t

Falls d, die Ungleichung (II.3.4.7) erfillt, muss vp(t) kleiner Null sein.
Die Annahme (II.2.3.1) garantiert, dass d, existiert. Mit Hilfe der
Abschétzung (II.1.1.2) kann der Wert von d, berechnet werden.

Die Bestimmung einer hinreichenden Regelverstirkung d, ; verlauft véllig
analog. Da die Stoérung Rg(t) in der (m-1)-ten Zeile ein ausserdiagonales

Element besitzt, muss zusdtzlich der Einfluss von d, und von a9, kompensiert
werden.

Aus (II.3.4.4) folgt :
Sp-s(t) =  [Bap4(t) - Ippymy(t) 2% 3~ Ipnim(t) a%] x(t)

- [1 + rpgpyna(t)) dpy sign(s,4(t)) |x(t)|

- Tp,pam(t) dp sign(sy(t)) k(t)] (I1.3.4.8)

Berechnet man aus (II1.3.4.8) und (II.3.4.3) die Ableitung von v(t) und
verlangt man wieder, dass v(t) immer kleiner als Null ist, so findet man die
folgende hinreichende Bedingung fir dg , :

Definition :
Ma-1(t) = |84y (t)-rp pyp1(t) 2%y - Tp g yn(t) a% |+ Irp g yn(t)] dy
gm—i(t) =1+ rppymi(t)

Stabilitatsbedingung :

dp g >max { Ngy(t) 7 Lo y(t)} (I1.3.4.9)
t

Wieder ist die Existenz von d, ; durch die Annahme (II.2.3.1) gesichert. Aus
der Kenntnis der Variationsgrenzen und aus Gleichung (I1.3.4.7) fir d, kann
der Wert von d,_ ; explizit berechnet werden.
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Dieses Verfahren kann ohne weiteres auf den (m-i)-ten Fall erweitert werden.
Die Zwischenschritte sind wieder gegeben durch :

1. Bestimmen von s, ,(t) :

Die Ableitung der (m-i)-ten Komponente des Schaltvektors ist
gegeben durch die Gleichung (II.3.4.10) :

i
Sp-i(t) = [dap ,(t) - Z {rp,m-1m-y(t) 2% 3} ]x(t)

=0
i-1
= X { rppny(t) dpysign(sy,(t)) } Ix(t)l
=0
= (1 + rppypi(t)) dpy sign(syy(t)) lx(t)l (I1.3.4.10)

2. Bestimmen von v,_;(t) = sign(sy;(t)) sg.,(t)

3. Obere Schranke fiir v, ,(t) mit Hilfe der Dreiecksungleichung
bestimmen

4. Wahl von d,;, so dass auch im schlechtesten Fall v, ,(t) < 0
garantiert ist, wobei die Reglerverstéirkungen dpy (3 < 1)
bereits bekannt sind.

Definition :
i i-1
Mo-s(t) = [8ag () - Erppiny(t) 2%y | + Zlrg o iny(t)] dpy
j:O ja-:O
. Co-i(t) =1 + rg o ima(t)

Stabilititsbedingung (II.3.4.11) :

dpy >max { Mg ,(t) / Lo ,(t)} fir alle i=0,.m-1 (I1.3.4.11)
t

Damit kann der zentrale Stabilitdtssatz 7 formuliert werden.
Satz 7
Falls die Strecke (II.1.1.1) folgende Bedingungen erfiillt

1. (II.1.1.1) gehoért zu der Klasse der idealen Systeme,
d.h. alle Annahmen des Abschnitts II.1.2 sind erfiillt

2. die Eingangsstérung ist vom Typ 2 und erfiilllt die
Bedingung (II.2.3.1)
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und falls alle Verstarkungsfaktoren des Reglers (II.3.3.1) die Bedingungen
(II.3.4.11) erfiillen, so ist fir das geschlossene System die Punktmenge
definiert durch :

s(t) =C x(t) = 0

asymptotisch stabil. Mit anderen Worten, der Gleitzustand wird (mindestens
asymptotisch) immer erreicht werden und, falls t* endlich ist, fir alle
Zeiten t > t* erhalten bleiben.

Beweis von Satz 7 :

Der Beweis ist im wesentlichen nur eine Zusammenfassung der oben
dargestellten Ideen.

Feststellungen : 1. Falls die Eingangsstérung 8B(t) die Bedingung
(II.2.3.1) erfillt, existieren m Regelverstir-
kungen d;, welche die Bedingung (II.3.4.11)
erfillen.

2. Falls alle Regelverstirkungen d; die Bedingung
(II1.3.4.11) erfilllen, ist die Ableitung der
Ljapunow-Funktion (II.3.4.2) iberall ausser
auf der Mannigfaltigkeit s(t)=0 negativ.

3. Die Ljapunow-Funktion v(t) selbst ist tberall
im Zustandsraum ausser auf der Mannigfaltigkeit
8(t)=0 positiv.

Konsequenz : Der Betrag von v(t) muss léngs jeder Trajektorie x(t)
abnehmen. Damit ist sichergestellt, dass die Menge s(t)=0
(mindestens asymptotisch) erreicht wird. Falls fiir einen
gewissen Zeitpunkt t* der Zustand in der Mannigfaltigkeit
enthalten ist, kann er nicht mehr daraus entweichen, da
v(t) ein Minimum bei s(t)=0 besitzt und der Betrag von v(t)
ausserhalb der Mannigfaltigkeit nur abnehmen kann.

EdB.

Bemerkungen :

Bei der Berechnung der Regelfaktoren muss die angegebene Reihenfolge
eingehalten werden. Die Systeme mit Eingangsstérungen vom Typ 2 besitzen
demzufolge eine inhdrente hierarchische Struktur. Man beachte die
entscheidende Rolle der Steuerbarkeitsindices, die nach Voraussetzung
geordnet sind.

Die Treffzeit t*, also diejenige Zeit, bei welcher der Zustandspunkt auf die
letzte Gleit-Hyperebene auftrifft, muss nicht endlich sein (asymptotisches
Erreichen der Mannigfaltigkeit). Man kann aber Schranken fir die

Reglerverstiarkungen angeben, welche ein endliches t* garantieren (siehe
Abschnitt II.3.7).



Die Reihenfolge, in welcher die Gleit-Hyperebenen erreicht werden, ist
unbestimmt, insbesondere ist nicht gesagt, dass t* diejenige Zeit ist, bei
welcher zum ersten Mal s8,(t)=0 gilt. Man beachte den Vorteil dieser
Betrachtungsweise gegeniiber dem bekannten "hierarchical-control" Prinzip von
Utkin [1], bei welchem die Reihenfolge des Auftreffens im voraus bekannt
sein muss.

Systeme mit Eingangsstorungen vo 1:

Aus Satz 7 lassen sich unmittelbar die entsprechenden Stabilitétskriterien
fir Systeme mit Eingangsstérungen vom Typ 1 herleiten. Dazu muss man sich
nur wieder in Erinnerung rufen, dass Typ 1 Systeme eine Diagonale
Stérungsmatrix Rg(t) besitzen und demzufolge die Gleichung (II.3.4.6) nicht
nur fiir die m-te, sondern fir alle Komponenten der Ljapunow-Funktion
(I1.3.4.2) gilt. Damit findet man die hinreichenden Bedingungen (II.3.4.12)
fir die Regelverstirkungen d;, welche garantieren, dass die Ableitung von
v(t) im oben angegebenen Sinn negativ definit ist :

Definition: Ny(t) =f8a;(t)-rp ;;(t) a% |

La(t) =1 + 1 3,(t)
Stabilitatsbedingung:

d; > max { My(t) / L(t) } fir alle i=1,.m (II.3.4.12)
t

Falls alle Regelverstirkungen diese Bedingung erfiillen, ist die Punktmenge
8(t)=0 asymptotisch stabil.

Systeme mit Fingangsstérungen vom Typ 0 :

Far Systeme ohne Eingangsstérungen (8B(t)=0), werden die
Stabilitdtskriterien noch einfacher. Die Regelverstirkungen haben in diesem
Fall nur noch den Bedingungen (II.3.4.13) zu geniigen :

d; > max { l&ai(t)l} fir alle i=1,.m (I1.3.4.13)
t

In dieser Darstellung wird der Nachteil des Reglers (I1I1.3.3.1)
offensichtlich. Falls né&mlich nur wenige genau bekannte Elemente des
Zeilenvektors &a,(t) ungleich Null sind, ist es eigentlich unnétig den
Betrag des gesamten Zustandsvektors zuriickzufithren, da die Stérungen sich
nur dann bemerkbar machen kénnen, wenn die entsprechenden Richtungen
angeregt sind.
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Einsatz des Reglers (1IY.3.3.2) :

Der oben erwdhnte Nachteil kann behoben werden, indem der aufwendigere
Regler (II.3.3.2) verwendet wird. Die Herleitung der Stabilititskriterien
fur diesen Regler ist vdllig analog zu derjenigen des Reglers (II.3.3.1).
Aus diesem Grunde werden hier nur die Stabilitétskriterien explizit
angegeben.

Systeme mit Eingangsstérungen vom Typ 2 :

Definition :
i 1-1
Vai,i(t) =182y 4(t) - Zrppinalt) 2% x4 + Zlpmimalt) [dpy g
=0 X=0

Yy 4(t) =1+ rgm-im-1{t)

Die Stabilitatskriterien fir die Verstirkungsfaktoren des Reglers (II1.3.3.2)
bei Systemen mit Eingangsstérungen vom Typ 2 lauten :

dm_i’j> max { vm—-i,j(t) I Vg 4(t)} (I1.3.4.14)
t
fir alle i=0,.m-1 und alle j=1,.n

Man beachte, dass nun n*m Regelverstirkungen zu bestimmen sind. Die
Reihenfolge der Berechnung ist analog zu derjenigen des Reglers (II1.3.3.1),
d.h. als Erste missen die Verstarkungen dy,y (J=1,..n), anschliessend dp-1,5
(3=1,..n) usw. berechnet werden.

s ! -! E. !., I ]

Fir Systeme mit Eingangsstdrungen vom Typ 1 sind die beiden Gréssen Vy,4(t)
und V;(t) einfacher aufgebaut :

Definition : Vi'j(t) = |5ai_j(t) - I:B'i i(t) a°1’j|

Vy(t) =1+ rp;,(t)

Stabilitdtsbedingung (II.3.4.15):

dgy > max{ vy 4(t) / V(t) } for alle i=1,.m ; j=1,.n (II.3.4.15)
t

Systeme mit Eingangsstérungen vom Typ 0 :

Falls das System (II.1.1.1) vom Typ 0 ist (keine Eingangsstérungen) wird die
Stabilitatsbedingung noch einfacher :



dyy > max |8a; 4(t)| fir alle i=l,.m ; j=1,.n (I1.3.4.16)
t

Wie man aus der Stabilitatsbedingung (II.3.4.16) ersieht, ist der Regler

(II.3.4.2) in der Lage auf einzelne Komponenten der Stérung SA(t) zu
reagieren.

Bemerkung :

Aus den Bedingungen (II.3.4.14/15/16) ersieht man, dass die Vorteile des
Reglers (II.3.3.2) nur bei Systemen ohne Eingangsstérungen bemerkbar sind.
Deswegen, und weil die Struktur des Reglers (II.3.3.1) einfacher zu
realisieren ist als diejenige von (II.3.3.2), wird man nur in begriindeten
Fallen auf den Letzteren zuriickgreifen.

Ein weiterer Vorteil des Reglers (II.3.3.1) besteht darin, dass er fir die
Untersuchung realer Systeme (siehe Kapitel III) besser geeignet ist.

Systeme mit Einganggstorungen vom Typ 3 :

Im letzten Teil dieses Abschnitts werden Systeme mit Eingangsstérungen vom
Typ 3 untersucht. Dabei wird die gleiche Methode verwendet, wie sie bei
Systemen mit Eingangsstérungen vom Typ 2 benutzt wurde.

Prinzipiell ist es auch in diesem Fall mbglich die Regler (II.3.3.1/2)
anzuwenden. Tatsdchlich wird man dann aber ein Ungleichungssystem fir die
Reglerverstédrkungen zu lésen haben. Die Existenz einer Lésung kann dann aber
nur in wenigen Fillen analytisch gesichert werden.

Eine andere Moglichkeit, Systeme vom Typ 3 zu regeln, wurde im Abschnitt
IT.3.3 vorgeschlagen. Der entsprechende Regler (II.3.3.3) ist eine
vereinfachte Version des Reglers (II.3.3.1). Fir den Regler (II.3.3.3) kann
ein einfaches Kriterium angegeben werden, welches garantiert, dass eine
stabilisierende Reglerverstiarkung existiert.

Ausgehend vom System (II.1.1.1), dem Regler (II.3.3.3) und der Definition
(IT.3.2.1) kann fir die Ableitung des Schaltvektors die folgende Gleichung
gefunden werden :

8(t) = [CSA(t) - Ry(t)A°lx(t) - d [I + Ry(t)]sign(s(t))lx(t)l
(I1.3.4.17)

Benutzt man die in Gleichung (II.3.4.2) angegebene Ljapunow-Funktion, so
kann mit Gleichung (II.3.4.17) die Ableitung der einzelnen Summanden von
v(t) gefunden werden:
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vi(t) = sign(s;(t))[da,(t) - X { rp,4(t) a%}] x(t)

J=1
-d [1+xp,,(t) + Z {rg,(t)sign(sy(t)sy(t))}] Ix(t)]
=1
Ini i=1, .m

Mit Hilfe der Dreiecksungleichung kann eine hinreichende Bedingung fiir die
Reglerverstirkung d gefunden werden, welche garantiert, dass die Ableitung
der Ljapunow-Funktion iberall (ausser auf s(t)=0) negativ ist :

Definition : m

vy(t) = |8ag(t) - = {rp44(t) a>y}|
d=i

m
Ng(t) =1 + rgy4(t) - zlrb,ij(t)l
3=
Jmi
Stabilititsbedingung (II.3.4.18) :

d > max { Vy(t) / n(t) } i=1, 2, . m (I1.3.4.18)
t,i

Falls d die Bedingung (II.3.4.18) erfillt, ist die Menge definiert durch
s8(t)=0 asymptotisch stabil. Dies kann man mit der gleichen Argumentation
zeigen, wie sie in Satz 7 verwendet wurde. Man beachte, dass nun das Maximum
{iber zwei Variablen (Index i und Zeit t) zu bestimmen ist.

Die hinreichende Bedingung fiir die Existenz von d ist durch die Annahme
(I1.2.3.2) (diagonale Dominanz der relativen Stérungsmatrix Rg(t))
gesichert.

Zusammenfassung Abschnitt 17.3.4 :

In diesem Abschnitt wurde die Frage beantwortet, welchen Bedingungen die
Reglerverstéarkungen zu gehorchen haben, damit man garantieren kann, dass der
Gleitzustand (zumindest asymptotisch) erreicht wird.

Fir Systeme vom Typ 2, 1 und 0 wurde fir beide Reglertypen (II1.3.3.1/2)
gezeigt, dass falls die in Abschnitt II.1.2 und II1.2.3 getroffenen Annahmen
erfillt sind, immer stabilisierende Reglerverstiarkungen existieren. Die
Vorteile des Reglers (II.3.3.2) treten nur bei Systemen ohne
Eingangsstérungen deutlich zu Tage, so dass man i.a. den Regler (II.3.3.1)
vorziehen wird.

Fir Systeme vom Typ 3 wurde gezeigt, dass das Stabilisierungsproblem mit dem
Regler (II1.3.3.3) gelést werden kann, falls die =zusidtzliche Bedingung
(I1.2.3.2) erfillt ist.
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1. 3. 5. i it and

In diesem Abschnitt wird die Frage nach dem Systemverhalten fir alle Zeiten
t > t* beantwortet, d.h. es wird vorausgesetzt, dass das System bereits im
Gleitzustand ist.

Es wird sich herausstellen, dass es keine Rolle spielt, welcher Regler
vervendet wurde, um den Gleitzustand zu erhalten. Ebenso gelten die

untenstehenden Ausfithrungen fir alle Typen von Eingangsstérungen des
Systems (II.1.1.1).

Im ersten Teil dieses Abschnitts wird gezeigt, dass im Gleitzustand der

Einfluss der beiden Parameterstérungen 8A(t) wund 8B(t) vollstéandig
verschwindet.

Im zveiten Teil wird gezeigt, dass (n-m) Eigenwerte des gleitenden Systems
identisch sind mit denjenigen, die bei der Konstruktion der Matrix C,
gemdss Abschnitt (II.3.2) verwendet wurden. Zus#tzlich wird sich
herausstellen, dass die Systemordnung scheinbar um m Freiheitsgrade
reduziert wird.

Satz 8 :

Falls das System (II.1.1.1) durch einen Regler (I1.3.3.1/2/3) im
Gleitzustand gehalten wird, verschwindet der Einfluss der Parameterstérungen
8A(t) und 8B(t) vollsténdig.

Beweis von Satz 8 :

Der wesentliche Gedanke dieses Beweises besteht darin, statt des realen,
geregelten Systems ein dazu &4quivalentes System zu studieren [1] (din
englischsprachigen Publikationen wird daher hdufig die Bezeichunug
“equivalent control” verwendet).

Falls das geregelte System perfekt gleitet, ist die Gleichung s(t)=0 fir
alle t > t* identisch erftillt. Dann muss aber auch die erste zeitliche
Ableitung von s(t) verschwinden. Mit dieser Ueberlegung gelingt es, einen
#quivalenten Eingangsvektor Uq(t) zu bestimmen :

8(t) = Cx4(t) = 0

= 8(t) = Cxeq(t)
= C[A; + 8A(t)]xeq(t) + C [B,+ 8B(t)]u,y(t) = 0
= ugg(t) = ~{C[By + 8B(t)]}1C[A, + BA(t)]xq(t) (I1.3.5.1)
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Dieser Ausdruck kann vereinfacht werden (siehe Satz 6 und Aufspaltung
(I1.2.2.3)) :

Ugg(t) = -[I + Rp(t)]71C [A, + SA(t)]xyq(t)

Die Existenz der Inversen von [I + Ry(t)] ist durch die Annahme (II.
gesichert. Setzt man diesen Steuervektor in die Systemgleichung (II.
ein, so erhdlt man :

2.3.1)
1.1.1)
Toq(t) = [Ag+8A(t)]xeq(t) - [B+3B(t)] [I+Rg(t)]-1 C[A, + 8A(t)]xaq(t)

Benutzt man die Aufspaltung (II.2.2.3) fir die Eingangsstérung 8B(t), so
kann diese Gleichung wesentlich vereinfacht werden :

Xoq(t) = [Ag+8A(t)]xeq(t) ~ By [T+Ry(t)] [T+Ry(t)] L C[A, + BA(t)]xeq(t)

= .xeq(t) [Ao"'aA(t)]xeq(t) - Boc [Ao"' M(t)] xeq(t)

= ioq(t) =1I oneq(t) + 1 aA(t) xeq(t)
Im Satz 6 wurde gezeigt, dass folgende Gleichung immer erfiillt ist :

IO 3A(t) = 0

Damit findet man die folgende Systemgleichung fiir das dquivalente System :

Xoq(t) = I Ay xoq(t) = Ay Xq(t) (11.3.5.2)

Falls die Voraussetzungen des Abschnitts II.1.2 erfiillt sind, so verhidlt
sich das wurspriingliche System (II.1.1.1) mit irgendeinem Regler
(II.3.3.1/2/3) fir alle Zeiten t>t* wie das durch die Differentialgleichung
(II1.3.5.2) definierte &quivalente zeitinvariante System. Insbesondere
verschwindet der Einfluss der Parameterstérungen vollstandig.

EdB.

Der zweite Teil diese Abschnitts befasst sich mit den Eigenwerten des
dquivalenten Systems.

Satz 9

Teil 1:

Die Eigenwerte der Matrix A,y sind gegeben durch die (n-m) Eigenwerte A,
velche bei der Konstruktion der Matrix C verwendet wurden, plus m
Eigenwerte lj, welche im Ursprung liegen.

Teil 2:

Im Gleitzustand wird die Ordnung des Systems (scheinbar) um m
Freiheitsgrade vermindert, wobei das reduzierte System nur noch die
vorgegebenen n-m Eigenwerte besitzt.
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Bewei S 9 Teil 1 -

Untenstehend ist die allgemeine Struktur der Matrix II geméss Gleichung
(I1.3.3.4) angegeben :

q1'1

I-"'l-l':' .

I

7!

"Vm"":'

. —d

Alle nicht explizit definierten Elemente in Il sind wie immer gleich Null.
Die Blécke I, sind Identitétsmatrizen mit Dimension "dim" (die Zahlen q;
sind die Steuerbarkeitsindices des betrachteten Systems gemdss Abschnitt
1I1.2.2.1).

Die (qg;-1)-dimensionalen Zeilenvektoren V; werden aus der Matrix C in der
nachfolgend angegebenen Weise gebildet (siehe Abschnitt II.3.2 fir die
Definition der Zahlen Q)

(X
—t

45-1 e -
¥ o= fom. - - veR ( 6.3
; [“’i,o % l,f.,.i',qi_{l ) (II.3.

Multipliziert man II mit der Matrix A,, welche ja in Block-Begleitform ist,
so erhdlt man fir die Matrix A,q folgende Struktur:

eq [

Wieder sind alle nicht definierten Elemente gleich Null. Die Blécke Q; sind
bereits im Abschnitt II.2.1 definiert worden.

1. Feststellung : Die Matrix A,q besitzt eine blockdiagonale
Struktur (Blécke gestrichelt umrandet)

Daraus folgt, dass die Eigenwerte der Matrix A,, durch die Eigenwerte der
einzelnen Blocke gegeben sind.
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2. Feststellung : Die einzelnen Blécke sind in Begleitform
(Frobenius-Form) und die Koeffizienten der
nichttrivialen Zeile sind im wesentlichen durch
die negierten Elemente des Zeilenvektors X;
gegeben (siehe Abschnitt I1.3.2 ).

Bekanntlich sind die Elemente der nichttrivialen Zeile einer Begleitmatrix
identisch mit den negierten Koeffizienten des charakteristischen Polynoms
der betreffenden Matrix. Da der erste Koeffizient der untersten Zeile

gleich Null ist, kann in jedem Block ein Eigenwert A = 0 abgespalten werden.
Damit ist gezeigt, dass A, m Eigenwerte im Ursprung hat.

Der Rest der untersten Zeile des i-ten Blocks wird durch den Vektor V;
gebildet. Die Elemente dieses Vektors sind aber, gemdss Abschnitt II.3.2
die Koeffizienten des i-ten gewinschten charakteristischen Polynoms.
Deswegen sind die restlichen Eigenwerte des i-ten Blockes mit denjenigen,
die beim Entwurf der Matrix C verwendet wurden gleich.

Da diese Ueberlegung wieder fiir alle Blécke gilt, missen die restlichen n-m
Eigenwerte der Matrix A,y mit den vorgegebenen Eigenverten gleich sein.

EdB Teil 1.

An dieser Stelle wird eine weitere Koordinatentransformation eingefiihrt.
Diese Transformation wird an einigen Stellen dieser Arbeit verwvendet
werden, insbesondere auch im Beweis des Teils 2 von Satz 9.

Die festgestellte Blockstruktur der Matrix A,q erlaubt es, eine Aufspaltung
des Zustandsvektors x(t) in m unabhingige Teilzustinde x;(t) vorzunehmen.
Die Teilzustinde x;(t) sind folgendermassen definiert (pro memoria : die
Zahlen p; sind die Partialsummen der Steuerbarkeitsindices) :

q.
r.it)y=1[: rit)ye R? (I1.3.56.4
7] [ Kpi—1+1 Xpi-1+2 e }Zp ] 1':_ ) A 3.5.4)

Die betrachtete Transformation T, gemass (II.3.5.5) wird auf diesen
Teilzustand angewendet (man beachte, dass die Inverse der Matrix T,
unmittelbar angegeben werden kann) :

T, @i(t)=x4(t)
(II.3.5.5)
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Natirlich kann die Definition (II.3.5.5) auf eine nxn Matrix T erweitert
verden, welche blockdiagonalférmig ist und den gesamten Zustandsvektor in
der gewiinschten Weise umformt. Die einzelnen Blécke dieser Matrix sind
dann durch die Matrizen T, gegeben.

Der i-te Block der Matrix A,q wird mit M; bezeichnet und hat die folgende
Struktur :

010, ..

0
fom]
—

9 x9;
nlet-R ix33

H.=| - HN.= -
i ) 1 . |
M ‘ K eR™ "o

Rl > v AN L =0 1
0 1,0 1,1 L,q;-2

Wendet man die Transformation (II.3.5.5) auf x,(t) an, so erhdlt man die
neue Systemmatrix T,”! M; T,, welche eine obere Block-Dreiecksform hat. Der
untere Block ist skalar und besteht immer aus einem Element gleich Null.

Beweis von Satz 9 Teil 2 :

Das im Gleitzustand geregelte i-te Subsystem, das im transformierten
Koordinatensystem durch die Matrix T-M,T beschrieben wird, hat folgende
Struktur :

g
l‘ll qnltjl U
R
1
Bild I1.3.5.1

95



Die Zustandsgrosse 9:,q1(t) ist vom restlichen Subsystem separiert. Sie kann
die anderen Zustandsgréssen des Subsystems nur dann beeinflussen, wenn ihre
Anfangsbedingung 9; .,(t") ungleich Null ist.

Es ist aber leicht einzusehen, dass 9;,qi(t") fir alle i verschwindet. Aus
der Definition (II.3.5.5) und der Bedingung s(t*)=0 folgt namlich sofort
folgender Zusammenhang :

%, -1 ¥ * . ¥
’i{t.}= T Ii{t,:' = 'Pi.-qgt} = Si(t,:'

Fir t* ist aber die Gleichung s,(t*) = 0 fiir alle i erfiillt.

Da der betreffende Integrator keinen Eingang besitzt und sein Anfangs-
zustand gleich Null ist, wird er keinen Einfluss auf das System im
Gleitzustand ausiben koénnen. Die Ordnung des i-ten Blocks hat sich
demzufolge (scheinbar) um 1 vermindert.

Da diese Ueberlegungen fiir alle Blécke gelten, ist damit auch die zweite
Aussage des Satzes 9 bewiesen.

EdB Teil 2.

Bemerkung :

Wie im Beweis des Satzes 9 gezeigt wurde, reduziert sich die Ordnung des
gleitenden Systems um m Freiheitsgrade. Fir viele Betrachtungen ist es
deshalb nititzlich, ein reduziertes System (II.3.5.7) einzuftthren. Der
Reduktionsoperator kann dabei durch eine Matrix R (II.3.5.6) dargestellt
werden :

|
qzi
0 - - = - - - .n .
. - ) T Tix (D~
R - ' t, () =Ret); ReRT
Iq—l
m
;_l:' ....... n—
(IT.3.5.6)
Die Differentialgleichung fir das reduzierte System lautet :
'red(t) = N @peq(t) ®realt) € Ro-m
(II.3.5.7)

N = Block-diag(N,)
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Zusammenfassung I1.3.5 :

In diesem Abschnitt wurde gezeigt, dass der Einfluss der Parameterstérungen
vollstindig verschwindet, falls das System (II.1.1.1) durch irgendeinen
Regler gemiss Abschnitt (II.3.3) im Gleitzustand gehalten wird. Der Einsatz
von RVS fihrt im Gleitzustand zu einer absoluten Parameter-Robustheit.

Die Eigenwerte des gTMaxenden Regelsystems sind mit den in Abschnitt II.3.2
vorgegebenen Eigenwerten identisch.

Die Ordnung des gleitenden Regelsystems ist (scheinbar) um m Freiheitsgrade
reduziert.

Alle diese Aussagen gelten nur fiir t>t*. Solange das Regelsytem noch nicht
im Gleitzustand ist, machen sich die Parameterschwankungen selbst-
verstidndlich noch bemerkbar.

57



11.3.6. Interpretationen, Bemerkungen
Bemerkung 1 :

Die erste Bemerkung betrifft die Matrix C, welche das Entwurfsziel
representiert (Eigenwertvorgabe). Im Abschnitt II.3.2 wurde darauf
hingewiesen, dass die Zeilenvektoren von C im n-Dimensionalen Zustandsraum
zueinander orthogonal sind. Dieser speziellen Wahl wvon C ist es 2zu
verdanken, dass das &quivalente System in m unabhdngige Teilblécke
aufgespalten ist.

Die Aufspaltung und die kanonische Systemdarstellung bewirken, dass das
Eigenwertvorgabe-Problem einfach lésbar ist.

Bemerkung 2 :

Der Beweis der Sitze 8 und 9 wurde nicht am tatsichlichen System gefiihrt,
sondern an einem dazu &quivalenten. Diese beiden Systeme sind nur dann
identisch, wenn die Umschaltung auf den m Gleit-Hyperebenen unendlich
schnell erfolgen kann.

In einem realen Regelungssystem werden  natiirlich immer kleine
Schaltverzégerungen vorkommen. Die Frage stellt sich deshalb, ob das reale
System, falls die Schaltverzégerungen im Vergleich =zur kleinsten
Systemzeitkonstante klein sind, sich wenigstens anndhernd wie das
dquivalente System verhdlt?

Ein Mass fiir die Abweichung der realen Trajektorie x(t} von der &quivalenten
Xeq(t) ist durch die Ljapunow-Funktion (II.3.4.2) gegeben (der Index "eq"
bezeichnet das ideale Systemverhalten, wenn dieser Index fehlt, ist das
reale Verhalten gemeint).

Falls die reale Trajektorie in der Nihe der &#quivalenten bleibt, so gilt mit
folgender Definition :

A =m * max{|s,(t)|} t* <t go0; i=l, 2, .m (I1.3.6.1)
i

die Abschitzung v(t) < A = "klein" fiir alle t* <t <oo,
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Satz 10 :

Falls der Realteil aller zur Konstruktion der Matrix € benutzten Eigenwerte
kleiner als Null ist, existiert fiir alle Zeiten t > t* eine positive Zahl h,
so dass die folgende Abschatzung gilt :

|x(t) - xoqft)| < hA; h < o

Insbesondere gilt lim x(t) = xq(t).
A->0

Beweis des Satzes 10 :

Gleichung (II.3.5.2) beschreibt das dquivalente System :

ieq(t) = Aeq xeq(t)

Falls in Gleichung (II.3.5.1) der Schaltvektor s(t) nicht mehr identisch
verschwindet, so resultiert der folgende reale Eingangsvektor :

u(t) = [I+ Ry(t)]* {s(t) - C [A,+ BA(t)]x(t)}
und damit das folgende reale System :

x(t) = Aygx(t) + B, 8(t)

Wie diese Gleichung zeigt, ist auch das reale System in m Diagonal-Blécke
aufgespalten. Aus diesem Grunde ist es zulidssig, sich auf einen einzelnen
Block zu beschrianken. Deshalb wird in diesem Beweis ohne Einschrinkung der
Allgemeinheit angenommen, dass m = 1 ist :

x(t) = Aggx(t) + b, s(t)

Als nachster Schritt wird die Transformation (II.3.5.5) auf das &dquivalente
und auf das reale System angewendet. Das Blockschaltbild II.3.5.1 zeigt das
adquivalente System. Gemiéss Satz 9 spielt der isolierte Integrator fiir das
dquivalente System keine Rolle. Nicht so aber fiir das reale System. Bei
diesem wird ndmlich iiber den Integrator die Ableitung der Schaltvariablen
s(t) eingespiesen (siehe Struktur der Matrix M, im Abschnitt II.3.5).

Der Ableitungs- und der Integrationsoperator heben sich auf, so dass man das
in Bild IT.3.6.1 dargestellte reale System erhilt :

s (t) [ t)=s(t) . L ES
o ’hx:n,red c ;
+
n-1 N
by rea=|0...01] b, =R

Bild I1.3.6.1
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Mit Hilfe der Transitionsmatrix @®(t-t*) kénnen die Lésungen der beiden
Systeme angegeben werden. Da die Matrix N zeitinvariant ist, tritt nur die
Zeitdifferenz t-t* als unabhingige Variable auf.

Fir die &quivalente, bzw. reale Trajektorie findet man damit :

¢ : * * oy
’red,eq'“t)= b {t-t )!r_ed’eq(t J
t
. » * . * " -.
Pt = @17 | A +I¢ (t- -ﬂllm.ed:(cr}dﬁ
t*

Schédtzt man die Norm fiir die Differenz 19:0d(t)-®rea,e4 t)] 2b, so erhdlt man :

| #realt)-Beq eqftd] £ 118 (t- £ [ 90q(t ) 0pq o0 (t™)]

rea 1500l do

t
+ f & it-a) b
£ *

£l -t ] g () - Wpeg g (£

, Yed

t
« & [lla-olds I,

t
(I1.3.6.2)

Der Betrag der Transitionsmatrix ®(t-t*) ist fir alle Zeiten endlich, da die

Matrix N nach Voraussetzung asymptotisch stabil ist. Deshalb kann ohne
Einschrinkung der Allgemeinheit angenommen werden, dass zur Zeit t=t*

"red(t*)"red, gq(t*)|= 0

gilt. Falls dies nicht der Fall ist, muss nur die Zahl A entsprechend
angepasst werden. Ausserdem gilt fiir asymptotisch stabile Systeme immer,
dass :

lim || @(t-t*)|] =0

t—>o0

Deswegen ist auch die Existenz des Integrals in der Gleichung (II.3.6.2)
gesichert. Damit ist aber bewiesen, dass fiir alle Zeiten die folgende
Abschéatzung korrekt ist
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l'red(t) - ’red,eq(t)l <N A

Die letzte Komponente des Vektors ¢(t) lasst sich einfach abschitzen
| fa(t) | < A = |e(t) - eglt)] < (n+1) A

Mit Hilfe der Transformation T (II.3.5.5) findet man die gesuchte
Ungleichung :

lx(t)—xeq(t” = lT ['(t)—’eq(t)“ < ”T“ I’(t)_'eq(t”
=> |x(t)-Xeq(t)| < ||T|I(N+1)A =D A

Da die Norm der Transformationsmatrix T endlich ist, ist damit der Satz 10
bewiesen.

EdB.

Satz 10 besagt, dass fir beliebige Nichtidealititen (Hysteresen, Totzeiten
etc.) sich im Grenzfall A— 0 die gleiche Systemantwort Xoq(t) ergibt. Diese
Eigenschaft ist nicht a priori evident. 1In [{1] hat Utkin ahnliche
Fragestellungen untersucht und hat festgestellt, dass diese Aussage auch fur
nichtlineare Systeme gilt, solange der Steuervektor linear auf das System
einwirkt.

Bemerkung 3 :

Alle Regler die im Abschnitt II.3.3 vorgestellt wurden, besitzen den
gleichen linearen Term. Die Funktion dieses Terms wird an dieser Stelle
genauer untersucht. Zu diesem Zweck wird angenommen, dass die
Parameterstérungen vorderhand nicht aktiv sind. In diesem Falle kann der
Schaltvektor s(t) als die Ausgangsgrésse des fiktiven Systems (II1.3.6.3)
interpretiert werden :

x(t) = A, x(t) + B, u(t)

8(t) = C x(t)

(I1.3.6.3)

Verwendet man in einem ersten Schritt nur den linearen Teil der
vorgestellten Regler, so erhalten wir das folgende Regelsystem :

x(t) = A, x(t) + B, @(t)

8(t)

C x(t)

Der Vektor ii(t), der den nichtlinearen Teil der Regelung representiert, ist
vorderhand noch nicht aktiv. Diese Aufspaltung des Reglers hat den Zweck,
deutlich darzustellen, welche Aufgaben von den entsprechenden Teilen des RVS
ibernommen werden.
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Da das partiell geschlossene System linear und zeitinvariant ist, kann die
Lésung im Frequenzbereich durch Laplace-Transformation gefunden werden.

Die Uebertragungsmatrix zwischen @(t) und s(t) ist gegeben durch :
G(A) =C{AI-[I-B,C]A }"1B, (I1.3.6.4)
Klammert man die komplexe Frequenz A aus und benutzt man die Beziehung

[I-M)t=T+«M[I-N]

(M ist eine beliebige in den Dimensionen passende Matrix), so kann die
Uebertragungsmatrix (II.3.6.4) umgeschrieben werden :

G(A) = 1/ACB, + 1/A2 C[I - BC]A,{ I - 1/A [I - BC]A, }-! B,

Im Satz 6 wurde gezeigt, dass CB, gleich der Identitat ist. Daraus folgt
aber sofort, dass C[I-B,C] verschwindet. Damit ist gezeigt, dass G(i) eine
unervartet einfache  Struktur besitzt. Tatsdchlich besteht die

Uebertragungsmatrix nur aus mentkoppelten Integratoren :

— —n

Giay= A I = |, . ' (II1.3.6.5)

Schlussfolgerungen :

Indem man den Ausgangsvektor s(t) definiert, fithrt man im ungestérten System
(II.3.6.3) n-m Nullstellen ein. Mit dem linearen Teil der Regler
(I1.3.3.1/2/3) wird in der Uebertragungsmatrix (II1.3.6.4) eine (n-m)-fache
Pol-Nullstellen-Kiirzung vorgenommen. Die restlichen m Eigenwerte des
geregelten Systems werden in den Ursprung verlegt. Der nichtlineare Term der
Regler (II.3.3.1/2/3) hat folgende zwei Aufgaben :

1. Die m isolierten Integratoren, deren Anfangsbedingung zu Zeit t,
ungleich Null sind, miissen im Intervall t*-t, auf Null gebracht werden
(das System wird in den Gleitzustand gebracht).

2. Die Pol-Nullstellen-Kirzung muss trotz Parameterstérungen aufrecht
erhalten werden (das System wird fir t > t* im Gleitzustand gehalten).

Diese Interpretation zeigt klar den Grundmechanismus aller RVS, welche das
Gleitebenenprinzip ausniitzen. Die Idee der Pol-Nullstellen-Kiirzung, welche
mit rein linearen Reglern nicht durchfithrbar ist (kleine Parameterstérungen
sind immer vorhanden), wird durch den Einsatz eines nichtlinearen
Zusatzreglers realisiert.




11. 3. 2. Endliche Treffzeit

In diesem  Abschnitt werden  hinreichende Bedingungen fir die
Reglerverstiarkungen gesucht, welche garantieren, dass der Gleitzustand in
endlicher Zeit erreicht wird. Dies ist natiirlich von grosser Bedeutung, wenn
unter allen Umstidnden ein ungestdértes Endverhalten gefordert wird. Nur der
Regler (II.3.3.1) wird untersucht. Die zulédssigen Parameterstérungen sind in
diesem Falle vom Typ 0, 1, oder 2.

Satz 11 :

Die Bedingung (II.3.7.1) ist hinreichend dafir, dass das System (II.1.1.1)
durch den Regler (II.3.3.1) in endlicher Zeit in den Gleitzustand gebracht
wird.

dy = djo+ [ley] + By I/min{1 + rp,,(t)}
¢ (II.3.7.1)

B, > 0; i=1lm

Die Verstarkungen d,, sind durch die Bedingung (II.3.4.11) gegeben, wobei

das ">" Zeichen durch das "=" Zeichen zu ersetzen ist. Die Zeilenvektoren
c; sind die Zeilen der Matrix C gemiss Abschnitt II.3.2.

Die Reglerverstarkung d; setzt sich im wesentlichen aus 2zwei Teilen
zusammen. Der erste Teil (d,;,) garantiert die Stabilitidt des Gleitzustandes.
Der zweite Teil garantiert, dass der Gleitzustand in endlicher Zeit erreicht

vwird. Die Konstante P, kann beliebig klein sein, solange sie grésser Null
ist.

Beweis des Satzes 11 :

Dieser Beweis wird umgekehrt gefithrt, d.h. man nimmt an, dass der
Gleitzustand nur asymptotisch erreicht wird und zeigt, dass man in diesem
Fall auf einen Widerspruch stdsst.

Falls t* = e ist, so muss mindestens eine Komponente des Schaltvektors fiur
alle Zeiten ungleich Null sein (dies sei s;(t)). Ohne Einschriankung der
Allgemeinheit kann angenommen werden, dass der Anfangswert von s (t) grosser
als Null ist :

81(t,) = 84,> 0
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Demzufolge wird s;(t) fir alle Zeiten grosser oder hochstens gleich Null
sein. Wird d; gemdss (II.3.7.1) in die Gleichung (II.3.4.10) eingesetzt
erhdlt man :

s1(t) < - ley |ix(t)] - Bylx(t)] (11.3.7.2)

Fir den Term |o; ||x(t)] kann mit Hilfe der Dreiecksungleichung eine untere
Schranke abgeschiatzt werden :

los lix(t)] 2 sy(t)
Daraus folgt fir s,(t) :

si(t) s -sy(t) - Byx(t)|

Fir t < t* ist der Betrag des Zustandsvektors x(t) sicher grésser als Null,
veil mindestens s {t) noch nicht verschwindet. DaP, grésser als Null gewihlt
wurde, ist die folgende Ungleichungstrikt erfillt :

si(t) < - sy(t)
Demzufolge muss s;(t) die folgende Schranke respektieren :
83(t) < exp(-t)sy,

Nimmt man aber an, dass t* = o ist (asymptotisches Erreichen des
Gleitzustandes), so fithrt dies auf einen Widerspruch :

8i(0) < 0

Laut Vorraussetzung ist der Anfangswert s;, grésser als Null und demzufolge
ist auch s;(t) fir alle Zeiten grésser, oder héchstens gleich Null. Damit ist
gezeigt, dass die Treffzeit t* endlich sein muss.

EdB.
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Im Unterkapitel II.3 wurde das Regulatorproblem fiir ideale Systeme gelost.
Folgende Erkenntnisse wurden dabei gewonnen :

- Fir ideale Systeme, welche die Voraussetzungen (I11.2.3.1/2)
erfillen, lassen sich immer RVS finden, welche garantieren,
dass der Gleitzustand erreicht und gehalten wird

- Die Trajektorie ldsst sich in zwei deutlich verschiedene Teile
aufspalten :

1. Teil t, < t < t* System gleitet nicht
2. Teil t* < t < o System gleitet

- Im zweiten Teil (t" < t < ») ist das geregelte System absolut
robust in Bezug auf die Parameterstérungen, d.h. ihr Einfluss
verschwindet vollstdndig

- Die Dynamik der Gleitbewegung ist durch die Wahl von (n-m)
Eigenwerte auf einfache Art beliebig vorgebbar

- Im Gleitzustand reduziert sich die Ordnung des Systems
um m Freiheitsgrade

- Es konnen Bedingungen angegeben werden, welche garantieren,
dass die Treffzeit endlich ist

Beispiel :

Das gesamte Entwurfsverfahren wird an einem Beispiel 5. Ordnung mit zwei
Eingangskandlen verdeutlicht. Die Systemantwort wird numerisch berechnet.

Nominal-System :

L N L o 0 -
o0 1 o0 0 0 0 1=

A=f-2 0 4 1 0 B=|1 0
o000 1 0 0 1= 2
1 0 0-10 -2 0 1 “
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Die Eigenwerte der Matrix A, lauten :

Ay= -0.09986 + j*Z2.0058
Ag= -0.9986 - j*2.0958
Ag= 0.9873 + j*0.9873
l4= 0.9873 - j*0.9873
de= -0.9774
Parameterstérungen : _ _
a a a o o 0 o
a o o o o o o
SAiti= |da,  ba _fda _ba_ ba SBity=|8
GA{t)= |08 0B, 08 R 8B (t)=)ob, 0
o 0 o o o o o
_5&21 88,0 B89, 08, 458.25_ _—U ihhn:i
- a. by = -0. 26 % Ah, 4ty = 25
1= ‘55‘1,;{‘-” 1 Q.25 'Shl,f" = 025

Die Eingangsstérung ist vom Typ 1 (diagonale Struktur).

Die gewinschte Systemdynamik wird durch die Wahl von 3 Eigenwerten
festgelegt. Diese Eigenwerte werden in 2 Gruppen aufgespalten, wobei die
erste Gruppe 2, die zweite 1 Element enthdlt. Die folgenden Eigenwerte
werden benutzt :

1. Gruppe : Aiy = -2+ 23 Aip=-2-23
2. Gruppe : Aoy = -2

Daraus ergibt sich folgende Matrix C :
C - 6.0 40 1.0 0.0 0.0
- o0 o0 00 20 1.0

Es wird der Regler (II.3.3.1) benutzt. Da die Eingangsstérung vom Typ 1 ist,
sind die Reglerverstirkungen gemidss Gleichung (II.3.4.12) zu dimensionieren.
Die hinreichenden Reglerverstarkungen lauten :

. - Cax fe _EX fa - o
- léan+ dbb“,&am Bbb“_. 4313 Sabﬂ, JaM Sbll’”&ﬁ'
d, > max -
by 1 + &b,

1

ey - Sb,zo y085n 5 B8, , B8, + 10 81:-20, 08, m

d. > max —’ﬂ -
27 ‘L 1+ &b, f
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Die numerische Ausvwertung ergibt die folgenden zwei Bedingungen fir die
Reglerverstarkungen :

d, > 5.79. d, > 5.46..

Damit kann der Regler (II.3.3.1) dimensioniert werden :

u{t) = - CA x(t)-Dsign (s(t){x(t)

-2 8 B 1 0O 5.8 . ‘
..[ 10 0 -10 g}xm- ["Ef’ s%]smn(mt})lx(t)l
Der Anfangswert des Zustandes sei gegeben durch :

x3(t,) = 1 x4(t,) = -1 xz(to) = X3(ty) = x5(t,) = 0

Das Bild II.3.8.1 zeigt das Systemverhalten fiir den ungestérten Fall
(8A(t)=0B(t)=0). Die Simulationsdauer betrégt ca. 3 Sekunden.

Fun 1, ohne Stdrungen

Xa(t)
3--\\ Run 1, ohne Stdrungen o= &t}
h\ = 32{’;}
d' i ; ¥ o SR o | | N . U o — af Taan. 'R? .=.
o L *. 1 2 (sec)
¥
Bild II.3.8.1

Die Treffzeit t* betrigt ca. 0.48 Sekunden. Der Zustand besitzt fir t > t*
die gewiinschte Dynamik.
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Im nachsten Bild wird das gestoérte Systemverhalten gezeigt. Die Stérungen
werden sinusférmig mit einer Frequenz von 6.4 Hz moduliert. Wie
vorausgesagt, macht sich der Einfluss der Stérungen nur fir Zeiten t<t®
bemerkbar. Sobald der Gleitzustand erreicht ist, verschwindet der Einfluss
der Parameterstérungen vollsténdig (besonders gut bei x;(t) sichtbar).

Fun 2. nit Stdérungen

8»‘,& Fun 2, mit Stérungen o= 5t}
N\ o= so{t)
N
‘tt“‘
— p— "k, Vs SRy B ™ O PP, WP o SR o b >
i T - ¥ 1 ol
-zﬂ/ 1% ! 2 (sec)
Bild 11.3.8.2
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11.4. Folgeregelungsproblem

11.4.1 Problemdefinition, Referenzmodell

In diesem Unterkapitel wird das "Folgeregelungsproblem" behandelt. Dabei
geht es darum, dem Zustand einer realen Strecke einen willkiirlich wiahlbaren
Sollverlauf vorzugeben und durch einen geeigneten Regler dafiir zu sorgen,
dass der wahre Zustand so gut wie moéglich dem vorgegebenen folgt.

Dabei tritt oft das Problem auf, dass die Wahl eines geeigneten Sollverlaufs
nicht a priori evident, oder bekannt ist.

Dieses Problem kann auf elegante Art umgangen werden, indem man statt des
effektiven Sollverlaufs eine Referenzstrecke vorgibt, welche die vom
Reglerentwerfer gewiinschten Eigenschaften beziiglich Dynamik, Verstirkungen,
Kopplungen etc. besitzt. Der Regler hat in diesem Falle die Aufgabe die
wvahre Strecke so zu beeinflussen, dass deren Zustand demjenigen des
Referenzmodells so gut wie méglich folgt.

Die prézise Formulierung im Original-Koordinatensystem lautet :
Gegeben seien ein Referenzmodell

z(t) = F, z(t) + G, w(t)

(I1.4.1.1)
z(t,) = 2z,
und die Strecke (II.1.1.1). Gesucht ist ein Regler
u(t) = f(x(t), z(t), w(t))
so dass der Fehler
e(t) = x(t) - z(t) (I1.4.1.2)

fur alle Zeiten méglichst “klein" ist, wobei der Anfangsfehler
e(ty) = x, - 2,

i.a. ungleich Null sein wird.
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In Bild IT.4.1.1 ist ein Blockschaltbild dieses Regelsystems aufgezeichnet.

+ x{t)
*BFGB(t )0~ I
uit)
A +EA{L e
Ly
wit) G . J- Zit) _ ety

o [*

zjf'
—_ ui{t)=f(x(t) z{t) w(t)
.

&S

Bild IT.4.1.1

Das Referenzmodell muss die folgenden zwei Bedingungen erfiillen :

1. Das Referenzmodell hat die gleiche Dimension wie die wahre
Strecke, d.h. die gleiche Anzahl Zustiande

2. Die folgenden zwei Rangbedingungen sind erfiillt :

- Rang[B,, G,] = Rang(B,]
(I1.4.1.3)
- Rang[AyF,, B,] = Rang[B,]

Diese beiden Bedingungen garantieren, dass das Referenzmodell durch die
Transformation T (II.2.1.1), die fiur die Nominalstrecke {A,, B,} berechnet
wurde, in die allgemeine Blockbegleit-Form ubergefithrt wird. Um dies
einzusehen werden die beiden Matrizen F, und G, aufgespalten :

F, = A, + B, M; G, = B, M (I1.4.1.4)

Diese Aufspaltung ist immer méglich, wenn die Rangbedingungen (II.4.1.3)
erfillt sind. Wendet man die Koordinatentransformationen T und P (II.2.1.1)
am Referenzmodell an, so erhilt man :

Foc = T-1A0T" T"lBOHpT = Ay + Bocp-luFT = Ay + B, Mp.

Goc T-1 B,M; P = B, P_:IHGP = By Mg

Die Matrix B,., welche in beiden Ausdriicken vorkommt, garantiert, dass das
Referenzmodell in allgemeiner Blockbegleit-Form ist.
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Das Vorgehen in diesem Unterkapitel lehnt sich stark an das Unterkapitel
II.3 an. Deswegen ist die Darstellung in II.4 weniger ausfithrlich als in
IT.3. Viele der dort entwickelten Ideen (z.B. das Beweisverfahren des
Abschnitts II.3.4) werden auch hier verwendet, so dass oft nur der Verweis
auf die entsprechenden Gleichungen und Abschnitte gegeben wird.

Bemerkung :

Wie schon fir das Regulatorproblem kann man sich auch hier die Frage
stellen, ob die Rangbedingungen (II.1.2/3) nicht eine unnétig restriktive
Einschréankung darstellen.

Diese Frage kann mit Hilfe der von Erzberger in [7] gegebenen "perfect model
matching conditions" beantwortet werden. Diese Bedingungen sind notwendig
und hinreichend dafiir, dass eine Strecke einem Referenzmodell perfekt folgen
kann. In [17] hat Young diese Bedingungen in Rangbedingungen umformuliert,
welche mit den hier eingefiihrten Rangbedingungen (II.4.1.3) identisch sind.

Damit ist wieder Ggezeigt, dass die Problemlésung im kanonischen
Koordinatensystem dquivalent zu derjenigen im Originalsystem ist. Natiirlich
wird sich auch beim Folgeregelungsproblem das Arbeiten im kanonischen
Koordinatensystem als besonders einfach erweisen.

Alle Ueberlegungen im Rest des Unterkapitels I11.4 finden im kanonischen

Koordinatensystem statt. Auf die Verwendung des Index “." wird der
Bequemlichkeit halber verzichtet.
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11.4.2, Entwurfsziel, Fehlerdynamik

In der Einfihrung ist bereits gesagt worden, dass das Ziel des Reglers sein
wird, die Fehlergrésse e(t), ausgehend von ihrem Anfangswert e(t,), klein zu
machen.

Beim Entwurf des Folgereglers wird man deshalb vorgeben wollen, wie der
Fehler e(t) gegen Null streben soll. Das Folgeregelungsproblem mit
Referenzmodell kann als ein Regulatorproblem fir die Fehlergrdsse e(t)
interpretiert werden!

Das Entwurfsziel fiir den Folgeregler ist in zwei Schritten zu formulieren :

Schritt 1 : Wie soll sich das geregelte System im Idealfall
e(t) = 0 verhalten?

Schritt 2 : Wie soll dieser Idealfall erreicht werden, d.h.
welche Fehlerdynamik ist gewiinscht?

Der erste Schritt wird durch die Wahl einer geeigneten Matrix F, erfillt.
Die Matrix F, ist in Block-Begleitform. Deswegen stellt dieser Schritt keine
Schwierigkeiten dar, da die Eigenwerte (und damit auch die Eigenvektoren)
einer solchen Matrix einfach vorzugeben sind.

Da es sich im zweiten Schritt im wesentlichen um ein Regulatorproblem
handelt, kann man analog zum Abschnitt II.3.2 vorgehen :

1. Wahl der n-m gewlinschten Eigenwerte, in m Gruppen geordnet
zu jeweils q; Elementen

2. Berechnen der m charakteristischen Polynome

3. Konstruktion der Matrix C gemdss Abschnitt (II.3.2)

Der Schaltvektor wird fiur das Folgeregelungsproblem durch Gleichung
(IT.4.2.1) definiert :

s(t) = C e(t) (I1.4.2.1)

Ueblicherweise wird man die Fehlerdynamik "schneller" wahlen als die Dynamik
des Referenzmodells.

Natirlich wird man wieder versuchen durch einen RVS eine Gleitbewegung zu
erhalten. Die Gleichung (I1.4.2.1) zeigt, dass der Fehler e(t) diejenige
Grosse ist, welche zum Gleiten gezwungen werden soll.
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Damit sind beim Folgeregelungsproblem, im Unterschied zum Regulatorproblem,
im ganzen drei Phasen zu unterscheiden :

Phase 1 : t, < t < t* die Fehlergrosse e(t) ist ungleich Null
und gleitet nicht

Phase 2 : t* < t < t* die Fehlergrésse gleitet, ihr Betrag
ist aber noch nicht vernachlassigbar

Phase 3 : t*'“< t < o die Fehlergrosse ist (praktisch) Null,
die wahre Strecke verhidlt sich wie das Referenz-
modell

Analog zum Abschnitt II.3.7 kann man Bedingungen angeben, welche

garantieren, dass die Treffzeit t* der ersten Phase endlich ist (siehe
I1.4.4).

Streng mathematisch betrachtet ist die zweite Phase nicht endlich, da der
Fehler nur asymptotisch gegen Null gehen wird. Wihlt man aber die
Fehlerdynamik (d.h. die Matrix C) relativ zum Referenzmodell genigend
“schnell”, so wird man nach einer gewissen Zeit t** fir praktische
Ueberlegungen e(t)=0 annehmen kénnen.

In der dritten Phase schliesslich zeigt das geschlossene Regelsystem das
gewinschte Verhalten. Falls die Gleitbewequng fiir alle Zeiten t>t** erhalten

bleibt, verschwindet die Fehlergrésse e(t) fir beliebige Verliufe der
Sollsteuerung w(t).
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11.4.3. Reglerent

In diesem Abschnitt geht es darum, einen Folgeregler zu finden, welcher
garantiert, dass die im letzten Abschnitt eingefiihrten drei Phasen, auch bei
vorhandenen Parameterstérungen durchlaufen werden.

Die Motivation zur unten angegebener Wahl der Regler wird bei der
Beweisfithrung der Stabilitat der Gleitbewegqung klar werden. Der erste
eingefiihrte Regler ist fir Systeme vom Typ 0, 1 und 2 geeignet :

u(t) = - CAx(t) + CFz(t) + CGyw(t) - D,sign(s(t))|x(t)|
- D,sign(s(t))]z(t)| - D,sign(s(t))]w(t)] (I1.4.3.1)

Der Folgeregler (II.4.3.1) ist im wesentlichen eine Erweiterung des Reglers
(IT1.3.3.1) und eignet sich demzufolge fiir Systeme mit Eingangsstérungen des
Typs 0, 1 oder 2. Wieder kann man zwei Gruppen von Termen unterscheiden. Die
erste Gruppe stellt eine lineare Zustandsriickfiihrung dar, wobei zus#tzlich
nun der Steuervektor w(t), der im wesentlichen die Solltrajektorie bestimmt,
mit einbezogen wird. Die zweite Gruppe wird durch die drei nichtlinearen
Terme gebildet. Bei allen drei Termen tritt der Schaltvektor s(t) (II1.4.2.1)
auf. Die Verstidrkungsmatrizen D,, D, und D, sind diagonalférmig, so dass im
ganzen 3*m Verstirkungen zu bestimmen sind.

Wie im Abschnitt II.3.4 gezeigt wurde, ist dieser Reglertyp fiir Systeme ohne
Eingangsstérungen und mit nur sparlich besetzter 8A(t) Matrix ungeeignet.
Fir diese Systeme eignet sich der Folgeregler (1I1.4.3.2) besser :

u(t) = - CAx(t) + CF,z(t) + CG_w(t) - A(t)sign(s(t))

A(t) = diag(A;(t))  i=1, 2,.m (I1.4.3.2)
A(t) = I dyy lxy(t)l
J=1

Der Regler (II.4.3.2) ist dem Regler (II.3.3.2) sehr &hnlich. Tatsachlich
besteht der Unterschied einzig darin, dass (I1.4.3.2) 2zwei zusidtzliche
lineare Terme enthdlt. Da (II.4.3.2) nur fir Systeme ohne Eingangsstérungen
sinnvoll eingesetzt werden kann, enthidlt der nichtlineare Term keine von
z(t) oder w(t) abhingige Komponenten.

Far Systeme mit Eingangsstérungen vom Typ 3 schliesslich wird der Regler
(I1.4.3.3) zum Einsatz gelangen. Genau gleich wie der entsprechende Regler
(I1.3.3.3) wird er aus dem Folgeregler (II1.4.3.1) gewonnen, indem die
Verstarkungsmatrizen durch skalare Verstirkungen ersetzt werden :

u(t) = - CAx(t) + CFz(t) + CGw(t) - d,sign(s(t))|x(t)]

- dzsign(s(t))|z(t)| - dysign(a(t))|w(t)] (I1I.4.3.3)
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11.4.4. Stabilitatsbedinqungen des Gleitzustandes

In diesem Abschnitt werden die Bedingungen fiir die Folgereglerverstéirkungen
formuliert, welche garantieren, dass die Punktmenge, welche durch die
Gleichung 8(t)=0 definiert wird, asymptotisch stabil ist.

Das dazu verwendete Vorgehen lehnt sich stark an den entsprechenden
Abschnitt (II.3.4) des Regulatorproblems an. Insbesondere wird die gleiche
Ljapunow-Funktion (II.3.4.2) verwendet. Das Ziel dieses Abschnittes wird es
sein, Verstiarkungen zu finden, welche garantieren, dass die =zeitliche
Ableitung der Ljapunow-Funktion ausserhalb der Gleitmannigfaltigkeit negativ
definit ist.

Einsatz des Reglers (I11.4.3.1)
S it Ei td T 2 .

Mit der Gleichung (II.1.1.1) fir die Strecke und der Gleichung (II.4.1.1)
fir das Referenzmodell kann die Fehlerdynamik im Falle des Einsatzes des
Reglers (I1.4.3.1) angegeben werden :

e(t) = x(t) - z(t)

= DA x(t) - NIF,z(t) - MG w(t) + 8A(t)x(t)

SB(t)CA, x(t) + 8B(t) CF z(t) + SB(t)CG w(t)

[B, + 8B(t)]D,sigmn(s(t))|x(t)]

[B, + 8B(t)]D,sign(a(t))|=z(t)]

[B, + 8B(t)]D.sign(s(t))|w(t)] (I1.4.4.1)

Es ist einfach einzusehen, dass das Produkt IIG, verschwinden muss, da die
Matrix G, die Rangbedingung (IV.4.1.3) erfillt. Aus der Gleichung (II.4.4.1)
kann nun die Ableitung des Schaltvektors (II1.4.2.1) berechnet werden, wobei

mit Hilfe des Satzes 6 und der Aufspaltung (II.2.2.3) der Ausdruck
vereinfacht werden kann :

C e(t)
[COA(t)-Rg(t)CA Jx(t) ~ [I + Rp(t)]D,sign(s(t))|x(t)|

+ Rp(t)CF.z(t) - [I + Ry(t)]D,sign(s(t))|z(t)|

s(t)

+ Ry(t)CGw(t) - [I + Ry(t)]D,sign(s(t))|w(t)]| (I1.4.4.2)

Die einzelnen Terme sind in (II.4.4.2) so geordnet, dass die Analogie zum
Regulatorproblem offensichtlich wird. Tats#dchlich ist die erste Zeile von
(I1.4.4.2) identisch mit der Gleichung (II.3.4.4)!
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Analog zur Matrix A° kann man die Matrizen F° und G° definieren :

FP=CF, ; [F)],

i

fo, i-te Zeile von F°
G°=CG, . [G°]; = g°;, 1i-te Zeile von G°

#Ausgehend von der Gleichung (II.4.4.2) kénnen nun die Komponenten der
Ableitung des Schaltvektors bestimmt werden (die Eingangsstérung ist nach
Voraussetzung vom Typ 2)

i

Smi(t) = [Bagy(t) - Z{Ipgiaq(t) 2% 41 ]x(t)
3=0
i-1
- Z Ipm-i,m-3(t)(t) dy p-y8ign(sy4(t)) } kx(t)]
=0

- (1 + er—i,m—-i(t)) dx,m—.l sign(s,,(t))|x(t)]

i

+ X {er—i,m-j(t) fom—j}z(t)
3=0

i-1
" Z{ fppy,mg(t) dgpysign(sp4(t)) }iz(t)|

3=0

- (1 + rpp g mi(t)) dz py sign(sy4(t))]z(t)]

i
+ z{er—i,m—j(t) gom—j} '(t)

J=0
i-1
" Z{rppy,my(t) dypysign(syy(t)) }Hw(t)]
3=0
= (1 + rppy,mi(t)) dymy sign(sey(t))|w(t)] (I1.4.4.3)

Die Bestimmung der Stabilitédtsbedingungen fir den Regler (II.4.3.1) verlauft
gleich wie im Abschnitt II.3.4. fir den Regler (II.3.3.1) gezeigt wurde. Die
verbleibenden Schritte sind :

1. Bestimmen von v, ,(t) = sign(sp;(t)) sp,(t)
2. Obere Schranke fir vy ;(t) mit Hilfe der Dreiecksungleichung bestimmen

3. Wahl von d; 4 d; -, und d, ,, so dass auch im schlechtesten Fall
Vp-i(t) < 0 garantiert ist, wobei die Reglerverstirkungen dy 54 d; ny

undd, , 4 (0 £ j < i) bereits bekannt sind.
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Das Resultat dieses Vorgehens ist in der Stabilitétsbedingung (II.4.4.4)
festgehalten :

Definition
1 i-1
Nps(t) = |82, 4(t) - Z{rppiniy(t) 2% g1+ Z {|opp1.,0-3(t) dx,u3
4=0 =0
1 1-1
Vo s(t) = | = (rppiny(t) £u gt | +Z {Ipp s ny(t) dpng
=0 =0
i i-1
€oi(t) = | Z {rpp1.mi(t) 9°ng} | +Z {Irpp-i.m3(t)] dyny
=0 =0

Coa(t)

1 + rppy pa(t)

Stabilitatsbedingung :

dyps >  max { Npy(t) / Lo (t)]
t

dpt > max { Vpy(t) / Lualt)} (I1.4.4.4)
t

dymy > max { & (t) / Loy(t)}
t

Satz 12 :

Falls die folgende Bedingungen erfillt sind :

1. Die Strecke (II.1.1.1) gehért zu der Klasse der
idealen Systeme, gemdss Abschnitt II.1.2.

2. Die Eingangsstérung ist vom Typ 2 und erfillt die
Bedingung (II.2.3.1)

3. Das Referenzmodell (II.4.1.1) erfiillt die
Rangbedingungen (I1.4.1.3)

und falls alle Verstiarkungsfaktoren des Reglers (II1.4.3.1) die Bedingungen
(I1.4.4.4) erfilllen, so ist fiir das geschlossene System die Punktmenge,
definiert durch die Gleichung s(t) =C e(t) =0, asymptotisch stabil. Mit
anderen Worten, der Gleitzustand wird immer erreicht werden und fir alle
Zeiten t > t* (t*se) erhalten bleiben.
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Auf den Beweis dieses Satzes wird verzichtet, da er véllig analog 2zu
demjenigen des Satzes 7 ist. Man beachte, dass bei der Berechnung der
Verstarkungen wieder mit dem Index i=0 zu beginnen ist.

Falls alle Verstarkungsfaktoren von (II.4.3.1) die Bedingungen (1I1.4.4.4)
erfillen, muss der Gleitzustand (zumindest asymptotisch) erreicht werden.
Damit ist selbstverstdndlich noch nicht garantiert, dass auch der Fehler
e(t) verschwindet. Dieser Punkt wird im nachsten Abschnitt untersucht
werden.

Wie beim Regqulatorproblem kann man auch beim Folgeregelungsproblem
Bedingungen formulieren, welche eine endliche Treffzeit garantieren. Das
Vorgehen um diese Bedingungen zu finden ist analog zum Abschnitt II.3.7, so
dass hier nur der entsprechende Satz 13 angegeben wird.

Satz 13 :

Werden die Verstarkungen D,, D, und D, des Reglers (II.4.3.1) geméass
Bedingung (II1.4.4.5) gewahlt, so wird das System (II.1.1.1) durch den Regler
(II.4.3.1) in endlicher Zeit in den Gleitzustand gebracht.

dp,y = dy o + (|oy]+B;)/min{lerg, ;(t)}

t ﬁi > 0
dy,i = dy, 40 + (log|+By)/min{lerg,; ;(t)}
t
dy,; = dy, i (I1.4.4.5)

Die Verstdrkungen d; ;, d; ;, und d ;, sind durch die Bedingung (II.4.4.4)
gegeben (das ">" Zeichen ist durch das "=" zu ersetzen).

Aus der Stabilitdtsbedingung (II.4.4.4) konnen natirlich ohne weiteres die
entsprechenden Bedingungen fir Systeme mit Stérungen vom Typ 1 und 0
bestimmt werden :

E; ] Tvp 1 -
Definition :
n(t) =lday(t) - rp, s (t) a |
vi(t) =lrp,  (t) £, |
Ei(t) = lrpy s(t) 9o |
Lalt) = 1 + rpy,a(t)
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Stabilitatsbedingung (I1.4.4.6) :

dy,; > max { M(t) / §y(t)}

t

d; ; > max { V;(t) / §;(t)} (I1.4.4.6)
t

dy s > max { & (t) / §(t)} fir allei =1, 2 .m
t

Eingangsstérung Typ 0 :
Stabilitdtsbedingung (I1.4.4.7) :

A,y > max { |Ba(t)| }
t
(I1.4.4.7)
dg,; >0, dy,; >0 firallei=1 2.m

Obwohl die Verstédrkungen d, ; und d,; prinzipiell auch Null sein kénnen,
empfiehlt es sich, diese nicht zu klein zu machen, damit der Folgeregler
besser auf Anfangsfehler und, wdhrend der ersten Phase, auf Verinderungen
der Steuergrosse w(t) reagieren kann.

Einsatz des Reglers (I1.4.3.2)

Wie beim Requlatorproblem gezeigt wurde, lohnt sich der Einsatz des Reglers
(I1.4.3.2) nur dann, wenn erstens keine Eingangsstérungen vorhanden sind und
zweitens die 8A(t)-Matrix sparlich besetzt ist. Fir diesen Fall lassen sich
die Stabilitatsbedingungen fiir den Gleitzustand relativ einfach berechnen.
Ausgehend von der Strecke :

x(t) = (A, + 3A(t))x(t) + Bou(t)

kann mit Hilfe des Referenzmodells (II.4.1.1) und des Reglers (II.4.3.2) die
Fehlerdynamik berechnet werden (man beachte, dass wieder H G, = 0 gilt) :

e(t) = MAx(t) - MEz(t) + 8A(t)x(t) - BA(t)sign(s(t)

Mit den Definitionen (I1.4.2.1) und (II.4.3.2) kann die Ableitung der i-ten
Komponente des Schaltvektors berechnet werden (siehe auch Satz 6) :

n

si(t) = Z {8a;4(t)xy(t)} - d;y |x4(t)| sign(s,(t))
=1

Vervendet man wiederum die Ljapunow-Funktion (II.3.4.2), so kann deren
Ableitung aus dieser Gleichung unmittelbar angegeben werden. Mit Hilfe der
Dreiecksungleichung kann man dann Reglerverstiarkungen finden, welche
garantieren, dass alle Summanden von v(t) negativ sind :
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dyy > max {laaij(t)l} fir alle i=1 .m und j=1 .n (I1.4.4.8)
t

Diese Bedingungen sind identisch mit denjenigen des Regulatorproblems, was
nicht erstaunlich  ist, da bereits gesagt wurde, dass das
Folgeregelungsproblem eigentlich ein Regulatorproblem fiir die Fehlergrésse
ist.

Einsatz des Reglers (II.4.3.3)
Dieser Regler ist nur fiir Systeme mit Eingangsstérungen des Typs 3 geeignet,
welche die Bedingung (II.2.3.2) (diagonale Dominanz) erfiillen.

Das Vorgehen bei der Bestimmung der drei Reglerverstirkungen von (II.4.3.3)
ist demjenigen des entsprechenden Reglers (I1.3.3.3) im Regulatorproblem
gleich. Ausgehend vom System (II.1.1.1), dem Referenzmodell (II.4.1.1) und
dem Regler (II.4.3.3) wird zuerst die Fehlerdynamik und anschliessend die
Ableitung des Schaltvektors berechnet :

8(t) = [C 3A(t)-Rp(t)CA,1x(t) - d [I + Ry(t)]sign(s(t))|x(t)]
+ Rp(t)CFoz(t) - d, [I + Ry(t)]sign(s(t))|z(t)]
+ Rg(t)CG w(t) - d, [T + Ry(t)]sign(s(t))|w(t)]| (I1.4.4.9)

Die benutzte Ljapunow-Funktion ist wieder durch die Gleichung (II.3.4.2)
gegeben. Aus Gleichung (I1.4.4.9) koénnen die einzelnen Komponenten des
Schaltvektors und damit die Summanden der Ableitung der Ljapunow-Funktion
berechnet werden. Mit Hilfe der Dreiecksungleichung kénnen die Schranken
(I1.4.4.10) fir die drei Verstirkungen d,, d, und d, gefunden werden, welche
garantieren, dass die Ableitung der Ljapunow-Funktion negativ definit ist.

m
Definition : ni(t) = [8ay(t) - Z {rg,; 4(t) a%} |
=1

Vy(t) = |X {rp, j(t) £} |

=1
Ei(t) = |Z {rps,4(t) g%} |
j=1
La(t) =1 + gy 4(t) - zeri,j(t)’
3=1
Jui
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Stabilitatsbedingung :

de > max { My(t) / Ly(e) }

t,i

d, > max { V(t) / L(t) } (I1.4.4.10)
t,i

dy > max { §(t) / Ly(t) } i=1, .m

t, i

Man beachte, dass analog zum Regler (II.3.3.3) auch hier ein Maximum tber
zwel unabhéngige Variable 2zu bilden ist. Die Existenz entsprechender
Verstarkungen ist wieder durch die Annahme (II.2.3.2) gesichert.

Dieser Abschnitt ist das Analogon des Abschnitts II.3.4. Die dort gefundenen
Resultate konnten auf das Folgeregelungsproblem iibertragen werden :

- Fir Systeme mit Stérungen des Typs 1 oder 2 ist der Folgeregler
(II.4.3.1) am besten geeignet. Falls die Annahme (II.2.3.1) erfiillt
ist, ist es immer moéglich hinreichende Reglerverstarkungen zu finden

- Fir Systeme ohne Eingangsstérungen und sparlich besetzter Stérung 8A(t)
ist der Regler (II.4.3.2) geeignet. Falls 8A(t) voll besetzt ist, ist
auch bei Typ 0 Systemen der Regler (II1.4.3.1) vorzuziehen.

- Fir Systeme mit Typ 3 Eingangsstérungen muss der Regler (II.4.3.3)
eingesetzt werden, welcher den Nachteil besitzt, dass er zusatzlich die
Bedingung (II.2.3.2) zu erfiillen hat.
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11.4.3, Systemverhaiten im Glejtzustand

Dieser Abschnitt untersucht die Frage, wie sich das System in der zweiten
und dritten Phase verhdlt (t* < t < «). Dabei wird angenommen, dass der
Gleitzustand in endlicher Zeit erreicht wurde.

Wie schon im letzten Abschnitt wird sich auch hier erweisen, dass zwischen
dem Folgeregelungs- und dem Regulatorproblem eine grosse Aehnlichkeit
besteht. Insbesondere wird wieder ein &dquivalentes System eingefiihrt, an
welchem die Eigenschaften des wirklichen Systems studiert werden.

Es werden die folgenden zwei Séitze bewiesen :
Satz 14

Solange der Fehler e(t) durch irgendeinen Regler (II.4.3.1/2/3) im
Gleitzustand gehalten wird, verschwindet der Einfluss aller
Parameterstérungen vollsténdig.

Satz 15 :

Der Fehler e(t) besitzt im Gleitzustand die gewiinschte Dynamik, welche in
der Matrix C festgehalten ist, wobei die Ordnung der Fehlerdynamik
(scheinbar) um m Freiheitsgrade reduziert ist.

Beweis der Satze 14 und 15 :
Da der Fehler e(t) gemdss Voraussetzung im Gleitzustand ist, muss der Vektor
s(t) (II.4.2.1) identisch verschwinden. Deswegen muss auch seine erste

Ableitung Null sein. Daraus kann die &quivalente Steuergrosse ugg(t)
bestimmt werden :

8(t) = C(Xoq(t) - Zeq(t))
= C(A, + 3A(t))xoq(t) + [I + Rp(t)Jugq(t) - CFoZeq(t) - CG w(t) = 0
= Ugg(t) =- [I+ Rg(t)]-HC(A, + aA(t))xeq(t) = crozeq(t) - GG w(t)}

Setzt man diesen Steuervektor in die Fehlerdynamik ein, und verwendet man
die Aufspaltung (II.2.2.3), so erhélt man die folgende Gleichung :

8uq(t) = (Ag + 8A(L))xpq(t) - FyZeq(t) - Gow(t)

- o{c(Ao + 5A(t))xeq(t) - CFozeq(t) - CGo'(t)}

Diese Gleichung kann mit Hilfe des Satzes 6 erheblich vereinfacht werden :

éeq(t) = HAgxoq(t) - I F zeq(t) = Aggxeq(t) - FogZeqlt)
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Es ist 1leicht einzusehen, dass die beiden Matrizen 1gq und E;q identisch
sind. Diese folgt unmittelbar aus der Rangbedingung (II1.4.1.3), bzw. aus der
Aufspaltung (I1.4.1.4) :

I F, = I (A, - B, M) =“A0=Aeq
Damit lasst sich die endgiltige Fehlerdynamik (II.4.5.1) angeben :
éeq(t) = Aeqxoq(t) = Aeq zeq(t) = Aeqeoq(t) (I1.4.5.1)

Die Gleichung (II.4.5.1) ist mit der Gleichung (II.3.5.2) identisch, falls
man x(t) mit e(t) vertauscht. Daraus folgt sofort, dass die Sitze 14 und 15
korrekt sind, da sie den bereits bewiesenen Sitzen 8 und 9 entsprechen.

EdB.

Alle Bemerkungen des Abschnitts II.3.6 gelten im iibertragenen Sinn auch fir
das Folgeregelungsproblem, so dass sie hier nicht wiederholt werden.
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11.4.6. Zusammenfassung 1.4, Beispiel

Im Unterkapitel II.4 wurde das Folgeregelungsproblem fir ideale Systeme
gelost. Folgende Erkenntnisse wurden dabei gewonnen :

- Das Folgeregelungsproblem mit Referenzmodell kann als Requlatorproblem
fir die Fehlergrosse interpretiert werden.

- Fir ideale Systeme, welche die Voraussetzungen (II.2.3.1/2) erfiillen,
lassen sich immer RVS finden, welche garantieren, dass der
Gleitzustand erreicht und gehalten wird.

- Das Systemverhalten ladsst sich in drei deutlich verschiedene Phasen
aufspalten.

- Es konnen Bedingungen angegeben werden, welche garantieren, dass die
Treffzeit endlich ist.

- In der zweiten und dritten Phase (t* < t < o) ist das geregelte System
absolut robust in Bezug auf die Parameterstérungen, d.h. ihr Einfluss
verschwindet vollsténdig.

- Die Dynamik der Fehlertrajektorie ist durch die Wahl von (n-m)
Eigenverten auf einfache Art beliebig vorgebbar.

- Im Gleitzustand reduziert sich die Ordnung des Fehler-Systems
(scheinbar) um m Freiheitsgrade.

- In der dritten Phase verhidlt sich die Strecke gleich wie das Referenz-
modell. Dies gilt fir beliebige Signale w(t), welche den Sollverlauf
z(t) bestimmen.

Beispiel :

Im Unterschied zum Beispiel des Abschnitts II.3.8 wird hier von einem System
ausgegangen, welches in einem allgemeinen Koordinatensystem gegeben ist. Das
betrachtete Sytem hat vier Zustinde und zwei Steuergrossen. Das
Nominalsystem ist gegeben durch :

r - r -1

0o -2.0 0.0 1.0 1.0 0.0
1.0 00 05 0.0 0.0 1.0
B =
0.5 0.0 0.0 -4.0 -1.0 0.0
-i.0 0.0 1.0 -1.0 .0 2.0
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Eigenverte der Matrix A, :

et
i

01480 + j*1.6147

0.1480 - j#1.6147

h'E-_l
I

Ay = -0.6480 + j*2.0820

e
1

= -D.56480~ j*2 0820
Das Nominalsystem ist instabil. Seine Steuerbarkeitsindices lauten :
9 =9 =2

Das Nominalsystem wird durch folgende Parameterstérungen beeinflusst :

] 0.0 83.1 .0 0.0 i .5']::1 0. U—

0.0 0.0 0.0 Saz 0.0 &b,

HAlt) = EB(t)= “
0.0 —Sa1 0.0 0.0 —6b1 0.0

0.0 0.0 0.0 28, 0.0 25t5

Die Variationsgrenzen der Parameterstérungen sind :

-1.0 < da,(t) < 1.0 -1.0 < day(t) < 1.0

-0.5 < 8b,(t) < 0.5 -0.5 < dby(t) < 0.5
Das "Pflichtenheft" fir den Folgeregler lautet folgendermassen :
- physikalisch wichtig sind die Zustinde x,(t) und x,(t)

- diese Zusténde missen durch die Eingangsgrésse w(t) verninftig
beeinflusst werden kénnen (Zeitkonstante ca. 1 Sekunde)

Das Referenzmodell (F,,G,} erfiilllt dieses Pflichtenheft und die
Rangbedingungen (II1.4.1.3) :

— oy

-1.0 0.0 0.0 0.0 1.0 0.0

0.0 -1.0 0.5 0.0 0.0 1.0
F, = G, =

1.6 -2.0 0.0 -3.0 -1.0 0.0

-3.0 -2.0 1.0 -1.0 0.0 2.0
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Eigenwerte der Matrix F, :

Mit dem

im Abschnitt

(II.2.1)

a.

e

16

N

1.000

[we]

gezeigten

-0.8917 + j+1 9541

-0.8917 - j*1.9541

Transformationsmatrizen T und P berechnet werden :

0.
1.

0.

240 1.000

140 0.000
260 -1.00

0.oca

0. 760
-8.16

-0. 48

0.160 0.000)

1.000
0.aoo

2. 000

Yerfahren,

1.0 0.0

0.0 1.0

konnen die

Im kanonischen Koordinatensystem haben die oben eingefiihrten Matrizen die

folgende Gestalt :

-1 _
T la,T-

T l5A(t)T =

T-F T=

Da die

1.0

)

0 0.

2

0.0
1.148&1 0.0

[ 0.0

0.0 0.0

(0.0 1.0

0.0 0.0

Matrix P gleich der

.00 -0.24 -2.00 -0.16
0

0.37 -0.64 -3.92 -0.7¢6

- 7288, 0.0 -.

-0.24 -1.24 -0.16 -0.

-1.01 -1.64 -4.84 -1.76

0.0 0o

0o 1.0

0.0 0.0
.?Gbal Sal
.0 0.0

488&2 2 582

0.0 0.0
16
0.0 1.0

Identitét

-1 _
T8 =

T-5Bit)=

T-lg =

ist,

0.0
1.0
0.0

0.0

0.0
1.0
0.0
0.0

und da

die

0.0
0.0
n.o

1.0

relative

Eingangsstérung Rp(t) diagonalférmig ist, hat das betrachtete System, gemass
Abschnitt II1.2.3, eine Eingangsstérung vom Typ 1.
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Die Fehlerdynamik wird finfmal schneller als die relevante
Systemzeitkonstante angesetzt :

Ay =-5.0 E 1 0 0
= C=
3 005 1

‘2

i

[
=L
o

Es wird der Regler (II.4.3.1) verwendet. Die Bedingung (II.4.4.6) ftur dieses
System ausgewertet, ergibt die folgenden Schranken (in Klammern sind die
fur die Simulation verwendeten Werte angegeben):

dy (> 8.22.. (8.3) d,0 > 3.77. (3.8)  dy,> 1.0  (1.0)
dy , >9.65.. (9.7) d, » > 6.13. (6.2) dyo> 1.0 (1.0)

Damit kann der Regler (II.4.3.1) dimensioniert werden ( in kanonische
Koordinaten) :

u(t)

- CAx(t) + CF.z(t) + CBw(t) - Dysign(a(t))|x(t)]
- D,sign(s(t))|=(t)| - Dysign(a(t))[w(t)]

-200 476 -200 -0.16 Xit)+ -0.24 276 -0.16 -0.16
037 -064 -292 424 ) -1 -164 -484 224

83 00 38 00 1000
-1 |x(t)]+ ()] + w(t)l} sigm (s(t)
o010

aQ 97 00 62

Jz{t}+ wit)

Die Bilder (II.4.6.1/3) zeigen das Ergebnis einer numerischen Simulation des
geschlossenen Systems iiber ca. 3 Sekunden. Die Parameterstérungen werden
sinusfdérmig moduliert und sind wihrend der ganzen Simulationsdauer aktiv.
Die Eingangsgrésse des Referenzmodells w(t) ist in Bild 1II.4.6.2
dargestellt. Es wurden die folgenden Anfangsbedingungen gewahlt :

X3(to)=-2.0; xp(ty)= 3.0; xa(t,)= 1.0; x,(t,)=-1.5; z(t,) = 0

Die charakteristischen Zeiten sind t* = 0.092.. und t** » 1 Sekunde. Das erste
Bild zeigt den Verlauf vomn x3(t) und x,(t). Wie erwartet, folgen diese
Groéssen den entsprechenden Zustinden des Referenzmodells fir alle Zeiten
t > t*.

A Zustdnde

2.5 Sekunden

"= xp(t) e =xg(t); mz (b); 0=zy(t)

Bild IT1.4.6.1.
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Steuersignale :

W (t)
10
~-10
2.5 r
A szt) Sekunden
10
-10

Bild 1I1.4.6.2

Im zweiten Bild ist der Fehler e(t) aufgezeichnet. Wie erwartet verhdlt sich
der Fehler ftir Zeiten t>t* wie das Ausgangsignal eines Verzégerungselements
erster Ordnung mit Zeitkonstante von 0.2 Sekunden.

Fehlergrissen
Legende : s=eqit) o = e, (t)
¢=Ez(t} " = 84(t}
2.5 Sekunden
Bild 11.4.6.3
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11.1 Problemstellung

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit Systemen, die in irgendeiner Weise von
der Idealform abweichen, wie sie im Unterkapitel II.1 definiert wurde.

Wenn nicht explizit ein allgemeines Koordinatensystem angenommen wird, so
sind auch in diesem Kapitel die betrachteten Strecken in Block-Begleitform.

Da im Unterkapitel II.4 gezeigt wurde, dass das Folgeregelungs- auf ein
Regulator-Problem fiir den Fehler e(t) =zuriickgefithrt werden kann, wird in
diesem Kapitel nur noch das Regulator-Problem untersucht.

Im ersten Unterkapitel III.2 werden Systeme untersucht, welche die Annahme
(II.1.2.2) verletzen. Im Abschnitt III.2.1 wird gezeigt, dass auch solche
Systeme immer zum Gleiten gebracht werden kénnen. Im Abschnitt III.2.2 wird
eine spezielle Klasse von Stérungen untersucht, welche, wie die idealen
Stoérungen, vollstdndig ohne Einfluss auf das gleitende System sind. Im
Abschnitt III.2.3 werden schliesslich allgemeine Stérungen 8A(t) untersucht.

Das Unterkapitel III.3 beschiaftigt sich mit der wichtigen Frage der
Zustandsbeobachtung. Im Abschnitt III.3.1 wird das Systemverhalten fiir den
Fall untersucht, dass der Gleitzustand stabil ist. Die Stabilitatsfrage wird
anschliessend im Abschnitt III.3.2 analysiert.

Das Unterkapitel III.4 untersucht den Einfluss von Rauschprozessen auf
Systeme mit RVS. Dabei wird zwischen Rauschen am Eingang ("Motor"-Rauschen,
Abschnitt III.4.1) und Rauschen am Ausgang (Mess-Rauschen, Abschnitt
I11.4.2) unterschieden.

Im Unterkapitel III.5 werden Systeme mit beschrinkten Steuergréssen
analysiert. Abschnitt III.5.2 zeigt ein Verfahren, wie das Existenzgebiet
des Gleitzustandes (d.h. derjenige Teil der Gleitebene, auf welchem der
Gleitzustand bei beschrénkten Steuergréssen stabil ist) abgeschitzt werden
kann.

Das letzte Unterkapitel III.6 versucht, die bisher fiir lineare Systeme
gefundenen Resultate auf nichtlineare Systeme auszudehnen. Im Abschnitt
I11.6.2 wird an einem Roboter gezeigt, wie man in diesem Fall vorgehen kann.
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111.2. Ni
111.2.1 Stobilititshedingungen des Gleitzustondes

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass das System (II.1.1.1) fir beliebige

Storungen 8A(t) in den Gleitzustand gebracht werden kann (insbesondere
brauchen die Stérungen die Rangbedingung (II.1.2.2) nicht zu erfiilllen).

Der Beweis, dass die Mannigfaltigkeit s(t)=0 eine stabile Punktmenge ist,
kann fast wie im Abschnitt II.3.4 gefithrt werden. Der einzige Unterschied

besteht darin, dass die Beziehung (II.3.4.5) nicht mehr giltig ist, da 8A(t)
i.a. die Rangbedingung (II.1.2.2) nicht mehr erfiillt.

Die Stabilitatsbedingung (II.3.4.11) kann ohne weiteres auf nichtideale
Parameterstérung 8A(t) angepasst werden :

Definition :
i i-1
Noi(t) = log  8A(t) - X Ipnymg(t) 2% 1+ X erm—i,n—j(t)I dpq
j=0 =0

Ca-s(t)

1+ Tpm-i,m-1(t)

Stabilitéatsbedingung :

dpy > max { Mg o(t) / G y(t)] fir alle i=0,.m-1 (III.2.1.2)
t

Der einzige Unterschied zur Bedingung (II.3.4.11) besteht darin, dass der
erste Term in N, ;(t) neu geschrieben werden muss (der Zeilenvektor c;
bezeichnet die i-te Zeile der Matrix C). Satz 7 bleibt gilltig, falls alle
Reglerverstédrkungen die Bedingungen (III.2.1.2) erfiillen.

Die Existenz der Reglerverstirkungen d, ist immer noch durch die Bedingung
(II.2.3.1) garantiert, da die Norm des Zeilenvektors o; 8A(t) in
physikalisch sinnvollen Problemen endlich ist.

Damit ist gezeigt, dass auch bei beliebigen Parameterstérungen 8A(t) das
System in den Gleitzustand gebracht und dort gehalten werden kann. Dies
garantiert aber nicht, dass, wie es fir ideale Systeme der Fall war, der
Zustand asymptotisch stabil ist! Diese Frage wird in den 2zwei néachsten
Abschnitten untersucht.
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W22 Li bhinaiae St

Dieses Kapitel beschaftigt sich mit einer Klasse von Stérungen 8A(t), welche
gleich wie die idealen Stérungen, das Systemverhalten im Gleitzustand in
keiner Weise beeinflussen.

Da in diesem Kapitel die Unterscheidung zwischen dem urspriinglichen und dem
kanonischen Koordinatensystem wichtig ist, wird der Index "c" voriibergehend
wieder verwendet. Alle Gréssen ohne Index “." sind in Original-Koordinaten
definiert.

Das Vorgehen gliedert sich in zwei Teile. Im ersten Teil dieses Abschnitts
verden einige Definitionen und Annahmen getroffen. Im zweiten Teil wird mit
Hilfe des 4dquivalenten Systems der Satz 16 bewiesen.

Annahmen
In Originalkoordinaten lautet die Matrix C folgendermassen :
C= CT!

Die beiden Matrizen T und C. sind gemiss Abschnitt II.2.1 und II.3.2
definiert.

Die Klasse der hier untersuchten Stérungen wird durch alle Matrizen SA(t)
gebildet, welche die folgende Rangbedingung erfillen :

Rang[ 8A(t), CT] = Rang[CT ] = m (I11.2.2.1)

Die Ungleichungen (II.1.1.2) begrenzen auch hier den Variationsbereich der

sonst v4llig unbekannten Elemente der Matrix 8A(t). Die Stérung 8A(t) hat in
kanonischen Koordinaten keine spezielle Struktur, d.h. das System (II.1.1.1)
ist nicht mehr fir alle Zeiten in die allgemeine Blockbegleit-Form
transformierbar.

Dank der Bedingung (III.2.2.1) kann aber die Stérung 8A(t) folgendermassen
aufgespalten werden :

8A(t) = R,(t)C.T-2 R,(t) € Rnm (1I1.2.2.2)

Die relative Stérung R,(t) hat i.a. vollen Rang m und ihre Elemente sind
untereinander véllig unabhingig und nur durch die Variationsgrenzen von
0A(t) begrenzt.

Wendet man die Transformation T gemiss (I1.2.2.1) auf die Stérung am, so
erhdlt man dank der Aufspaltung (II.2.2.2) folgenden Ausdruck :

8A(t) = T-BA(t)T = T-IR,(t)C.T!T = T-IR,(t)C,
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Satz 16 :

Annahmen : - das geschlossene System wird durch irgendeinen Regler
fir alle Zeiten t>t* im Gleitzustand gehalten

- die Storung 8A(t) erfilllt die Rangbedingung (III.2.2.1)

- die Strecke erfiillt die Annahmen (II.1.2.1/3/4/5), d.h.
nur die Stérung 8A(t) weicht vom Idealfall ab

Falls diese drei Annahmen erfiillt sind, verschwindet der Einfluss der
Parameterstérung 8A(t) auf das geschlossene System vollstindig. Man beachte,
dass die erste Annahme nicht kritisch ist, da in III.2.1 gezeigt wurde, dass
Systeme mit beliebigen Parameterstdrungen 8A(t) in den Gleitzustand gebracht
werden kénnen.

Beweis des Satzes 16 :
Da nach Voraussetzung fiir alle Zeiten t>t" die Gleichung (III.2.2.3)
C. x.(t) =8.(t) =0 (II1.2.2.3)

identisch erfiillt ist, kann ein dquivalenter Steuervektor berechnet werden.
Dieser Vektor ist durch die Gleichung (II.3.5.1) gegeben (hier wird
zusétzlich der Index “." angegeben) :

Uoq,clt) = ~{CcBoc + 8B.(t)]}1 C[Agc + BA(t)]xeq,c(t) (I11.2.2.4)

Damit das geschlossene System den Einfluss der Parameterstdrung nicht
verspirt, muss also fur alle Zeiten t>t* gelten, dass

I8A (t)xeq o(t) = H.T-1Ry(t)Cxoq (t) = O (1I1.2.2.5)

Im Gegensatz zum Abschnitt II.3.5 kann jetzt die dritte Aussage von Satz 6
nicht verwendet werden, da die Aufspaltung (II.2.2.3) durch die Aufspaltung
(II1.2.2.2) ersetzt wurde. Wegen der Gleichung (III.2.2.3) ist aber der
Zustandsvektor Xeq,c{t) nicht v6llig willkirlich wihlbar, sondern muss in der
Gleit-Mannigfaltigkeit enthalten sein. Diese Tatsache kann man ausniitzen um
die Aussage des Satzes 16 zu beweisen.

Wie in Abschnitt II.3.3 gesagt wurde, ist die Matrix II_ eine Projektion auf
die Gleit-Mannigfaltigkeit. Deswegen kann der Vektor Xoq,c(t) folgendermassen
angesetzt werden :

Xoqolt) = Mrc(t) (I11.2.2.6)
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Der Vektor r.(t) ist nun tatsichlich véllig frei. Die Gleichung (III.2.2.5)
kann damit umgeschrieben werden :

IL.T-R,(t )ccxeq,c( t) = ILT R, (t)CHLr (t)

Mit der Definition von II. und Satz 6 kann man zeigen, dass dieser Term fir
alle r.(t) verschwindet :

Pro memoria : o.= [I -B,C.] CB,.=1I
= ncr_lnl(t)cc [T - B, L.l = ILT R, (t)[I - I} =0

EdB.

Bemerkungen :

Die Bedingungen (II.1.2.2) wund (III.2.2.1) koénnen kombiniert werden.
Stérungen die keine der beiden Rangbedingungen erfiillen, werden das System
auch im Gleitzustand beeinflussen.

Prinzipiell besteht die Méglichkeit, die Matrix C. so zu wihlen, dass eine
bestimmte Art von Stérungen unterdriickt wird. In diesem Falle muss aber eine
grosse Einschridnkung in der Wahl der Dynamik des A4quivalenten Systems in
Kauf genommen werden. Insbesondere kann der Fall auftreten, dass das
dquivalente System instabil wirde, was natirlich nicht akzeptabel ist. Aus
diesem Grunde ist die Bedeutung der Rangbedingung (III.2.2.1) geringer
einzuschétzen als diejenige von (II.1.2.2).
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111.2.3. Rllgemein drunge

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit Parameterstérungen 8A(t), welche weder
die Rangbedingung (II.1.2.2) noch die Rangbedingung (III1.2.2.1) erfiillen.

Im Abschnitt III.2.1 ist gezeigt worden, dass auch Systeme mit solchen
Stérungen immer zum Gleiten gezwungen werden kénnen. Dies garantiert aber
nicht, dass der Zustand des geschlossenen Systems gegen Null strebt.

Im folgenden Bild (III.2.3.1) ist das Phasenportrait eines Beispiels zweiter
Ordnung fiir zwei verschiedene Schaltgeraden dargestellt (Fall 1 bzw. 2). Der
Regler wurde so ausgelegt, dass trotz nichtidealer Parameterstérungen der
Gleitzustand stabil ist. Trotzdem stellt man fest, dass der Zustand x(t) im
Fall 1 divergiert! Wird hingegen die Schaltgerade steiler gewahlt, so
resultiert ein asymptotisch stabiles Verhalten (Fall 2).

2, () x(t )
- t A
““*thkx *Falll+2 x it
—
i %"‘—-._____
. . . Fslll
Fallz ™
& &‘ .*.
e

Bild III.2.3.1

Im allgemeinen Fall kann mit dem &quivalenten System operiert werden, da der
Gleitzustand gemdss Abschnitt II1.2.1 immer erreichbar ist. Ausgehend vom
System (II.1.1.1) und der Definition (II.3.2.1) kann der 4&quivalente
Steuervektor bestimmt werden. Setzt man diesen in die Gleichung (II.1.1.1)
ein, erhalt man :

Xoq(t) = I Axeg(t) + I BA(t)xoq(t) (I1I1.2.3.1)

Im Unterschied zu der Gleichung (II.3.5.2) hat die Stérung auch auf das
adquivalente System einen Einfluss.

Die Frage stellt sich nun, ob geniigend "kleine" Stérungen die Stabilitét des
dquivalenten Systems nicht gefshrden. Um diese Frage zu beantworten, wird
die Ljapunow'sche Methode verwendet. Da das ungestérte System (III.2.3.1)
sicher m Eigenwerte im Ursprung hat, tritt dabei die Schwierigkeit auf, dass
die Ljapunow-Gleichung (III.2.3.2) keine Losung P hat :

PIA,+ ATI'P = -0 ; Q>0 (II1.2.3.2)
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In Abschnitt (II.3.5) wurde jedoch gezeigt, dass die isolierten
Integratoren, welche den m Eigenwerten im Ursprung entsprechen, fir das
gleitende System nicht bemerkbar sind (vgl. Fig. II.3.5.1). Mit Hilfe der
Transformation T (III.2.3.3) kann deshalb diese Schwierigkeit {iberwunden
werden :

T @(t) = x(t) ; T = Block-diag(T,) (II1.2.3.2)

Die Transformationsmatrix T ist blockdiagonal, wobei die Diagonalblocke
durch die Transformationen (II.3.5.5) gegeben sind. Das transformierte
System :

O(t) =TIAT@(t)+ TL1HSA(t) T @(t)
(II1.2.3.3)

= Mg(t)+ E(t)@(t)

kann mit Hilfe des Operators (II.3.5.6) durch ein reduziertes System ersetzt
werden :

Proa(t) = N @roa(t) + ¥(t) Proalt) (II1.2.3.4)

Die Matrix ¥(t) erhdlt man durch Streichen aller p;,~ten Zeilen, bzw.
Kolonnen der Matrix Z(t). Da im Gleitzustand immer gilt, dass @p(t)
verschwindet und da alle p;-ten Zeilen der Matrix T-YI gleich Null sind,

sind diese Streichungen zulissig.

Die Eigenwerte der Matrix N sind vorgebbar, wobei man i.a. die Realteile
kleiner als Null wihlen wird, was die Existenz einer Lésung der Gleichung
(II1.2.3.5) garantiert :

PN+ NP = -1 (II1.2.3.5)

Zur Beurteilung der Stabilitit des Systems (II.2.3.4) kann nun die Ljapunow-
Funktion (III.2.3.6) benitzt werden :

V(t) = OTrealt) P @oa(t) > O (I11.2.3.6)

Die zeitliche Ableitung von v(t) lautet :
v({t) = - 0Trea(t)@realt) + ®Trealt) [P ¥(t) + ¥T(t)P]Q.ea(t)

== 'Trod(t)'rod(t) + ’Tred(t) n(t) ’red(t) (III-2~3'7)
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Falls man zeigen kann, dass (III.2.3.7) fir alle Zeiten kleiner als Null
ist, so ist das System (III.2.3.4) asymptotisch stabil.

Eine hinreichende Bedingung dafiir ist, dass der grésste Eigenwert der Matrix

Q(t) nie grésser als eins ist :

Falls : Apad O(t)} < 1 (II1.2.3.8)

= ’Tred(t) 0(t) Prealt) < ’Tred(t)’red(t) = ‘.’(t) <0

Falls die Matrix ¥(t) geniigend “klein" ist, wird das System (III.2.3.4)
asymptotisch stabil sein. In diesem Fall muss auch das System (III.2.3.1)
asymptotisch stabil sein, da schon gezeigt wurde, dass die isolierten
Integratoren im Gleitzustand ohne Einfluss bleiben.

Damit ist gezeigt worden, dass “kleine" Abweichungen von der Idealform nicht
zu katastrophalen Verschlechterungen des Systemverhaltens fiihren. Die RVS
besitzen also, neben ihren eigentlichen Robustheitseigenschaften bei idealen
Parameterstérungen, sozusagen eine Robustheit “zweiter Art". Da die
Berechnung des gréssten Eigenwerts A,, nicht einfach durchzufithren ist, sind
die Aussagen dieses Abschnitts eher qualitativ aufzufassen.
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Dieses Unterkapitel beschéftigt sich mit Systemen (II.1.1.1), welche nur in
der Bedingung (II.1.2.4), d.h. beziiglich der vollstindigen Beobachtbarkeit
des Zustandes, von der Idealform abweichen. Alle Betrachtungen finden im
kanonischen Koordinatensystem statt. Nur der Regler (II.3.3.1), der fir
Eingangsstérungen des Typs 2 geeignet ist, wird eingesetzt. Die Resultate
gelten aber im iibertragenen Sinne fiir alle Regler des Abschnitts II.3.3.

Im ersten Teil wird der Beobachter eingefithrt. Fir ein gleitendes,
nichtgestértes System wird die Separation zwischen Zustands- und
Beobachtungsfehler-Dynamik nachgewiesen. Anschliessend wird aber gezeigt,
dass die Parameter-Robustheit beim Einsatz von Beobachtern i.a. verloren
geht.

Das betrachtete System ist durch die Gleichung (III.3.1.1) gegeben. Von
aussen ist nur der p-dimensionale Vektor y(t) messbar :

x(t) = (A, + 8A(t))x(t) + (B, + 8B(t))u(t)

(II1.3.1.1)
y(t) = G x(t); y(t) €Rp

In ersten Teil dieses Abschnitts wird angenommen, dass keine Stdrungen
vorhanden sind (8A(t) = 6B(t) = 0).

Un einen RVS einsetzen zu kénnen, muss der Zustand x(t) durch ein geeignetes
Filter geschitzt werden. Die Eigenwerte des Beobachters sind nur dann alle
frei wihlbar, wenn das Paar {A, G} vollstindig beobachtbar ist (siehe z.B.
[7]). Desvwegen wird angenommen, dass diese Bedingung erftillt ist. Der
vollsténdige Beobachter wird wie titblich angesetzt :

v(t) = Agv(t) + Bgu(t) + L €(t) v(ty) = v,
v(t) = G v(t) (II1.3.1.2)
€(t) = y(t) - w(t) e(t) = x(t) - v(t)

Der Anfangswert des Fehlers e(t,) ist i.a. ungleich Null. Die Matrix L wird
so bestimmt, dass der Fehler in geeigneter Weise asymptotisch gegen Null
strebt.

Der Schaltvektor (III.3.1.3) ist folgendermassen definiert :
s8(t) = Cw(t) (II1.3.1.3)

Falls das System im Gleitzustand ist, kann ein aquivalenter Steuervektor
berechnet werden (siehe Abschnitt 1I.3.5) :

Ugg(t) = - C A, Voe(t) - CLG eyyt) (III.3.1.4)
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Setzt man (IIT.3.1.4) in (III.3.1.1, obne Stérungen) ein, so erhilt man die
Differentialgleichung des &quivalenten Systems :

Xoqlt) = Agq Toq(t) + B, C (A, - L G) e q(t) (II1.3.1.5)

Die Differentialgleichung fiir den Fehler @.q(t) kann man aus den Gleichungen
(ITI.3.1.3) und (III.3.1.1, ohne Stérungen) herleiten :

eoq(t) = (A~ LG) eyg(t) (I11.3.1.6)

Schreibt man die gekoppelten Gleichungen (IIT.3.1.5/6) miteinander auf, so
erhdlt man :

1t A, | BoC(AmLG) | [x (1)
= feecmeeaa L e R R R,
eeq(t} 0 E (A,-LG) eeq{t‘;

Da diese Matrix blockdreiecksférmig ist, sind die Eigenverte der geregelten
Strecke und des Beobachters separiert. Der Entwerfer kann die Dynamik der
Strecke (iber die Matrix C) und die Fehlerdynamik (iiber die Matrix L)
unabhingig voneinander festlegen. Sobald der Fehler geniigend klein geworden
ist, verhilt sich die Strecke, wie wenn eine vollstindige Zustandsmessung
moglich wire (siehe Gleichung (II.3.5.2)).

Dieses schéne Resultat gilt aber nur fir Systeme ohne Parameterstdérungen.
Fihrt man namlich die genau gleiche Berechnung mit dem tatsichlichen System
(ITII.3.1.1) durch, so erhilt man ein vollig anderes Resultat :

Xoq(t) = AygXeq(t) + (BA(t) - 8B(t)CA,)x,q(t)
+ (B, + 8B(t))C(A, -~ LG)eyy(t) (I11.3.1.7)

Die Differentialgleichung fir den Fehler lautet nun :

®eq(t) = [A- L Gleyy(t) + 8B(t)C[A, - LG]eyy(t)
+ [8A(t) - 8B(t)CA,] xoq(t) (II1.3.1.8)

Die Gleichungen (III.3.1.7/8) sind nun tber die Stérungen gekoppelt. Die
Separationseigenschaft zwischen Fehler- und Streckendynamik ist verloren
gegangen. Zus#dtzlich ist aus der Gleichung (II1.3.1.7) ersichtlich, dass das
geschlossene System auch im Gleitzustand durch die Parametervariationen
gestort wird. Die Robustheitseigenschaften der RVS werden demzufolge durch
den Einsatz von Beobachtern i.a. zunichte gemacht.
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Da die Beobachterdynamik nicht mehr alleine durch die Wahl von L definiert
wird, besteht i.a. auch keine Garantie dafir, dass der Becbachter den
Zustand wenigstens annihernd zu schitzen vermag. Im besten Fall, d.h. wenn
der Fehler "klein"” wird, und wenn der Beobachter den Gleitzustand erreicht,
wird der Zustand x(t) in der “Nzhe” des idealen Verlaufs bleiben. Fir ein
System zweiter Ordnung kann z.B. das in Bild III.3.1.1 qualitativ
dargestellte Verhalten resultieren.

X ALY VL) \
2 \frm p v, xl(t;

.

}an &

g

A

Bild IIT1.3.1.1

Man beachte, dass in diesem Abschnitt angenommen wurde, dass der Beobachter
im Gleitzustand ist (Cv(t) = 0). Man kann aber Zeigen, dass nicht einmal
diese Eigenschaft garantiert werden kann!

Ein Ausweg aus dieser Situation ist nur dann ohne weiteres méglich, wenn die
Parameterstorungen messbar oder berechenbar sind (z.B. bei nichtlinearen
Strecken). Im Beobachter werden in diesem Fall die Stérungen nachgebaut.
Falls dies mbglich ist, kann man =zeigen, dass die Strecke bei
verschwindendem Beobachtungsfehler im Gleitzustand von den
Parameterstérungen unbeeinflusst bleibt.

Da jedoch i.a. diese Méglichkeit nicht gegeben ist, muss man andere
Methoden entwickeln, wie trotzdem gewisse Robustheitseigenschaften erzielt
vwerden konnen. Die absolute Robustheit, wie sie fir Systeme mit Beobachter
gegeben ist, wird man aber nicht mehr erreichen kénnen. Es stellt sich dann
die Frage, ob wenigstens, wie in Bild (III.3.1.1) dargestellt, anndhernd die
gewiinschten Eigenschaften erreicht werden kénnen. Das Unterkapitel IV.4 ist
dieser Fragestellung gewidmet.
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111.4. Rauschbehaftete Systeme

In diesem Unterkapitel werden Systeme untersucht, welche durch #ussere
Signale gestért werden. Der Einfachheit halber wird angenommen, dass die
inneren Stérungen (Parameterstérungen) nicht aktiv sind. Falls dies nicht
zutrifft, koénnen beide Stérungen iiberlagert werden. Wenn sich dadurch
Aenderungen gegeniiber dem Fall ohne Parameterstérungen ergeben, wird an den
entsprechenden Stellen darauf hingewiesen werden.

Grundsdtzlich sind zwei verschiedene Klassen von verrauschten Systemen zu
unterscheiden. Die Elemente der ersten Klasse sind durch die Gleichung
(ITI.4.1.1) gegeben. Man kann in diesem Fall von einem “"Motor—-Rauschen"
sprechen. Es wird sich zeigen, dass falls die Bedingung (III.4.1.2) erfillt
ist, diese Rauschsignale, analog zu den idealen Parameterstdrungen, das
geschlossene System im Gleitzustand in keiner Weise beeinflussen kénnen.

Die zweite Klasse von Systemen ist dadurch gekennzeichnet, dass die
Messungen verrauscht sind (siehe Gleichung (II1.4.2.1)). Solche Systeme
besitzen keine absolute Rauschunempfindlichkeit mehr. Im entsprechenden
Abschnitt III.4.2 wird deswegen mit Hilfsmitteln der Stochastik operiert
werden missen.

Alle Betrachtungen finden im kanonischen Koordinatensystem statt.

111.4.1. Systeme mit verrauschtem Eingang

Dieser Abschnitt gliedert sich in drei Teile. Als erstes werden das
betrachtete System und der entsprechende Regler eingefithrt. Im zweiten Teil
werden Bedingungen fiir die noch freien Reglerverstirkungen gegeben, welche
garantieren, dass das geschlossene System den Gleitzustand erreicht. Im

dritten Teil wird gezeigt, dass die betrachteten Rauschsignale das gleitende
System in keiner Weise storen konnen.

Einfithrung :

Die in diesem Abschnitt betrachteten Systeme sind durch folgende Gleichung
definiert :

x(t) = Ax(t) + Bau(t) + Fp(t); p(t) € Rp (II1.4.1.1)
Das System (II1.4.1.1) erfillt die Bedingungen (II.1.2.1/4/5). Zus&tzlich

vird angenommen, dass die konstante, n*p-dimensionale Matrix F, die
Rangbedingung (III.4.1.2) erfillt :

Rang[ B,, F, ] = Rang[ B, ] (I11.4.1.2)
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In diesem Fall kann die Matrix F, folgendermassen zerlegt werden :
F, = BR, R, € R mxp (I1I1.4.1.3)
Vom Rauschsignal p(t) sind nur die Betragsschranken (II1.4.1.4) bekannt :

| P4(t) | < Py max j=1, .p (I11.4.1.4)

Zur Bekémpfung des Rauschsignals wird der Regler (II1.4.1.5) eingesetzt :
u(t) = - CAx(t) - Dysign(s(t)) (II1.4.1.5)

Man beachte, dass der Regler (II1.4.1.5) im Unterschied zum Regler
(II.3.3.1) den Betrag des Zustands nicht zuriickfithrt. Dies hdtte nur dann
einen Sinn, wenn der Betrag des Rauschsignals eine bekannte Funktion des
Betrags des Zustands wéare. Der Schaltvektor ist wie blich durch die
Gleichung (II.3.2.1) gegeben.

Stabilitit des Glei ,

Die Stabilitédtsbedingungen fiir die Elemente der Diagonalmatrix D, werden mit
der schon im Abschnitt II.3.4 verwendeten Methode gefunden.

Die Ableitung des Schaltvektors wird mit Hilfe der Gleichungen
(II1.4.1.1/4/5/6) und dem Satz 6 berechnet :

8(t) = - Dysign(s(t)) + RP(t) (II1.4.1.7)

Die Ableitung der Ljapunow-Funktion (I1.3.4.2) kann mit Hilfe von
(II1.4.1.7) berechnet werden (ro,s ist die i-te Zeile der Matrix R,) :

v(t) = Z { -dy; + sign(sy(t)) r,,p(t) }
i=1

Damit lassen sich die gesuchten Stabilitatsbedingungen formulieren :

dy; > max{ | £, ;P(t) | } (II1.4.1.8)
t

Diese Bedingung ldsst sich leicht auswerten, da nach Voraussetzung die
Stérungskomponenten begrenzt und ihre Maximalbetrdge bekannt sind. Falls
alle Reglerverstirkungen diese Bedingung erfitlllen, muss der Gleitzustand

(mindestens asymptotisch) erreicht und fir alle Zeiten t>t* gehalten werden
(siehe Beweis des Satzes 7).

Falls die Parameterstorungen auch aktiv sind, muss eine Kombination der
Regler (II.3.3.1) und (III.4.1.5) verwendet werden :

u(t) = - CA, x(t) - Daign(s(t))|x(t)| - D, sign(s(t))
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Die Verstarkung D, welche die Parameterstérungen bekampft, hat den
Bedingungen (II.3.4.10) zu gehorchen. Fir die Verstarkung D, gelten nicht
mehr die Bedingungen (III.4.1.8), sondern neu (III.4.1.9).

i-1

| To,0P(t) |+ X lrp pimy(t)] dypy
3=0

Definition : Ne-1(t)

C-s(t)

1 + rggy mi(t)

Stabilitétsbedingung :

dpp1 > max { Mpy(t) / Ley(t)}; i=0,.m~1 (II11.4.1.9)
t

Die Gréssen Irp,14(t) sind die Komponenten der Eingangsstérung Ry(t).

Wie beim Regler (II1.3.3.1) muss auch hier mit der Berechnung der m-ten
Verstiarkung begonnen werden (siehe dazu Abschnitt I1.3.4).

Systemverhalten im Gleitzustand

Sobald das geschlossene System gleitet, kann sein Verhalten an dem
dquivalenten System studiert werden (siehe dazu Abschnitt I11.3.5). Das
d4quivalente System gehorcht der Differentialgleichung (II1.4.1.10) :

Xoq(t) = MAx,o(t) + HFP(t) (III.4.1.10)

Da die Matrix F, der Bedingung (III.4.1.2) genigt, verschwindet das Produkt
IIF, :
OF,= NB,R,= (I - B,C)B_ R, = (Bo- B,)R, =0

Das gleitende System gehorcht demzufolge der &quivalenten Gleichung :

Tog(t) = AgqXog(t) (II1.4.1.11)

Diese Gleichung ist mit der Gleichung (II.3.5.2) identisch. Die Aussagen der
Sétze (8/9) gelten also auch fir Systeme mit Rauschen am Eingang, falls die
Voraussetzung (III.4.1.2) erfillt  ist. Analog zu den idealen
Parameterstérungen kann in diesem Fall von “idealem Eingangsrauschen"
gesprochen werden, da dieses absolut keinen Einfluss auf das gleitende
System ausiibt .
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i11.4.2. § t $ n

Dieser Abschnitt beschaftigt sich mit Systemen, bei welchen der Zustand
nicht genau bekannt ist, sondern durch ein &usseres Signal r(t) verrauscht
wird. Dieser Fall ist schwieriger zu analysieren, als derjenige, der im
letzten Abschnitt untersucht wurde. Insbesondere ist es nicht mehr moéglich
deterministische Aussagen zu machen. Statt dessen muss mit den Hilfsmitteln
der Stochastik operiert werden.

Das Vorgehen in diesem Abschnitt gliedert sich in drei Teile. Im ersten Teil
verden die nétigen Definitionen und Annahmen eingefithrt. Im zweiten Teil
wird die Methode der statistischen Linearisierung diskutiert. Anschliessend
wird die Frage der Stabilit#t des Gleitzustandes untersucht. Dabei wird sich
herausstellen, dass selbst der Mittelwert des Zustandvektors x(t) nicht mehr
zum Gleiten gebracht werden kann.

Definitionen und Annahmen

Das betrachtete Gesamtsystem ist durch die Gleichungen (III.4.2.1) gegeben,
wvobei das farbige Rauschsignal r(t) als gefiltertes weisses Rauschen v(t)

angesetzt wird :

x(t) = (A, + 8A(t))x(t) + Bou(t)
r(t) = For(t) + G w(t) ; r(t)eRr  v(t)eRe
u(t) = f(x(t) + £(t)) (I11.4.2.1)

Da r(t) stochastisch ist, wird auch der Zustandsvektor x(t) zufdllig sein.
Von besonderem Interesse wird in diesem Fall der Mittelwert der
entsprechenden Gréssen sein.

Man beachte, dass die Strecke ohne Eingangs-Parameterstérungen angesetzt
wurde, was die Herleitung der Aussage dieses Abschnitts vereinfacht. Die
Giltigkeit dieser Aussage bleibt aber im Fall mit Eingangsstérungen
erhalten, so dass dieses Vorgehen zuldssig ist.

Der Eingang v(t) des Rauschmodells wird als stationdres, weisses Rauschen
mit den folgenden Kennwerten modelliert :

E{v(t)} = ¥(t)=0 E{V(t)¥(t)} = I, = §(t-1)Q

Die Gewichtungsmatrix Q ist symmetrisch und positiv definit. Die Matrix F,
besitzt nur Eigenwerte mit Realteilen kleiner als Null. Der Einfachheit
halber wird angenommen, dass der Rauschprozess bei t=-e begonnen hat, so
dass auch die Kennwerte von r(t) stationir sind :

E{r(t}} = £(ty=0 E{r(tir{t)} = I,



Z, ist die einzige positiv definite Lésung der folgenden Ljapunov-Gleichung :
F72, + ZF, = - BOB.T

Man beachte, dass das Rausch-Modell sehr allgemein ist, sind doch alle
stationdren, farbigen Rauschprozesse damit beschreibbar.

Der Zustand x(t) und das Rauschsignal r(t) sind unkorreliert, d.h.
E{x(t)rT(t)} = 0

Von aussen ist nur die Grésse y(t) zuginglich. Der Schaltvektor s(t) wird
wie folgt angesetzt :

y(t) = x(t) + r(t)
(II1.4.2.2)
8(t) = C(x(t) + r(t))
Der Regler ist durch die Gleichung (II1.4.2.3) gegeben :
u{ty=- Ch y{t)- Dsign{a{t))|x{t)| {II1.4.2.3)

In dieser Gleichung wurde die Annahme getroffen, dass der Betrag des
Mittelwertes des Zustands zur Verfiigung steht. Falls die Spektren der beiden
Signale x(t) und r(t) geniigend weit getrennt sind, ist diese Annahme durch
geeignete Filter qut erfillbar.

Statistische Li .

In diesem zweiten Teil des Abschnitts wird die Frage untersucht, wie sich
der nichtlineare Teil des Reglers (III.4.2.3) bei stochastischen
Eingangssignalen verhialt. In der Literatur (z.B. [9]) wird in diesem
Zusammenhang von "statistischer Linearisierung” gesprochen.

Der Grundgedanke wird an einem einfachen Fall eingefilhrt. Gegeben sei
folgende Schaltung :

. Tt
s ¥(t) = sign(u(t) 12!

Das Eingangssignal u(t) sei zufallig und habe eine Normal-Verteilung. Der
Ervartungswert des Ausgangssignals y(t) ist gegeben durch die folgende
Beziehung :

G

E{v(t)} = ISiUII{u(t)} piuft)) du{t)

-0
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Der Integrand ist im untenstehenden Bild III.4.2.1 durch die dickere Linie
dargestellt.

ff_,sign{u{t}) pi{u{t)}

H(t)

Bild I11.4.2.1

Bei der Integration heben sich die beiden schraffierten Teilstticke auf.
Deswegen kann der Erwartungswert E{y(t)} umgeschrieben werden :

E{y{t}} = sign{u{t)) f{u{t) ot

a2

23(t) -_1_(11-1_1 )
- c: 1 2 U'U. b
fluft).oft) = &

‘a 6, Ve

Das Vorzeichen von E{y(t)} ist demjenigen des Mittelwertes von u(t) gleich,
da der zweite Term immer groésser als Null ist. Allerdings ist der Betrag von
E{y(t)} nun kleiner als Eins, da die Integration nicht mehr von - bis +ee
geht. Zeichnet man den Erwartungswert von y(t) in Funktion des
Ervartungswerts von u(t) fiir verschiedene Standartabweichungen 0, auf, so
erhdlt man die in Bild III.4.2.2) dargestellten Verliufe :

oo, = 0.0 F(t
o 0, = 0.1 1 — —g
. = F o g
n: Uu ﬂ = '-'_.-""— - -
e:0, = 1.0 g
Aty
_.r—"d-_‘——"———
" _,__F-ﬁ'"”

Bild I11.4.2.2

Aus dieser Darstellung ist ersichtlich, weshalb in diesem Zusammenhang von
"statistischer Linearisierung" gesprochen werden kann. Je stédrker namlich
das Eingangssignal verrauscht ist, desto mehr ndhert sich die mittlere
Kennlinie des Signum-Elements derjenigen eines linearen Verstirkers an.
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Diese Eigenschaft wird das Auftreten von Gleitzustinden verhindern, auch wenn
man sich auf den Mittelwert des Zustands beschriankt!

Un dies einzusehen, wird die an diesem Beispiel gewonnene Erkenntnis auf das
untersuchte System (III.4.2.1) bzw. auf den Regler (III.4.2.3) angewendet.

Der Erwartungswert des Reglers (III.4.2.3) ist gegeben durch :

E{u(t)} = - CA, E{y(t)} - D E{sign(a(t))}|x(t)|
=-CA x(t)- D E{sign(s(t))}|x(t}| (III.4.2.4)

In Gleichung (III.4.2.4) ist nur noch der Erwartungsvwert des Signum-
Operators nicht klar. Mit der gleichen Argumentationsweise wie oben
angegeben, kann dieser Wert berechnet werden :

E{sign{s{t))} = & (5,Z.) sign{3 (t))

$(3,X.) = diagl lPi(E,ES)]

-2 b -2z B det(x,)

Der Mittelwert und die Kovarianzmatrix des Schaltvektors sind gegeben durch
die Gleichung (III.4.2.5) :
E{s(t)} = s{t)= CXI(L)

E{(8(t)-B(t)) (s(t)-3(t)))

Z_(t) (II1.4.2.5)

1

cz(tyct+ ¢ 5ty Ct

Fihrt man fir das betrachtete System die in Abschnitt II.3.4 ausfithrlich
dargestellte Stabilititsanalyse des Gleitzustands durch, so erhilt man fiir
die Reglerverstéirkungen die Bedingung :

baj(t)
d; » max 4 ——— fir alle Zeiten t und alle i=1,. .m
t | 908X

Diese Bedingung ist aber nicht erfiillbar, da @,(t) in der Nahe der i-ten
Gleit-Hyperebene beliebig klein wird! Falls die Zustandsmessung verrauscht
ist, kann der Zustand x(t) auch im Mittel nicht mehr zum Gleiten gezwungen
verden. Durch das Messrauschen wird die Signumfunktion “linearisiert",
vodurch der Grundmechanismus der RVS zerstért wird.
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11L. 5. Beschrénkte Steyergriissen
WLS.0. Einful

In den bisherigen Abschnitten wurde stillschweigend immer angenommen, dass
die Steuerleistung keinerlei Beschréinkungen unterworfen ist. In den meisten
Anwendungen ist dies jedoch nicht der Fall.

Mit den in diesem Abschnitt behandelten Fragen hat sich besonders Bithler
[24] befasst. Die in [24] vorgeschlagenen Regler verzichten allerdings auf
jegliche Amplitudenmodulation.

In diesem ersten Abschnitt werden zuerst die dabei auftretenden Probleme an
Hand eines Beispiels eingefiihrt. Um die Herleitung der wesentlichen Ideen
nicht unndtig zu komplizieren, wird angenommen, dass das System (II.1.1.1)

nicht gestért ist (8A(t)=0, 8B(t)=0). Die fir das ungestérte System
gefundenen Resultate werden anschliessend auf den gestérten Fall adaptiert.

Die betrachteten Steuersignalbeschrankungen sind von der Form :
uT(t) 0 u(t) < g2 (II1.5.1.1)

Falls zwischen den einzelnen Leistungsverstérkern Xkeine Beeinflussung
stattfindet, ist die Matrix Q diagonal. Auf jeden Fall ist aber Q
symmetrisch und positiv (semi-)definit.

Einfihrendes Beispiel

Das untenstehende Bild III.5.1.1 zeigt qualitativ die Phasendarstellung
eines Systems zveiter Ordnung, dessen Eingangsgrésse einer
Steuersignalbeschrinkung unterworfen ist.

o Kategorie 1
xp(t)

*: Kategorie 2

o: Kategorie 3

Bild III.5.1.
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In Bild III.5.1.1 sind drei verschieden Kategorien von Anfangsbedingungen zu
unterscheiden :

Kategorie 1 : Der Zustand verhdlt sich wie im Falle ohne
Steuersignalbeschrinkungen (perfektes Gleiten)

Kategorie 2 : Der Zustand kann zwar nicht beim ersten Errei-
chen der Schaltgerade zum Gleiten gezwungen
werden, bleibt jedoch beschrankt und erreicht so
irgendwann den Bereich des perfekten Gleitens
(man beachte, dass dies auch nach mehrmaligem
Durchfahren der Gleitgerade der Fall sein koénnte)

Kategorie 3 : Der Zustand divergiert.

Als Konsequenz dieser Betrachtungen kann man folgende zwei Problemkreise
unterscheiden :

1. Wie kann das Gebiet auf der Gleitmannigfaltigkeit
abgschétzt werden, in welchem die Steuersignalbeschran-
kungen nicht verletzt werden.

2. Welche Bedingungen garantieren, dass ausgehend von einem
bestimmtem Anfangszustand x, der Zustand das in Punkt 1
erwvihnte Gebiet erreicht

Der ndchste Abschnitt III.5.2 wird sich mit dem ersten Punkt beschiftigen.
Es wird gezeigt, wie auf relativ einfache Art (d.h. ohne Integration der
Differentialgleichungen) eine Gebiet gefunden werden kann, das fir einen
einmal darin enthaltenen Zustandspunkt fir alle Zeiten eine perfekte
Gleitbewegung garantiert.

Die zweite Frage ist schwieriger zu beantworten, da das System vor dem
Erreichen des Gleitzustandes durch eine nichtlineare und zeitvariable
Differentialgleichung beschrieben wird. Ein gangbarer, aber aufwendiger Weg
besteht darin, ausgehend vom Existenzgebiet des Gleitzustandes, die
Gleichungen riickwarts zu integrieren.
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UL 5. 2, Enistenzgebiet des Gleitzustandes

In diesem Abschnitt wird das Verhalten des Systems auf der
Gleitmannigfaltigkeit betrachtet. Alle Ueberlegungen koénnen daher am
dquivalenten System stattfinden.

Im einfiihrenden Beispiel (siehe Bild (III.5.1.1)) ist die Gleitgerade in
zweli Abschnitte aufgeteilt. Bis zu einem gewissen Abstand vom Ursprung
gelingt es dem Regler, den Zustandspunkt auf der Gleitgeraden festzuhalten.
Ausserhalb dieses Bereichs hingegen durchstésst der Zustand die
Gleitgerade. Dieser Abschnitt beschaftigt sich mit der Frage, wie dieses
Existenzgebiet anndhernd bestimmt werden kann.

Das Vorgehen gliedert sich in drei Teile. Im ersten Teil wird fir das
gesuchte Existenzgebiet eine notwendige Bedingung formuliert. Anschliessend
werden zweidimensionale Systeme analysiert, fiir welche man aus der
notwendigen Bedingung (III.5.2.1) sofort auf das gesuchte Gebiet schliessen
kann. Im dritten Teil werden Systeme mit mehr als 2zwei Zusténden
untersucht. Dabei tritt eine 2zus#tzliche Schwierigkeit auf, welche mit
Hilfe einer Koordinaten-Transformation iberwunden werden wird.

Notwendige Bedingung

Da der Zustand auf der Gleitmannigfaltigkeit 1liegt, kann aus der
Steuersignalbeschrénkung (III.5.1.1) sofort eine notwendige Bedingung fir
das gesuchte Gebiet gewonnen werden :

BT (t) Q ug(t) = xT(t) ATCTQC A, x(t) < g2 (II1.5.2.1)

Falls das betrachtete System nur einen Eingangskanal hat, werden durch die
Bedingung (III.5.2.1) in R» zwei Hyper-Ebenen definiert, welche durch ihren
Gradienten ( +A TeT ) und ihrem kirzesten Abstand zum Ursprung ( q /|oc A,| )
charakterisiert sind. Fir Systeme mit mehreren Eingangskanidlen beschreibt
(ITII.5.2.1) ein Hyper-Ellipsoid welches in (n-m) Richtungen offen ist.

Systeme mit n=2

In Bild III.5.2.1 sind diese Zusammenhinge fiir ein System zweiter Ordnung
mit einem Eingangskanal dagestellt (die "Matrix" ¢ ist hier gegeben durch
c = [c 1]).
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Fir die in Bild III.5.2.1 eingefiihrten Variablen gilt :
9 = cos~}(cA.ct/ (| c||cAy]))

Y = tg7i{c)

Damit kann der zulédssige Bereich {}; angegeben werden :

= {x(t): |x4(t)] < cos(Y)q /(|cA;|sin(@))}

Fir Systeme zweiter Ordnung kann somit, wie oben gezeigt wurde, aus der
Bedingung (III1.5.2.1) mit rein  geometrischen Ueberlegungen das
Existenzgebiet des Gleitzustandes angegeben werden.

Bemerkung :
Falls die beiden Vektoren A JToT und of parallel zueinander gewahlt werden,
existiert der Gleitzustand fir alle Punkte in R2. Man kénnte geneigt sein,

diese Eigenschaft als Entwurfskriterium zu verwenden.

Wahlt man jedoch den Vektor o so, dass er Links-Eigenvektor von A, ist
(d.h. AJTeT = AcT), so besagt der Satz von Hautus (siehe z.B. [8]), dass der
Zustand aus der "Messgrésse" s(t) nicht mehr beobachtbar ist. Mit anderen
Worten, das ungeregelte System verhdlt sich bereits wie wenn eine Regelung
vorhanden widre. Dann ist es aber klar, dass die Steuerleistungsbegrenzung
respektiert bleibt.

Existenzgebiet fiir n > 2

Fir Systeme dritter und héherer Ordnung tritt eine zusdtzliche
Schwierigkeit auf. Dies wird an Hand eines Beispiels dritter Ordnung mit
einem Eingangskanal verdeutlicht.
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In Bild III.5.2.2 ist der Zustand eines gleitenden Systems ohne
Steuersignalbeschrankung dargestellt (die Koordinaten @; ,,4t) sind durch
die Transformationen (I1.3.5.5/6) definiert).

Die Beschrankung (III.5.1.1) teilt die Gleitebene in zwei Bereiche auf
(schraffierter Bereich : Steuersignalbeschrankung aktiv; nicht schraffierter
Bereich : Steuersingnalbeschrinkung nicht aktiv).

A ‘{.‘2( £

' ff;” ’%:,:f,( :’2 7 i’ 7 ;’:’f/”’ /. ",f’,f 7/ /f
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Bild I1I.5.2.2

Wie Bild III.5.2.2, zeigt kann es Trajektorien geben, welche zwar im
zulédssigen Gebiet beginnen, dieses jedoch verlassen und somit keine
perfekte Gleitbewegung ausfithren kénnen. Von besonderem Interesse ist daher
das gepunktete Gebiet Qg, welches fir alle Trajektorien die in ihm
beginnen, eine perfekte Gleitbewegung garantiert.

Im allgemeinen wird man es sich aber nicht leisten kénnen Qg durch
Integration 2zu bestimmen. Deswegen wird an dieser Stelle eine
Koordinatentransformation eingefithrt, welche es erlauben wird, wenigstens
eine Teilmenge n*g von {}; zu finden.

Koordinatentransformation :

Die oben erwdhnte Schwierigkeit erwidchst aus der Tatsache, dass der Betrag
des Zustands @,.4(t) nicht monoton abnimmt, obwohl das reduzierte
d4quivalente System (II.3.5.7) asymptotisch stabil ist.

Gesucht ist deshalb eine Transformation Z (III.5.2.2) welche fiir ein
asymptotisch stabiles System (II.3.5.7) einen monoton abnehmenden Betrag
des transformierten Zustands garantiert :

System ®roa(t) = N @.4(t) (I1.3.5.7)

Transformation : ZOL(t) = @qft) (II1.5.2.2)
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Satz 17 ©
Es sei N eine asymptotisch stabile Matrix und Z die Transformation gemass

Definitionen (III.5.2.3/4). Dann gilt, dass der Betrag des Zustands {(t)
gemdss (II1.5.2.2) monoton abnehmend ist.

Definition : ZZT = P! (II1.5.2.3)
wobei P Losung der folgenden Ljapunow-Gleichung ist (Q=QT > 0)

PN +NTP--Q (I11.5.2.4)

Beweis von Satz 17 :

Die Existenz der Matrix P ist fiir die nach Voraussetzung asymptotisch
stabile Matrix N gewdhrleistet. Da P positiv definit und symmetrisch ist,
ist auch P! positiv definit und symmetrisch. Damit ist aber die Existenz
einer requlédren “"Quadrat-Wurzel” Z gesichert. Man beachte, dass Z nicht
eindeutig ist (Z kann z.B. dreiecksférmig gewahlt werden, man kann aber
zeigen, dass die Wahl von Z keinen Einfluss auf das gesuchte Gebiet hat).

Die zeitliche Ableitung der Ljapunow-Funktion v(t) = QT 4(t)P@,.q(t) ist
negativ :

V(t) = - @Treq(t) O Preq(t) < O fir alle @eq4(t)

Mit Hilfe der Definition (III.5.2.3) wird v(t) umgeschrieben :
v(t) = LT(t) ZTP Z §(t) = LT(v) Z7ZT Z-1 Z §(r) = LT(¢) §(t)

Der Betrag des Vektors {(t) ist demzufolge gleich v(t). Da v(t) monoton
abnimmt, ist damit die Aussage von Satz 17 bewiesen.

EdB.

Mit Hilfe des Satzes 17 kann nun das Vorgehen zur Bestimmung des Gebietes

{1’y angegeben werden.

1. Schritt :

Das &quivalente System (II.3.5.2) wird mit Hilfe der Transformationen
(I1.3.5.5/6) in das reduzierte System (II.3.5.7) umgewandelt. Dieses
besitzt nur noch (n-m) Eigenwerte mit Realteilen kleiner als Null.
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2. Schritt :

Fir das System (II.3.5.7) wird die Loésung der Ljapunow-Gleichung
(II1.5.2.4) bestimmt und damit die Transformation Z.

3. Schritt

Die Bedingung (III1.5.2.1) wird fiir das geméss Definition (III.5.2.2) und
(II.3.5.5/6) transformierte System (II.3.5.2) ausgewertet :

ul 0 u,, < g2
= L(Mt)MTOMUL(t) < g2, M=CATRZ
4. Schritt :

Eine obere Schranke fiir den Betrag des Zustands {(t) kann tiber den gréssten
Eigenwert der Matrix MTOM abgeschitz werden (dieser Eigenwert ist reell
und positiv, da die Matrix MTOM symmetrisch und positiv-semi-definit ist) :

=> LT(t) §(t) < /Ay, (111.5.2.5)

Apox = grosster Eigenwert von {MT Q M}

5. Schritt :

Da der Betrag von §(t) monoton abnehmend ist, wird durch die Bedingung
(III.5.2.5) in der Gleitmannigfaltigkeit ein Teilgebiet der Menge ()

definiert. Zum Schluss wird die Ricktransformation ins @,4(t) System
vorgenommen :

’Tred(t) zTz1 ’red(t) = ’Tred(t) P 'red(t) < qzlxm (III~5'2'6)

Diese Bedingung definiert ein Hyper-Ellipsoid in der (n-m) dimensionalen
Mannigfaltigkeit s(t)=0, wobei garantiert ist, dass ein einmal darin
enthaltener Zustandspunkt fir alle Zeiten eine perfekte Gleitbewegung
ausfithren wird. Damit ist die gesuchte Abschitzung fir das Existenzgebiet
des Gleitzustandes gegeben durch die Menge (III1.5.2.7) :

ﬂg* = {’Tred(t): ’Tred(t) P @0q(t) < qz"xmax} (I11.5.2.7)

113



Bemerkung :

In Gleichung (IIT.5.2.4) ist die Matrix Q nicht vollstadndig festgelegt. Die
verbleibenden Freiheitsgrade koénnten zur Maximierung des Gebiets 09*
verwendet werden.

Zusammenfassung II1.5.2 :

In diesem Abschnitt wurde in der Gleitmannigfaltigkeit ein Gebiet Og*
gefunden, welches fiir einen einmal darin enthaltenen Zustandspunkt
garantiert, dass der Gleitzustand trotz beschrinkter Steuergréssen erhalten
bleibt. Dieses Gebiet kann ohne explizite Integration der Systemgleichungen
bestimmt werden.
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. N e
111.6.1. Generelie Bemerkungen

In diesem Unterkapitel werden Strecken untersucht, welche einer gewdhnlichen
nichtlinearen Differentialgleichung (III1.6.1.1) gehorchen :

x(t) = f(x(t)) + B(x(t)) u(t) (III1.6.1.1)

In Gleichung (III.6.1.1) ist die Annahme enthalten, dass die Steuergrésse
u(t) linear auf die Ableitung des Zustandes x(t) einwirkt. Der Notwendigkeit
dieser Annahme hat Utkin in [1] gegeben, indem er zeigte, dass nur fiir
solche Systeme ein eindeutiges &dquivalentes System existiert.

In diesem Abschnitt werden zwei prinzipielle Mdglichkeiten aufgezeigt, wie
man bei Systemen (III.6.1.1) vorgehen kann.

1. Moglichkeit : Li -

Eine Méglichkeit Systeme der Form (III.6.1.1) zu analysieren, besteht darin,
die nichtlineare Gleichung (III.6.1.1) in der Nihe einer partikuliren Lésung
xp(t), up(t), welche z.B. aus einer Optimierung gewonnen wurde, zu
studieren.

Fir kleine Abweichungen von der partikulidren Lbésung kann die Gleichung
(III.6.1.1) wie iblich in eine Taylor-Reihe entwickelt werden :

x(t) = x,(t) + dx(t); u(t) = up(t) + du(t)
Fir die kleine Abweichung von der partikuldren Losung resultiert die
lineare, zeitvariante Differentialgleichung (III.6.1.2) :
dx(t) = A(t) 8x(t) + B(t) du(t) + r(t) (I111.6.1.2)

r(t) = 0(8x2(t))

Der Vektor r(t) charakterisiert das "Rauschen", welches durch die Terme
zweiter und héherer Ordnung verursacht wird. Die Matrizen A(t) und B(t) sind
bekannt :

Aft)=

&

df{xi{tyy alB(x(tyuity . i .

. B(ti=B(x (t)

li ax(t) 3xit) F=Bxy(t)
I,

Diese Matrizen kénnen in jeweils zwei Summanden aufgespalten werden :

A(t) = A, + 8A(t) B(t) = B, + 8B(t)
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Damit erhalt man die in dieser Arbeit ibliche Systemdarstellung. Man
beachte, dass die Wahl der beiden Matrizen A, und B, nicht festgelegt ist.
Der Entwerfer hat hier zusitzliche Freiheitsgrade, welche er zur Erfillung
gewisser Bedingungen benutzen kann. Selbstverstindlich muss das erhaltene
linearisierte System den iiblichen Bedingungen (II.1.2.2/3), bzw.
(II1.2.3.1/2) geniigen, damit ein ideales Gleitverhalten resultieren kann.

Das "Rauschsignal" wird nur dann ohne Einfluss auf das gleitende System
sein, wenn die Aufspaltung :

r(t) = Fo p(t)
zuléssig ist, wobei die Matrix F, der Bedingung (III.4.1.2) zu genfigen hat.

Ob diese Bedingungen erfiillt sind, muss i.a. von Fall zu Fall abgeklart
werden. Nur in Sonderfillen, wie der im folgenden Abschnitt (III.6.2)
untersuchten Klasse von Systemen, kann man zeigen, dass die oben genannten
Bedingungen immer erfillbar sind.

2. Méglichkeit : Direkt Glei tzustédnde anstreben

Natiirlich kann man versuchen, das nichtlineare System (III.6.1.1) direkt in
den Gleitzustand zu bringen, d.h. ohne den Umweg {ber eine Linearisierung
einschlagen zu missen. Die Definition des Schaltvektors 8(t) konnte in
diesem Fall auch nichtlinear sein.

Beschrénkt man sich jedoch auf die lineare Definition (I1.3.2.1) fiar s(t),
so kann man relativ einfach hinreichende Bedingungen fir das System
(II1.6.1.1) finden, welche garantieren, dass das dquivalente System sich wie
im linearen Fall durch die Gleichung (I1.3.5.2) beschreiben lasst.

Der &quivalente Steuervektor Woq(t) ist fiir das System (III.6.1.1) gegeben
durch die folgende Gleichung :

Ueq(t) = - [CB(x(t))]"1C f(x(t)) (III.6.1.3)

Damit kann in Analogie zur Definition der Projektion II (II.3.3.4) die Matrix
II"'(x(t)) eingefithrt werden :

O*(x(t)) = I - B(x(t)) [CB(x(t))]-*C (I11.6.1.4)

Das nichtlineare System (III.6.1.1) verhialt sich im Gleitzustand gleich wie
das &quivalente System (II.3.5.2), falls gilt :

I*(x(t)) f(x(t)) = Ay x(t) (I11.6.1.5)

In dieser Allgemeinheit ist es natiirlich sehr schwierig weitere Aussagen zu
machen. Hinreichende Bedingungen lassen sich jedoch relativ leicht finden.
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Satz 18 :
Falls die einzelnen Terme der Gleichung (III1.6.1.1) die Bedingungen

1. B(x(t)) = By R(x(t)),; det(R(x(t)))=0
(I1.6.1.6)
2. f(x(t)) = A x(t) + B, f*(x(t))

erfillen, so ist die Gleichung (III.6.1.5) immer erfiillt. (Die Matrizen B,
und A,. wurden im Abschnitt (II.1.2) eingefiihrt).

Beveis des Satzes 18 :

Setzt man die Bedingungen (III.6.1.6) in (III.6.1.4) ein, so kann man, mit
Hilfe des Satzes 6, Gleichung (III1.6.1.4) vereinfachen :

I (x(t))

I - B, R(x(t)) [CB, R(x(t))]*C

I - B, R(x(t)) [R(x(t))]-C

=I-B,.C=1

Damit kann die Aussage des Satzes sofort bewiesen werden :

IF(x(t)) f(x(t)) = O A, x(t) + DB, f*(x(t))
= Agg x(t) + (B, - By) F'(x(t))

= Ay x(t)
EdB.

Falls der Gleitzustand existiert, verhdlt sich das betrachtete System
(IIT.6.1.1) wie das &quivalente System (II1.3.5.2). Ob der Gleitzustand fir
das betrachtete System und den eingesetzten Regler stabil ist, muss zuerst
noch untersucht werden. Wegen der nichtlinearen Systemgleichung kann dieser
Beweis i.a. nicht fir eine beliebige Differentialgleichung erbracht werden.

Im néchsten Abschnitt wird eine ausfihrliche Analyse eines Roboters
durchgefilhrt werden, welcher 2zu der durch Bedingungen (III.6.1.6)
definierten Klasse von Systemen gehért. In diesem Beispiel wird auch gezeigt
verden, wie das Stabilitatsproblem gelést werden kann.
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111.6.2. Mechanis

In diesem Abschnitt wird eine wichtige Klasse von nichtlinearen Systemen
untersucht, welche fiir den Einsatz von RVS qut geeignet ist. Insbesondere
erfiillt diese Klasse von Systemen immer die Bedingungen (III.6.1.6) und kann
somit dazu gezwungen werden sich wie das &quivalente System (II.3.5.2) zu
verhalten.

Ein wichtiger Teil dieses Abschnitts ist die Analyse und Simulation eines
Montage-Roboters. Die Lésung des Stabilitdtsproblems des Gleitzustandes wird
an diesem Beispiel aufgezeigt.

Klassgndgijni;jgn,

Die betrachtete Klasse von nichtlinearen Systemen wird durch die folgende
Gleichung definiert :

M(z(t)) z(t) = f(z(t),z(t)) + u(t); z(t),u(t) € Rp (II1.6.2.1)

Gewdhnliche mechanische Systeme, welche in jedem Freiheitsgrad p einen
Aktuator besitzen, konnen stets in diese Form gebracht werden (siehe z.B.
[8]). Die Matrix M(z(t)) ist in diesem Fall die Massen-Matrix des
betrachteten Systems und muss demzufolge positiv definit sein. Die Funktion
f(.) enthdlt alle auftretenden Krédfte (Zentripetal-, Coriolis-,
Gravitations-Kradfte, etc.) und der Vektor u(t) reprisentiert die Aktuatoren.

Die Differentialgleichung zweiter Ordung (III1.6.2.1) wird durch die
Koordinatentransformation (III.6.2.2) in eine Differentialgleichung erster
Ordnung iibergefiihrt.

Transformation :
xy(t) = z4(t); i=1,3,.2p-1;, j=1, 2,.p
) (II1.6.2.2)
xi(t) = z4(t); i=2,4,. 2p; j= 1, 2,..p
Differentialgleichung :
x(t) = Qx(t) + B, M-Y(x(t))[f(x(t)) + u(t)]
(II1.6.2.3)

x(t) ERn; n=2p

Die Matrizen B, und O haben die iibliche, zur Erinnerung unten nochmals
dargestellte Form :

g....10
Qo o 10...0
Qo 21 g e g nxp
- . - ] l'u-:n' - 1 ;‘J. . *
e | [0 U]'QER P Bo= |77 T Bt R
0 0. ... n
i QC‘_ _D .o 1]
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Systeme des Typs (III.6.2.3) erfiillen die Bedingungen (III.6.1.6) des Satzes
18 und verhalten sich deswegen im Gleitzustand wie das &quivalente System
(I1.3.5.2). Deswegen kénnen beide der im vorhergehenden Abschnitt
aufgefithrten Wege beschritten werden. Da das direkte Anstreben von
Gleitzustidnden interessanter ist, wird diese Vorgehensweise an einem
"zylindrischen” Roboter demonstriert.

Beispiel Rol ACF

In [10] wurde fiir den Roboter ACR mit Hilfe des Pontryaginschen Minimum-
Prinzips zeitoptimale Trajektorien gefunden. Bei der Implementierung der
zeitoptimalen Steuergesetze hat man in der Praxis mit den iblichen
Schwierigkeiten (ungenaue Kenntnis der Parameter, vernachldssigte Reibungs-
effekte, etc.) zu kimpfen. Deswegen wird man i.a. mit Hilfe eines
iiberlagerten Reglers versuchen, den realen Roboter wenigstens in der Néhe
des zeitoptimalen Verhaltens zu halten. Natiirlich ist man gezwungen einen
Teil der globalen Steuerleistung fiir den iberlagerten Regler zu reservieren.

Die in dieser Arbeit untersuchten RVS sind fir die oben erwihnte Aufgabe
bestens geeignet, welche als Folgeregelungsproblem formuliert wird:

- Gegeben : Nominal-Strecke (Referenz-Modell)
z(t) = 0=z(t) + B, M4(z(t))[f(z(t)) + w(t)]
Partikulére Lésung (zeitoptimal fir das Refernzmodell)
z,(t), wo(t)
Reale Strecke

x(t) = O x(t) + B, M -Yx(t))[f(x(t)) + u(t)]

- Gesucht : Regler u(t) = g(x(t),z(t),wit))

so dass der Fehler e{(t) = x(t) - z(t) fir alle Zeiten
méglichst klein ist.

Im untenstehenden Bild (I11.6.2.1) ist eine schematische Darstellung der in
diesem Beispiel verwendeten Koordinaten und Bezeichungen angegeben.
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Eoboter ACR

[#5]

. Schwerpunkt des Arms

ity {bei n,= 0}
-/ g, - lMassentragheits-
r, noment far ri{t)= 0
. }! ..“",
f/ i n, . lasse des Arms
m m,: Mazse der Hand

Mit den Zustandsvariablen :

r(t) = z4(t); r(t)

za(t)

o(t)

z3(t); P(t) = z4(t)

erhélt man die Differentialgleichung des Referenz-Modells :

z(t) = Qz(t) + B, Mi(z(t)) [f(z(t)) + w(t)]

ety | 0
Mz(t)) =) = 1~ Z ey 2
Oz (bimg + (G 2 (AN my
[mazy(t) v my{r ez, (0] 2,0t)
f(z(t)) =
L.g[mazl{t}+ G+ 2, (8] 25(t) 2, (t)

(I1I1.6.2.5)

Der reale Roboter wird in dem hier untersuchten Fall nicht durch diese

Gleichung beschrieben, da die Handlast m, + dm,(t) wihrend des Montagevorgangs
variabel ist.

Die Zusatzlast &m,(t) ist unbekannt, 1ladsst sich aber durch die folgende
Beziehung eingrenzen :

amn,min< dm,(t) < 8mn,ma:x

Man beachte, dass die Zusatzlast sich sowohl auf die Massen-Matrix M(x(t)),
wie auch auf die Funktion f(x(t)) auswirkt.

x(t) = O x(t) + B, M4 x(t))[f"(x(t)) + u(t)]
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Wie beim linearen Folgeregelungsproblem wird die gewiinschte Fehlerdynamik
durch die Wahl von n-m=2 Eigenwerten vorgegeben. Die Definition des
Schaltvektors lautet hier :

¢, 1 0 0

s(t) = Ceit) C=

¢ 0 ¢t

(II11.6.2.6)

Der fiur die oben eingefiilhrte Folgeregelungsaufgabe geeignete Regler ist eine
vereinfachte Version des Reglers (II.4.3.1) :

u(t) = w(t) - D, sign(s(t))|e(t)]| - Dy sign(s(t))|x(t)|
- D, sign(s(t))|w(t)] (I11.6.2.7)

Die diagonalen 2x2 Matrizem D,, D, und D, sind die noch unbekannten
Reglerverstirkungen. Man beachte, wie einfach die Realisierung dieses
Reglers ist.

Verhalten im Gleitzustand

Obwohl noch nicht gezeigt ist, dass der Gleitzustand stabil ist, wird als
erstes das Verhalten des gleitenden Systems untersucht. Dieses Vorgehen wird
den anschliessenden Stabilitdtsbeweis erméglichen.

Der dquivalente Steuervektor lautet :
Ugg(t) = - H'(x(t)){CQe(t) + Wx(t))£*(x(t))
- iz (t))£(z(t)) - Mi(z(t))w(t)}

Setzt man diesen Steuervektor in die Differentialgleichung des Fehlers ein,
so erhdlt man nach einigen einfachen Umformungen :

e (t) = MQe(t)
Die Fehlerdynamik ist linear und entkoppelt. Ihre Eigenwerte sind :
Ay = -c Ap = 0
Ay = -c, Ay =0

Wiederum kann man zeigen, dass die Eigenwerte im Ursprung auf das gleitende
System keinen Einfluss haben, da die entsprechenden Richtungen nicht
angeregt sind.

Fir den Stabilitdtsbeweis ist vor allem die Feststellung wichtig, dass falls
es einen Zeitpunkt t** gibt, fir welchen der Fehler e(t**) veraschwindet, und
dass falls fir alle t > t** der Gleitzustand erhalten bleibt, der Fehler e(t)
fir alle t > t** verschwindet.
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Stabilitédtsproblem :

Die Frage, welchen Bedingungen die Reglerverstirkungen zu geniigen haben,
damit der Gleitzustand stabil ist, muss noch beantwortet werden. Im hier
untersuchten Beispiel wird angenommen, dass die Anfangszustande beider
Systeme gleich sind (d.h e(t,) = 0). Der Stabilitatsbeweis ist induktiv;
ausgehend vom Anfangszustand e(t,)=0, bzw. 8(t,)=0 werden Bedingungen
gesucht, welche garantieren, dass der Gleitzustand im nichsten Zeitinkrement
nicht verlassen wird. In diesem Fall muss der Fehler auch Null bleiben. Wenn
diese Ueberlegung fir alle Zeiten gilt, so ist damit die Stabilitit des
Systems bewiesen.

Die Methode, mit welcher die Stabilitit untersucht wird, ist die gleiche,
die im linearen Fall verwendet wurde. Ausgehend von der Ljapunow-Funktion
(I1.3.4.2) werden Bedingungen gesucht, welche garantieren, dass auch im
schlechtesten Fall die Ableitung von (II.3.4.2) ausserhalb der
Gleitmannigfaltigkeit negativ ist.

Mit Hilfe der Differentialgleichung (III.6.2.5), der Definition (III.6.2.6)
und des Reglers (III.6.2.7) kann die Ableitung des Schaltvektors gefunden
verden. Benutzt man die Voraussetzung, dass der Zustand x(t) fir alle Zeiten
mit z(t) identisch ist, so erhdlt man daraus die folgenden Bedingungen fiir
die Reglerverstarkungen (die Zwischenschritte werden weggelassen, da sie
zwar einfach durchzufihren, jedoch umstidndlich darzustellen sind) :

Bedingung fir d, :

|Buaity] g
d > MRY | e
wl t { I, +I, .l

Bedingungen fir d, :

B(th= O+ myX)(t)+ mp(x,+ xy(L))

SSmn‘:t}s‘:rowl{t}f}
@(t)

d il > ma "
w2~ :}‘ ‘
Bedingung fir d,, :

- 8u,(t)
§,(t)=

(My+mp) (my+mp+ Sma(t))

- -81!1,-,(1:-}
=1

-1 N

(Lot Xy(t))+ 800 ma xy{ e (m* Smal £)(r, + 2, (1))} 25

d,, > uax _;'ipl(t}'! (Mg +Wp+ S0 (LN 'L
t [x(t) )
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Bedingungen fir d,, :

= Bma{ E )Xo+ Xy(4))

[@+ max () + (m o+ Smalt )} {ra + 2 {t 1 ] B(L)

8,(t)=

. o . \ 1 o . X 3
ALY = Bmalt N Eort (1)) g + 8, (1 ma Xy (£) + (Wt 8ma{E)) (Foviy(£))]

| -2 %(t.';uxz(t.}uxq

1. N
[ s 8]yl

Bedingungen fir d,; und d,, :
del >0 ’ d02 >0

Man sieht, dass die hinreichenden Stabilititsbedingungen im nichtlinearen
Fall bedeutend schwieriger zu formulieren sind als bei linearen Systemen.
Die Existenz der Verstidrkungen ist aber gesichert, da die Masse, bzw. das
Tragheitsmoment nie verschwinden kann.

Zur Bestimmung der Verstédrkungen wird die optimale Lésung zZp(t), wp(t)
benutzt, da der Fehler fir alle Zeiten verschwinden muss, falls er zur Zeit
t, bereits Null ist. Bei der Berechnung der Schranken ist in den obigen
Bedingungen also iberall x;(t) durch z (t) zu ersetzen. Durch Simulation des
Referenzmodells findet man dann die Verstarkungen.

Die Reglerverstirkungen d,; und d,, kénnen auch Null gewihlt werden, da die
anderen Bedingungen die Stabilitdt des Gleitzustandes alleine schon
garantieren. Wahlt man sie grosser als Null, so wird dadurch die Stabilitit
bei eventuellen Fehlern (z.B. numerischer Natur) tendenziell verbessert.

Numerische Simulation :

Die zur Simulation verwendeten Daten lauten :

3.7 (kg) m, = 4.6 (kg) 0 < dm,(t) £ 2 (kg)

m,

r

o =0.37 (m) O, =0.37 (m? kq)

Die Montageaufgabe besteht darin, einen Gegenstand bei «r(t,)=0.15 und
P(t,) =0 aufzunehmen und ihn bei r(ty) =0.15 und P(Ly) =n

geschwindigkeitsfrei abzusetzen.
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Der Steuervektor wp(t), der diese Aufgabe bei beschrinkten Steuersignalen
zeitoptimal bewerkstelligt, wurde in [10] bestimmt :

0 <t <0.382 wy(t) =-15 (N) we(t) = 5 (Nm)
0.382 < t < 0.582 w,(t) = 15 (N) wy(t) = 5 (Nm)
0.582 < t < 0.782 wy(t) = 15 (N) wy(t) = -5 (Nm)

0.782 < t < 1.164 w,(t) = -15 (N) wy(t) = -5 (Nm)

Durch eine vorgingige numerische Simulation des Referenzmodells mit diesen
Werten konnen die gesuchten Reglerverstirkungen gefunden werden. Die
resultierenden Reglerverstirkungen sind :

d,, > 0.314.. dy, > 0.477..
dyy > 1.606.. dy, > 2.024..

In den folgenden zwei Simulationen wurden die Verstédrkungen d,; und d,,
gleich Null gewahlt.

Das Bild III.6.2.1 zeigt das Verhalten des Systems, falls die zusdtzliche
Handlast dm (t) die angenommene Schranke respektiert.

qﬁt} ‘“,ﬂ,;:zhi::fﬁf J#’#,f” | B

‘\D“““O*"GJ’ 1 ;ec .

RETOENSS

o: Referenz-Trajektorie ¢ . Strecken-Trajektarie
Bild I1I1.6.2.1

Wie erwartet, fallen die Trajektorien des Referenzmodells und der Strecke
zusammen. Die kleinen, hochfrequenten Abweichungen der Schaltvariablen von
der Nullage sind eine Folge des notwendigerweise endlichen
Integrationsschritts.
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Falls die Reglerverstarkungen die Stabilitdtsbedingungen nicht erfiillen,
ergibt sich das im Bild III1.6.2.2 gezeigte Verhalten.

r(t) / T
'\\ /

¢t
\-.__ﬂ,_// 1 sec k
o: Refernz-Trajektorie s Strecken-Trajektorie

Bild I11.6.2.2

In diesem Fall gelingt es dem Regler nicht mehr den Gleitzustand aufrecht zu
erhalten. Dementsprechend weichen die Zustinde des Referenzmodells und der
Strecke voneinander ab.

Zusammenfassung I11.6.2 :

In diesem Abschnitt wurde eine Klasse von nichtlinearen Systemen definiert,
fir welche gezeigt wurde, dass prinzipiell immer ein ideales Verhalten
erreicht werden kann.

Benutzt man die Methode der Linearisierung, so stellen sich keine neuen
Probleme, insbesondere kénnen die im Kapitel II eingefilhrten Regler
verwendet werden.

Strebt man direkt Gleitzusténde an, so stellt sich die nichttriviale Frage
nach den hinreichenden Stabilitatsbedingungen fiir die Reglerverstirkungen. In
einem Beispiel wurde gezeigt, wie man in einem solchen Fall vorgehen kann.

Die durchgefiilhrten Simulationen haben die Tauglichkeit des vorgeschlagenen
Reglers mit variabler Struktur bestitigt.
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1D, ERIDEITERTES GLEI

(1) infithrun

1U.1.1. Systembeschreibung, Annahmen

Im zweiten Kapitel wurde gezeigt, dass ein dynamisches System asymptotisch
stabil ist, falls sein Zustand x(t) auf m Gleitebenen gefesselt ist,
vorausgesetzt, dass die zur Konstruktion der Matrix C verwendeten Eigenwerte
in der linken Halbebene liegen.

Falls der Zustandspunkt nun nicht mehr exakt auf s(t) = 0 fixiert bleibt,
sondern sich in der "nadheren" Umgebung der Gleit-Hyperebenen aufhdlt, ist es
intuitiv klar, dass die Stabilitatseigenschaft nicht unbedingt verloren
gehen muss.

Aus diesem Grunde befassen sich die Abschnitte IV.2.1 und IV.2.2 mit der
Frage, wie das Gleitebenen-Prinzip auf solche Fille verallgemeinert werden
kann. Es werden Aussagen gemacht, welchen Bedingungen ein Gebiet 2zu
gehorchen hat, damit ein System, dessen Zustand fiur alle Zeiten in ihm
bleibt, asymptotisch stabil ist. Es wird sich herausstellen, dass das
"equivalent-control”-Prinzip [l1] als Spezialfall der untenstehenden
Betrachtungen interpretiert werden kann.

Der Abschnitt IV.2.3 beschiftigt sich mit der allgemeinen Formulierung der
Kriterien, welche garantieren, dass der Zustand im betrachteten Gebiet
bleibt. Um diese Frage vollstidndig beantworten zu konnen, muss die
betreffende Problemstellung analysiert werden.

In diesem vierten Kapitel wird angenommen, dass das betrachtete Sytem nur
einen Eingangskanal besitzt (m=1). Die meisten der anschliessend
aufgefithrten Ueberlegungen 1lassen sich aber auf den multivariablen Fall
erveitern.

Die Klasse aller zugelassenen Systeme ist durch die folgenden Gleichungen
definiert :

Strecke : x(t) = (Ap + 8A(t)) x(t) +(by + 8b(t)) u(t)

Regler : u(t) = - ¢ A, y(t) - d sign(e y(t)) |y(t)| (IV.1.1.1)
Messeinrichtung : y(t) = =x(t) + r(t)
x(t) € R, u(t) € R¢; y(t),r(t) € Rn

Die Parameterstérungen 8A(t) wund 8b(t) erfillen die Bedingungen
(II.1.2.2/3). Die Stoérung r(t) ist unbekannt und es werden noch keine
Bedingungen an sie geknipft. Man beachte, dass diese Formulierung sehr
allgemein ist (verrauschte Messungen, Einsatz von Beobachtern, etc.).
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1U.1.2. Einfii |
Zur Einfihrung wird ein geregeltes System zweiter Ordnung betrachtet :
Xz(t)

- ¢ X(t) + f(xy(t),x(t),t) (Iv.1.2.1)

x4(t)

x2(t)
Die Gleitgerade ist wie iiblich als Linearkombination der Zustande definiert :
8(t) = ¢ x(t) + x(t)

Wegen irgendwelchen Stéreinflissen kann der verwendete Regler den Zustand
des Systems (IV.1.2.1) nur in der "“Nihe" der Gleitgeraden halten. Bild
Iv.1.2.1 zeigt einen Fall, bei dem das System zwar nicht mehr perfekt
gleitet, die asymptotische Stabilitidt jedoch erhalten geblieben ist.

b RE A N
AR o xl(t.)

.\‘

I Ng=0)

Bild IV.1.2.1

Natiirlich ist man daran interessiert Angaben iiber die Grésse des stabilen

Gebietes (), machen zu kénnen.
Yorausgetzung:

Es wird angenommen, dass der Zustandspunkt, sobald er einmal in (),
eingetreten ist, fir alle Zeiten darin enthalten bleibt (die Eintrittszeit
sei t*).

Ohne Einschrénkung der Allgemeinheit wird angenommen, dass x,(t*) positiv

ist. Da x(t) immer in {); enthalten ist, wird x,(t) fir t>t* nie negative
Werte annehmen konnen. Die linke Halbebene kann v6llig analog untersucht
werden.

Fir das stabile Gebiet wird folgender Ansatz gemacht :

Q= { x(t): ky x5(t) < x5(t) < ky x3(t) ; x,(t) > 0 }
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Bebauptung :
Falls die Voraussetzung erfiullt ist und k;, k, die Bedingung
- < k, < k; <0 (IV.1.2.2)
erfiilllen, ist das System (IV.1.2.1) asymptotisch stabil :
Beweis :

Der Beweis wird mit Hilfe der folgenden Ljapunow-Funktion gefiihrt :

v(t) = x2(t) > 0 V x4(t)
= vit) = 2 xy(t) x4(t) = 2 x(t) xp(t)
= vit) <0 V x(t), xp(t) €1,

Bedingung (IV.1.2.2) garantiert, dass v(t) immer kleiner als Null ist, und
dass demzufolge x,(t) gegen Null gehen muss. Da der Zustandspunkt aber nach

Voraussetzung immer in {), bleibt, muss auch x,(t) gegen Null gehen.

EdB.

Leider ist dieses Vorgehen fiir Systeme hoherer Ordnung nicht anwvendbar, da
erstens die Definitionsgleichung fir (), nicht mehr linear sein kann und
zweitens keine einfache Aussage iliber die Vorzeichen der Zustidnde mehr
moéglich ist.

Diese Schwierigkeiten konnen iiberwunden werden, wenn statt des gesamten
stabilen Gebietes nur ein Teil davon gesucht wird (man begnigt sich mit
hinreichenden aber nicht notwendigen Stabilitédtskriterien).

Betrachtet man Bild 1IV.1.2.1 wird folgender Ansatz fiir eine Koor-
dinatentransformation x(t) = ® @(t) plausibel :

-1 1 [

e

@=(1+c%y ¢

Die Koordinatentransformation @ 1ist eine Drehung um den Winkel
@ = Arctg{c}, d.h. die x,(t)-Achse wird auf die Gleitgerade und die x,(t)-
Achse auf den Vektor [c 1]T gedreht. Die symmetrische Definition des
gesuchten stabilen Gebiets im neuen Koordinatensystem lautet nun :

Qp := { @(t): @2(t) < A2 93(t) }
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Das Gebiet {); beschreibt zwei Keile mit Offnungswinkel P = 2 Arctg{A} und
Spitzen im Ursprung :

xy(t)

k2

Bild IvV.1.2.2

Der Winkel B kann mit Hilfe der Bedingung (IV.1.2.2) gefunden werden :

B/2 < a falls a<n/4
B/2 < mi2 -« falls a>n/4

Daraus folgt die entsprechende Schranke fiir den Parameter A :
A < min{c, 1l/c}

Die Frage, wie man garantieren kann, dass x(t) in ), bleibt, kann nur dann
beantwortet werden, wenn man die Funktion f(xj(t),xs(t),t) in der Gleichung
(IV.1.2.1) genauer kennt. Die dazu benutzten Methoden werden im Abschnitt

(IV.2.3) eingefilhrt und anschliessend auf spezielle Problemstellungen
angewendet werden.
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. s Gebiet

Falls die Parameterstdérungen die Rangbedingungen (I1I1.1.2/3) erfiillen, kann
das geschlossene System (IV.1.1.1) immer in die, in Kapitel II eingefiihrte,
kanonische Form gebracht werden :

x(t)= Ayx(t) + bf(x(t), (t),t) (IV.2.1.1)

Die gesamte Stoérung f(x(t), =r(t),t), die sich aus einem inneren Teil
(8A(t),8b(t)) und aus einem #usseren Teil (r(t)) zusammensetzt, kann
demzufolge nur auf die Differentialgleichung des letzten Elementes von x(t)
direkt einwirken (die Struktur der Matrizen A, und b, ist im Abschnitt
IT1.3.5 bzw. I1.2.1 angeben).

Als erster Schritt wird die bereits im Abschnitt II.3.5 eingefiihrte
Koordinatentransformation (II.3.5.5) vorgenommen :

T o(t) = x(t)

Fir das so transformierte System kann der reduzierte Zustandsvektor §,.4(t)
gemdss Definition (II.3.5.6) eingefiihrt werden :

’ted(t) € m n-i

Im Unterschied zur Gleichung (II.3.5.7) wirken jetzt aber noch die
zusdtzlichen Storungen auf das System ein. Dadurch wird die Schaltvariable
8(t) = 9,(t) nicht mehr identisch verschwinden (siehe auch Bild II.3.6.1) :

éred(t) = N @req(t) + by red Pnlt)
(Iv.2.1.2)

by rea= [0 . . . 0 1]T: b, rea€ X -1

Gesucht ist nun eine Schranke fir s(t), welche garantiert, dass (IV.2.1.1)
trotzdem asymptotisch stabil bleibt. Diese Schranke wird die Definition des
gesuchten Gebietes darstellen.

Das stabile Gebiet wird folgendermassen angesetzt :

0= { 9(t): | o(t) | < algq(t) |} (IV.2.1.3)

Die geometrische Interpretation ist analog zum zweidimensionalen Fall. Es
wird ein Gebiet um @,(t) = s(t) = 0 definiert, wobei es mit abnehmendem
Betrag des Zustandes auch abnehmen so0ll. Dadurch hat man erreicht, dass die
Stabilitdtsfrage nicht mehr an Hand der Gleichung (IV.2.1.1), sondern an Hand
von geometrischen Ueberlegungen beantwortet werden kann.
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Im allgemeinen wird die Matrix N, da sie ja frei wahlbar ist, stabil sein.

Demzufolge existiert eine positiv definite Matrix P € R(r-1)x(r-1}) yelche zur
Konstruktion der folgenden Ljapunow-Funktion beigezogen werden kann:

V(t) c= ’rod(t)T P 'red(t) >0V 'red(t) =0
Die Matrix P ist die Losung der untenstehenden Ljapunow-Gleichung :
NTP + PN= - 1

Berechnet man die Ableitung der Ljapunow-Funktion v(t) fir das System
(Iv.2.1.2), so findet man:

V(t) = -@rea(t)T Prealt) + 2 Qp(t) ho,roJP @realt)

Der Vektor p,_; ist die letzte Kolonne der symmetrischen Matrix P. Mit dieser
Definition kann der obenstehende Ausdruck vereinfacht werden :

V(t) == ’red(t)T Qroalt) + 2 Q,(t) ’red(t)T Pn-1
Satz 19

Falls der Zustand @(t) fir alle Zeiten t > t* in (), gemidss (IV.2.1.3)
enthalten ist, und der Parameter & die Bedingung

<1/ (2]1Ppyl) (IV.2.1.4)

erfillt, ist das System (IV.1.1.1) asymptotisch stabil.

Beweis des Satzes 19 :

Damit das reduzierte System (IV.2.1.2) asymptotisch stabil ist, muss die
Ableitung der Ljapunow-Funktion negativ sein. Falls der Parameter @ die
Bedingung (IV.2.1.4) erfillt, ist dies der Fall :

V(t) < - 'rod(t)T ®realt) + 2 |9,(t) | "red(t)T Po-1l

€ (=1420Png|)0oa(t)T ®roalt) < 0

Daraus folgt, dass der reduzierte Zustand @,.4(t) asymptotisch gegen Null
geht. Da aber der Zustand @(t) nach Voraussetzung in {), enthalten ist, muss
auch 9,(t) gegen Null gehen.

EdB.

Man beachte, dass die Bedingung (IV.2.1.4) 2zwar hinreichend, aber nicht

notwendiqg ist, d.h. das gesamte stabile Gebiet ist i.a. grésser als (),.

Es bleibt nun noch zu iberlegen, was bei der Ricktransformation von @(t) auf
x(t) geschieht.
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Wenn man den reduzierten Zustandsvektor x,.4(t) folgendermassen definiert :
x™(t) = [ Xea(t) | 2 ]

xToa(t) = [ x4(t) xp(t)e.. Xp-a(t) 17T

stellt man fest, dass @.eq(t) gleich x,,4(t) ist. Dies folgt unmittelbar aus
der Definitionsgleichung (II.3.5.5) der Transformation T.

Es wurde bereits gesagt, dass @,(t) = s(t) ist. Deswegen kann fir das
stabile Gebiet die Definition (IV.2.1.5) gegeben werden :

0, = { x(t): lex(t) = a Ix 4t)l} (IV.2.1.5)

Der letzte Schritt besteht darin, eine explizite geometrische Bedingung
anzugeben. Zu diesem Zweck wird der Vektor ¢ ebenfalls in zwei Teile
aufgespalten:

c = | °red| 1] i ©rea= [ ©1, C2 Cp-1)

Dann wird die Bedingung (IV.2.1.5) an ihren Extremen ausgewertet, d.h. das
"<" Zeichen wird durch das "=" Zeichen ersetzt :

le x(t) 2= xT(t) oT & x(t) = O xTyeq(t) Xyeq(t)

{Cred Xrea{t)}? + 2 Xp(t) Opeq Xrealt) + x%,(t) = a2 xT oalt) Xpealt)

Diese Gleichung wird nach x,(t) aufgelést und man erhdlt eine zum
zweidimensionalen Fall analoge, asymmetrische Definition des stabilen
Gebietes :

0, i= { X(t): “ClKroqlt)] € Xa(t) + Crodrea(t) @ reu(t)l} (IV.2.1.6)

Die geometrische Interpretation von Bedingung (IV.2.1.6) besagt, dass x,(t)
nur um einen gewissen, der Linge des Vektors x,,4(t) proportionalen Betrag
von seiner Sollposition auf der Gleit-Hyperebene abweichen darf. Falls man
garantieren kann, dass dies fir alle Zeiten t>t* gilt, so folgt aus dem Satz
19, dass das geschlossene System (IV.1.1.1) asymptotisch stabil ist.
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Zum Abschluss dieses Kapitels wird ein Satz bewiesen, der weiter unten
gebraucht wird.

Satz 20 .

Der Vektor b, kann nicht in {); enthalten sein.

Beweis des Satzes 20 :
Mit der Definition (IV.2.1.6) fir , und mit der Feststellung
x(t) =b, D Xyq(t) =0 x(t) =1
findet man folgenden Widerspruch
~al ol s 1+ 00 < al o]
= 0 <1 <0

Diese Ungleichung ist nicht erfiillbar, demzufolge kann der Vektor b, nicht

im stabilen Gebiet {), enthalten sein.

EdB.
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10.2.2. Symmetrisches Gebiet

Die Definition (IV.2.1.6) von ), ist geometrisch nicht sehr anschaulich und
deswegen nicht einfach weiter verwendbar. Besser ware es, eine symmetrische
Definition fir (), angeben 2zu kénnen. Wieder hilft das Beispiel des 2-
dimensionalen Systems weiter. Die Verallgemeinerung der in Bild IV.1.2.2
dargestellten Keile, ist im n-dimensionalen Fall gegeben durch einen
Hyperkegel, dessen Spitze im Ursprung und dessen Symmetrieachse der Vektor
cT ist. Der Oeffnungswinkel des Hyperkegels ist noch unbekannt und wird in
diesem Abschnitt so bestimmt, dass der gesamte Hyperkegel in dem durch
Bedingung (IV.2.1.6) definierten Gebiet zu liegen kommt. '

Natirlich wird bei dieser Operation ein gewisser Teil des Gebietes ()
verloren gehen und die Approximation des tatsdchlich stabilen Gebietes
schlechter werden. Dies ist jedoch der Preis, der fiir eine anschauliche
Definition des stabilen Gebietes zu zahlen ist. Als erstes wird die
allgemeine Definition eines Hyperkegels angegeben:

0, ={x: xTKx =0} (Iv.2.2.1)

Die quadratische Matrix K € ® ™ ist symmetrisch und kann deswegen in jedem
Fall diagonalisiert werden :

K =TAT"? M r--r=1rI7

Damit der Hyperkegel die an ihn gestellten Forderungen erfiilllt, missen iber
die Matrizen I' und A noch weitere Aussagen gemacht werden :

w0 1.

. ct oen ) .
= . o = oo { V .'-.'-"
A . Y r 71 Y, el ATeR (IV.2.2.2)
1 1

Die Vektoren ¥, stehen alle senkrecht zum Vektor ¢T, sind also demzufolge in
der Mannigfaltigkeit s(t) = 0 enthalten. Die Konstruktion der Matrix I kann

z.B. mit dem Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren durchgefiihrt
werden.

Eine Koordinatentransformation mit der Matrix I bestdtigt, dass der durch
die Ungleichung (IV.2.2.1) definierte Kérper ein Hyperkegel ist :

Transformation : T §(t) =x(t)
Kegel : xT(t) K x(t) = xT(t)FATTx(t) = 0
= ET()TTTATTIE(t) = ET(t) Ag(t) =0

= E2(t) =A% { () + 82(t) + . . . .+ B 2(0) )

134



Bild (IV.2.2.1) gibt eine graphische Darstellung der oben analytisch
hergeleiteten Beziehungen fiir ein System mit drei Zusténden :

St =T pth Fxit)
X {t) 1

.—“"’“‘H
5=0 Ebens

-~ = \‘. ;".'.-'
~ e Arctg{i)

Bild 1v.2.2.1

Das orthogonale Komplement des Oeffnungswinkels des Hyperkegels ist durch
Arctg{A} gegeben. Die Bestimmung dieses Parameters wird mit Hilfe von

geometrischen Ueberlegungen weiter unten erfolgen.

Bemerkung :

Das klassische Gleitebenen-Verfahren kann als Spezialfall der obigen
Ueberlequngen aufgefasst werden. Betrachtet man die n-te Komponente des

Vektors §(t), so ist leicht einzusehen, dass
Ea(t) = cx(t)/|e| = s(t)/|¢|

Da im klassischen Gleitebenenverfahren s(t)=0 verlangt wird, folgt daraus
fir den Parameter A, dass er gleich 0 sein muss, damit beide Formulierungen
aquivalent sind. In diesem Falle geht aber der Oeffnungswinkel gegen Null und

der Hyperkegel degeneriert zu einer Hyperebene (der Rang der Matrix K
reduziert sich auf 1).

Damit werden die beiden Definitionsgleichungen fir s(t)
s{t) := o x(t)
s2(t) := xT(t) K x(t)

dquivalent, da die Matrix K fir A gleich Null gleich ¢ ¢ ist. Aus diesem

Grund kann man eine Trajektorie, die die Bedingung xT(t) K x(t) < 0 erfillt,
als "erweitertes Gleiten" bezeichnen.
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Bestimmung des Parameters A
Der durch die Bedingung (IV.2.1.6) definierte Teilraum ist asymmetrisch.

Gesucht ist ein Parameter A, der einen symmetrischen Hyperkegel gemiss
Gleichung (IV.2.2.1) ergibt, welcher ganz im durch Bedingung (IV.2.1.6)

definierten Teilraum enthalten sein soll. Insbesondere stellt dann dieser
Hyperkegel ein stabiles Gebiet dar.

Zu diesem Zweck wird derjenige Vektor x gesucht, der zur Leitlinie des
Hyperkegels den gréssten Oeffnungswinkel Y einschliesst und gleichzeitig die
Bedingung (IV.2.1.6) erfiillt. Dieser Vektor ist eine Mantellinie des
gesuchten Hyper-Kegels. Zur Verdeutlichung dieser Ueberlegung zeigt Bild
IV.2.2.2 eineProjektion der beiden Gebiete auf die Gleitebene.

;3€D—Eﬁéﬁéfv

Bild Iv.2.2.2

Statt des Oeffnungswinkels selbst wird der Cosinus dieses Winkels betrachtet,

der, dadie Cosinus-Funktion monoton abnehmend ist, minimiert werden muss.

Feststellungen : - Ohne Einschrénkung der Allgemeinheit kann der
Vektor x,.4 auf die Linge 1 normiert werden.

- Bedingung (IV.2.1.6) ist eine Ungleichung. Da
man an den Extremwerten interessiert ist, genigt
es die Grenzen dieser Ungleichung zu betrachten.

- Das Problem ist beziiglich des Vorzeichens von QO
symmetrisch. Es geniigt deshalb nur den positiven
Fall zu untersuchen.
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Prazise Formulierung :

Gesucht ist das Minimum

min { cos{ ¥ )} =min { e x / (jc] x|)} (IV.2.2.3)

Xred Xred

wobei folgende Definitionen
€ = [ Creq | 1] ; xT = [ xT 19| xp]
und folgende Nebenbedingungen gelten

1) %y = = ©GpreqgXpeq+ @ [Xyq4l

2) Ixped =1

Die erste Nebenbedingung wird direkt in die zu minimierende Beziehung
eingesetzt. Das Skalarprodukt ¢ x ist selbstverstandlich konstant gleich «,
da x, ja dementsprechend gewdhlt wurde ( |x 4] =1 ).

Ebenso ist die Norm des Vektors ¢ konstant. Deshalb kann nur noch die Linge
des Vektors x einen Beitrag an das Minimierungsproblem leisten.

I x| =1 Xreal Xn]1 = {| Xrea P+ ( ~Croq Xrea * @ | Xyeql)? }1/2
2 x| ={ 1+ ( -CreqXyoq+ )2 }/2
Mit diesen Umformungen kann cos(y) neu geschrieben werden :
cos(Y) =ex /|e | [x|=a/ e {1+ ( ~CroqXyeq+ @)% }1/2

Damit cos(Y) minimal wird, muss das folgende Maximierungsproblem gelost
werden

max { ( —Creq Xpeq + @)%}

Xred

Wenn man sich vergegenwirtigt, dass der Parameter & grosser als Null ist,
kann die Losung direkt angegeben werden :

Xrea= = Olreq / |Oreql (IV.2.2.4)
Der maximale Oeffnungswinkel Y ist demzufolge gegeben durch:

Ynax = Arcos{ @ / (Je | [ 1 + ( |ereql+ @)%]1/2 )}
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Damit findet man fir den Parameter A die Bestimmungsgleichung (IV.2.2.5.)
p=a/ (lel [ 1+ (lol+ @)?t2)

A = tan { ®/2 - Arcos(p)} (IV.2.2.5.)

Zusammenfassung IV.2.2 :

In diesem Abschnitt wurde ein Gebiet (), gemdss (IV.2.2.1) gefunden, das fir
das System (IV.2.1.1) asymptotische Stabilitit garantiert, falls der Zustand
dieses Systems sich fir alle Zeiten im Gebiet aufhalt.

Die Analogie zum klassischen Reglerentwurf fiir Systeme mit variabler
Reglerstruktur wurde aufgezeigt. Das gefundene n-dimensionale stabile Gebiet
kann als natiirliche Erweiterung der (n-1)-dimensionalen Mannigfaltigkeit, die
durch die Gleitebene s(t)=0 definiert ist, verstanden werden.
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Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, dass um die Gleitebene herum ein Gebiet
), existiert, das die Eigenschaft hat, dass ein geschlossenes System
(IV.1.1.1) asymptotisch stabil ist, falls dessen Zustand dieses Gebiet nie
verlésst.

Dieser Abschnitt beschaftigt sich mit den Bedingungen, welche garantieren,
dass der Zustand im Gebiet ()} bleibt. Dieses Problem ist nichttrivial und
muss fir jede spezielle Systemformulierung separat gelést werden. In diesem
Abschnitt werden die generellen Ideen entwickelt, mit deren Hilfe dann die
entsprechenden Falle analysiert werden kénnen.

Bild IV.2.3.1 zeigt das Phasenportrait eines ungestérten Systems zweiter
Ordnung, vwelches durch den Regler (I1.3.3.1) zum Gleiten gezwungen wird.

Xy (t)

o

- Gleitgerade

Bild IVv.2.3.1

Betrachtet man den Verlauf der dick eingezeichneten Trajektorie x(t), so
stellt man fest, dass diese zwar innerhalb des stabilen Gebietes beginnt,
dieses jedoch verldsst, obwohl keine zusatzliche Stérung aktiv wurde.

Un den Aufenthalt in (), garantieren zu koénnen, missen offenbar zusitzliche
Anstrengungen unternommen werden. Im Bild IV.2.3.2 sind die zwei Falle, die
bei zweidimensionalen Systemen auftreten kénnen, angegeben. Im Punkt x,(t)
zeigt der Geschwindigkeitsvektor x,(t) in das stabile Gebiet hinein, der
Zustand wird also den Keil nicht unmittelbar verlassen. Anders hingegen im
Punkt x,(t), wo der Geschwindigkeitsvektor x,(t) den Zustand zum stabilen
Gebiet hinaus fihrt.

Im Bild IV.2.3.2 sind zusatzlich die beiden Gradienten an die "Kegelfliche"
eingetragen (K x,(t) und K x (t)). In das stabile Gebiet hineinzeigen
bedeutet demzufolge fir den Geschwindigkeitsvektor ein negatives
Skalarprodukt mit dem Gradienten an der "Kegelfliche" zu haben.
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Bild Iv.2.3.2

Mathematisch konnen diese Sachverhalte folgendermassen festgehalten werden :

Qk,rand:= { x(t): xT(t) K x(t) =0 }
(IV.2.3.1)
xT(t) Ex(t) <0 V x(t) € Q4 rana

Die Bedingung (IV.2.3.1) ist natirlich auch fir eine beliebige Systemordnung
giltig. Der Zustand von geschlossenen Systemen (IV.1.1.1), die diese

Bedingung erfiillen, kann nicht aus (), entweichen. Falls (), gemidss Abschnitt

IV.2.2 bestimmt wurde, ist demzufolge das betrachtete System asymptotisch
stabil.

Es stellt sich die Frage, wie die Bedingung (IV.2.3.1) erfiillt werden kann.
Gemédss Gleichungen (IV.1.1.1) setzt sich der Geschwindigkeitsvektor x(t) aus
zvel Komponenten Zusammen, wobei im nichtlinearen Teil der
Verstarkungsfaktor d noch frei wahlbar ist. Durch Vergroéssern des Faktors d
kann immer erreicht werden, dass der Geschwindigkeitsvektor x(t) in das
stabile Gebiet hinein zeigt (e, = [0, 1]T).

L

Bild Iv.2.3.3
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1. 3. RAbgetastete Systeme

1. 3. 1_Problemdefinition

In diesem Abschnitt werden die in den Unterkapiteln IV.2 entwickelten Ideen
auf ein digital geregeltes System angewendet. Das betrachtete System wird
durch die Gleichung (IV.3.1.1) beschrieben :

x(t) = A, x(t) + by u(ty)
u(ty) = - ¢ A, x(t,) - d sign(s(ty)) | x(ty) | (IV.3.1.1)
ty S € < ty+ T

Die Abtastzeit T ist konstant. Man beachte, dass das System frei von
Parameterstdérungen angesetzt wurde. Dies hat den Vorteil, dass die
wesentlichen Aspekte von digital geregelten Systemen einfacher dargestellt
verden konnen. Im Abschnitt IV.3.4 werden Systeme untersucht, welche diese
Annahmen nicht erfillen.

Natirlich kann bei einem digital geregelten System kein perfektes Gleiten
mehr auftreten, da die endliche Abtastzeit eine endliche Schaltfrequenz
bewirkt. Von besonderem Interesse ist daher die Frage nach der maximal
zuléssigen Abtastperiode, so dass das System erstens asymptotisch stabil
bleibt und zweitens den Gleitzustand wenigstens im Sinne eines erweiterten
Gleitens approximiert.

Un diese beiden Forderungen erfiilllen zu kénnen, wird folgendes Vorgehen
gewahlt :

-~ Bestimmen eines stabilen Kegels um s(t) = 0 herum
gemédss Abschnitt IV.2.2

-~ Zeigen, dass der Zustand das stabile Gebiet nicht
verlassen kann, falls die Reglerverstirkung geniigend
gross gewahlt wird und falls gewisse Voraussetzungen
erfillt sind (Abschnitt IV.3.2)

-~ Bestimmen einer oberen Schranke fiir die Abtastzeit,
so dass die in Abschnitt IV.3.2 getroffenen Annahmen
erfiillt sind (Abschnitt IV.3.3)

Der erste Punkt wurde im Abschnitt IV.2.2 ausfithrlich dargelegt und braucht
deswegen nicht wiederholt zu werden.

141



Zum Abschluss der Einfiilhrung werden noch einige Bemerkungen iber die Lésungen
der Gleichung (IV.3.1.1) gemacht. Diese Losungen kénnen folgendermassen
geschrieben werden :

T

x(t+1) = exp{AT}x(t,) + Jexp{A,(1-6)}d0 b, u(ty) (IV.3.1.2)
0

Die transzendenten Terme koénnen, ausser in wenigen Ausnahmen, nur mit
numerischen Methoden bestimmt werden. Um trotzdem zu analytischen Aussagen
zu kommen, wird deshalb die Annahme getroffen, dass die Abtastzeit im
Vergleich zur Systemdynamik kurz ist. Die Gleichung (IV.3.1.2) kann in
diesem Fall durch die Gleichung (IV.3.1.3) approximiert werden :

x(ty+T) = x(ty) + T{IA x(t,) - b, d sign(s(ty))|x(ty)]} (IV.3.1.3)

Man muss sich natiirlich bewusst sein, dass diese Anndherung nur fir
Abtastzeiten zulédssig ist, welche relativ klein sind.
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1U.3.2. Stabilititsbedingungen

Damit das stabile Gebiet nicht verlassen wird muss, gemiss den in Abschnitt
IV.2.3 entwickelten Ideen, die folgende Bedingung erfiillt sein :

Definition : Ox(ty) = x(ty+T) —x(ty)
Stabilititsbedingung 0xT(t,) K x(t,) < 0 (IV.3.2.1)
Nebenbedingungen : xT(t,) K x(t,) < 0

Ohne Einschrankung der Allgemeinheit kann der Betrag des Zustandes normiert
werden :

[x(ty) =1

Die einzige noch freie Grésse ist die Reglerverstiarkung d, welche in diesem
Abschnitt dazu benutzt werden wird, um die Stabilitatsbedingung (IV.3.2.1)
zu erfiillen.

Allerdings ist diese Bedingung nur notwendig, aber nicht hinreichend.
Zusétzlich muss man némlich die Annahme treffen, dass der Zustandspunkt in
einem Zeitintervall nicht auf der entgegengesetzten Seite des Kegels
austreten kann. In Bild IV.3.2.1 sind die zwei mdglichen Falle angegeben.

Bild Iv.3.2.1

Die Differenz Sx(tk)* erfillt zwar die Bedingung (IV.3.2.1), trotzdem
verlésst der Zustandspunkt das stabile Gebiet. Im nichsten Abschnitt wird
dehalb die Frage untersucht, wie ein solches Verhalten vermieden werden kann.
Hier in diesem Abschnitt wird die Bedingung (IV.3.2.1) untersucht. Mit der
approximativen Lésung (IV.3.1.3) kann die Stabilitatsbedingung (IV.3.2.1)
folgendermassen umgeschrieben werden :

T *{xT(t;) ATHT - d sign(s(ty)) bT,} Kx(t,) < 0 (IV.3.2.2)
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In der linearen Approximation spielt die  Abtastzeit fir die
Stabilitatsbetrachtungen keine Rolle. Das Problem ist beziiglich des
Vorzeichens von s(t,) symmetrisch. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kann
das Vorzeichen von s(t,) deshalb positiv angenommen werden.

Damit erhélt man die endgiiltige Problemformulierung :

Gesucht ist Verstéarkung d, so dass

d > max { xT(t,) A,Kx(t,) /bT K x(t,) }

x(ty)
(IV.3.2.3)
mit den Nebenbedingungen :

(t)] = 1; xT(ty) Kx(ty) =0;  sign(s(ty)) > O

Satz 21 :

Fir das Maximierungsproblem (IV.3.2.3) existiert immer eine Lésung.

Beweis des Satzes 21 :

Die Existenz einer Lésung ist gesichert, falls der Nenner in (IV.3.2.3) nie
verschwindet (der Zahler ist, da die Norm des Vektors x(t,) gleich eins ist,
und da die Matrix ATK endliche Elemente hat, sicher endlich).

Die Matrix K reprisentiert einen stabilen Hyperkegel, gemiss Abschnitt
1v.2.2. Mit Satz 20 kann der Vektor b, deshalb nicht zum stabilen Gebiet
gehoren :

bT. K b,=|LA2 > 0 ; > 0, sonst beliebig

Mit Hilfe der Koordinatentransformation I  (IV.2.2.2) koénnen die
Nebenbedingungen einfacher ausgewertet werden :

rt(t) = x(t) ; rp:bo = bToKbo=pTAp= P‘xz

Die n-dimensionalen Vektoren E(t,) und P werden jeweils in einen (n-1)-
dimensionalen Teil &,.4(ty), bzw. P,.q und in ihre letzte Komponente

aufgespalten :
E7(ty) = [ &Trealty) | &nlty) ] ; BT = [ BTrea | Bn ]

Der Nenner bT K x(t;) kann nun folgendermassen umgeschrieben werden :

l’Tox x(ty) = pTA g(tk) = -A2 pTred gred(tk) + gn(tk) Bn
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Setzt man fiir das Produkt §&.,(t,) B, den, durch die Nebenbedingungen
geforderten Wert ein, so erhdlt man :

2. (ty) = A2 Bloq(ty) Grealty) = A2 |[§rea(ty)|?
an = 32 ( p' + pTred pred ) = 12 ( p' + lpredlz )

= bTox x(tk) = A2 ”gred(tk)l( p’ + |predl2 )1/2 - Tred gred(tk)}

Dieser Ausdruck kann nur Null werden wenn entweder :

l) lgred(tk)lz( I»'- + 'predl2 ) = ( pTred gred(tk) )2

oder
2 ) gred( tk) =0

In beiden Féallen stésst man jedoch auf einen Widerspruch.

Fall 1) : Die Gleichung 1) ist fir R > 0 nicht erfillbar, da immer gilt :

( pTred gred(tk) )2 < Ipredlzlgrod(tk”z

Fall 2) : Aus der Nebenbedingung [&(t,) | = 1 folgt, dass §,(t;) = 1 sein

muss. Dies fithrt jedoch auf den folgenden Widerspruch :

ET(ty) A B(ty) =E2%(ty) =1 =0
Deswegen kann der Nenner in (IV.3.2.3) nie verschwinden.
EdB.

Man beachte, dass bei der Berechnung von (IV.3.2.3) i. a. mehrere lokale
Maxima existieren, von denen das absolute gesucht ist. Glicklicherweise
stehen zur numerischen Lésung des Problems (IV.3.2.3) einige gqute Software-
Pakete zur Verfiigung, welche auch in der Lage sind die Nebenbedingungen zu
beriicksichtigen [23].

Zusammenfassung IV.3.2. :

In diesem Abschnitt wurde ein Verfahren eingefithrt, welches eine untere
Schranke fiir die stabilisierende Reglerverstarkung liefert. Die gefundene
Schranke stellt nur eine Schitzung dar, da nicht mit der exakten Loésung
(IV.3.1.2) sondern mit der linearen Approximation (IV.3.1.3) operiert wurde.
In diesem Fall ist die gefundene Schranke fiir die Reglerverstédrkung nicht
von der Abtastzeit abhangig.
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1U.3.3. Abschiétzung der zulidssigen Abtastzeit

Als wesentliche Voraussetzung wurde im vorherigen Abschnitt die Annahme
getroffen, dass der Zustand das stabile Gebiet nicht auf der
entgegengesetzten Seite verladsst. Dieser Abschnitt beschaftigt sich damit,
eine obere Schranke fir die Abtastzeit 2zu finden, so dass diese
Voraussetzung erfiilllt ist.

Die grundlegende Idee wird in Bild IV.3.3.1 skizziert. Der kritische Fall ist
dadurch gegeben, dass der Zustand zur Zeit t, (fast) auf der Gleit-
Hyperebene liegt.

Die Differenz &x(t}) = x(ty,,) - x(t,) ist beschrénkt. Geometrisch ldsst sie
sich als Hyperkugel um x(t,) darstellen. Der Radius der Hyperkugel ist eine
Funktion der Abtastzeit. Demzufolge kann T solange vergrossert werden, bis
die Hyperkugel die Gleitebene tangiert. Die entsprechende Abtastzeit stellt
dann die gesuchte Schranke dar, da falls T kleiner gewadhlt wird, der Zustand

das stabile Gebiet in einem Intervall nicht verlassenkann.

Ired

Bild Iv.3.3.1

Der Radius der Hyperkugel wird mit Hilfe der Gleichung (IV.3.1.3) bestimmt.
8xT(ty) Bx(ty) = 2 { xT(t,)AT, A x(ty) + d2 [x(t,)l2

- 2 BT A, x(ty) d sign(s(ty)) |x(ty)l}

Eine obere Schranke fir den Betrag der Zustandsdifferenz kann mit Hilfe der
Dreiecksungleichung und der Abschitzung fiir Rayleigh-Quotienten gefunden
werden :

I bTAgg X (ty)| < [bTAgq Hlx(ty)l = (Ie ] - 1) |x(ty)l

xT(ty) ATyq Agg x(ty) < 0%, xT(ty) x(ty)

Opay =max{0;} = grésster Singularwert von A,
i
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Damit kann man die gesuchte Schranke ftir den Radius der Hyperkugel
abschéatzen :

P = (O%ey+ 42 + 2 (Jo|- 1)}112
(IV.3.3.1)
18x(ty)] s TP |x(ty)l

Man sieht, dass die postulierte Abhéngigkeit des Radius der Hyperkugel von
der Abtastzeit linear ist. Dies ist darauf zurickzufihren, dass nicht die
exakte Losung (IV.3.1.2) sondern die lineare Approximation (IV.3.1.3)
verwendet wurde.

Die Ungleichung (IV.3.3.1) ergibt noch keine Schranke fir die maximal
zuldssige Abtastzeit. Diese Schranke folgt erst aus der Ueberlegung, dass
der Radius der Hyperkugel héchstens so gross sein darf, dass sie die
Grenzflache des stabilen Gebietes tangiert. Diese Betrachtungen werden im

bereits eingefithrten §-Koordinatensystem durchgefithrt :
T&(ty) =x(ty) Definition von I siehe (IV.2.2.2)
18(t) | = Ix(ty)]  wedl ITT = 1
= |8k(tp) | < 1p lE(ty)l

In BildIV.3.3.2 ist die Bestimmung des Radius der Hyper-Kugel dargestellt.

— ’ D
ititk}l 'l&l' 1 +;::'

’ ;:.rl. \\,‘ 3 -’__.'-"" -~
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S
e -
- ol .-";?ff-
..-"’I 4 < \ \‘- ’t !
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i I
\ f
Eit,) Ered
Bild 1Iv.3.3.2

Der Radius ist durch die folgende Gleichung gegeben :
ro= A (1« A2)12 [E(xy) |

Die maximale Abtastzeit wird durch die folgende Ungleichung bestimmt :

188(ty)| < t1pi(ty)| <

Damit findet man die gesuchte Schranke (IV.3.3.2) fir die Abtastzeit :

Tuar = A (P2 (1 + A2)}-12 (IV.3.3.2)
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In diesem Abschnitt wurde eine Schitzung der maximal zuldssigen Abtastzeit
Tuax hergeleitet. Alle Grossen welche zur Bestimmung der Schranke (IV.3.3.2)

benétigt werden sind bekannt, insbesondere muss T, nicht iterativ berechnet
werden.

Da statt mit der exakten Lésung (IV.3.1.3) mit der linearen Approximation

(IV.3.1.4) gearbeitet wurde, ist die Schranke T,, nur eine Schatzung der
tatsdchlichen maximalen Abtastzeit.

Prinzipiell wire es moglich, die in diesem Abschnitt durchgefilhrte Analyse
auch mit der exakten Losung (IV.3.1.2) durchzufithren. Dabei wirden keine
qualitativ neuen Schwierigkeiten auftauchen. Der Berechnungsaufwand wire in

diesem Fall aber wesentlich grésser, da man in diesem Fall iterativ vorgehen
misste.

148



0. 3. 4. Einluss der Parameterstirungen

Dieser Abschnitt untersucht den Einfluss der Parameter-Stérungen auf das
digital geregelte System (IV.3.1.1). Das betrachtete System ist durch die
folgende Gleichung gegeben :

x(t) = (A, + 8A(t)) x(t) +(b, + 8b(t)) u(ty)
u(ty) = - o A, x(t) - 4 sign(s(ty)) Ix(ty)l (IV.3.4.1)
bty <t <ty + 1

Die  Parameterstérungen erfiilllen die  Rangbedingungen (I1.1.2.2/3),
insbesondere kann die Stérung der Eingangsverstdrkung aufgespalten werden :

8b(.) = ry(.) b,

An der Definition des stabilen Gebiets wird sich, gegeniiber dem ungestérten
Fall nichts &ndern. Die Aufenthaltsbedingungen missen jedoch neu formuliert
werden.

Das dabei vervendete Vorgehen entspricht demjenigen des ungestérten Falls.
Mit den genau gleichen Ueberlegungen wie sie im ungestérten Fall angewendet
wurden, kann die Stabilitédtsbedingung fiir die Verstarkung d gefunden werden :

Definition :

z(ty) = xTK A x + XTK8A(ty) x - rp(t) xTKb, c A, x

n(ty) = (1 + rp(t)) bTK x
Nebenbedingungen :

xT(ty) K x(ty) < 0; Ix(te)l =1 s(ty) > 0
Stabilitatsbedingung :

d > max { z(ty)/ n(ty)} (1Iv.3.4.2)
x,t
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Die Auswertung dieser Bedingung erfordert natirlich einen grosseren Aufwand
als die Auswertung der Bedingung (IV.3.2.3), weil zusitzlich die
Parameterstorungen 8A(t) und 8b(t) beriicksichtigt werden missen. Man beachte
aber, dass die Existenz einer Lésung durch den Satz 21 und durch die Annahme
(I1.2.3.1) gesichert ist.

Die maximale Norm des Inkrements &8x(t,) lasst sich, wie es im Abschnitt
IV.3.3 angegeben wurde, abschitzen. Wesentlich ist, dass diese Norm endlich
und von der Abtastzeit linear abhingig ist.

Daraus kann man, wie es im Abschnitt IV.3.4 angegeben wurde, die maximale
Abtastzeit berechnen. Gegeniiber dem ungestorten Fall ergeben sich demzufolge
keine qualitativ neuen Schwierigkeiten. Die Auswvertung der Bedingungen
erfordert allerdings mehr Aufwand, da die Parameterstorungen zeitvariabel
sind.

Wiederum gilt, dass die erhaltene Schranke nur eine Schatzung darstellt, da
allen Berechnungen die lineare Approximation (IV.3.1.3) zu Grunde liegt.
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1V. 4 Systeme mit Beobachtern

In diesem Abschnitt werden Systeme untersucht, welche mit Hilfe eines
Beobachters geregelt sind. Alle Bezeichnungen werden unverindert aus dem
Unterkapitel III.3 ibernommen. Der Vektor r(t) in der Gleichung (IV.1.1.1)
wird hier durch -e(t) gemdss Definition (III.3.1.2) substituiert. Es wird
angenommen, dass der Beobachter bereits im Gleitzustand ist.

Als erstes wird gezeigt, dass “kleine" Fehler e(t) die Stabilitit des
geregelten Systems nicht gefiahrden, und dass in diesem Fall eine erweiterte
Gleitbewegung stattfindet.

Aus der Definition (III.3.1.3) folgt fiir den gleitenden Beobachter :
cx(t) = ce(t)

Mit der Definitionsgleichung (IV.2.1.5) fir das stabile Gebiet erhilt man
die gewlinschte Aussage :

Q.:={ x(t) |ex(t)] < @ |xo4(t)]} (IV.4.1.1)

Falls|c e(t)] < @ |x,.4(t)| tritt erweitertes Gleiten auf.

Damit ist gezeigt, dass eine gewisse Stabilititsreserve auch im Falle des
Einsatzes von Beobachtern vorhanden ist.

Diese Aussage ist rein qualitativer Natur. Natirlich ist man daran
interessiert, quantitative Angaben iber die maximal zulédssigen Stoérungen
machen zu kénnen. Dieses Problem wird an Hand der Gleichung (III.3.1.8)
studiert.

Dabei treten zwei Problemkreise auf

1. Bleibt der Beobachter im Falle von Parameterstérungen
asymptotisch stabil?

2. Erfillt der Fehler die an ihn gestellte Bedingung
(IV.4.1.1)?

Die Stabilitdt wird nur durch die Eingangsstérungen db(t) beeinflusst. Mit
Hilfe des im Abschnitt III.2.3 eingefithrten Verfahrens, kann auch hier
gezeigt werden, dass es eine Schranke fir die Stérung gibt, welche
garantiert, dass die Stabilit&dtseigenschaft nicht verloren geht (die
Bezeichnungen sind gleich wie im Abschnitt III.3 gewahlt) :

Feststellung : [A, -~ 1 g] ist eine Hurwitzmatrix

= Es existiert eine Matrix P = PT > 0 mit

P[A-1g]+ [A-1g]TP=-I
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®

Ljapunow-Funktion v(t) = eT(t) P e(t)

Zeitliche Ableitung von v(t) (siehe Gleichung (III.3.1.8)) :
vit) = -eT(t) e(t) + rpy(t) eT(t) [ MT «+ M ] e(t)
N=Pb,c[A-1g]

Abschitzung

|Apay] = Betragsmissig grosster Eigenwert von [ MT + M ]

= rp(t)| < 1/|Ag.,| ergibt asymptotisch stabilen Beobachter

Falls also die Stérung geniigend klein ist, wird der Fehler beschréankt
bleiben.

Un die zweite oben aufgeworfene Frage zu beantworten, werden zwei Annahmen
getroffen. Als erstes wird angenommen, dass die Eingangsstérung nicht aktiv
ist. Diese Annahme ist eigentlich nicht unumginglich, vereinfacht aber die
Herleitungen wesentlich.

Die zweite Annahme besteht darin, dass die Parametervariation O8A(t) viel
"langsamer" als die Fehlerdynamik vorausgesetzt wird. Dies wird z.B. bei
unbekannten aber konstanten Parameterfehlern der Fall sein. In diesem Fall
lasst sich der Fehler durch eine algebraische Gleichung angeben :

e(t) » - [A, - 1g]~! 8A(t) x(t)

Mit der Definition (IV.2.1.5) kann eine Bedingung fir 3A(t) hergeleitet
werden :

|-c [A - 1g]~28A(t) x(t)| = |o [A, - 1g]-taA(t)] |x(t)]

le [A, - 1g]~18A(t)] |x(t)] < & |xpaq(t)]

Die Norm des Zustandsvektors lisst sich abschitzen, da der Zustand im
stabilen Gebiet enthalten sein muss :

lx(t)l £ ( 1+ |cred‘ + a) lxred(t“

Damit findet man die gesuchte Schranke :

HACE) < @ /[( 1+ [erq + @)lc [A - 1g]-]] (IV.4.1.2)
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In diesem Abschnitt wurde gezeigt, dass beim Einsatz von Beobachtern
Stabilitédtsreserven bestehen, insbesondere dass das geregelte System unter
gewissen DBedingungen eine erweiterte Gleitbewequng ausfithrt. Falls die
Parametervariationen geniigend klein sind, bleibt die Stabilitit des
Beobachters und der Strecke bestehen, und der Zustand vollfithrt eine
erveiterte Gleitbewegung.
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il. 5. Rauschbehaftete Systeme

Dieser Abschnitt wendet das erweiterte Gleitprinzip auf Systeme mit
verrauschten Messungen an. Das betrachtete System ist durch die Gleichung
(IV.1.1.1) gegeben, wobei zundchst angenommen wird, dass  keine
Parameterstérungen aktiv seien. Vom Rauschsignal r(t) ist nichts bekannt,
ausser dass es durch die folgende Bedingung beschrankt ist :

lr(t)] < rg (IV.5.1.1)

Als ndchster Schritt wird der Zustandsraum R? in zwei Teilrdume (; und Qg
aufgespalten :

Op:={ x(t): |x(t)] < 2r, und |e x(t)] <|e| 1, }
Opri= { Ko} - { O}
Fall sich der Zustand x(t) in Q,; aufhalt, so gilt :
1.  sign(e x(t)) = sign{c x(t) +  £(t))
2. |x(t) +x(t)] > |x(t)] - |x(t)] >,

Damit folgt fir das geschlossene System (IV.1.1.1) die folgende
Differentialgleichung :

x(t) = MA, x(t) - be A, £(t) - b, d sign(s(t))|x(t) + r(t)]
(Pro memoria : s(t) = e x(t))

Vervendet man die Ljapunow-Funktion (II.3.4.1), so kann man eine Bedingung

fir die Reglerverstarkung d finden, welche garantiert, dass s(t) in Qi
monoton abnehmend ist :

d > max { [cA,r(t)] / |x(t) + x(t)] }
t

Da alle Betrachtungen in {)};; stattfinden, kann dieses Maximum einfach
angegeben werden :

d> |cA, | (IV.5.1.2)

Wird d gemdss der Bedingung (IV.5.1.2) gewahlt, so gilt, dass der Zustand
x(t) (zumindest asymptotisch) in das Gebiet (); eintreten muss, da das

Minimum der Ljapunow-Funktion (die Gleitebene) ganz in {); enthalten ist.
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Da man aber weiss, dass um die Gleitebene herum ein Kegel (), existiert, der
asymptotische Stabilitdt garantiert, so muss der Zustand x{(t) ftir alle
Zeiten beschridnkt bleiben. Aus der Kenntnis des Oeffnungswinkels des Kegels,
und des Maximalbetrags des Rauschens (IV.5.1.1) kann das Gebiet (), bestimmt

werden, in dem sich der Zustand firt -> e aufhalten wird.

Das folgende Bild IV.5.1.1 verdeutlicht diese Ueberlegungen (das oben
ervahnte Gebiet (), ist dick umrandet).

Bild IV.5.1.1

Falls die Parameterfehler nicht Null sind, so gelten v6llig analoge
Ueberlegungen, nur die Stabilitatsbedingung (IV.5.1.2) wird in diesem Fall
zusdtzliche Terme erhalten, welche die Stérungen kompensieren. Auf eine
explizite Herleitung dieser Bedingung wird aber hier verzichtet.
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. ANIWENDUNG: REGELUNG EINES GLEICHSTROMMOTORS

L, 1. Regutatorproblem

Dieser Abschnitt behandelt das Regulatorproblem, wie es im Unterkapitel II.3
definiert wurde.

U. 1. 1. Versuchsaufbau

Der Versuchsaufbau hat zum Ziel, einen robusten Regulator fiir eine permanent
erregte 0.5 kW Maschine zu realisieren. Die Regelung wird mit Hilfe eines
kleinen Mikroprozessor-Systems realisiert. Das folgende Bild V.1.1.1 zeigt
eine schematische Darstellung des Systems.

Speicher-E0 (IMessprotokoll) -
Tastatwr/ Anzeige
PN
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= / 7 =i
L A S A .‘,,-' e =
— - o A L]
A0 p— A0
: | N
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- A b -
w E
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. ; D | A [
Leistungs- a ‘
verstiarker | / - ~
g a
. g B
v
DC-Antrieh =

Bild V.1.1.1

Die A/D- bzw. D/A-Wandler haben eine Wortbreite von 8 bits und eine maximale
Konversionszeit von 80 Qsec. Der Z-80 Mikroprozessor wird mit 1.8 MHz
betrieben. Neben 10 kByte an freiem RAM sind 8 kByte mit einem Monitor- und
einem Assemblerprogramm vorhanden. Der Leistungsverstirker ist sehr schnell
(Grenzfrequenz unter Vollast iiber 30 kHz). Aus diesem Grunde kann der
Einfluss des Verstirkers auf die Dynamik des geschlossenen System
vernachlassigt werden. Die Messgerdte werden ebenfalls ideal angenommen. Die
elektrische Zeitkonstante des Antriebs liegt unter 1 msec, so dass der
Einfluss der Ankerinduktivitit vernachliassigt werden kann.

Der Regelalgorithmus wurde zuerst in FORTH geschrieben. Die resultierenden
Regelraten waren aber zu klein, um ein einigermassen ideales Gleiten zu
erméglichen. Erst die Programmierung in Assembler brachte die erwinschten
Resultate (Regelrate > 500 Hz).
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U. 1. 2. Algorithmus

Mit den oben erwihnten Vereinfachungen lasst sich das System durch eine
Differentialgleichung zweiter Ordnung beschreiben :

®(t) = N(t) Wi

(a5 + 8a(t)) Q(t) + (b, + 8b(t)) u(t) + p(t)

0(t)
®(t) = Ankerwinkel (rad); Q(t)= Winkelgeschwindigkeit (rad/sec)
u(t) = Ankerspannung (Volt)

Der Parameter 8a(t) kann durch Hinzufiigen oder Entfernen von zusitzlichen
Tridgheiten absichtlich variiert werden. Die Stérung p(t) reprisentiert das
Haft- wund Gleitreibungsverhalten des Antriebs. Der Parameter 3b(t)

beschreibt elektrische Phinomene wie Birsten- und Wirbelstromverluste.
Die Transformation auf Begleitform kann hier sofort angegeben werden :
x3(t) = ®(t) / b, ; xp(t) = Qt) / b, (v.1.2.2)

Mit den Definitionen ry(t) = 8b(t) / b, und r(t) = p(t) / b, erhdlt man die
folgenden kanonischen Differentialgleichungen :

x1(t) = xp(t)
(V.1.2.3)
(2 + 8a(t)) xp(t) + (14 rp(t)) u(t) + r(t)

xp(t)
Die numerischen Werte lauten :

a, =-2.7 (sec™t)
r(t) = -0.14 sign(x,(t)) (Volt)
-0.62 < rp(t) < 0 (-)

Das ungeregelte System hat demzufolge einen Pol bei -2.7 und einen Pol im
Ursprung.

Die "Matrix" c ist hier gegeben durch ¢ = [c, 1]. Mit Hilfe des Parameters c
wird der Pol des gleitenden Systems bei A = -c festgelegt.

Der verwendete Regler ist eine Kombination aus dem Regler (II.3.3.2) und dem
Regler (III.4.1.5) :

u(t) = - (a5 + ©) xp(t) - [dlxp(t)] + dp] sign(s(t))
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Die hinreichenden Stabilitatsbedingungen sind durch die Gleichungen
(II.3.4.15) Dbzw. (IIT.4.1.9) gegeben. Ausgeschrieben  lauten sie
folgendermassen :

d > max {|da(t)-rp(t)(cra,)|/(1+ry(t)}
t

dy > max {|x(t)]/ (1+ry(t)]}
t

Die numerische Auswertung dieser Bedingungen ergibt die hinreichenden
Bedingungen fiir stabilisierende Reglerverstiarkungen :

d > |2.63. 8a(t)| + |0.368.(c - 2.7)]
d, > 0.368.

Die néchsten drei Bilder zeigen das Systemverhalten ohne absichtliche
Parameterstérungen (d.h. 8a(t)=0) und mit c=1. Bild V.1.1.2 zeigt die
Winkelposition als Funktionder Zeit.

{rad) 4 %

201

Bild Vv.1.1.2
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Das Bild V.1.1.3 zeigt die Darstellung dieser Bewegung in der Phasenebene.

Wegen der endlichen Abtastzeit stellt sich,

Gleiten ein.

(rad/sec)

T
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20n/zec

wie ervartet, kein perfektes
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Bild Vv.1.1.3

Das Bild V.1.1.4 schliesslich zeigt den Verlauf der Steuergrésse u(t). Man

beachte, wie die &quivalente Steuergrésse als Mittelwert dieses Verlaufs
interpretiert werden kann.

w{tia (Yol

Bild V.1.1.4
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U. 1. 3. Robustheitsuntersuchungen

Um die Robustheit der RVS zu untersuchen, wurde durch Anbringen oder
Entfernen von Zusatzmassen der Parameter 8a(t) absichtlich verindert. Die
Parametervariationen liegen im Bereich von ca. 50% des Nominalwertes a,.

Das folgende Bild V.1.1.5 zeigt den Fall,
Trégheit angebracht wurde.

bei welchem eine zusatzliche

Im ersten Durchgang (links) wurde eine Reglerverstdrkung d gewahlt, welche
die Stabilitédtsbedingung (II.3.4.15) erfiillt. Wie erwartet resultiert ein
ideales Systemverhalten. Wird die Verstdrkung d zu klein gewahlt, so ist der
Regler nicht mehr in der Lage den Gleitzustand zu stabilisieren (mittleres
und rechtes Bild).
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Falls das System eine kleinere Trégheit als angenommen besitzt, ergibt sich

ein ahnliches
aufgezeichnet,

Reglerverstarkung zeigt.

Verhalten.

In

Bild V.1.1.6

sind wieder drei Fille

wobei das Bild links den Verlauf bei korrekter Wahl der
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(II.4.3.12)

]
krit

d=d

krit

Bild V.1.1.6
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dass das Verhalten welches im mittleren Bild von V.1.1.6

nur hinreichend,
eintreten, bei welchem auch eine kleinere Reglerverstédrkung als berechnet,

kein Widerspruch darstellt.
aber nicht notwendig ist,

zu einem stabilen Gleitzustand fiithrt.
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L. 2. Folgeregelungsproblem

Dieser Abschnitt untersucht das Folgeregelungsproblem, wie es im
Unterkapitel II.4 dargestellt wurde.

U. 2. 1. Versuchsaufbau

Der Versuchsaufbau entspricht weitgehend demjenigen des Regulatorproblems,
insbesondere bleibt die Strecke unverdndert. Da das Folgeregelungsproblem
einen grésseren Berechnungsufwand erfordert, wird statt des Z-80
Mikrorechners ein HP-1000 Minirechner mit entsprechender Prozessperipherie
verwendet. Die Wortbreite der Wandler betragt nun neu 12 Bit. Um eine
méglichst kleine Abtastzeit zu erhalten wird das Referenzmodell im Rechner
digital realisiert. Die Messwerte kénnen im Rechner intern abgespeichert
werden, so dass der KO nicht mehr benétigt wird.

.2.2. Rigorithmus

Das Referenzmodell, welches das gewiinschte Verhalten der Strecke
representiert, wurde folgendermassen gewshlt :

z(t) = Foz(t) + gow(t)

y 1 a
F = =
° -9 86 -4.40 9 a9, 86

Pollage : Aio = -2.2 %3 2.24.

Das Referenzmodell erfiillt natirlich Bedingung (IT1.4.1.3) wund die
Aufspaltung (I1.4.1.4) lautet :

qr = [-9.86, -1.7]; qq = [9.86]

Ein Regelschritt dauert 6 msec. Das im Rechner nachgebaute Referenzmodell
lautet somit :

# o
z {t+ 0.006) = F,oz{t)+ g, wit)
o 0999824  0.008921.. P 0. 000176,
-0, 058: 9= | 0.0ss382..
Der verwendete Regler ist durch die folgenden Gleichungen gegeben :
s(t) = c(xy(t)-z4(t)) + (x2(t)-2p(t))
u(t) = - (a5 + ¢) (xp(t)-zp(t)) + gp z(t) + qq w(t)

= [delxa(t)] + dp+ dyfz(t)] + dy|w(t)]] sign(s(t))
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Die Reglerfaktoren missen den folgenden Bedingungen geniigen :

dpz*max{——lgigilf = [.375.
t "1+rbl:t.:‘
ll (tilc+a }'!
:jx:fmai..!_ t+rity | = |1.678{c-2.7}]
- b
lr ff% + {0+ ao)]l“L
S ) - = Yii fq ] ﬁ
Az t{ 1+1‘rt} | 167 74 (c-4.4)
fnitig
d A5, | - 16.55.

= WA~ |
w t.“ } 1 +rh{t_} ]

B.2.3 Robustheitsuntersuchungen

In diesem Abschnitt wird nur die Robustheit des RVS gegeniiber dem

Parameterfehler rp(t) und der 4usseren Stérung pP(t) untersucht (siehe
Gleichung (V.1.2.3)). Um die Leistungsfihigkeit des RVS beurteilen zu
kénnen, wird als Vergleich ein linearer Zustandsregler implementiert,
welcher mit dem gleichen Referenzmodell arbeitet :

u(t) = -re(t) + qpz(t) + ggw(t); r € Rmn (v.2.3.1)
Die Riickfiihrfaktoren r, werden anhand des Nominalsystems

x(t) = Ax(t) + bau(t)

bestimmt und zwar so, dass der Fehler e(t) = x(t)-z(t) eine gewinschte
Dynamik erhdlt. Die nominale Differentialgleichung des Fehlersystems
lautet :

e(t) = AX(t) - bor e(t) + bgsz(t) + byagw(t) - Fz(t) - guw(t)

Da das Referenzmodell die Bedingungen (I1.4.1.3) erfillt, kann diese
Gleichung erheblich vereinfacht werden :

= Ax(t) - Az(t) - byr e(t) = (A, - byr) e(t)

Die Rickfilhrfaktoren werden so gewahlt, dass das Fehlersystem einen reellen
Doppelpol bei -2c hat. Die Begriindung fiir diese Wahl liegt darin, dass eine
Serieschaltung von zwei PT1-Elementen mit doppelt so kleiner Zeitkonstante
in etwa einem einzigen PT1-Element mit einfacher Zeitkonstante entspricht.
Die Dynamik des Fehlers des gleitenden Systems und diejenige des linear
geregelten Systems sind damit (im Nominalfall) vergleichbar.
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In den unten gezeigten Experimenten wurde c=1 gewahlt (die "Matrix" ¢ hat
folgende Gestalt ¢ = [ ¢, 1]). Mit Hilfe des konstanten Teils der Gleichung
(V.1.2.3) findet man damit fiir die beiden Riickfiihrfaktoren folgende Werte :

r=1[4.00, 1.30 ]

Das Bild V.2.3.1 zeigt den Verlauf der Position x,(t) und ihres Sollwertes
zy(t) fir den Fall, dass der lineare Regler (V.2.3.1) eingesetzt wird. Die
Anfangswerte wurden folgendermassen gewahlt :

x1(0) = 14; x,(0) = 24(0) = 2,(0) =0
Der Verlauf der Referenzsteuergrdsse w(t) ist in Bild V.2.3.2 dargestellt.
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Die Abweichungen der realen Strecke von ihrer Nominalform produzieren z.T.
erhebliche Positionsfehler, auch nachdem der Anfangsfehler eliminiert ist.
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Im folgenden Bild V.2.3.3 ist das Verhalten der Strecke beim Einsatz des RVS
dargestellt. Die Anfangswerte und die Referenzsteuergrosse w(t) sind gleich
wie beim Einsatz des linearen Reglers.
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In Bild V.2.3.4 ist unten auch der Verlauf der Schaltvariablen s(t)
eingzeichnet. Der Gleitzustand wird unmittelbar nach dem Start des RVS
erreicht. Zu gewissen Zeitpunkten verliasst der Zustandspunkt kurz die
Gleitgerade. Dieses nichtideale Verhalten wird durch die Strombegrenzung im
Leistungsverstirker verursacht. Trotzdem ist gegeniiber dem linearen Regler
eine deutliche Verbesserung des Fihrungsverhaltens festzustellen.
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DI, SCHLUSSFOLGERUNGEN

Dieses Kapitel versucht, eine abschliessende Wertung der RVS zu geben. Als
erstes werden die wesentlichen Erkentnisse dieser Arbeit stichwortartig kurz
rekapituliert (Abschnitt VI.1). Anschliessend werden die Vor- und Nachteile
der RVS aufgefithrt und ihre Anwendbarkeit beurteilt (Abschnitt VI.2).

1.1. 2

Kapitel II :

- Fir ideale Systeme ist die angestrebte absolute Robustheit
gegenilber Parameterschwankungen immer erreichbar.

- Die Analyse- und Syntheseaufgabe ist im kanonischen Koor-
dinatensystem einfach lésbar (Polvorgabe).

- Ein neuer, symmetrischer Regler wurde eingefiihrt, welcher in
zwei Teile aufgespalten ist.

- Der lineare Teil dieses Reglers vollfiihrt eine Pol-Nullstellen-
Kirzung am Nominal-System, die restlichen m Pole werden in den
Ursprung verlegt.

- Der nichtlineare Teil eliminiert die Anfangsbedingung der
isolierten Integratoren und stabilisiert die Gleitbewegung
bei eventuellen Parameterfehlern.

- Explizite Stabilit4itsaussagen sind bei unbekannten aber
begrenzten Parameterfehlern einfach méglich; zusdtzlich
gibt es Bedingungen die eine endliche Treffzeit garantieren.

- Alle Aussagen des Regulatorproblems sind auf das Folgerege-
lungsproblem mit Referenzmodell anwendbar, wenn man statt des
Zustands den Fehler betrachtet.

Kapitel IIT :

- Kleine Abweichungen der Parameterstérungen von der Idealform werden
verkraftet, das Systemverhalten wird dann aber parameterabhingigq.

- Der Einsatz von Beobachtern verunméglicht die absolute Robustheit,
d.h. perfekte Gleitbewegungen sind nicht mehr méglich.

- Eine gewisse Klasse von Motorrauschen kann vollstdndig unterdriickt
werden.

- Messrauschen verhindert immer perfektes Gleiten.
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Das Existenzgebiet des Gleitzustandes ist bei beschrankten
Steuergréssen relativ einfach abzuschétzen, das Einzugsgebiet
ist i.a. schwieriger zu finden.

Es existiert einer Klasse von nichtlinearen Strecken, welche
durch Linearisieren, zu idealem Verhalten gezwungen werden
konnen.

Fir gewisse nichtlineare Strecken sind Gleitzustande direkt erreichbar,
besonders im Zusammenhang mit Referenzmodell-Ansitzen.

Fir einen speziellen Robotertyp wurde das vollstdndige Analyse-
und Syntheseproblem gelést.

Kapitel 1IV. :

Eine natiirliche Erweiterung der (n-1)-dimensionalen, idealen
Gleitbewequng auf eine n dimensionale Bewegung (erweitertes
Gleiten) wurde angegeben.

Diese Betrachtungsweise wurde auf diverse nichtideale Falle,
insbesondere auf digitale RVS, angewendet.

Die Robustheit der RVS gegeniiber kleinen Abweichungen von den
idealen Voraussetzungen (Robustheit zweiter Art) wurde bestatigt.

Kapitel V. :

Fir einen Gleichstrom-Antrieb wurde die Durchfithrbarkeit der
vorgeschlagenen Regelalgorithmen gezeigt. Die spezielle Eignung der RVS
fir elektrische Antriebe wurde bestitigt.

Die Ervartungen beztiglich Robustheit wurden erfillt, ein ideales
Verhalten ist aber nur bei geniigend schnellen Reglerkomponenten
erreichbar.

Der Einsatz von Mikroprozessoren (ev. Signalprozessoren) und
schneller moderner Leistungselektronik ist deswegen erforderlich.
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Ul. 2. Beurteilung der Regler mit variabler Struktur :

Vorteil Nachteil
Absolute Robustheit, gewisse Nur spezielle Klassen von
Stoérungen haben gar keinen Storungen zugelassen
Einfluss
Einfacher Reglerentwurf Zusétzliche Transformationen
Einfacher Regler, leicht zu Zustand muss vollstandig messbar
realisieren sein, mit Beobachter Verlust der

Robustheit

Motor-Rauschen kann z.T. voll- Mess-Rauschen verunméglicht immer
stédndig neutralisiert werden perfektes Gleiten

Ideales Systemverhalten auch bei Steuerleistung hoch, da auf den
schnell variierenden Parametern schlechtesten Fall dimensioniert
werden muss

Ideales Systemverhalten im Vor Erreichen des Gleitzustandes
Gleitzustand parameterabhdngiges Verhalten

Die Konsequenz dieser Erkenntnisse ist, dass RVS sicher nicht fir den
allgemeinen oder nicht besonders anspruchsvollen Einsatz geeignet sind. Der
Einsatz von RVS ist dann sinnvoll, wenn :

- die Parameterstorungen die Rangbedingungen (II.1.2.2/3) erfillen
- der Zustand vollstindig messbar ist
- hdchste Regelgiite, besonders in der Schlussphase, nétig ist

(die letzte Bedingung kann fallengelassen werden, wenn ein Ansatz mit
Referenzmodell mdglich ist).

Die RVS sind ausgesprochene Spezialisten, insbesondere sind sie nicht ein
universell einsetzbares Instrument, um ungenau bekannte Systeme zu regeln.
In gewissen Fallen kann jedoch mit ihrer Hilfe eine bisher unerreichbare
Regelglite erzielt werden. Ihr Einsatz kann demzufolge unter gewissen
Bedingungen sinnvoll sein, aber man sollte sich davor hiiten, in den RVS das
Regelungskonzept zu sehen, welches alle Robustheitsprobleme lészen kann.
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Kurzfassung :

In dieser Arbeit wird die Klasse der strukturvariablen Regler untersucht, welche mit
Gleitzustanden operieren. Diese Regler besitzen die Eigenschaft, gegenuber gewissen
Parameterstorungen absolut robust zu sein.

Als erstes wird die Klasse der “idealen” Systeme definiert, welche alle notwendigen
Bedingungen erfullen. Anschliessend wird eine kanonische Formulierung des Systems
gegeben, wobei besonderes Gewicht auf die Herleitung der dazu benétigten
Koordinaten-Transformationen gelegt wird. Die Aequivalenz zwischen den
bekannten Rangbedingungen fur die zuldssigen Parameterstorungen und der
Formulierung mit kanonischen Koordinaten wird gezeigt.

Sowohl fur das "Regulator-" wie auch for das "Folgeregelungsproblem” wird die
Synthese und Analyse von geeigneten strukturvariablen Reglern gezeigt. Die
vorgeschlagenen Regler besitzen eine neue symmetrische Form, welche den
eigentlichen Grundmechanismus der strukturvariablen Regler besonders deutlich
aufzeigt. Die Synthese wird durch die Wahl orthogonaler Gleitebenen wesentlich
erleichtert, weil das gleitende System in diesem Falle in lauter “Single-Input'-
Subsysteme aufgespalten wird. Die Vorgehensweise wird bei beiden Problemen
durch Beispiele illustriert.

Im nichsten Kapitel werden Systeme untersucht, welche auf irgendeine Art von der
“idealen” Form abweichen. Darunter fallen Systeme, deren Storungen die erwihnten
Rangbedingungen nicht erfullen, deren Zustand nicht vollstindig messbar oder deren
Eingangs- und Ausgangsgrossen verrauscht sind. Fir gewisse Abweichungen von der
Idealform wird gezeigt, dass sie ohne Einfluss auf das Systemverhalten bleiben. Fur
andere Nichtidealitaten wird gezeigt, dass sie das System beeinflussen. Diese
Einflusse konnen mehr oder weniger gravierend sein.

Die bei linearen Systemen gefundenen Resultate lassen sich auf eine gewisse Klasse
von nichtlinearen Systemen Gbertragen. Es wird gezeigt, dass z.B. alle Roboter dieser
Klasse angehoren. Anhand eines Beispiels (“zylindrischer” Montageroboter) wird das
Vorgehen bei einem nichtlinearen System demonstriert.

Anschliessend wird das "erweiterte Gleiten" eingefohrt. Hierbei handelt es sich um
eine Bewegung, welche nicht mehr nur auf der Gleitebene, sondern in einer
kegelformigen Nachbarschaft derselben stattfindet. Es wird ein Verfahren
vorgeschlagen, mit weichem das Kegelgebiet berechnet werden kann. Anschliessend
wird gezeigt, dass bei nichtidealen Systemen oft eine erweiterte Gleitbewegung
stattfindet, insbesondere dann, wenn die Abweichungen von der idealen Form klein
sind.
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Das vorletzte Kapitel befasst sich mit den Problemen, welche bei der Anwendung der
vorgeschlagenen Regelalgorithmen auftauchen. An einem Gleichstromantrieb wird
sowohl das Regulator, wie auch das Folgeregelungsproblem studiert. Die Robustheit
des Regelsystems wird untersucht und mit derjenigen von rein linearen
Zustandsreglern verglichen. Dabei werden die theoretischen Vorhersagen gut
bestatigt und die Anwendbarkeit der strukturvariablen Regler demonstriert.

Im letzten Kapitel wird eine Bewertung der strukturvariablen Regler vorgenommen.
Grundsiatzlich kann man sagen, dass mit strukturvariablen Reglern in gewissen
Fillen, nimlich dann wenn die idealen Voraussetzungen erfillt sind, absolut robuste
Regelsysteme resultieren. Es wire aber ein Trugschluss in diesen Reglern das Mittel
gegen Parameterfehler zu sehen. Ihre sinnvolle Anwendung bleibt auf gewisse, in der
Praxis allerdings recht haufig anzutreffende Fille beschrinkt.
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summary

This work analyses the class of variable structure regulators which operate with
sliding planes. These regulators are known to be absolutely robust against some
parameter disturbances.

First the class of “ideal systems” is introduced the elements of which are those
systems which fulfill all necessary conditions. For these systems a canonical
formulation is given. The equivalence between the known rank conditions for the
parameter disturbances and the formulation with canonical coordinates is shown.

The synthesis and analysis procedure is shown for both the regulator and the
tracking problem. The new proposed regulators have a symmetric form which clearly
reflects the basic mechanism of all sliding systems. The synthesis is notably
simplified by choosing orthogonal sliding planes, i.e., the resulting sliding closed loop
system is separated into single-input subsystems. Examples are given for both
problems.

The next chapter analyses those systems which do not belong to the class of the ideal
systems. The following nonidealities are analyzed :

- disturbances which do not fulfill the mentioned rank conditions

- state not completely measurable

- noisy inputs and outputs.
Some of these nonidealities do not destroy the absolute robustness but most of them
will affect more or less the system behavior.

The results of linear ideal systems can be carried over to a certain class of nonlinear
systems. It is shown that all robots fulfill the requirements of this class. For an
assembly robot the complete analysis and synthesis procedure is shown.

The next chapter expands the ideal sliding motion to a “generalized sliding” motion.
The state isn't fixed anymore on the sliding plane but is allowed to remain in a
certain neighborhood of this plane. An explicit procedure for calculating this domain
is proposed. These ideas are used to show that some nonidealities will not completely
destroy the robustness of the closed-loop systems.

The proposed algorithms are applied to a DC-drive. Both the regulator and the
tracking problem are studied. The controllers are implemented using digital
computers. The robustness of the proposed controllers is compared with the
robustness of linear state feedback controllers. The superiority and feasibility of the
variable structure regulators is clearly demonstrated.

The last chapter gives a final evaluation of the variable structure regulators. The

main result is that these regulators can produce very robust closed-loop systems but
it is certainly not true that they can be used to master all parameter uncertainities.
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