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Einleitung und Ubersicht

Die Seitenwandgrenzschichten von Turbomaschinen sind noch weitgehend
unerforscht. Dies hingt damit zusammen, dal} sie einen ausgeprigt dreidimen-
sionalen Charakter besitzen. Wir stellten uns die Aufgabe, eine Zergliederung
der verwickelten Erscheinungen vorzunehmen, um anhand eines vereinfach-
ten Modells eine gewisse Einsicht in die Strémungsverhéiltnisse zu gewinnen,
wobei die gemachten Vernachlissigungen nach Moglichkeit zu tiberpriifen sind.

Wir beschréinken uns dabei auf Axialverdichter und vereinfachen das Pro-
blem, indem wir die Schaufelkrinze abwickeln, d.h. eine Folge von abwech-
selnd ruhenden und bewegten ebenen Gittern betrachten. Die Grundannahme
ist nun die, dall wegen des groB3en Teilungsverhiltnisses das Gebiet der Seiten-
wandgrenzschichten aufgeteilt werden kann in einen Bereich in der Nihe der
durch Wand und Schaufel gebildeten Ecke, in welchem starke Radialbewegun-
gen und Druckgradienten auftreten und welcher die hauptsichliche Quelle der
sogenannten Randverluste ist, sowie in die dazwischenliegende Region in der
Umgebung der Teilungsmitte, wo das Druckfeld der Grenzschicht im wesent-
lichen von der reibungsfreien wandfernen Stromung aufgeprigt wird. Das
Stromungsfeld der Grenzschicht in diesem Bereiche bezeichnen wir als Grund-

losung und die mit ihr verbundene Dissipation als Wandreibungsverlust. Die
vorliegende Untersuchung befaft sich, mit Ausnahme des Abschnittes V.3,
vor allem mit dieser Grundlosung; nach unseren Ergebnissen 148t sich ihr
mittleres Verhalten durch eine Feldkraftlosung, die unter Vernachlissigung
der endlichen Gitterteilung gewonnen wird, im allgemeinen recht gut darstellen.

Wihrend fiir laminare Grenzschichten schon einige d&hnliche Untersuchun-
gen verdffentlicht wurden, ist bei turbulenter Strémung das Problem insofern
komplizierter, als die Kenntnis des Turbulenzmechanismus in einem drei-
dimensionalen Stromungsfeld noch sehr mangelhaft ist. Unsere Untersuchung
beschreibt daher eigentlich ein Modellbild einer turbulenten Stromung, das im
Gegensatz zum laminaren Fall eine — in Funktion des Wandabstandes — um
Grofienordnungen variierende Austauschgrofie besitzt.

Es erhebt sich nun die Frage, wie man dem strémenden Medium in der
Wandgrenzschicht iiberhaupt die erforderliche zusitzliche Energie zufithren
solle, damit es den Druckanstieg in der Stufe iiberwinden kann.

Ein weiteres Problem ist dieses, wieweit die Reibungskrifte an den Seiten-
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winden die Stromung direkt beeinflussen, d. h. wieweit der Giiltigkeitsbereich
der bekannten Sekundarstromungstheorien gehe, welche zwar verringerte
Geschwindigkeit der Zustrémung in Wandnahe annehmen, sonst aber reibungs-
freie Stromung voraussetzen.

Im Kapitel I wird anhand einer allgemeinen Energiegleichung das Verhalten
der Wandgrenzschichten untersucht, und es wird auf die wichtigsten bestim-
menden Groflen hingewiesen. Insbesondere fragen wir uns, unter welchen
Bedingungen eine gleichbleibende, d.h. lings der axialen Durchtrittsrichtung
sich nicht verdickende Wandgrenzschicht auftreten kann. Dabei kénnen wir
die zwei Fille unterscheiden, dal an den beiden Winden zwei durch ein Kern-
gebiet getrennte Grenzschichten vorhanden sind, oder daf sich die beidseitigen
Grenzschichten vereinigt haben und, den ganzen Querschnitt ausfiillend. die
ausgebildete Kanalstromung darstellen.

Fiir diesen zweiten Fall untersuchen wir im Kapitel IT die Wege, auf denen
den wandnahen Gebieten zusitzliche Energie zugefiihrt werden kann; wir
betrachten dabei die beiden Extremfille, da3 einerseits den entsprechenden
Zonen direkt zusidtzliche Schaufelungsarbeit zugefiihrt wird, anderseits dem
gesamten Stromungsquerschnitt gleichmiBig Impuls in der Form des soge-
nannten sekundédren Druckabfalles entzogen und den Mangelgebieten durch
turbulenten Austausch vermittelt wird. Auf diese zweite Art ist ein nennens-
werter Energiezuschufl an eng begrenzte Randzonen nur moglich bei erhéhter
Turbulenzintensitdt, welche aber an sich groBere Wandreibungsverluste
bedingt.

Vernachlassigen wir die endliche Gitterteilung und ersetzen wir das Druck-
feld durch ein dquivalentes, lings des Umfanges konstantes Kraftfeld, so a3t
sich die Bewegungsgleichung fiir die Umfangskomponente der Geschwindig-
keit unter einer Voraussetzung iiber den turbulenten Austausch, diein Abschnitt
II1. 3 néher diskutiert wird, separieren von den Gleichungen fiir die Axial-
und Radialkomponente.

Im Kapitel I1I bestimmen wir fiir die ausgebildete Kanalstréomung und fiir
eine mittlere Stufe des Verdichters, wo die Stromung quasiperiodischen Cha-
rakter hat (das Geschwindigkeitsfeld ist in aufeinanderfolgenden Stufen das
gleiche, der Druck aber steigt an), die Umfangskomponente der Geschwindig-
keit, welche sich unter der Wirkung des die Schaufelung ersetzenden Kraft-
feldes einstellt. Wir machen dabei die Feststellung, da$ sich die Abweichungen
von der reibungsfreien Losung auf ein wandnahes Gebiet beschrinken, dessen
Tiefe in einer mittleren Stufe nicht mehr als die Halfte der Verdringungsdicke
betriagt.

Anschlieflend verifizieren wir noch, daB die Annahme eines konstanten Pro-
fils der Axialgeschwindigkeit lings der axialen Durchtrittsrichtung keine unzu-
lissige Vereinfachung war, indem sich die Losung fiir die Umfangskomponente
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nur wenig #ndert, wenn die Axialgeschwindigkeit lings der Stufe periodisch
variiert.

Im Kapitel IV fithren wir fiir eine Stufe am Anfang des Verdichters eine
analoge Untersuchung wie im Kapitel III durch, wobei zwei getrennte, lings
der Stufe linear anwachsende Wandgrenzschichten vorausgesetzt werden.
Schon nach einer Stufe sind die Stromungsverhéltnisse dhnlich denjenigen der
periodischen Losung fiir die ausgebildete Kanalstromung. Wesentlich grof3er
ist der EinfluBbereich der Reibungskrifte, und zwar um so gréBer, je geringer
die Lauflinge der Grenzschicht bis zum Eintritt in die Stufe. Hingegen ist er,
ins Verhiltnis zur Verdringungsdicke gesetzt, von dhnlicher Gro3e wie in der
laminaren Grenzschicht, die von andern Autoren behandelt wurde.

Fir die Wandreibungsverluste stellen wir anhand der Ergebnisse einen
Ansatz auf, welcher Anteile von der mittleren Durchstromgeschwindigkeit
und von den oszillierenden Komponenten her aufweist und welcher sowohl fiir
die ausgebildete Kanalstromung als auch fiir getrennte Grenzschichten gilt.
Wihrend der Sitz der iiblichen Dissipation vornehmlich die unmittelbar an
die Wand angrenzende Zone ist, entsteht bei Turbomaschinen auch im Stro-
mungsinnern wegen der dort vorhandenen Turbulenz ein gewisser Verlust
(neben den Profilverlusten), den wir hier zwar nicht quantitativ angeben kon-
nen, der aber unter Umstéinden eine spiirbare GroB3e besitzt.

Im Kapitel V schitzen wir den Einflu der endlichen Gitterteilung ab,
indem wir die Entwicklung der Grenzschicht in einem Gitter anhand eines
zweiparametrigen Ansatzes verfolgen. Daraus ergibt sich, daff die Kraftfeld-
16sung (Vernachlissigung der endlichen Teilung) Ergebnisse liefert, die das
mittlere Verhalten der Grenzschicht reprisentieren. Die Bedeutung einer am
Eintritt in das Gitter vorhandenen Unterstrémung fiir die weitere Entwick-
lung der Grenzschicht ist betrichtlich, fiir die Grenzschicht in der Saugecke
geradezu entscheidend, was aus einer rohen Abschétzung der Eckengrenz-
schicht folgt. Soll der Gitterversuch beziiglich der Randverluste Ergebnisse
liefern, die auf mehrstufige Maschinen iibertragbar sind, so ist durch geeignete
Vorkehren dafiir zu sorgen, dafl schon die Grenzschicht beim Eintritt drei-
dimensionalen Charakter hat, d.h. daB} sie eine Unterstromung aufweist.

AbschlieBend untersuchen wir in einem Anhange A die Entwicklung der
Quergrenzschicht, wenn in einer gleichbleibenden Grenzschicht die iiberstromte
Wand von einer bestimmten Stelle an quer zur Stromungsrichtung bewegt ist.
Das Problem tritt auf, wenn die Grenzschicht, die sich in der Einlaufpartie des
Verdichters gebildet hat, dem Anfang der Rotorwand begegnet. Bei unserer
Losung fiir das turbulente Modell breitet sich der Einfluf der Wand im Ver-
gleich zum laminaren Falle schneller ins Innere der Strémung aus und die
Gradienten in Wandnihe sind groBer, d.h. das Profil der Quergrenzschicht
ist eckiger.
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Bezeichnungen

Die Numerierung der Abschnitte und Gleichungen beginnt in jedem Kapitel
neu. Bei einem Verweis auf ein anderes Kapitel wird dessen Nummer in
rémischen Ziffern beigefiigt, z. B. G1. (I11.17).

Die Groflen kénnen in beliebigen kohdrenten Einheiten eingesetzt werden.
Von Abschnitt II. 2 an wird durchwegs mit dimensionslosen (abgekiirzt: dml.)
GroBen gerechnet, deren Definitionen sich fiir die Kapitel IT bis IV und fiir
den Anhang in Abschnitt II. 2, fiir Kapitel V in Abschnitt V.1b finden. Fiir
andere Symbole wird die Definitionsgleichung in der folgenden Zusammen-
stellung jeweils angegeben.

Austauschgrofle (dml. II, Seite 27); Koeffizient (V. 16)

Leistung (dml. II, Seite 27)

Koeffizient im Ansatz fiir C,, (III. 2)

Koeffizient (V. 15)

Koeffizient im Ansatz fiir C, (I11. 2)

Geschwindigkeit (dml. IT, Seite 27); Formfunktion fir C, (IV.2)
Geschwindigkeit; Kriimmung (V. 37)

Reibungskoeffizient (=27/pc?)

Auftriebsbeiwert (= 2. Auftrieb/pslc2)

Dissipation (dml. II, Seite 27); Formfunktion fiir C, (IV. 3); Koeffizient
(V.16)

mittlerer Schaufeldurchmesser

Anteil an der dimensionslosen Dissipation, der von den Ableitungen von
O, herriihrt; D, analog fiir die Ableitungen von C,

o> D1, D, Anteile an der Dissipation gema Gl. (IV. 26, 27, 28)
Austauschgroflenfunktion (IV. 6); Koeffizient (V. 16)

Feldkraft pro Volumeneinheit

Eckenfliche (dml. V. 43); f, Impulsmangelfliche (dml. V. 48)
Konstante (V. 56)

Korrekturfunktion (V. 42)

Formparameter der Grenzschicht (V. 14)

Exponent im Gesetz ¢; ~ (Re)~"; UnterstromungsgroBe (V. 13)
Exponent (IV.10); Enthalpie; 41, isentrope Enthalpiedifferenz
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Von einer Schaufel ausgeiibte Kraft pro Lingeneinheit der Schaufelhthe
Unterstromungsparameter (V. 1); k, Rauhigkeit (II1. 27)
Arbeitsumsetzung pro Zeit- und Masseneinheit

Schaufellinge (Abb.1); I, axiale Stufenlinge (Abb.1)

Exponent (IV. 4); (V.3); m, , 3 Koeffizienten (V. 50)

Massenstrom pro Léngeneinheit des Umfanges

Leistung pro Langeneinheit des Umfanges; Normalkraft der Schaufelung
pro Léngeneinheit des Umfanges und der Schaufelhohe; Koordinate
(dml. V, Seite 79)

- Ordnungsbezeichnung (III. 2); Exponent (V.1)

Druck (dml. II, Seite 27)

Druck; Dissipationsbeiwert (IV.27); halbe Amplitude der C,-Schwan-
kung (ITI. 37)

Koeffizient im Ansatz fiir 4, (V. 22)

Ausgangsfunktion fiir €, (IV.9)

Dissipationsbeiwert (IV. 27); halbe Amplitude der C,-Schwankung
(I11. 37)

Koeffizient im Ansatz fiir 2 (V. 22)

Reaktionsgrad

Spannung (dml. I1, Seite 27); Koordinate (dml. V, Seite 79)

Totale Bogenlange (V. 34)

Profilsehne; Koordinate lings Mittelstromlinie (II)
Schaufelungs-Umfangskraft pro Lidngeneinheit des Umfanges und der
Schaufelhshe (II.17); T,, T', Schubspannungen (dml. V, Seite 79)
Gitterteilung

Umfangsgeschwindigkeit (dml. V, Seite 79)

- Umfangsgeschwindigkeit des Laufkranzes; Hilfsvariable (A. 4)

Verlustleistung pro Léngeneinheit des Umfanges; Geschwindigkeit der
Wand (A)

Schubspannungsgeschwindigkeit (111.23)

Relativgeschwindigkeit (dml. 11, Seite 27); (dml. V, Seite 79)
Relativgeschwindigkeit (V); Hilfsvariable (A. 5)

Koordinate (dml. II, Seite 27); (dml. V, Seite 79)

Koordinate lings der axialen Durchtrittsrichtung (2 =0 in der Mitte des
Axialspaltes vor einem Laufrade)

Koordinate (dml. II, Seite 27); (dml. V, Seite 79)

Koordinate in Umfangsrichtung

Koordinate (dml. 11, Seite 27); (dml. V, Seite 79)

Koordinate senkrecht zur Seitenwand

Verstiarkungsfaktor der turbulenten Austauschgrofe (11I.19)

Verhéltnis C,/C, (III. 20); Stromungswinkel (V)
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Koeffizient (1II.38); Exponent (V. 42)

Grenzschichtdicke (dml. II, Seite 27); (dml. V, Seite 79)

Totale Anderung von C,, in einem Schaufelkranz
Grenzschichtdicke; 8, Verdringungsdicke (I.8); 8§, Impulsmangeldicke;
d; Energiemangeldicke (I.8); 3, Kraftmangeldicke (I.8)
Turbulente Scheinzéhigkeit (I11.16); Phasenverschiebung (=arctgb,/a,)
(I11. 36)

Verlustziffer (I.18); Strecke (V. 24)

Viskositdt; Variable (dml. IT1. 22); (Abb. 24)
Umfangswirkungsgrad (IV. 23)

Koordinate (dml. A. 2)

Koeffizient (=0,4) (1I1. 24)

Leistungszahl (=2 L, /u*=2udc,/ut=24dc,|u)

Exponent (IV.9)

Kinematische Zahigkeit; Verhiltniswert (V. 44)

Variable (III. 26); (IV. 1); Breite der Eckenzone (Abb. 33)

Dichte

Spannung; Variable (dml. Abb. 24)

Wandschubspannung

Feldkraft (dml. II, Seite 27)

Koeffizient im Feldkraftansatz (III.3); Fehlbetrag (V. 27)
Dissipation (I.11)

Koeffizient im Feldkraftansatz (I11.3); Funktion im Ansatz (V. 32)
Hilfsgrofle der Unterstromung (V. 45)

Verhiltnis der Austauschgrofen (4,,/4,,) (I11. 21)

Indizes

Vor der Stufe (Abb. 1); nullte Ordnung (II1,1V); Mittelstromlinie (V)
8y, Zy, 4, Verdringungsdicke; 1. Ordnung (III); Zustromung (V)

Nach der Stufe (Abb. 1); 2. Ordnung (III); 4, Impulsmangeldicke (V);
Abstromung (V)

Eintritt in die Stufe (IV); Eckenlésung (V)

Bewegte, resp. feste Wand (IV. 18)

Homogene Losung (II1,1V)

Mittelwert (I); Kanalmitte (1T, I1I)

Nur die Profilverluste beriicksichtigend (I,II); partikulire Losung (I1I)
Wand

Ordnung (II1); Koordinatenrichtung (V)

Koordinatenrichtung (V)
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Koordinatenrichtungen

oszillierend (III.28); (IV.20)

Laminare Endschicht

{g,4 n,r Randverlust

Lw » 4 myy Wandreibungsverlust

AuBenrand der Grenzschicht, Kernstromung

Turbulent

Zshe

Vektorielle mittlere Durchstrémgeschwindigkeit

Zusatz, Mangel (II,II1); Anfang eines Schrittes (V, A)
Entsprechend der gewohnlichen, 2-dimensionalen Grenzschichtstromung
fiir die Geschwindigkeitskomponente c,.

Ausgebildete Kanalstromung (I1I. 37); Geschwindigkeit (dml. A)
Laufrad (II); auBlerhalb der Eckengrenzschicht (V)

Leitrad (II); Ableitung nach Z (III.4); Ableitung nach ¢ (IV.13)
Unterstromungsanteil an W, (V)



KAPITEL 1

Energiebilanz fiir eine axiale Verdichterstufe

1. Aligemeine Energiegleichung

Das Verhalten der Grenzschichten an den Seitenwinden eines Axialver-
dichters ist sehr unterschiedlich und noch weitgehend ungeklirt. So stellten
sich zum Beispiel im dreistufigen Versuchskompressor von Bowen, Sabersky,
Rannie [1], der fiir konstanten Arbeitsumsatz iiber der Schaufelhéhe ohne
Beriicksichtigung der Wandgrenzschichten ausgelegt war, gleichbleibende,
relativ diinne Wandgrenzschichten ein. Bei den Versuchen von Ainley [2]
sowie von Andrew, Jeffs und Hartley [3] hingegen wuchs die Grenzschicht oft
schnell an und fiillte nach wenigen Stufen den ganzen zur Verfiigung stehenden
Ringquerschnitt aus, wobei das Axialgeschwindigkeitsprofil sehr spitz war.
Nach Eckert [4] erstrecken sich die Wandgrenzschichten hiufig ebenfalls iiber
den gesamten Querschnitt, doch habe das Axialgeschwindigkeitsprofil einen
sehr volligen Charakter und entspreche weitgehend der gewshnlichen turbu-
lenten Strémung in einem Ringkanal.

Wir versuchen nun im folgenden diese wesentlichen Unterschiede anhand
der Energiebilanz fiir eine axiale Verdichterstufe zu interpretieren. Da die
Kriimmung des Gitters in diesem Zusammenhang
nichts Neues bietet, stellen wir es uns in der vor- .
liegenden Untersuchung stets abgewickelt vor, mit 4 f ¢
andern Worten, wir betrachten den Grenzfall of |al! 2
1/D,,=0. Tm weiteren denken wir uns in diesem ‘| am
Kapitel die Integration lings des Umfanges bereits

durchgefiihrt und fassen die verwendeten GréBen L
als Mittelwerte iiber der Teilung auf. t;>

Fir ein Stufenelement nach Abb. 1 gilt die Abb. 1. Element einer
Energiebilanz Verdichterstufe.
.o . (c3 ct
dNT+Tudz==dmAzs+dV+dm(Ez—§°), (1)
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wo dm den auf das Element entfallenden Massenstrom, 7 die Tangentialkraft
der Rotorschaufelung pro Léngeneinheit der Schaufelhéhe, dV die im betrach-
teten Element pro Zeiteinheit entstehende Verlustwirme, 41, die isentrope
Enthalpiedifferenz und d N, die von den Schubspannungen der Wandgrenz~

schichten geleistete Arbeit bedeuten, wihrend das Glied dm (02—6") die Ver-

groflerung der kinetischen Energie in der Stufe darstellt; alles wird pro Lingen-
einheit in Umfangsrichtung gerechnet.

Die Verhiltnisse beim Fehlen der Wandgrenzschichten kennzeichnen wir
durch den Index ,. Der Massenstrom im Elemente wire jetzt dm,,; als Ver-
luste triten nur die Profilverluste auf, die in der Verlustzahl {, beriicksichtigt
seien. Die Energiebilanz wiirde lauten:

(1=4,) T,udz =dm, (Az c;p c;p). (@)
T,,d1, ete. brauchen fiir die verschiedenen Stufenelemente nicht gleich zu
sein, sondern konnen je nach Auslegungsgesichtspunkten (z.B. rdumliche
Stromung der nichtabgewickelten Stufe) iiber der KanalhGhe variieren.
Fir eine Verdichterstufe lafft sich wegen der relativ geringen Druckum-
setzung schreiben

4, =42, 3)
P
also auch 4, = %. (3)

Im weiteren fiihren wir den sekundiaren Druckabfall ein
Ap,—dp=—-Adp*, (4)

wihrend 7,y die lings x gemittelte Umfangskomponente der am Rotor an der
Nabe angreifenden Schubspannungen bezeichne (meistens gilt 7,y <0), 7,5
diejenigen an der Spitze. (Sind die Laufschaufeln mit einem Deckband ver-
sehen, so greifen auch an diesem Schubspannungen an; das Deckband ist aber
ein Teil des Rotors.) Durch Integration von (1) und (2) tiber die ganze Kanal-
hohe erhalten wir mit (3) und (4):

0Il(’l},—il")(l—z YUdz+ (Tyy — Ts) Wl =

_f"?’p _ fﬁwdm deJrfTug dz + (5)
2 P
di diny —d
+f(c§,[,—c2 cop+co)v2—+f(cgp—cop) mp2 m
K K
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1
Das Glied [Tul,dz (6)
0

stellt die reinen Profilverluste dar, indem wir allfillige Abweichungen, die in
den Randzonen wegen der Wandgrenzschichten auftreten, zu den Randver- -
lusten rechnen. Somit enthélt der in (5) vorkommende Ausdruck

1
JadV—-[{Tul,dz=Vy+Vg (7)
K 0

nur die Wandreibungsverluste V;;, und die Randverluste V.

Weil c,,, p, ete. iiber der Kanalhohe variieren kénnen, definieren wir die
integralen Mangeldicken etwas allgemeiner als es in der Grenzschichttheorie
sonst ublich ist, ndmlich:

Verdriangungsdicke 8, = ! J (A Pe % — Sl ) (d 7, —dm)
P L= ) 2 ),
Energiemangeldicke 21 cg,—cd\ ..
im Schnitte 0 0= o, G f ( 0p2 0) dm, (8)
!
Tangentialkraft- 1
mangeldicke 8y = T (T =Ly f(Tp -T)(1-{p)dz,
0
wobei My, = [dm, (9a)
K

die ohne Beriicksichtigung des Seitenwandeinflusses durch den Gesamtquer-
schnitt stromende Menge darstellt und das Produkt (1-{,,) T, in der fol-
genden Weise definiert ist:

[4 T;Lm

2 _ .2
(lprm)ﬂnulEf(l_gp)Tpud2=J‘(%ﬁ‘w)dﬁ%. (9b)
0 6

Ferner gilt M G = | €3 A0 (9¢)
0

Bei der Definition der Verdringungsdicke werden die Massenstréme der ein-
zelnen Stufenelemente gewertet im Verhéltnis der Leistungen, die beim Fehlen
der Wandgrenzschichten umgesetzt wiirden. Die Definitionen (8), (9) umfassen
die Grenzschichten an beiden Seitenwinden und gehen in die iiblichen Formu-
lierungen iiber, wenn die mit , bezeichneten GroBen iiber der Schaufelhohe
konstant sind und so mit den mit dem Index ,, gekennzeichneten Groéfen
zusammenfallen; es wird dann
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Mit den allgemeinen Definitionen (8) lautet nun (5):

f"_p*dm
8 S (Tws—Tun)la & °
1— 1 _T)+ wS wN/ a __ +
( me)( l T 1 T ul
. 10
o 8_32_62 _é@cz _VwtVr (10)
2T, ul\ 1 mo oy Tom T ul

Das erste Glied reprisentiert einen UberschuB8 an Umfangsarbeit pro Massen-
einheit, denn wenn es positiv ist bedeutet dies, dafl die Umfangsarbeit in der
Grenzschicht weniger stark abgenommen hat als der Massenstrom. Das zweite
Glied stellt die Arbeit dar, welche durch die am Rotor angreifenden Schub-
spannungen geleistet wird. Weiter folgen die durch den sekunddren Druck-
abfall freigemachte Energie und die Verminderung des kinetischen Energie-
stromes. All das zusammen mufl den Verlusten gleich sein, die durch das Auf-
treten der Seitenwandgrenzschichten hervorgerufen werden (rechte Seite).

In Gl (7) und (10) haben wir den von den Wandgrenzschichten direkt und
indirekt verursachten Verlust zerlegt in den Wandreibungs- und den Rand-
verlust. Dies wollen wir noch etwas prézisieren: Wegen des groflen Teilungs-
verhéltnisses ¢/l, von Verdichtergittern 148t sich das Gebiet der Seitenwand-
grenzschicht aufteilen in eine Grundzone, welche den groBten Teil des Gebietes
zwischen zwei Schaufeln umfalt und wesentliche Uniterstromung (Geschwin-
digkeiten in der Grenzschicht nicht parallel zueinander) besitzt; in einer auf
die Schaufelnihe beschrinkten Eckenzone mufl diese Grundlosung fir das
Geschwindigkeitsfeld jedoch korrigiert werden, da zusidtzliche Druckkrifte
auftreten, die den tangentialen Abflul an der Schaufel erzwingen. Daf diese
Zone beschrénkt ist, entnehmen wir experimentellen Darstellungen der Strom-
linien an der Wand, z. B. Fritzsche [20], Hansen und Herzig [22], Moore und
Richardson [24].

Die der Grundlésung entsprechende Dlss1pat10n (fir die ganze Teilung ge-
rechnet) bezeichnen wir als eigentlichen Wandreibungsverlust; alles ibrige ist
Randverlust.

Der Begriff der Dissipation bedarf bei der turbulenten Grenzschicht noch
einer genaueren Umschreibung. Wir verstehen hier darunter, etwas abweichend
von der iiblichen Bezeichnung, stets die gesamte dem Stromungsfeld der mitt-
leren Geschwindigkeiten (zeitliches Mittel iiber die turbulenten Schwankungen)
entzogene Energie

Y= f( O 8 acy )dxdydz (11)

wo o auch die Zusatzspannungen infolge der turbulenten Schwankungen
enthilt:
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oc fac VR
Oy :,U/(a—?f"f‘a—xy) —chcy ete. (12)

Von dieser Energie wird ein Teil direkt am betreffenden Ort in Warme umge-
wandelt (Dissipation im strengen Sinne), wihrend der Rest zunéchst noch in
makroskopischer Form als kinetische Engergie der gréberen Turbulenzele-
mente vorhanden ist; schlieflich wird aber auch er, wenngleich an anderen

Orten, in Molekularenergie iibergefiihrt, vergleiche z. B. die Energiegleichung
der turbulenten Stromung bei Townsend [6].

2. Bedingungen fiir die Erzielung eines gleichbleibenden Zustandes
der Wandgrenzschichten

Wir wollen im folgenden stets voraussetzen, dafl beim Fehlen des Seiten-
wandeinflusses in allen Stufenelementen dieselben Verhiltnisse vorligen, d. h.

T,.c ete. konstant iiber der Kanalhohe, (13)
und daf €y = Cy, Cro = Cras (14)

xp> Pp

wie es in einer mittleren Stufe eines Verdichters, wo quasiperiodische Verhalt-
nisse vorliegen (Repetierstufe), der Fall ist; eine gleichbleibende Wandgrenz-
schicht ist auch am ehesten in einer solchen Repetierstufe zu erwarten. Ebenso
sei auch der Druckanstieg 4 p konstant iiber der Schaufelhohe, und weil 4 p,,
konstant vorausgesetzt ist, gilt auch

4 p* = konstant. (15)

Die Wandgrenzschicht soll gleichbleibend sein, d.h. sie soll beim Austritt
aus der Stufe (Schnitt 2) gleich sein wie beim Eintritt (Schnitt 0); somit ver-
schwindet in (10) das letzte Glied links und die Gleichung lautet nun

8, Op (1 81) A (Tws = Twn) g Vi + Vg (16)

I U)pTiu(1=(,) " T,I01-C) T,lu(l-(,)

oder
ﬁ_ﬁ_(l_ﬁ) 24 p* 2 (Tus —Tun) Uy _ {w+ iz (16")
l l l A;npuz(l—cp) A1(;Puz(l_€p)cxpl (lﬁgp)’

wo die Leistungszahl A, so definiert ist:

2udcy, Aeyp
3 =2
% u

A

»

(17)

(de,, die Anderung der Umfangskomponente der Geschwindigkeit im Lauf-
rade),
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VVV 2 17”7

und C,/'_I_ = = ) (183’)
VI lu o A, u
14 2V,
lp =i = £, (18b)
BoT 0w myA,u?

Gl (16) bringt zum Ausdruck, daB zur Aufrechterhaltung eines gleichblei-
benden Zustandes der Wandgrenzschicht in der Stufe soviel zusétzliche Energie
(linke Seite) aufzubringen ist, wie durch die Wand- und Randverluste dissi-
piert wird. Auf diese Weise gelingt es auch der Wandgrenzschicht, den axialen
Druckanstieg zu iiberwinden.

Sind die Wandgrenzschichten sehr diinn, so wird das Druckfeld den Grenz-
schichten vom Stromungsinneren aufgeprigt. Da aus dem Druckfeld die
Tangentialkraft hervorgeht, ist folglich §,=0. Die Grenzschicht erhilt also,
im Verhiltnis zur durchstromenden Masse, die zusétzliche Umfangsarbeit

5 T,u(1-0,).

Im allgemeinen entspricht aber das Druckfeld in der Grenzschicht nicht
genau demjenigen auBerhalb derselben, d.h. die Tangentialkraft fillt in der
Grenzschicht ab (siehe z. B. [24]), daher 8, > 0; die zuséitzliche Umfangsarbeit
wird kleiner. Ist 3, =36,, so ist die Umfangsarbeit pro durchstromende Massen-
einheit in der Grenzschicht gleich grofl wie auerhalb derselben; die zugefiihrte
Arbeit wiirde beim Fehlen der Wand- und Randverluste gerade zur Uber-
windung des Stufen-Druckanstieges ausreichen. Wegen der genannten Ver-
luste muBl aber den entsprechenden Partien durch Impulsaustausch zuséitz-
liche Energie zugefithrt werden.

Es lassen sich zwei Typen von Wandgrenzschichten unterscheiden, vgl.
Abb. 2: Entweder sind an den beiden Seitenwinden separate Grenzschichien
vorhanden, die voneinander durch eine Zone unge-
storter Stromung getrennt sind, oder die Grenz-
o e« schichten erfiillen den gesamten Stromungsquer-
schnitt und sind nicht mehr unabhéingig vonein-
ander; diesen Typus bezeichnen wir als ausgebildete

L L

2 getrennte ’ Ausgebildete

Grenzschichten Konalstromung Kanalstromung. Die iibliche 2-dimensionale Stré-
Abb. 2. 2 Typen von Grenz- Mung in einem Kanal, in welchem keine Schaufeln
schichten. vorhanden sind, bezeichnen wir zur Unterscheidung

als gewohnliche Kanalstromung,; auch hier ist vor-
ausgesetzt, dafl wir uns weit hinter dem Einlaufe befinden.
Wir werden nun im Kapitel II die Mdglichkeiten der Erhaltung gleichblei-
bender Wandgrenzschichten bei der ausgebildeten Kanalstréomung niher
untersuchen.
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KAPITEL 1I

Zusitzliche Energiezufuhr bei der gleichbleibenden, ausgebildeten
Kanalstrémung

1. Der Ersatz der Schaufelungen durch Kraftfelder

Wir machen von Abschnitt 2 an das 3-dimensionale Stromungsfeld in der
Wandgrenzschicht der rechnerischen Behandlung dadurch zuginglich, dal wir
nur die Grundlésung in einem mittleren Bereich zwischen zwei Schaufeln
betrachten (die Eckenlosung wird in Abschnitt V. 3 roh abgeschiitzt) und dabei
die Verinderung des Geschwindigkeitsfeldes lings des Umfanges vernach-

lassigen, so daf
0
T

Die von der Schaufelung auf das Stromungsmedium ausgeiibten Krifte
ersetzen wir durch ein — lings des Umfanges konstantes — Kraftfeld.

Es erhebt sich daher die Frage, wieso es moglich und zweckmaBig ist, diese
Kraftfeldbetrachtung anzuwenden. Bei dieser Abkldrung konnen wir uns auf
die inkompressible, ebene, reibungsfreie Stromung durch die Schaufelung
beschrénken und den EinfluB der Schaufeldicke vernachldssigen, da dabei
nichts prinzipiell Wesentliches verloren geht.

Betrachten wir zuerst den Fall, daf3 die Schaufeln sehr dicht stehen, daf3
also das Teilungsverhiltnis ¢/, sehr klein ist. Das Geschwindigkeitsfeld in
einem solchen Schaufelgitter fiir Schnitte parallel und senkrecht zur Umfangs-
richtung ist in Abb. 3 schematisch dargestellt. Die Bewegungsgleichungen fiir
die ebene, reibungsfreie Stromung lauten:

Jc, dc, op
Cw3x+c”3y pox’ (1)
Jdcy oc¢y op
Coie v 9P 2
Ca 8x+6”3y poyY (2)

Unter den gemachten Voraussetzungen ist die mittlere axiale Geschwindig-
keitskomponente ¢, lings der sehr schmalen Stromréhren konstant. Bezeich-
nen wir die lings der Stromlinien gemessene Koordinate mit s, so gilt also

dc,

F2=o. (3)
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0c, _0c, 0x  0c, 0y

Nun ist aber 5= 54 7s @ e (4)
-y Jx ¢, oy ¢y

wobei hier Fs o @5 = o (5)
T oc, oc,

FO]g]]Ch llefert (3) cxW+C”8—y = 0, (6)

worauf durch Vergleich mit (1) folgt:

op _ .

auf ahnliche Weise folgt aus (2)

T = —pCi . (8)

y \
T
X \ s } p

N ‘

\ cy Cz X X

NN N *Schritt T

Cx
-y
A
1-1-11-1-1 P Abb. 3. Schematische Darstellung des
Verlaufes des Druckes und der Ge-
schwindigkeit in einem Gitter mit sehr
eng stehenden Schaufeln.

Schnitt I

Das Druckfeld hat also den in Abb. 3 dargestellten prinzipiellen Verlauf. Das
stromende Medium spiirt in axialer Richtung keinen Druckanstieg, sondern
wandert seitlich (d.h. in Umfangsrichtung) in das Gebiet héheren Druckes
hinein. _

Wir koénnen demnach die Verhiltnisse in einem sehr dicht stehenden
Schaufelgitter richtig beschreiben, wenn wir die Verdnderung der Geschwindig-
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keiten lings y vernachlissigen und ein Kraftfeld (Feldkraftkomponenten F,,
F, pro Volumeneinheit) so einfithren, dal das stromende Medium in axialer
Richtung keine Kraft erfihrt, d.h.

(9)

wo 0 py/dx der Anstieg des Druckniveaus in der Stufe lings der axialen Durch-
trittsrichtung ist*), und eine Umfangskraft

F,=p cx%cf (10)
so wirkt, dal sich ¢, lings « entsprechend der Umlenkung in den einzelnen
Gittern #ndert. Dies gilt, wegen der Voraussetzung sehr dicht stehender
Schaufeln, unverandert auch fiir bewegte Schaufelgitter.

In einem im Raum festen Schaufelgitter stehen die Schaufelkrifte, d.h. in
unserem Falle die sie ersetzenden Feldkrifte, stets senkrecht auf den Strom-
bahnen; sie leisten also keine Arbeit am stromenden Medium. Im Laufrad
hingegen stehen die Krifte (welche hier senkrecht zu den relativen Strom-
bahnen stehen) nicht mehr senkrecht auf den absoluten Strombahnen und
leisten Arbeit, sieche Abb. 4. Bezeichnen wir das Leitrad mit /, das Laufrad
mit ”, so kdnnen wir also sagen, dal im Leitrad die Arbeit von F, entgegen-
gesetzt gleich derjenigen von F) sein mufl. Da wir weiterhin die quasi-
periodische Stromung in einer Repetierstufe voraussetzen, mufl die Umfangs-
komponente der Geschwindigkeit vor und nach der Stufe dieselbe sein, d.h.

totale Arbeit von F, = —totale Arbeit von F;,, oder
totale Arbeit von F) = totale Arbeit von F,.

\e
F

2 —

~

A
\

C

Abb. 4. Bahn des Strémungsmediums sowie Schaufelkriifte in einer Verdichterstufe mit
sehr dicht stehenden Schaufeln.

*) In einer Stromréhre ist dp/dx=0; beim Ubergang von einer Stromrohre auf der
andere ergibt sich dpg/ox, siehe Schnitt IT in Abb. 3.
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Aus einer Impulsbetrachtung (immer noch reibungsfreie ebene Stromung
vorausgesetzt) 1aBt sich leicht zeigen, daBl

[F.dz = 4py, (11)
Lauf-+ Leitrad
und aus einer Energiebilanz
[Eoepdz = [Fude, (12)
Lauf-+ Leitrad Laufrad

wo 4 py der Druckanstieg in der Stufe ist. Bezeichnen wir noch die Integrale
der Feldkraft iiber ein Rad mit

T'=[Fyde, 1T"=|Fde, (13a)
Leitrad Laufrad
N’EJF;dx, N"Efﬁ*;dx, (13b)
Leitrad Laufrad
so gilt also
N'+N"=A4py, (14)
T"u = dpgyc, (15)
und daraus
(N'+N")T" = uc,. (16)

Betrachten wir nun die Verhiltnisse in einer Schaufelung mit endlicher
Gitterteilung. Die Schaufeln iiben pro Léngeneinheit der z-Richtung auf das
stromende Medium Krifte aus, deren Resultierende K die Komponenten K,
und K, hat. Fithren wir noch die auf die Langeneinheit der y- und z-Richtung
bezogenen Krifte
E/é’ T" = ﬂ >
t t

N =2z N = Ky
- - t”

T =

(17b)

ein, so gelten die Beziehungen (14) bis (16) unveréindert weiter, denn die Leit-
schaufelkraft K’ leistet keine Arbeit, wihrend die Laufschaufelung die Lei-
stung K" u liefert.

Das Geschwindigkeitsfeld in einem Gitter endlicher Teilung mit unendlich
diinnen Kreisbogenschaufeln wurde durch konforme Abbildung bestimmt und
ist in Abb. 5a dargestellt. Aus den Druckverldufen lings den mit I bis V
bezeichneten Schnitten senkrecht zur Gitterfront lassen sich die Druckgra-
dienten &p/dx bestimmen, die ein Teilchen bei seiner Wanderung durch das
Gitter erfihrt. Sie sind in Abb. 5b fiir die mittlere Stromlinie zwischen 2
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Schaufein eingetragen. Fiir andere Stromlinien ergeben sich im wesentlichen

ihnliche Bilder.

Der Druckgradient @ p/oy verlduft prinzipiell gleich wie bei sehr eng stehen-
den Schaufeln. Der Druckgradient ¢ p/ox, dem ein Teilchen im Gitter begegnet,
schwankt hingegen stark und nimmt sowohl positive wie negative Werte ein,

~
P
N /
_(;\\/ Schnitt X
2 \
P / \ %
/ E o T
Y
c
ey
L
Fc, N
O R 0 L S
~
~——
Cy -
A o s
3/ Pa-Py
W[ X=X,
r 05 //’-—\\\

. Ay ~o B
N s =~
as\ //
05N

Abb. 5a. Verlauf des Druckes und der Ge-
schwindigkeit in einem Gitter endlichen Tei-
lungsverhéltnisses.

—+— Verhéltnisse in Schnitten parallel und
senkrecht zur Umfangsrichtung.

———~ Verhaltnisse auf der mittleren Strom-
linie (Punkt A: Geometrischer Gitter-
eintritt, Punkt B: Geometrischer Git-
teraustritt).

Abb. 5b. Geschwindigkeitskomponenten ¢,
und ¢, sowie Druckgradient o p/ox (dimen-
sionslos) lings der mittleren Stromlinie.
(Punkt A: Geom. Gittereintritt, Punkt B:
Geom. Gitteraustritt).
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doch verschwindet das Integral iiber den ganzen Gitterbereich. Die Kraftfeld-
lésung vernachlissigt also — neben den Verdnderungen der Geschwindigkeit
in Umfangsrichtung — diese Schwankungen; gewisse Feinheiten der Strémung
werden dadurch iibergangen, doch ist die Losung im Mittel richtig.

Tst das Gitter ein bewegtes, so spielen sich in einem festen Raumpunkte
instationdre Vorginge ab; das Druckfeld, dem ein Teilchen begegnet, wird
aber richtig beschrieben, wenn die Relativstromung durch das Laufrad be-
trachtet wird. Abb. 5b gilt also auch hier.

Wir haben die endliche Schaufeldicke sowohl bei sehr kleinem als auch bei
endlichem Teilungsverhiltnis vernachlissigt. Ihre Wirkung besteht darin, dal3
in jeder Schaufelreihe die Axialgeschwindigkeit c, erhoht und wieder abgesenkt
wird. Dieser Effekt ist aber bei Verdichterschaufelungen (groBes Teilungsver-
héltnis, kleines Dickenverhiltnis) klein und liegt im gleichen Rahmen wie die
soeben erwihnten Schwankungen des axialen Druckgradienten. Wir vernach-
lagsigen ihn deshalb auch bei unserer Kraftfeldlosung.

Die Beziehung (15) gilt bei reibungsfreier Stromung sowohl fiir endliche wie
auch fir unendlich feine Gitterteilung. Infolge der Profilverluste modifiziert
sie sich mit den Bezeichnungen von Kapitel I in

T"u(l1-(,) =dp,c, (15")
und Gl. (16) lautet:
(V' + N")T" = (1-,) ufe,. (16)

Ist die Geschwindigkeit ¢, in der Ndhe der Seitenwéinde verringert, so
miifite also — ohne Beriicksichtigung der Reibungskrifte in den Wandgrenz-
schichten — die Umfangskomponente 7" gerade proportional ¢, abnehmen,
damit die Normalkraft dem axialen Stufen-Druckgradienten das Gleich-
gewicht halt.

Infolge der durch Seitenwandeffekte verursachten Verluste tritt in den
Randzonen eine weitere Verschlechterung des Verhiltnisses (N’ + N")/T" gegen-
iber Gl. (16’) ein. Diese Zonen miissen aber trotzdem den gleichen Druck-
anstieg in der Stufe aufweisen wie die Gebiete in der Kanalmitte. Dies kann
auf eine der 3 folgenden Arten geschehen (siehe auch Gl. (I.10)):

1. Zusitzliche ortliche Arbeitsleistung.

2. Ubertragung anderswo geleisteter zusétzlicher Umfangsarbeit durch Schub-
spannungen; dieser Energie-, resp. Impulsaustausch kann natiirlich nur
innerhalb der Grenzschicht erfolgen. Im Extremfall wird allen Stufen-
elementen gleichmifBig Impuls in der Form eines sekundéren Druckabfalles
(kleinere Druckerzeugung in der Stufe) entzogen und den Verlustzonen
zugefiihrt. ’

3. Verlangsamung des betreffenden oder anderer Strémungsbezirke, verbunden
mit einer Ausdehnung des von der Grenzschicht erfafiten Gebietes.
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Den letzten Fall konnen wir ausschlieBen, da wir ja gleichbleibende Wand-
grenzschichten betrachten. Die beiden ersten Moglichkeiten werden wir nun
in ihren Extremfillen eingehend untersuchen; praktisch werden meistens beide
zugleich auftreten.

2. Bewegungsgleichungen

Weil die Stromung in einer mittleren Stufe einer mehrstufigen Maschine
quasiperiodischen Charakter hat, fithren wir folgende dimensionslose GroBen
ein:

2w x y ng 7= QZTZ, 4, 278

l(l ’ 7“ ’ o la

Léngen: X =

il

ete.,

Geschwindigkeiten: C, = % ete.,

Druck: P = ;%, Spannungen: 8,, = Jzy ete.,

xy =pu2
F.l,
2mwpu?

4m* N e Ay
%, Dissipation: D = —7;—3
plau Plau

Krifte pro Volumeneinheit: @, =

etc.,
Leistung: 4 =

@, A und D werden von uns stets pro dimensionslose Liéngeneinheit in
Umfangsrichtung gerechnet.

A EQ—W———(‘“_{_G).

AustauschgroBe:
wl, p

Auf diese Weise wird die dimensionslose Stufenlinge gerade 2.

Wir beschrinken uns auf die ausgebildete Kanalstromung (Grenzschicht
erfiillt den ganzen Kanal) und verwenden die in Abschnitt 1 diskutierte Kraft-
feldbetrachtung, so daB3

¢

Y 0. (17)
Die Vernachlissigung der endlichen Gitterteilung bietet den grofen Vorteil,
daf} die Bewegungsgleichung fiir die Y-Richtung von den beiden andern sepa-
riert wird, d.h. dal (', in den Bewegungsgleichungen fiir die X- und Z-Rich-
tung sowie in der Kontinuititsgleichung nicht vorkommt. (Implizit tritt C,
zwar via die turbulente Austauschgrofe auf; da wir diese Abhéngigkeit aber
durch einen summarischen, von vornherein gegebenen Faktor erfassen, ist die
Separierung dennoch méglich.) Deshalb kénnen €, und C, unabhingig von
(', bestimmt werden.
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Wir betrachten, wie in der gesamten vorliegenden Untersuchung, die
inkompressible Stromung durch eine abgewickelte Stufe und machen wieder
die Voraussetzungen (I.13,14,15), die fiir eine mittlere Stufe geeignet sind.
Die Bewegungsgleichungen lauten nun

8C, 90, 0P, 88, 88,
Cogx 037 =% 3xt%x T8z (18)
oC oC o8 08
Coox tCaz =% tax Yoz 19)
oC, . 90, oP, 88, 08,
Cogx 7037 =% "3z 3x T 57 (20)
oc, oC,
ﬁ+ﬁ_0' (21)

Fiir die gleichbleibende, ausgebildete Kanalstromung machen wir weiterhin
die Voraussetzung, dall die Wandgrenzschicht nicht nur beim Ein- und Aus-
tritt aus der Stufe gleich sei, sondern dafl das Axialgeschwindigkeitsprofil sich
lings der ganzen Stufe nicht dndere:

80,
oX

0, d.h. C,=0, (22)

womit (21) identisch erfiillt ist. Wir vernachlassigen damit auch den Einfluf}

der Schaufeldicke. In Abschnitt III. 6 werden wir Voraussetzung (22) fallen
lassen und zeigen, dal die Ergebnisse nicht wesentlich verdndert werden.
Damit bleibt von (18) und (19) nur

al)st 0 sz _

Csx oz

o0y, 08y, @Sy

Ceox =Pt %7 Tox

Fiithren wir fiir die Schubspannungen den Ansatz der AustauschgroBe ein

0, (18')

(19)

00, ac,
S,, = A"(az + 6X) etc., (23)
so lauten (18') und (19')
0P, o [, 8C,) _ ,
gpx—ﬁ-i'ﬁ(szﬁ) =0, (187)
00, 9 a0\ 0 e, ,
Cagx = ¢V+a—Z(AW'a'Z) +a—x(Awﬁ)' (197)

Wir arbeiten mit dem in neuerer Zeit vermehrt beniitzten Begriff der Aus-
tauschgrofle, da genauere Erkenntnisse iiber den Mechanismus der Turbulenz
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noch fehlen. Wir sind uns deshalb bewufit, da§ unsere Untersuchungen mehr
qualitativen Charakter haben. Im Gegensatz zum laminaren Fall besitzt unser
Modellbild der turbulenten Stromung eine -— in Funktion des Wandabstandes
— um Groflenordnungen variierende Austauschgréfe. Fiir diese machen wir
ebenfalls die Voraussetzung, dal sie lings X konstant, also nur eine Funktion

von Z sei:
04
X = 0. (24)
Eine eingehendere Diskussion der turbulenten Austauschgréfe findet sich in
Abschnitt III. 3.

Im weiteren machen wir die Annahme, dal 4 und C, symmetrisch zur
Kanalmitte Z,,==1[l, verlaufen. Soll aber der Turbulenzmechanismus an bei-
den Winden derselbe sein, so miissen wir uns im wesentlichen auf Stufen mit
dem Reaktionsgrade

r=140,5 (25)

beschrinken, da hier die mittleren Relativgeschwindigkeiten zur Gehiuse- und
Rotorwand C,, resp. W, gleich sind. Die Symmetrie von A und damit von
C, ist dann moglich, wenn entweder nirgends Deckbinder vorhanden sind
oder wenn alle Schaufelenden mit Deckbdndern versehen sind.

Es sei @,, die Normalkraft, welche die Schaufelung ohne Beeinflussung
durch die Wandeffekte erzeugt. Sie ist dem Druckgradienten & P, /¢ X gleich,
der sich in der Stufe unter Beriicksichtigung der reinen Profilverluste einstellt.

In den Randzonen tritt nun ein Wert @, auf, der im allgemeinen nicht @,
ist. Soll ,=®,, sein, so ist in den Randzonen vergroBerte Arbeit notig. Ist
diese direkte zusitzliche Umfangsleistung in einem Gebiet 0<Z < Z* (und
analog an der anderen Kanalwand) nicht moglich, so ist @, <®,,, d.h. es
herrscht ein Mangel an Normalkraft

Of =0, -D,,, (26)

welcher durch Impulsaustausch vermittels Schubspannungen behoben werden
kann.

3. Energiezufuhr an die Randzonen durch sekundiiren Druckabfall. Bestimmung
der Axialkomponente C, (Z) bei der ausgebildeten Kanalstromung

Wir nehmen nun an, da} entsprechend den vergréBerten Verlusten in der
Randzone 0<Z < Z* gelte: &,<®,,, daB also keine geniigende zusitzliche
Arbeit geleistet werde. Die Randzonen werden durch Schubspannungen mit-
geschleppt, d.h. in der Form des sekundéren Druckabfalles wird dem ganzen
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Kanalquerschnitt gleichméBig Impuls zugunsten der Mangelzonen entzogen.
Wir definieren den sekundiren Druckabfall so:
oP* 0Py 0P,

9X T X 0X @7)
d.h. der Druckanstieg ist kleiner als theoretisch moglich wire.

Wiéhrend wir tiber den Verlauf von @,, und ¢ F,,/? X in Funktion von X
keine Annahme zu treffen brauchen, da sie sich das Gleichgewicht halten,
setzen wir voraus, daB @*(Z) lings X konstant sei, womit auch der sekundire
Druckabfall ¢ P*/o X gleichmiBig lings der Stufe verteilt sein muBl. Diese
Annahme ist aber fiir einen Reaktionsgrad r =0,5, auf den wir uns ja beschrin-

ken, zuldssig. Damit wird (18')

oP* 98
*r—xtaz " (28)
Durch Integration iiber Z folgt mit (23)
oP* o0
f¢*dz+ X Z+szw=sxz=Azz'é—Zj§' (29)

(Der Index ,, kennzeichnet die GroBien an der Wand; da keine Verwechslung
eintreten kann, lassen wir den Index ,, weg). Fiir eine Kanalhilfte

7lla wl 0 P*
— * =
S, Of@de L X (30)
Aus (29) und (30)
o0 I 3 LT
z _ —_a —pxyg 2 *
= Sw(l sz)Jf” ¢x+wlf<pzdz]dz, (31)
0 0
was fiir einen gegebenen Verlauf von @} (Z) in der Form
0C, ,
A%C = 8,1,(2) +F [,(2) (32)

dargestellt werden kann. Hier ist @}’ ein geeignet gewihlter Bezugswert.
C, soll in der Kanalmitte (Zeichen ,) den gegebenen Wert C,,, erreichen:

7lfls wlfla

f2(Z)
=8 fA(Z 5 j(z)dz, (33)
0

woraus sich §,, bestimmt.

Fiir A (Z) setzen wir denselben Verlauf ein, der bei der gewohnlichen Kanal-
stromung (bei dieser treten keine Normalkrifte auf, da keine Schaufelung vor-
handen ist; folglich ist auch @*=0) gilte, und betrachten dabei auch Varian-
ten, die gegeniiber einem mit der Reynoldszahl Re=c,,!/v durchstrémten
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Kanal (Zeichen *) eine um den Faktor o erhohte turbulente AustauschgroBe
besitzen. In Turbomaschinen wird ja stets eine erhohte Turbulenzintensitit
gemessen, welche z. B. durch die Nachlaufdellen vorhergehender Stufen ange-
facht wird (siehe z. B. [9]).

Fiir die gewohnliche Kanalstromung ist das Problem (33), das den Zusam-
menhang zwischen S, und C,,,, d.h. zwischen der Wandschubspannung und
der Reynoldszahl darstellt, schon gelost, indem der Wandreibungskoeffizient
¢} in Funktion von Re bekannt ist, z. B. in der Form

¢; proportional Re™",

wo hat/g bis /. (Vergleiche z. B. [15], aber beachte, dall ¢} bei uns auf die
Geschwindigkeit c¢,,, in der Kanalmitte, nicht auf die mittlere Geschwindig-
keit ¢, bezogen ist; die Umrechnung bietet aber keine Schwierigkeiten). Bei
erhohtem turbulenten Austausch ist die so gewonnene Wandschubspannung
S noch nach der folgenden Beziehung zu modifizieren

1-h
Sy (0, DF =0) = o7*2 83 (a=1,D% =0). (34)

Mit S ist fir die gew6hnliche Kanalstromung auch die GréBe 4 (Z) bekannt.
Formulierte Ansitze finden sich in Abschnitt (ITI. 3).

Fir die ausgebildete Kanalstromung in einem Verdichter verwenden wir
den gleichen Verlauf A (Z); da jetzt aber im allgemeinen @* =0, mufl die
Wandschubspannung S, aus Gl (33), in der nun alles iibrige bekannt ist,
ermittelt werden. Darauf folgen mit (30) und (31) die GroBen C,,8 P*[0 X
und der von den Schubspannungen S,, herriihrende Dissipationsanteil D,

27 2wlls 90\2 27lila 20 \2
Dx=f JA(“a—z) dZdX=2wa(aZ)dZ. (35)
0 0 0

Da héufig Integrale der Form [[f(Z)/A (Z)]d Z auftreten, wird bei der Durch-
fiihrung der Rechnung vorteilhaft die neue Variable

zZ
_[2Z
=42
0

7

verwendet.
Die Energiebilanz (I.16) lautet in unserer dimensionslosen Schreibweise

o pal e
lua—ffC'de
(dy=4dg)l, 0 4 Ly (Syws — Sywn) _ {w+lr

2wl 10,40, 1-¢,) 10,40, (1-C,) 1-¢,°

(36)
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wobei aus (28) durch Multiplikation mit C, und Integration folgt
27lls 27ifls

o P*
deZ=—21rf<D;"deZ+Dx. (37)

—277———6X
0

Von der gesamten dem sekundéiren Druckabfall entsprechenden Energie

27lla

oP*
0

ist also nur der Anteil
27l
AA=—2wj(I>;‘0de (38)
0

nutzbar; der Rest wird dissipiert und stellt den Preis dar, der fiir den Impuls-
austausch zu bezahlen ist. Der fiir @*=0 verbleibende Restbetrag der Dissi-
pation entspricht der Impulszufuhr zur Uberwindung der bloBen Wandschub-
spannung S,,,, und ist gleich dem Verlust bei der gewohnlichen Kanalstromung.
Als eigentlicher Verlust wegen der zusiitzlichen Energiezufuhr an die Mangel-
zonen ist also nur der Mehrbetrag

4D, =D, (®})~D,(®}=0) (39)

x

zu betrachten. Die vom sekundiren Druckabfall gelieferte zusitzliche Netto-
leistung 4 A kann mit dem gesamten Arbeitsumsatz in der Stufe beim Fehlen
der Wandgrenzschichten verglichen werden

A4 =0*27140,,,Chully. (40)

Die Verhiltniszahl {* ist gleich definiert wie z.B. die Randverlustzahl {p
(siche Gl. (I.18)); die der Zahl {* entsprechende Nettoleistung kann einen
gleich groBen Betrag der Randverluste kompensieren.

4. Direkte zusitzliche Schaufelarbeit in den Randzonen

Wir betrachten den andern Extremfall, da es durch entsprechende Aus-
gestaltung der Schaufelung moglich sei, den Stufenelementen, in denen grofie
Verluste auftreten, direkt durch vergroBerte Umfangskrifte @, die notige
Zusatzenergie zuzufithren, so daB die Gitternormalkraft zur Uberwindung des
axialen Druckgradienten ausreicht. Der Verlauf von C, kann deshalb aus den
Gl. (31), (33) bestimmt werden mit $*=0 und entspricht der gewShnlichen
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Kanalstrémung, sofern auch die AustauschgréBe gleich wie dort iiber der
Kanalhohe verteilt ist.

Fiir die Feldkraft @,, welche die Umlenkung der Strémung in den Schau-
felungen bewirkt, machen wir den einfachen Ansatz

D, =q (4)sinX. (41)

Sie setze sich aus einem Basiswert @,5 und einem zusitzlichen Betrag &}

Zusammen:
D, =P, 5+P) = [p1p(Z)+ ¢ (Z)]sinX. (42)

Der Basiswert @, 5, sei lings der Koordinate Z so verteilt, daf in allen Stufen-
elementen die gleiche Umfangsarbeit pro Masseneinheit geleistet wird, d.h.
@1 5 (Z) sei proportional C, (Z).

Die zusitzliche Feldkraft @X tritt in einer gewissen Zone 0<Z < Z* in
Wandnéhe (und analog an der anderen Kanalwand) auf und leistet hier zusétz-
liche Arbeit. Dadurch ergibt sich in den betreffenden Gebieten eine griéflere
oszillierende C,-Komponente, was natiirlich eine erh6hte Dissipation bedingt:

4D, =D, (@)D, @®*=0), (43)

wo D, der von den Ableitungen von C, anfallende Dissipationsanteil ist:

27 2w,
- 00,2 20,)\2
Dy:f f [Ayz(ﬁ) +Aw(ﬁ) ]dZdX. (44)
0 0]

AuBerdem konnen sich wegen der stirkeren Umlenkung weitere zusitzliche
Verluste 4V * einstellen, die von den Eigenschaften der Schaufelprofile abhén-
gen. Somit bleibt als zusétzliche Nettoleistung

7w 2nlls

A4 =[ [OpdZdX—-AD,—AV*, (45)
0 0

wobei 4 A mit dem gesamten Arbeitsumsatz in der Stufe beim Fehlen der
Wandgrenzschichten nach Gl. (40) verglichen werden kann. €, und D, kén-
nen nach der Vorgabe von ¢ (Z) aus den Gl. (19”) und (44) bestimmt werden,
was nach der in Kapitel III beschriebenen Methode geschieht.

5. Losung fiir spezielle Fiille, Vergleich

Der Verlauf der AustauschgroBe tiber Z wird analog wie bei der gewohn-
lichen turbulenten Kanalstromung angenommen. Dabei werden im Falle des
sekundiren Druckabfalles auch Beispiele mit wesentlich erh6htem turbulentem
Austausch durchgerechnet. Die Daten sind die folgenden:
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Comlfv = 108 Cpm = 0,5 An=24C,, = 0.
iy, =1 r = 0,5 (Reaktionsgrad)
Das Geschwindigkeitsdreieck fiir die Kanalmitte findet sich in Abb. 6.
1,0 M
N
Gl \1 o
Wor W, W Co €N\ C e IND T~
by ~-
L Va1 e at, o NS
| N~ \~ !
Abb. 6. Den Zahlenbeispielen zu Grunde !/0 b \.\:2‘4’:
gelegtes Geschwindigkeitsdreieck in Ka- | ]\
nalmitte. ) — 23V 30 %0
Cum = 0,5 —=z/lin%
4Cym = 0,3 Abb. 7. Gewahlter Verlauf von &) und
r = 0,5 (Reaktionsgrad) <D; fiir die 3 Varianten a, b und c.

Beziiglich der Mangelgebiete betrachten wir die drei Varianten (in Abb. 7

dargestellt):

a)

b)
c)
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Das Mangelgebiet erstreckt sich an beiden Seitenwinden iiber je 1/,°/, der
Kanalhohe; @*(Z) beim sekundiren Druckabfall, resp. ¢ff (Z) bei der
direkten Zusatzarbeit haben dort einen konstanten Wert, um fir Z> Z*
zu verschwinden.

Dasselbe wie oben fiir Mangelgebiete von je 11/,°/, der Kanalhdhe.

Das Mangelgebiet erstreckt sich iiber die ganze Grenzschicht, doch ist der
Mangel am stirksten an der Wand. Beim sekundiren Druckabfall setzen wir

®* (Z) =¢’§w(ﬁ‘l)’

bei der direkten Zusatzarbeit
o (Z) = e 2[1-9(Z)].

Wir verwenden beidemal die gleiche Funktion ¢ (Z), und zwar setzen wir
9(Z) =04 (2)[Crnle;=o-

Diese Wahl wurde getroffen, damit die Nettozusatzleistung in beiden Féllen
iiber die Kanalhohe ungefahr dhnlich verteilt ist, so dall die Vergleichsmdog-
lichkeit gewéhrleistet ist; dies ist aber nur in erster Naherung richtig, da sich
das Axialgeschwindigkeitsprofil beim sekundiren Druckabfall éndert, wenn
ein Mangel an Normalkraft auftritt. — Um an der Wand nicht eine singulére
Stelle zu haben, verwenden wir die obige Festlegung von g nur bis an die
Stelle Z’, wo g den Wert 0,7 erreicht; fir Z < Z’ setzen wir g knickfrei so fort,
daBl an der Wand (Z=0) die GroBe ¢ den Wert 0,5 einnimmt. Die Stelle



Z' liegt bei turbulenter Stromung sehr nahe bei der Wand. (Analog an der
Spitze (Z,,=2=1[l,).)

Die Ergebnisse finden sich in den Abb. 8a,b, ¢, wo in Funktion der Dissi-
pation D, resp. D, die Zusatzarbeit 4 und der sekundire Druckgradient

| l / /
l ,/ ,n 8‘10‘5
. / Direkte i — — ) Mangelzone je %% AA
=S Sengutelarbeit b) ! "1 %
/e - | —— iiberall t
/ {
7 ! 6
/ / ‘ 1%o Verlust
/ / i — —
/ / /
// / | TN 4
/ ! o=5 ! \ e
/ —4 = Re 10 x kleiner
/ !
T |
t
|
\
o] 6 —w Dy, Dyos 101073 12 14

Abb. 8a. Den Randzonen erteilte Zusatzleistung und Dissipation beim sekundéren Druck-
abfall (4 A iber D,) und bei der direkten zuséitzlichen Schaufelarbeit (4 4 tber Dy os).

/

!/ 81073
1 % } / aA
Zusu‘lz- J ’
arbeit / P !
V4 6

1% |

Druckverlust / /

© -3 1107 0 —7 UL
Abb. 8b. Zusatzleistung und sekundérer Abb. 8c¢. Verschlechterung des Geschwin-
Druckgradient. (Vergleichswerte gelten digkeitsprofils bei wachsendem Normal-
fir eine Stufe nach Abb. 6.) kraftmangel @ fiir ein Mangelgebiet von
11/39/o der Kanalhéhe an beiden Seiten-
wéinden.
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0 P*[0 X aufgetragen sind. Fiir die einzelnen dargestellten Kurven ist der
Bereich, in welchem ein Mangel an Normalkraft, resp. ein Zusatz an Umfangs-
kraft auftritt, jeweils konstant; lings der Kurven variiert die Grofle von @,
resp. von .

Bei der direkten zusitzlichen Schaufelarbeit wird nur der Dissipations-
anteil D, direkt beeinflut; dieser enthilt einen Anteil von der mittleren
Durchstromgeschwindigkeit und einen Anteil von den oszillierenden C,-Kom-
ponenten; der erstere wird hier nicht veréindert und wurde deshalb wegge-
lassen; ebenso dndert sich auch der von 0C, /¢ X anfallende oszillierende Dissi-
pationsanteil (in Abschnitt IV.6 mit D, bezeichnet) nur wenig, weshalb nur
der von ¢C,/0 Z herrithrende oszillierende Anteil aufgetragen wurde. Voraus-
gesetzt ist A, =24C,, =0,6; fir andere 3, ist 4 A proportional A, und D,
proportional A2 umzurechnen.

Beim sekundéiren Druckabfall wird nur D, direkt beeinfluflt, doch darf
nicht vergessen werden, dafl sich bei erhohter Turbulenz auch die andern
Dissipationsanteile vergroflern. Die Gréfe von A, hat beim sekundidren Druck-
abfall auf die Darstellung in den Abb. 8a bis 8c¢ keinen EinfluB}. (Die einge-
tragenen Vergleichsstrecken gelten fir eine Stufe mit C,,=0,5; A, =0,6;
l/l,=1 (siehe Abb. 6).)

Betrachten wir zunichst die Verhidltnisse beim sekunddiren Druckabfall: Es
fallt sogleich auf, daB} bei gegebener Turbulenzintensitdit und gegebenem
Mangelbereich ein nichtiiberschreitbares Maximum an Zusatzenergie besteht.
Dies hat seinen Grund in folgendem: Wird —®# von Null an gesteigert, so
bleibt die Dissipation vorerst praktisch konstant, weil die Schubspannungen
in der laminaren Endschicht, in der normalerweise der Hauptteil der Dissi-
pation entsteht, kleiner werden. Bald aber wird die Dissipation in den wand-
ferneren Gebieten immer stirker und verzehrt einen immer gréoferen Anteil
der durch den sekundiren Druckabfall freigemachten Energie, so dafl die
Nettoleistung schlieBlich wieder abnimmt, um so mehr, als auch das Axial-
geschwindigkeitsprofil immer schlechter wird, denn die Schubspannungs-
gradienten werden wegen der stdrkeren Impulstibertragung immer groBer.
Einige Geschwindigkeitsprofile bei wachsendem —@X* finden sich in Abb. 8¢
fiir die in Abb. 8b mit I bis ITI bezeichneten Punkte.

Die maximale Zusatzenergie ist um so groBler, je grofler der Bereich, der
sie benotigt. Der Mangel an Normalkraft in einem sehr engen Gebiet ist durch
sekundiren Druckabfall nur ersetzbar, wenn die Turbulenz stark erhoht ist
(dabei erhoht sich aber gleichzeitig das Verlustniveau).

Bei kleinerer Reynoldszahl ist die Wandschubspannung gréfler und damit
auch die Dissipation; die Zusatzenergie wichst leicht an.

Ist @F¥=0 (kein Mangel an Normalkraft), so liegen die Verhiltnisse der
gewdhnlichen Kanalstromung vor; der Druckabfall dient nur zur Uberwindung
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der Wandreibungskrifte. Aus Bild 8b geht hervor, daf der zusitzliche sekun-
dire Druckabfall einige 9, des niitzlichen Stufen-Druckanstieges ausmacht
pro 9, Zusatzenergie.

Eine Vergrofierung der dimensionslosen axialen Durchtrittsgeschwindigkeit,
O, (in unserem Beispiel C,,, =0,5) bringt auch eine Erhtchung der maximalen
Zusatzenergie mit sich, allerdings auch begleitet von erhshter Dissipation
(beide Male sind unsere dimensionslosen Werte gemeint), wie aus den Gl. (30)
bis (40) hergeleitet werden kann. (Erbshen wir C,,, z. B. dadurch, daB wir bei
unverdnderter Reynoldszahl und unverinderter Leistungszahl A, die Umfangs-
geschwindigkeit u absenken, so sind 4 4 und D, proportional (3,, zu verg-
Bern; das Verhdltnis £* der Zusatzleistung zum Arbeitsumsatz in der Stufe
erhoht sich proportional C2%,. Wird C,,, bei unverinderter Umfangsgeschwin-
digkeit u durch eine Erhohung der Reynoldszahl vergréflert, so ist die Zunahme
von 4 A etwas schwiicher, doch ist der Umrechnungsexponent immer noch
stirker als 2.) Dies bedeutet, dafl die Verluste zwar an sich grofer sind, daf
dafiir aber den Randzonen auch relativ mehr zusitzliche Energie zugefiihrt
wird, so dal die Aufrechterhaltung eines gleichbleibenden Zustandes der Wand-
grenzschichten leichter moglich ist. Diesem Umstande ist es zuzuschreiben,
dal die im Laufe der Entwicklung stéindig vorgenommene Erhshung des
spezifischen Massendurchsatzes von keiner Verschlechterung im Verhalten der
Verdichter begleitet war, wie sie mancherorts befiirchtet wurde.

Wird die Zusatzenergie hingegen in der Form direkter zusitzlicher Schaufel-
arbeit den betreffenden Mangelzonen zugefiihrt, so kann eine betrichtliche
Zusatzenergie auch einer sehr kleinen Zone in Wandnihe zugefiihrt werden,
ohne daB die Turbulenz erhéht zu sein braucht, siche Abb. 8a. Auch die
Zunahme der Dissipation ist geringer; zwar werden nach Gl. (45) noch weitere,
hier nicht erfalite Verluste 4 V* auftreten, doch sind auch im Falle des sekun-
diiren Druckabfalles wegen des verschlechterten Axialgeschwindigkeitsprofiles
zusitzliche Verluste zu erwarten, so daB auf diese Weise ein Gewinn erzielt
werden kann.

Die direkte Zufuhr zusitzlicher Schaufelungsarbeit ist also ein viel besser
geeignetes Mittel als der Impulsaustausch durch Schubspannungen, um den
wandnahen Stromungspartien, in denen wegen der Seitenwandgrenzschichten
groie Verluste auftreten, die Uberwindung des axialen Druckanstieges zu
ermoglichen. Direkte zusitzliche Schaufelarbeit wird geleistet, wenn die Um-
fangskraft der Laufschaufeln weniger stark abnimmt als der Massenstrom,
d.h. wenn @, (2)/®,, >0, (Z)/C,,. Wieweit dies moglich ist, miissen wir
dahingestellt sein lassen; wahrscheinlich ist die Zufuhr direkter Zusatzarbeit
an enge Gebiete beschrinkt; sollen gleichbleibende Wandgrenzschichten auf-
treten, mul3 daher die Turbulenz in der Maschine stark sein, womit sich die
groB3en bislang festgestellten Randverluste erklidren.
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KAPITEL III

Periodische Losung fiir die Umfangskomponente C, bei der
gleichbleibenden, ausgebildeten Kanalstromung

1. Grundlegender Ansatz

Wir bestimmen in diesem Kapitel das Geschwindigkeitsfeld in der Wand-
grenzschicht, das sich bei der ausgebildeten Kanalstromung unter der Wirkung
des die Schaufeln ersetzenden Kraftfeldes (Vernachlissigung der endlichen
Gitterteilung) einstellt. Die Grundgleichungen sind Gl. (IT.18 bis 21); unter
den im Abschnitt II.2 aufgefithrten Voraussetzungen lassen sich die Axial-
komponente C, und die Umfangskomponente C, unabhingig voneinander
ermitteln.

C,(Z) andert sich bei der ausgebildeten Kanalstromung definitionsgemi
nicht und kann bestimmt werden, sobald die Austauschgrole 4, gegeben ist;
das einzuschlagende Vorgehen ist in den Abschnitten II.2 und 3 beschrieben.
(In den im vorliegenden Kapitel behandelten Beispielen wurde dabei stets
¥ =0 gesetzt, d.h. der auftretende sekunddre Druckabfall dient nur zur
Uberwindung der X-Komponente der Wandschubspannungen; Beispiele mit
®}¥+0 brichten beziiglich C, nichts prinzipiell Neues, da nur der in Gl. (1)
auftretende Koeffizient C, etwas verindert wiirde.)

Wir befassen uns deshalb in diesem Kapitel nur noch mit der Umfangs-
komponente (), (Z). Sie bestimmt sich aus der Gl. (IL.19")

aCy 8 a0, @ 80,
Caax “I’“E“X'(AWW) +2’>’7(‘4Wﬁ)’ (1)

welche eine lineare partielle Differentialgleichung fiir C, darstellt. Die zugrunde
liegenden Voraussetzungen sind im Abschnitt II.2 aufgefiihrt.

Im Abschnitt 6 wird noch die Voraussetzung ¢C,/0 X =0 fallen gelassen,
und es zeigt sich, dal €, nur wenig beeinfluit wird, wenn C, langs X periodisch
schwankt.

Weil in einer mittleren Verdichterstufe periodische Stromungsverhiltnisse
vorliegen, 16sen wir Gl. (1) durch Reihenentwicklung nach Fourier und setzen

C,= Y [a,(Z)cosn X +b,(Z)sinn X]; (2)
n=0
ebenso fiir das die Umfangskraft der Schaufelung ersetzende Kraftfeld

®, =n§0[¢”(2) sinn X 4+, (Z) cosn X]. (3)
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Setzen wir ein in (1), so resultiert durch Koeffizientenvergleich fiir jede Ord-
nung n ein System von zwei gewohnlichen Differentialgleichungen, welches
von den andern Ordnungen unabhéngig ist:

—nCa, = ¢, +(4, by) —n* A4, b,
+n Ox b, = ‘/Jn + (Ayza;)l —n? Ayxa’n
(' bedeutet Ableitung nach Z.)

n=0,1,2,... (4)

Die Randbedingungen fordern das Haften an den beiden Seitenwinden;
somit ergeben sich fir a,, b, je zwei Bedingungen.

Die Glieder nullter Ordnung wollen wir ,,stationdre’ Glieder nennen, da sie
sich lings der Stufe nicht dndern; die andern (n % 0) bezeichnen wir als oszil-
lierende Glieder.

2. Losung fiir C,,

@) Randbedingungen

Es treten folgende Randbedingungen auf (mit C,,=C,(Z=Z,), wobei ,,
die Wand kennzeichnet):

Seitenwand ruhend: C,,=0, d.h. a,,=b,,=0, n=0,1,... (5)
Seitenwand bewegt: C,,,=1, d.h. ag,=1, a,,=b,,=0, n+0. (6)
Seitenwand abwechselnd ruhend und bewegt:

Die Randbedingung hat den in Abb. 9 dargestellten periodischen Ver-
lauf, der sich ebenfalls in eine Fourierreihe entwickeln 1a8t:

1 2y\osi
C =_+_me”X,n=1ﬁj““
ﬂn:l n

yw 9
d.h. ay, =1%;
Ay = 0 n+0; (7)
nw — V) 3
b, =0, n=24,6,...
bpw =2[7n, m=13,5...

Ist m'rgends ein Deckband vorhanden, so sind an der Nabe (Z,,=0) die
Bedingungen (6), an der Spitze (Z,=2=l/l,) die Bedingungen (5) zu verwen-
den. Die beiden Fille unterscheiden sich nur im Gliede a,.

Abb. 9. Randbedingung bei abwechselnd
ruhender und bewegter Wand. o - 2
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Ist sowohl an der Laufradspitze als auch an der Leitkranznabe ein Deck-
band angebracht, so finden die Bedingungen (7) Anwendung, die fiir Nabe und
Spitze gleich lauten, siehe Abb. 14b.

Einem iiber der gesamten Kanalhthe durchgerechneten Beispiel konnten
wir entnehmen, daB sich der Einflul} der Wandbedingungen bei den oszillieren-
den Termen (n+0) auf ein wandnahes Gebiet beschrinkt. Fir diese kann
deshalb jede Kanalhilfte separat behandelt werden. Anstelle der Bedingung
an der gegeniiberliegenden Kanalwand ist dann in einem geniigenden Abstand
Z, von der Wand zu fordern, daB a, und b, die Werte annehmen, die sich aus
Gl. (4) beim Verschwinden der Reibungsglieder ergeben, d. h.

____(Pn __5['71,
In= "0, %_nQ' (8)

Die GroBe Z, dieses Abstandes muf} aus der Erfahrung bei der Durchfiihrung
der Rechnung festgelegt werden und laft sich dadurch kontrollieren, daf3 die
so gewonnenen Losungen fiir ¢, und b, in der Umgebung von Z; noch prak-
tisch zusammenfallen miissen mit den reibungsfreien Werten, d.h. dal der
Ubergang knickfrei erfolgen muB.

Fiir das lings X konstante ,stationdre’ Glied a, hingegen erstreckt sich
der EinfluB der Wandbedingungen iiber den ganzen Querschnitt (analog wie
bei C,), da wir ausgebildete Kanalstromung weit vom Kanaleinlauf entfernt
voraussetzen. Wenn wir uns auf den Reaktionsgrad = 0,5 und auf die Félle
,,iberall Deckband“ und ,nirgends Deckband“ beschrinken, ist a, sym-
metrisch zur Kanalmitte und hat dort den Wert

Qom = 0,5. (9)

b) Vorgehen bei der Losung

b, tritt nicht auf; ¢, entspricht der mittleren Geschwindigkeit C, ., und legt
den Reaktionsgrad fest. Aus (4) folgt
z
Z Ayzwaéw_f¢0dz
%=aw+f[ A" ]dZ. (10)

yz
0

Die beiden Konstanten a,,, und a;,, ergeben sich aus den beiden Randbedin-
gungen; in unserem Falle mit = 0,5 geniigt die Losung fiir eine Kanalhilfte
mit den Randbedingungen an der Wand nach (5), (6) oder (7) und in der
Mitte nach (9).

Fiir die oszillierenden Terme (n = 0) superponieren wir eine Losung a,,,, b,
der inhomogenen Gl. (4) mit den Bedingungen an der Wand (an der Nabe ist
Z=27,=0, an der Spitze Z=27,=271/l,)
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Z =12 Gup=b,,=0,,=b,=0 (11)
und Losungen a,,;1, @2 €tc. der homogenen Gl. (4) mit den Werten an der
Wand

Z =2y Gypy =bypy =bpp1 =0, ay,=1, (12)

Z =2y Gppy=bppy=0aps =0, by,=1,
wobei dann eine die Randbedingungen (8) und (5) oder (6) erfiillende Losung
gegeben ist durch

Ay, = Qpyp + A1 @1 +A2anh2 >

1
bn = bnp +)‘1bnh1+A2bnh2' (13)

Bedingung (5), resp. (6) ist durch (11, 12) schon erfiillt, (8) liefert A; und A,.
Die GroBen a,,,, a,,, etc. warden durch numerische Integration des Systems
(4) von der Wand aus bestimmt unter Verwendung der Simpsonschen Inte-
grationsformel ?).
Die Ausgangswerte fiir die ersten zwei Intervalle wurden dabei analytisch
ermittelt. In unmittelbarer Néihe einer glatten Wand gilt namlich:

A=A4, = konstant, C,=yZ,

©n s ¥, & konstant,.

- ~ 2 e lP
Damit folgt @y A od, ny4oA!2L,
VA P, Z°
b,, ~ %P +ny Lo,
P 24, 4042
und fiir die homogene Losung
A1 ~ 2,
74

bnhl N“n’}/m ete.
,l'

An einer rauhen Wand ergeben sich etwas kompliziertere Ausdriicke, da 4 bei
groBer Rauhigkeit proportional Z ist.

Zur Erfillung von Randbedingungen (7) wird der obigen Losung (13) ein-
fach eine weitere homogene Losung a,;s, 0,,5 tberlagert, welche im Stro-
mungsinnern verschwindet und an den Winden (7) gehorcht. Es kommen
dabei aber nur ungerade Ordnungen in Frage (n=1,3,5,...). @3, bp3 be-

1) Die Schrittweite wurde an der Wand so gewéhlt, daf3

av*t]
Ay = L

4Z =
2nv !

(vergleiche Gl. (22)). Beim Fortschreiten der Rechnung wurde sie dann einige Male
verdoppelt.
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stimmen sich ihrerseits durch Kombination von Losungen (12) mit einer neuen

homogenen Losung der Anfangswerte
Aphaw = a;zhtlw = b;:hclw =0, bnh4w = 2/77’)?/.
Es wird also
Cpp3 = Appg T P Opp1+ oy g, (14)
buns = bunatpibpni+12buns,

wobei u; und u, so bestimmt werden, dal}

Anns (Zk) = bnha(zk) =0.

¢) Stromflichen

Die Bahnen des stromenden Mediums liegen wegen der Voraussetzung lings
X nicht variierender Axialgeschwindigkeiten in Ebenen Z = konstant und
lauten

Y=Y0+ﬂX+Z[a" sinn X — by cosnX], (15)

" = nC, nC,

wo alle Grofen Funktionen von Z sind.

3. Ansatz fiir die turbulente Austauschgrofie

a) Allgemeine Uberlegungen

Fir die turbulenten Zusatzspannungen lif8t sich formell stets der Aus-
tauschgroBenansatz einfiithren:

s 0 0
—pcicl = e, (a—c: + 6—561:) ete., (16)

doch ist entsprechend der Natur der Turbulenz ¢;;, nicht nur aus den Verhlt-
nissen gerade des betrachteten Stromungsquerschnittes bestimmt, sondern
auch aus der Vorgeschichte. Eine eindeutige Zuordnung von Turbulenz und
ortlichem Stromungsfeld ist nur in ausgebildeten Stromungen méglich. Solche
sind z. B. bei der gewdhnlichen ausgebildeten Rohr- oder Kanalstrémung vor-
handen und auch in gewissen Fillen von Plattengrenzschichten (self-preserving
flow nach Townsend [6], dhnliche Losungen nach Rotta [11]); fiir allgemeinere
Fille ist oft wenigstens abschnittweise eine solche Darstellung méglich.

Bei der periodischen Strémung durch eine mittlere Stufe ist ein derartiger
Gleichgewichtszustand im Mittel wohl voraussetzbar (natiirlich nicht, wenn
wir die Einzelheiten der Stromung unter Beriicksichtigung der endlichen

42



Gitterteilung betrachten wollen); da die oszillierenden Geschwindigkeitskompo-
nenten in einem Verdichter gegeniiber den , stationidren® klein sind, ist auch
eine mittlere Annahme fiir die Austauschgrofle zulédssig, und wir setzen bei
der gleichbleibenden ausgebildeten Kanalstromung in unserer dimensionslosen

Schreibweise
04
X = 0. xn
In Kapitel IV (Untersuchung einer sich verdickenden Grenzschicht) lassen
wir (17) weg.
A hat i.a. tensoriellen Charakter (wie z.B. die Elastizititsbeiwerte) und
umfaflt einen viskosen und einen turbulenten Teil

A=A4,+4,. (18)

Bei uns treten 4., 4,, und 4,, auf. 4., und 4, entsprechen demselben
Mechanismus, némlich turbulentem Austausch in der Richtung Z senkrecht
zur Wand und konnen deshalb gleichgesetzt werden. Der Verlauf in Funktion
des Wandabstandes ist fiir die gewohnliche Kanalstromung relativ gut bekannt.
Bei uns treten sicher Abweichungen davon auf, z. B. wegen der Unterstromung
in der Grenzschicht. Da aber die Details noch nicht erforscht sind, machen
wir folgende einfache Annahme:

Es entspreche A+ (Z) dem Verlauf der Austauschgrofie 4, in einem gewdhn-
lichen Kanal, der dieselbe Hohe ! wie unsere Verdichterstufe habe und mit
der Geschwindigkeit c,, durchstromt werde, fiir den also die mafgebende
Reynoldszahl ¢, I/v dieselbe sei. Fiir die Verdichterstromung setzen wir den
turbulenten Anteil 4, um einen Faktor « erhéht an:

=4,=A4.=aA}, (19)

+0mw
wobei an einer festen Wand: «28 = _*1/_, , (20)
an einer bewegten Wand: azf = ]/C””" + W”m“’ , (20a)

zum Ausdruck bringend, daBl wir, wenn 4 €, verschwindet, relativ zur Wand
die Geschwindigkeit C,,=(C2 +C2.)", resp. W,,, haben, wobei die Turbulenz
durch diese Relatlvgeschwmdlgkelt bestimmt ist. Findet Umlenkung statt,
d.h. ist 4C,+0, so ist « groBer als 8. Dazu herrscht in Turbomaschinen an
sich hohere Turbulenz wegen der Nachlaufdellen vorhergehender Kréinze. Mit
dem Ansatze (19) wirkt also €, nur iiber den summarischen Faktor « auf
A, ete. ein, so daBl die Gl. (II.18,20,21) von Gl. (I1. 19) separiert bleiben.
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Wir betrachten zur INlustration die Grenzschicht einer ebenen Platte an
einer Stelle, wo sie die Dicke & hat, wenn die Geschwindigkeit auflerhalb der
Grenzschicht in einem ersten Falle cf, in einem zweiten cg = Bcf betrigt.

Fiir den Reibungskoeffizienten ¢, gilt das Gesetz

—h

(3]
wo b &Y, +1,. Also muf} gelten

¢ =c¢f

und fiir die Wandschubspannung

= B
Da die turbulente Austauschgriofie A, proportional ist der sogenannten Schub-
spannungsgeschwindigkeit v* = /'r,,/p =cs VE,TZ, folgt

AL = Agpn,
Der Erhohungsfaktor beim Ubergang von ¢f auf cg betrigt somit

o= it ny B,

Multiplizieren wir in dem mit ' bezeichneten Falle alle Geschwindigkeiten mit
1/B, so erreicht die Geschwindigkeit am Rande der Grenzschicht wieder den
alten Wert cg; die Reynoldszahl ist also bei erhGhtem turbulentem Austausche
(als Folge irgendeines turbulenzanfachenden Einflusses) die urspriingliche;
die Wandschubspannung bleibt um den Faktor

1-h
ﬁz—h—l — /31~h = o2 oy 1—H/2

vergroBert.

Der Erhohung von A, um einen Faktor « bei konstanter Aufiengeschwindig-
keit entspricht also eine Erhohung der Schubspannung (d.h. von ¢;) und des
Gradienten ¢C_ /0 Z an der Wand um den Faktor «!—%72,

Wihrend wir so fiir 4,,=4,=A4 plausible Annahmen treffen konnen, ist
dies fiir 4,, nicht moglich, da noch keine Strémung diesbeziiglich untersucht
wurde, die der unsrigen dhnlich wire. An der Wand muf} 4,,. Null sein,
wihrend im Strémungsinnern ein konstanter Wert zu erwarten ist, doch ist
die absolute GroBe unbekannt. Wenn wir in unseren Rechnungen

che = wAzzs = wAe (21)

setzen und w=1 verwenden, so geschieht dies mehr ,,pro memoria‘‘; der Ein-

fluB} des Gliedes
8 ac,
7x (Awﬁf)
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in (1) auf C, ist sehr klein, da in Wandnihe, wo tiberhaupt nur wesentliche
Abweichungen von der reibungsfreien Losung auftreten, ¢/0 X < 8/0 Z.

Unsere Annahmen tiber 4, sind also recht unsicher; dies ist auch der Grund
dafiir, daB bis heute meist nur laminare dreidimensionale (Grenzschichten
behandelt wurden, z. B. Mager [17], Timman, Zaat [18], Hansen, Herzig [22]
(Ausnahme Becker [16], der fir die turbulente AustauschgroBe die Werte der
gewthnlichen Kanalstromung verwendet). Wir kénnen deshalb nicht den An-
spruch erheben, quantitative Ergebnisse zu liefern, sondern wollen anhand eines
Modelles, das den turbulenten Fall durch stark verdnderliche Austauschgrofie
(je nach Reynoldszahl von der Wand bis ins Stromungsinnere bis 1:10000!)
nachahmt, qualitativ den Verhéltnissen in Turbomaschinen nédherkommen
und gleichzeitig die Ubertragbarkeit der einfacher zu gewinnenden Resultate
fir Jaminare Stromung tiberpriifen.

b) Verlauf von A im glatten Kanal?)

A kann den nachstehenden Formeln (24, 25) entnommen werden, die den-
jenigen der gewohnlichen Kanalstromung entsprechen und nur gemafl der um
den Faktor « verstirkten turbulenten Austauschgréfie modifiziert sind.

Von den vielen vorgeschlagenen Ansiitzen scheint derjenige von Reichardt
[13] theoretisch und experimentell am besten fundiert, vergleiche Abb. 10:
Die turbulente Austauschgrofie 4, verschwindet an der Wand; dann wichst
sie zunéchst proportional Z3 an (folgt aus den Randbedingungen an der Wand),
um darauf in einem lingeren Bereiche proportional Z anzusteigen; im Stro-
mungsinnern flacht die Kurve aus3).

0- ql_;lo — nZ 0 — i/l

Abb. 10. Die AustauschgréBe bei ausgebildeter Kanalstromung. Links die Verhéltnisse
in Wandniihe, rechts iiber einer Kanalhalfte.

——— Ansatz (24), (25)
77777 Ansatz (24a), (25a)

2) Fiir Ay.= Ay, schreiben wir der Einfachheit halber 4.

3) Die folgenden Beziehungen werden fiur die Seitenwand an der Nabe (Z,=0) ange-
schrieben. Sinngemi {ibertragen gelten sie auch an der Spitze (Zw=2wl/ls), da 4
symmetrisch zur Kanalmitte ist.
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In Wandnihe wird mit Vorteil die dimensionslose Variable

zu*t ¥l ul
= - 22
=Ty AR YR py R (22)
*4 ot
verwendet mit UT = Cg =VS8i,, (23)

wobei ¢, fiir die gewohnliche ausgebildete Kanalstromung gilt bei Re=c,,, [/v
und auf ¢, bezogen ist. Fiir die Austauschgréfle gilt nun in Wandnéhe:

n\]2nl v .
= —_ e —_— . 4:
Sl U | i o
Der Koeffizient « hat etwa den Wert 0,4. 7,~10 entspricht der Dicke der
laminaren Endschicht, die so bei erhdhtem « automatisch erniedrigt wird.
Im Stromungsinnern ist A unabhingig von der Viskositdt p, da A, iber-
wiegt, und 148t sich als Funktion des Abstandes { von der Kanalmitte dar-

stellen
7l v*

4= “775(0 5+£%)(1-£%) (25)
it ¢= 1—272— 1—l;lz. (26)

Die AustauschgroBe ist im Stromungsinnern also in einem lingeren Abschnitte
annihernd konstant (wie auch bei freier Turbulenz und bei der Plattengrenz-
schicht, sieche Townsend [6]); die Annahme iiber 4 im Strémungsinnern hat
auf unsere Ergebnisse iibrigens nur einen geringen Einfiu}, ausgenommen D,
nach Gl. (IV.28).

Die AnschlieBbarkeit von (24) und (25) ist durch die Ansiitze gewihrleistet,
da der Anschluffpunkt sehr nahe bei der Wand liegt.

Der Verlauf nach den obigen Gleichungen kann auch so angenihert werden
(in Abb. 10 gestrichelt):

Laminare Endschicht: A=4, 2l7rl Ll n<ng.

“ o) (24a)
Gemischte Zone: A= [1+K(7;—17L)]—Z7T— %, 1>
Vollturbulentes v*t 7l
Strémungsinneres: A4 =A4,=0,07 1 (252)

a

Bei getrennten Grenzschichten (Plattengrenzschicht) gilt fiir die laminare
Endschicht und die gemischte Zone ebenfalls (24) oder (244a); im vollturbulen-
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ten Stromungsinnern kann nach Clauser [14] gesetzt werden
A = konstant = 0,018C,5Z, « (25D)

(Z, die dimensionslose Verdringungsdicke an einer Wand). Die Verhiltnisse
sind hier schwieriger zu erforschen, da meist kein Gleichgewichtszustand vor-
handen ist.

Den Beispielen dieses Kapitels liegen (24,25) zu Grunde, wihrend fiir
Kapitel IT der grobere Ansatz (24a,25a) und fir Kapitel IV (24a,25b) ver-
wendet werden.

Sofern die Normalkraft @, lings der Schaufelhéhe konstant ist, d.h. @*=0,
konnen bei der ausgebildeten Kanalstromung wie auch bei getrennten Grenz-
schichten die iiblichen Formulierungen des Geschwindigkeitsverlaufes C,, (siehe
z.B. [11], [13], {15]) durch ein wandnahes Gesetz

pEt

Oa: = gl (77)

u
und ein stromungsinneres oder Mittengesetz

o+
Oxm_ox = 792(5)

verwendet werden, wenn die rechten Seiten der obigen Ausdriicke mit o2
multipliziert werden und fiir » und v**/u die Definitionen (22,23) beachtet
werden, siche auch Abschnitt I1. 3.

¢) Rauher Kanal

Je grofler die Rauhigkeitserhebungen, desto weiter ragen sie in die Grenz-
schicht. Die Dicke der laminaren Endschicht wird deshalb immer kleiner, bei
vollstindiger Rauheit verschwindet sie ganz. Vom Verlaufe 4 (Z) des glatten
Kanales wird also je nach Rauheit der unterste Teil 4 Z weggeschnitten; ver-
gleiche Abb. 10. 4 besitzt deshalb an der (ideellen) Wand i.a. einen Wert 4,,
grofler als 4,,.

Die Zuordnung von k,/1 und 4 Z bestimmt sich daraus, da der Geschwin-
digkeitsverlauf C(Z) einerseits in Funktion von k.1 gegeben ist, z. B. [15],
anderseits nach (II. 31), mit @} =0, berechnet werden kann. Aus der Bedingung
des Ubereinstimmens folgt 4 Z sowie A4,,. Bei vollstindiger Rauheit ist cf
unabhéngig von Re, und A, 18t sich explizit angeben

In(4,/4,) ~In(xk,v*t/v)—x B+In«k, (27)

wl iy

wobei Ba8,5 nach [15].
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4. Die Feldkraft &,

Die oszillierende Feldkraft der Schaufeln, die die Umlenkung der Stromung
in den Gittern bewirkt, laf3t sich etwa darstellen als

q)yos =@ (Z)sinX, (28)

was fiir moderne Profile mit starker Dickenriicklage eine gute Naherung ist.
Genauere Ansitze, die der exakten Lage des Kraftschwerpunktes in den Git-
tern und dessen Verschiebung in der Grenzschicht Rechnung tragen, lassen
sich durch Hinzunahme weiterer Glieder hoherer Ordnung darstellen; sie brin-
gen aber nichts prinzipiell Neues und beeinflussen den Integralwert fiir die
Seitenwandreibung nur wenig; da auch die notigen Unterlagen fehlen, be-
schranken wir uns auf den einfachen Ansatz (28). Dort, wo der Einfluf} der
Seitenwandreibung verschwindet (d.h. praktisch im ganzen Kanalquerschnitt
mit Ausnahme einer wandnahen Zone) hingt die Feldkraft mit der totalen
Umlenkung im Laufrade nach Gl. (8) und (28) so zusammen:

91(2) = C,(2)40, (D)2 (29)

Bei der reibungsfreien Stromung durch eine Repetierstufe ist kein ,,statio-
nirer* Feldkraftanteil 5, vorhanden; wegen der Wandreibung kann ein solcher
hingegen auftreten. Betrachten wir einmal den Fall, dafl keine Deckbéinder
vorhanden sind und richten wir unser Augenmerk nur auf die ,stationdre*
(langs X unverdnderliche) Umfangskomponente a,(Z) der Geschwindigkeit.
Die Rotorwand zieht das Stromungsmedium in Umfangsrichtung mit sich;
an der Gehdusewand ist a, gleich Null. Wir haben somit beziiglich a,(Z) den
Fall der Scherstromung zwischen einer ruhenden und einer bewegten Wand
— die sogenannte Couette-Stromung —, der ein bestimmter Verlauf a,(Z)
entspricht; der Mittelwert iiber der KanalhShe ist gleich 0,5. Eine davon
abweichende Verteilung a,(Z) kann nur auftreten, wenn 6rtlich ,,stationére*
Feldkrifte ¢, (Z) wirken. Diese spielen bei der ausgebildeten Stromung weit
vom Kanaleinlauf entfernt die gleiche Rolle, die der sekundire Druckabfall
beziiglich der (lings X ebenfalls nicht &ndernden) Geschwindigkeitskompo-
nente C, spielt, und haben deshalb auch dieselbe Grofenordnung. Zwei Bei-
spiele von Verldufen a, (Z) fir denselben Mittelwert iber der Kanalhdhe finden
sich in Abb. 17.

Dem | stationdren’ Geschwindigkeitsanteil a, iiberlagern sich die oszillie-
renden Anteile, welche von den umlenkenden Feldkraftanteilen &, ,, erzeugt
werden. Letztere haben die GroBenordnung des niitzlichen Stufen-Druck-
gradienten, wie aus den Gl. (I1. 11—186) ersichtlich ist.

Die im Laufradraume geleistete Arbeit pro dimensionslose Léingeneinheit
in Umfangsrichtung betrigt (weil n < 1)
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m 2wlil, 27lla 27lla
A =f fl-édedXzszAOym fﬁ‘il—dzﬂf%dz, (30)
P1m
0 0 0 0

wobei der zweite Anteil in der Regel sehr klein ist*). Wir betrachten deshalb
im folgenden ausschlieBlich die oszillierenden Feldkrifte.

Wegen der Wandgrenzschichten ist ¢, i. a. nicht konstant tiber der Schaufel-
hohe, da die Schaufelkraft in der Grenzschicht meist abnimmt, wenn die
Schaufeln nicht speziell verwunden sind, doch verschwindet sie auch beim
Vorhandensein eines Spaltes an der Wand nicht ginzlich, vergleiche z.B.
Strscheletzky [10]. Wir haben die folgenden Fille untersucht:

o) Feldkraft lings Z konstant
P1(Z) = pyp- (31)

In diesem Falle ist die Tangentialkraftmangeldicke 4, =0; die Umfangsarbeit
pro Masseneinheit ist in der Grenzschicht erh6ht. Bei der ausgebildeten Kanal-
stromung ist dieser Verlauf nur moglich, wenn die Schaufeln entsprechend
verwunden sind. Bei unverwundener Schaufelung wird er nur bei sehr diinner
Grenzschicht auftreten. Die Zusatzarbeit betragt

44 =0,,40,,4,, (32)
(4, die Verdringungsdicke des ganzen Kanals)

wovon aber noch ein Abzug zu machen ist wegen zusitzlicher Verluste, ver-
gleiche Gl. (II.45). Dieser Kraftverlauf entspricht gerade der in Abschnitt
I1. 5 mit ¢) bezeichneten Variante der direkten Zufuhr zusitzlicher Schaufel-
arbeit.

B) Die Feldkraft verlduft proportional C,
$1(Z)|p1m = Co(2)]Cry.- (33)

Wir haben den Fall konstanter Umfangsarbeit L, pro Masseneinheit (4,=4,),
d.h. ohne Seitenwandreibungskrifte den Fall konstanter Zirkulation. Die
Wandgrenzschicht kann aber ohne Zusatzenergie (z. B. vom sekundiren Druck-
abfall geliefert) nicht gleichbleibend sein, da ja die Wandreibungs- und Rand-
verluste gedeckt werden miissen.

Der Verlauf nach Gl. (33) wird nicht ganz bis an die Wand beibehalten, da

4) Ist die Tangentialkraft in Wandnédhe wegen des Radialspaltes verschieden grof in
aufeinanderfolgenden Schaufelkrinzen, so treten in der Reihenentwicklung (3) ortlich
merkliche §-Werte auf. Wir beschrinken uns in unseren Beispielen auf den Grenzfall
verschwindender Spaltweite, so dafl Ansatz (28) anwendbar ist. Allgemeinere Fille lassen
sich nach der dargelegten Methode ohne weiteres ebenfalls behandeln.
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er, entsprechend dem Charakter einer turbulenten Grenzschicht, in Wandnéhe
einen scharfen Abfall mit sich bringen wiirde, was aber experimentell nirgends
beobachtet wurde. Wir geben deshalb ¢, an der Wand selbst einen endlichen
Wert, und zwar der Einfachheit halber den Wert ¢,,/2, von wo an ¢, nach
einer Potenzfunktion verlaufe

1,0 PL(Z) |1 =0T+ (Z—Z') +eo (2" — Z)>3, (33a)
®1/Pim die an der Stelle Z’, wo C,/C,,, den Wert 0,7 erreicht,
= knickfrei in (33) iibergehe, siche Abb. 11. Da sich die
05 # Abweichungen auf die Wandnihe beschrinken, beein-
/‘ Ca /Cam flussen sie den integralen Wert 4, kaum. (Analog an
/ 2 der andern Wand.)
1

e]

4
y) Die Schaufelkraft verliuft proportional C2

P1 (Z)/(le = [Cx (Z)/Oxm]z’ (34)

wobei in Wandnéhe statt dessen das Quadrat des Ausdruckes (33a) verwendet
wird. Wir haben hier den Fall konstanter Schaufelbelastung cy (Auftriebs-
koeffizient, aber mit C, gebildet). Ohne Beriicksichtigung der Reibungskrifte
verliefe a, (entsprechend Gl. (8)) proportional C,; es trite keine Sekundar-
stromung auf; die Grenzschicht wiirde aber schon jetzt einen Mangel an L,
aufweisen, der durch das Hinzutreten der Verluste noch verschirft wird, und
vermag den axialen Druckanstieg ohne zusétzlichen Impuls nicht zu {iber-
winden.

Abb. 11. Verlauf von ¢; in
Wandnéhe beim Fall g.

3) Komnzentrierte Zusatzkraft in Wandndhe

Fiir die Vergleichsrechnung von Kapitel II wurden noch Fille betrachtet,
in denen dem Verlaufe nach (33,33a) in Wandnédhe konstante Zusitze ¢f
iiberlagert sind. Wegen der Linearitdt von Gl. (1) kann dies so geschehen, dal
der Losung (13) mit der Feldkraft nach (33,33a) eine weitere Losung der
inhomogenen Gl. (4) superponiert wird, bei welcher ¢ (Z) den in Abb. 7 mit
a) und b) bezeichneten Verlauf hat. Die zusétzliche Umfangsleistung betragt
fiir beide Kanalhilften zusammen

A4 =4Z%qk, (35)

Um die den Mangelzonen netto gelieferte Energie zu erhalten, ist hiervon
nach Gl. (II. 45) noch die zusétzliche Dissipation abzuziehen.

Die Ausbildung der Schaufelung und die Erfiillung des Gleichgewichtes in
Z-Richtung bei den obigen Ansitzen fiir @, ist eine Frage, die wir im Rahmen
unserer Untersuchung offen lassen.
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5. Losung fiir einige Varianten

Wir haben fiir einen Basisfall mit den folgenden Zahlenwerten die Losungen
fiir alle im Abschnitt 4 beschriebenen Feldkraftanséitze bestimmt.
Com by =108

« =1 ¢ =22107

r = 0,5 (Reaktionsgrad).
Com

0,5 legt die GroBe von u fest; im physikalischen Sinne abhéngig von
% sind nur die in Abb. 14 und 23 dargelegten Resultate sowie
alle Ergebnisse im Zusammenhang mit a,; in den iibrigen Resul-
taten tritt w nur als Bezugsgrofle auf.

Iy, = 1 glatte Wand.

Die Ergebnisse fiir die uns hauptséchlich interessierenden oszillierenden
Anteile finden sich in Abb. 12 fiir die Kraftfelder «) (Feldkraft iiber die Kanal-
hohe konstant), B) (Feldkraft proportional C,) und y) (Feldkraft proportional
(C2) des Abschnittes 4. Die Losungen fiir den Ansatz §) wurden im Kapitel 1T
verwendet. Abb. 12a gibt eine Ubersicht iiber eine Kanalhilfte; Abb. 12b
zeigt die Verhiltnisse in Wandnihe.

2
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Abb. 12a. Oszillierender Anteil an Cy fiir den e 4 ) \\ :

Basisfall bei verschiedenen Verldufen von 77 Reibung € )
@, lings Z.

Abb. 12b. Verhiltnisse in Wandnéhe.

Allgemein gelten bis nahe an die Wand die (gestrichelt eingetragen) reibungs-
freien Werte nach Gl. (8); dann macht sich der Wandeinflu3 langsam bemerk-
bar (a, weicht ab vom reibungsfreien Werte —¢,/C,, b, wird verschieden von
0), und es tritt eine Phasenverschiebung der Stromung

e = arctg (b,/a,) (36)
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ein, welche an der Wand ihren Maximalwert e, erreicht und eine Voreilung
des oszillierenden Anteiles von C, bewirkt, d. h. die Reibungskrifte iibertragen
den EinfluB des Schaufelkraftfeldes in den vorhergehenden Kranz hinein. Die
Geschwindigkeitsfelder in den einzelnen Schaufelkréinzen sind also nicht von-
einander unabhéngig; dies bedeutet aber, dall mit Versuchen an einzelnen
Schaufelgittern keine restlose Erfassung der in einer mehrstufigen Maschine
auftretenden Wand- und Randverluste moglich ist. Zahlenwerte fiir ¢, sind
in der Zahlentafel 1 (S. 55) angegeben.

Wir haben in Abschnitt I1.1 gesehen, dafl fiir reibungsfreie Stromung die
Arbeit der Umfangskomponente der Feldkraft im Integral iiber eine Repetier-
stufe verschwindet; dies ist bei uns der Fall, denn ohne Reibung lautet unsere
Losung

= ao—gicosX,
xz

so daf die in jedem Stufenelement d Z geleistete Arbeit Null ist:

D, = ¢ sinX, c

Yy

2w
dZ{®,0,dX = 0.
0

Bei Beriicksichtigung der Wandreibung leistet die gleiche Feldkraft nun
Arbeit in denjenigen Stufenelementen, in welchen eine Phasenverschiebung,
ausgedriickt durch das Glied b, sin X, auftritt:

2m 2
dZ[®,0,dX =dZ[gbysin? XdX +0.
0 0

Diese Arbeit dient zur Deckung eines Teiles der Dissipation.

Die fiir die untere Kanalhilfte (0< Z <=l/l,) dargestellten Ergebnisse gel-
ten auch fiir die andere Kanalhilfte, da C,, ,, fir die Beispiele dieses Abschnittes
symmetrisch zur Kanalmitte ist.

Mit dem Feldkraftansatz y) (Feldkraft proportional C2(Z)) ist a, praktisch
itber der ganzen Kanalhthe proportional C,.

Mit dem Ansatz B) (Feldkraft proportional C,) wird a, konstant bis in
unmittelbare Wandnihe. Es tritt also eine gewisse Unterstromung auf. Rei-
bungsfrei wiirde @, in unmittelbarer Wandnihe ansteigen, da dort der Ansatz
(33) durch (33a) ersetzt ist.

Im Falle o) (Feldkraft lings Z konstant) ist die Unterstromung, entsprechend
der groBeren Schaufelkraft, ausgeprigter; dies ist wegen der groferen Ge-
schwindigkeitsgradienten in Wandnidhe natiirlich auch mit erhdhter Dissi-
pation verbunden. In Abb. 13a finden sich die Geschwindigkeitsprofile lings
der Stufe, in Abb. 13b die Stromfliche, die von den Bahnen all jener Teilchen
beschrieben wird, welche beim Eintritt in die Stufe (X =0) auf demselben
Strahle ¥ =0 liegen. Es wurde nur der von den oszillierenden C,-Komponen-

Yy os
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ten herrithrende Anteil im Schrigbild aufgetragen. Deutlich ist die starke
Unterstromung und die Phasenverschiebung im Vergleich zu den Verhiltnissen
in der Kanalmitte (Z =71/l,) ersichtlich. Fiir den Ansatz B8) gilte ein prinzipiell
ahnliches Bild mit schwécherer Unterstromung.

Abb. 13a Schematische Darstellung der Ge- ¥

schwindigkeitsprofile zwischen den Schaufel- Abb. 13b. Stromflache fiir lings Z

reihen einer mittleren Stufe ohne Deckbéander konstante Feldkraft (nur oszillieren-

(ausgebildete, gleichbleibende Kanalstro- der Anteil der Umfangsgeschwindig-
mung). keit beriicksichtigt).

2/t

/ 04
0,2
bina /

(o]
P O3
o
003 002 00l o
Z -
Abb. 14a. Zusatz 1. Ordnung Abb. 14b. Die Ausbildung der Umfangsgeschwindig-
zu Cy bei abschnittsweise keit C, an der Nabe in einer mittleren Stufe, wenn
querbewegter Seitenwand. die Schaufeln mit Deckbéindern versehen sind.
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Fiir eine sich entwickelnde Grenzschicht sind die Ergebnisse prinzipiell die

gleichen (Kapitel IV).

Sind alle Schaufelenden mit Deckbéndern versehen, so ist a4 (Z) = konstant
0,5. Dafiir treten noch zusitzliche oszillierende Anteile hinzu, von denen

jene erster Ordnung in Abb. 14a dargestellt sind. Der WandeinfluB klingt bei
den in Verdichtern iiblichen hohen Reynoldszahlen &uBerst rasch ab. Die
Glieder hoherer Ordnung (n=3,...) sind an der Wand n-mal kleiner und
klingen noch schneller ab. Abb. 14b zeigt schematisch die Geschwindigkeits-
komponente €, mit den scharfen Umlenkungen in Wandnéhe.

In Abb. 15 sind fir die iber der Kanalhthe konstante Feldkraft (Fall o))

noch Varianten gezeigt, die gegeniiber dem Basisfalle je die folgenden Abwei-
chungen aufweisen:
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o5 < 2.0 Abb. 15a. Oszillierender Anteil an C)
‘_/ . - .
K- fiir verschiedene Varianten.
=]
0,/0y, —
1,0
d:245
o ——
~—— Re=10%,giaft [ ———. o3 C,
N T, \ C
- ,n=2 L=< am
—_— ,rauh 1,5 '\ \\ T
—— Re=2104 glott RN
p 0,2 -—7 0 0
2
—_ Abb. 15b. Verlauf von O, fir die ver-
0,2 =2

schiedenen Varianten.

. =215 statt 1,0. (¢f =2,2-1073),

Der schérfere Anstieg der Turbulenz an der Wand verringert die Unter-
stromung, vergrolert aber die Gradienten in Wandnédhe. Der Wert fiir «
wurde so grofl gewihlt, dafl die Austauschgréfie im Stromungsinnern gleich
ist wie bei den Varianten 2 und 3.

. Cpplfy=2-10% statt 1-105, a= 1,5 statt 1,0, (¢j =4,6-10-3),

Der Einflul der Wand erstreckt sich weiter ins Innere; die Gradienten in
Wandnéhe sind geringer.

. Rauhe statt glatte Wand, «=1,5 statt 1,0.

(cf =4,6-107%, k/1=2,4.10"%, 4,/A4,=2.3).

Die Rauhigkeit wurde so gro§ genommen, dall ¢,* und damit der Geschwin-
digkeitsverlauf C,(Z) im wandfernen Bereich gleich sind wie bei der
Variante 2. Wegen der hoheren Reynoldszahl aber sind die Gradienten an



der Wand grofler. Gegeniiber dem Basisfalle erstreckt sich der WandeinfluBl
weiter ins Innere, da der Anstieg von A relativ zum Werte 4,, an der Wand
schwicher ist, denn 4,, enthélt jetzt auch einen turbulenten Anteil.

. m=2statt 1, d.h. @, =g sin2 X. (¢} =2,2-1073).

Wir haben den Fall schmélerer Schaufeln, indem jetzt auf den axialen
Abschnitt 7, zwei Stufen entfallen. Der Einflu der Wandreibungskrifte
macht sich um so weniger weit bemerkbar, je schnellere Oszillationen das
Kraftfeld verursacht; da die fiir eine gegebene Geschwindigkeitsinderung
erforderliche Kraftamplitude grofer ist, wird die Unterstrémung stirker.

Die Werte ¢,, der Phasenverschiebung an der Wand sind in Zahlentafel 1
fiir die verschiedenen Varianten aufgefiihrt.

Zahlentafel 1

Variante —€w
Basis ¢1 = konst, =1 34,6°
Basis o1 ~ Cy a=1 29,2°
Basis o1~ C2 a=1 22,9°
Turbulenz erhéht ¢1 = konst, o= 1,6 30,4°
Turbulenz erhéht ¢1 = konst. e = 2,15 24,5°
Re 50 X kleiner o1 = konst, = 1,5 55,6°
Rauhe Wand g1 = konst. o= 1,5 32,6°
Halbe Schaufelbreite 1 = konst. o =1 40,4°
Halbe Schaufelbreite o1 ~ C2 «a=1 33,5°

Je stirker der Abfall der Feldkraft in Wandnihe, je hoher die Reynoldzahl

und je breiter die Schaufeln, desto kleiner die Phasenverschiebung.

Mit dem nun bekannten Geschwindigkeitsfeld kann auch die Dissipation

(d. h. der Wandreibungsverlust) bestimmt werden. Wir verweisen diesbeziiglich
auf Abschnitt IV. 6.

6. Der EinfluB einer periodisch veriinderlichen Axialgeschwindigkeit

a) Ansatz fir die Axialgeschwindigkeit

Unsere bisherige Losung fulite auf der Voraussetzung ¢C,/¢ X =0, womit

auch C,=0. Nun treten aber im Verdichter sehr oft — zur Erfiillung des
radialen Gleichgewichtes — radiale Verschiebungen auf, die in einer mittleren
Stufe periodischen Charakter haben. Wir denken uns, daBl in unserer abge-
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wickelten Stufe durch passende Schaufelverwindung solche Oszillationen von
C, und damit nach der Kontinuitétsbedingung auch von C, erzwungen werden:

Z)+2p(Z)cos X,
z (37)

0, =0,
oCp., .
C,= —f»ﬁdz =2¢q(Z)sinX.
0

Der lings X gleichbleibende Anteil ém(Z) entspricht der bisher verwendeten
ausgebildeten Kanalstromung; p und ¢ sind die halben Amplituden der ver-
anderlichen Anteile. Wir setzen

2p(2) =~y (1-142) ¢, (2). (38)

wl

d.h. die Amplitude der prozentualen Wechselkomponente sei linear iiber der
Kanalhohe verteilt und in der Mitte Null (vergleiche Abb. 16), was nach der

27/, 2ml/Lg

nach
Leitrod|

2q/Cxm
Cx/Cxm 20/ Cm

wl/le TL/lg

\\ nach
Laufrod
z

\

N

0
0 1,0 ~1,0 -05 o 05

—_—

Abb. 16. Ansatz fiir die oszillierenden Geschwindigkeiten C; und C..

reibungsfreien Losung fiir die Sekundéirstrémung von Seippel [21] fir kurze
Schaufeln sehr gut zutrifft; , der Hochstbetrag der axialen Wechselkompo-
nente an der Wand, ist dabei kaum grofler als 0,2.

C,(Z), resp. q(Z) folgt jetzt durch Integration

2q(Z)=-.yféz(Z)[ —%Z]dz. (39)

A,,und A4, seien hingegen immer noch konstant lings X und entsprechen
den GL (21) bis (26).
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b) Bestimmung von C,

Wir lassen in dieser Stromung unser Umfangs-Kraftfeld @, wie vorher
wirken und vergleichen den Verlauf von C, mit den fritheren Ergebnissen.

Ausgangsgleichung ist nun GI. (II.19); im weiteren {ibernehmen wir den
Ansatz (2) fir €. Um die gréBtmdglichen Anderungen in C), zu erhalten, ver-
wenden wir fiir die Feldkraft den Verlauf nach Gl. (31), d.h. ¢; = konstant.
Setzen wir alles in Gl. (IL.19) ein, so folgt durch Koeffizientenvergleich

n=0: 0:¢'0+(Ayza/(’)),+(—pbl—qb{)’ (40)
A
_aléx = (P1+(Ayzb{)/_chb1+2pa2 +qaé’+(—2qa6)5
[ —" [ ——
n= 1 5 " Aq)” ’ A¢‘“ (41)
b, C, = (Ay,a1) — Ay a+(—2pby—qby),
A‘/’u
—20’262 = (Ayzbé)’_4Ayzb2+pa1_qai+3pa3+qa:;’
n = 2 " . A‘le ) A‘st , (42)
2b,C, = (Ayza2) —44,,0,+(—pby+9by) + (= 3pby~qb;),
A‘I/xl Al,l’zs

Vergleichen wir mit (4), so stellen wir fest, dal nun die einzelnen Ordnungen
nicht mehr separiert sind; @, wird durch a,, a, und b, beeinflullt etc., d.h. je
die néchstniedere und nichsthohere Ordnung wirken ein. Diese Glieder kénnen
auch als Zusatzkrifte aufgefaflt werden, weshalb wir sie 4 ¢,;, 44, nennen,
wo ,, die beeinflulte, , die beeinflussende Ordnung bezeichnet. Das Glied
A= —2qa, in Gl (41) z. B. bringt zum Ausdruck, dal die Quergeschwin-
digkeit C, der Schaufelkraft entgegenwirkt; im Laufrade sucht letztere die
Absolutgeschwindigkeit zu vergrofiern, wihrend C, gegen die Nabe gerichtet
ist und langsameres, an der Gehdusewand gebremstes Material weiter innen
gelegenen Stufenelementen zufiihrt.

Da p und ¢q kleine GroBen sind, geniigt es zur Bestimmung von a, und b,
durchaus, wenn bei der Berechnung von a, und &, die Groflen mit n=3 ver-
nachlidssigt werden. Dann stellen die Gl. (40) bis (42) ein abgeschlossenes
System von 5 Differentialgleichungen fiir die 5 Unbekannten g, bis b, dar.

Losungsvorgehen: d,, ¢, und b, ohne Beriicksichtigung der oszillierenden
Axialgeschwindigkeit bestimmen (Losungen von Abschnitt 2). Diese Werte in
(42) einsetzen und a, und b, berechnen, ebenso aus (40) ein verbessertes
@y =dy+4 a,. Mit den nun bekannten Werten 4 ¢,,, 4 @5, 4 4,5, folgen aus (41)
verbesserte @, und b,. Die Konvergenz ist sehr rasch, d. h. ein Iterationsschritt
gentigt.
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¢) Losung fir ein Beispiel

In Abb. 18 sind die Resultate fir eine Stufe mit C,,=0,5; r=0,5;
An=240,,=06;1/l,=1 aufgetragen. Vorausgesetzt ist c,,, [/v=10% und a=1
(gewohnliche Kanalturbulenz); ¢, (Z) ist konstant. Fiir v wéhlen wir den sehr
groBen Wert 0,25, d. h. die Amplitude der Schwankung von C, betridgt an den
Winden 25 9.

Es seien keine Deckbénder vorhanden. Beziiglich des ,,stationidren Antei-
les dy(Z) der Umfangskomponente der Geschwindigkeit (ohne Beriicksichti-
gung der verdnderlichen Axialgeschwindigkeit) betrachten wir zwei Fille, ver-
gleiche Abb. 17: Bei der Variante I entspreche d,(Z) der gewohnlichen Scher-
stromung ohne Feldkrifte (d.h. ,=0) zwischen der festen Gehdusewand und
der querbewegten Rotorwand (Couette-Stromung). Bei der Variante II sei in
der duBeren Kanalhilfte der Verlauf von d,(Z) dhnlich demjenigen von C.(Z);

1,0 . .
[ Abb. 17a. Zwei Varianten fiir die ,,stationdre‘
] Umfangskomponente do der Geschwindigkeit
i ohne Bericksichtigung der oszillierenden Axial-
i 4 geschwindigkeit.
05 1 i 05
/ I A —-J-]I—-—————
! a
— |
¥,103 I 1
R
i
o I o — X
2w Z=— " ° Abb. 17b. Verlauf von do in. Wandnéihe
(Gehéusewand).
004
. m Abb. 18a. Anderungen in der Lésung fiir Cy
2080 b, wegen der oszillierenden Axialgeschwindigkeit.
0,04 ’ K Verhéltnisse in. Wandnéhe.
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die mittlere absolute Durchstromgeschwindigkeit, gebildet aus den Kompo-
nenten g, und éx, ist somit unterstromungsfrei (Geschwindigkeiten in belie-
bigen Hohen Z parallel); in der inneren Kanalhélfte sei die mittlere relative
Durchstromgeschwindigkeit unterstromungsfrei, d.h. [1—d,(Z)] sei propor-
tional CA’w (Z). Damit sind die Verhiltnisse (vor der Beriicksichtigung der verén-
derlichen Axialgeschwindigkeit) relativ zur inneren bewegten und zur dueren
ruhenden Wand in den entsprechenden Kanalhidlften wieder die gleichen. Der
Verlauf II bedingt aber eine, allerdings sehr kleine, ,,stationdre Feldkraft-
komponente ,, die in Abb. 17 ebenfalls eingetragen ist.

Abb. 18a zeigt die Verhiltnisse in Wandnihe, Abb. 18b gibt einen Uber-
blick iiber den ganzen Kanal. Die Geschwindigkeitskomponente 2. Ordnung a,
ist antisymmetrisch zur Kanalmitte mit einem Ho6chstbetrag von 10 9, des-
jenigen der ersten Ordnung; bei anderem y wire sie proportional y umzu-
rechnen. Die Anderung an a, ist proportional y2,,, verliuft ebenfalls anti-
symmetrisch zur Kanalmitte und erreicht im vorliegenden Falle den Betrag
0,005 nicht ganz. 4¢,/e, ist proportional y/A,,, d¢s/e; und 4,/p, sind
proportional y?; der Betrag der aus Gl. (41) bestimmbaren prozentualen
Anderung von a, ist gleich oder kleiner als der Betrag von (4 g;o+ 4 ¢15)/@; -

Im Hinblick auf den groBen fiir y eingesetzten Wert konnen wir sagen,
dall der Einfluf einer periodisch variierenden Axialgeschwindigkeit auf C,
gering ist; die Setzung 0C_ /0 X =0 in den fritheren Abschnitten war somit
keine unzulissige Vereinfachung.

Eine dhnliche Erscheinung wird durch die Schaufeldicke bewirkt, welche
wegen der Platzversperrung durch die Schaufeln in jedem Schaufelkranze
eine — in unserer Untersuchung vernachlissigte — Steigerung und Wieder-
absenkung der Axialgeschwindigkeit hervorruft. ' vollfithrt lings X Oszilla-
tionen zweiter und héherer Ordnung:

C,=C,—yC,c082X+---

wahrend €, Null bleibt, da der sich dndernde Durchstromquerschnitt die
Erfiilllung der Kontinuitdtsbedingung sichert; bei Verdichtern ist y kleiner
als 0,1, Die Auswirkungen auf die Losung fiir C, bei gegebenem Kraftfeld &,
lassen sich nach derselben Methode wie oben bestimmen; sie sind ebenfalls
sehr gering.
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KAPITEL IV

Losung fiir getrennte, sich entwickelnde Grenzschichten

1. Grundlegender Ansatz

Im Kapitel IIT wurde die Geschwindigkeitskomponente C, in einer mitt-
leren Repetierstufe mit ausgebildeter, gleichbleibender Kanalstromung ermit-
telt. Wir wollen nun die Verhiltnisse in einer Stufe am Eintritt des Verdich-
ters betrachten, wo zwei durch ein ungestortes Kerngebiet getrennte, lings der
Stufe wachsende Wandgrenzschichten vorhanden seien. Wir werden sehen,
daB sich der Stromungscharakter schon nach einer Stufe demjenigen der aus-
gebildeten Kanalstromung gendhert hat, dall der Wandreibungsverlust in den
beiden Fillen nur wenig verschieden ist und dafl der EinfluBbereich der Wand-
reibung auf ,nichtstationire’ ) Glieder, bezogen auf die Verdringungsdicke,
zwar wesentlich groBer ist als bei der ausgebildeten Kanalstromung, aber von
der gleichen Groflenordnung wie im analogen laminaren Falle, der von Mager
[17] sowie von Hansen und Herzig [22] behandelt wurde.

Die Grundgleichungen sind Gl. (II.18 bis 21), wobei Gl. (I1.19) von den
andern Gleichungen unter den fiir die Austauschgrofe 4 gemachten Voraus-
setzungen separiert werden kann. Sie 146t sich auch hier auf eine gewohnliche
Differentialgleichung zuriickfithren, wenn fiir die durch GI. (I1. 18,20, 21) be-
stimmten Geschwindigkeitskomponenten C, und C, dhnliche Lésungen ange-
geben werden kénnen.

Da wir uns auf diinne Grenzschichten beschrinken, machen wir die iiblichen
Vernachlidssigungen der Grenzschichttheorie, d.h. wir setzen voraus, dafl das
Druckfeld in der Grenzschicht identisch sei demjenigen in der Kernstromung.
(Die Kernstromung bezeichnen wir mit dem Index 5.) Fiir diese seien die Ver-
hiltnisse iiber der Schaufelhohe konstant, insbesondere ist also das Kraftfeld
iiber der ganzen Grenzschichtdicke dasselbe (entspricht Fall «) in Abschnitt
II. 4). Die Voraussetzung (I. 14) (Repetierstufe) ist hingegen nicht mehr néotig.

Mit den weiteren Voraussetzungen ¢/0 X < ¢/0 Z, C, < C, gehen (II. 18, 20,
21) in die iiblichen Gleichungen der ebenen Plattengrenzschicht iiber. Sie lassen
im vollturbulenten Bereiche nach Rotte [11] dhnliche Losungen zu mit der
Ahnlichkeitsvariabeln 7

£=2=—2. 1)

2
X

5) ,,Stationédr* bedeutet hier: Geschwindigkeitsanteile, die nicht von der Tangential-
kraft abhéngen; ,,nichtstationér bedeutet: Durch umlenkende Feldkrifte erzeugte
Geschwindigkeitskomponenten.
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Die Geschwindigkeitsprofile C,(Z) und C,(Z) #ndern sich dabei lings des
Stromungsweges nur um einen MaBstabsfaktor:

Oz (X7 Z) = CwS(X)O(‘f)a (2)
Oz (X7 Z) = OmS(X)D(f), (3)
¢
mit D (¢) =§0(§)—(1+W)J0(§)df,

wobei vorausgesetzt werden mul}, dafl die Geschwindigkeit im Kern nach
einem Potenzgesetz verlauft

Ups (X) ~ X™ (4)

mit m <0 fiir verzogerte Stromung. Der Exponent m bestimmt sich aus dem
Verlaufe der Kanalhohe lings der axialen Durchtrittsrichtung unter Beriick-
sichtigung der Verdringungswirkung der Grenzschicht. Die Grenzschichtdicke
Zg, die Verdringungsdicke Z; fiir eine Wand etc. sind also proportional X,
siehe auch Abb. 22b:
Z, =
1 f 1 X ’ ( 5 )
Zs =&KX,
denn ¢, und &5 sind konstant.
Damit sich diese dhnlichen Losungen einstellen, muf} die Turbulenzstruktur
einen gewissen Gleichgewichtszustand erreicht haben; die Austauschgrofle
darf sich langs X ebenfalls nur um einen MaBstabsfaktor dndern:

Azz = XCxS (X) Ea:z (€), (6)

wo E ., (¢) die Variation der AustauschgroBBe quer durch die Grenzschicht be-
schreibt. Wiahrend diese Bedingung beziiglich der turbulenten Austauschgrof3e
durchaus denkbar ist, gilt sie in der laminaren Endschicht sicher nicht, denn
die Viskositdt miite dort proportional Xt™ variieren, was physikalisch nur
moglich wire, wenn m = —1 (Ablosung wegen starker Verzogerung!), oder
wenn die Rauhigkeit so grofl wire, dafl der Einflulbereich der Zahigkeit iiber-
haupt verschwénde. Andernfalls kénnen oft doch wenigstens stiickweise, d. h.
lings eines gewissen Wegstiickes 4 X, solche dhnliche Losungen angesetzt
werden, wobei man bezliglich der Viskositét einen gewissen Fehler begeht,
was aber angesichts unseres groben Ansatzes fir die AustauschgroBe verant-
wortet werden kann. Wihlt man die Verhiltnisse so, daf3 die laminare End-
schicht wenigstens im Mittel (d.h. in der Mitte des betrachteten Wegstiickes)
korrekt ist, so besteht der Fehler gerade darin, dall man den értlichen Schub-
spannungskoeffizienten ¢, konstant setzt, d.h. dafl man die Re-Abhingigkeit
von ¢, vernachlissigt.

Wir transformieren nun auch Gl. (II. 19) auf die Variabeln ¢ und X, wobei
nach (1) gilt:
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(7
(), -+, 7
wenn 1(Z,X) =g(¢£X).
Das Glied 5% (AW Z—%)

lassen wir weg, da es schon bei der ausgebildeten Kanalstromung von sehr
geringem EinfluB war; hier bei getrennten Grenzschichten gilt erst recht
oo X<oleZ.

Unter der Voraussetzung, daB3 fiir A4 , eine der Gl. (6) analoge Beziehung
gilt, erhalten wir

20, ¢ 00, 160, @,(X) 1 0
col5 -3 52 v oy G- o rx e [B02] ®

Diese Gleichung kann durch den Ansatz
Oy= X XrQ, () (9)
p=0
separiert werden, wenn auch fiir das inhomogene Glied ®,/C,5 in (8) ein

Potenzansatz gemacht wird:

0

?, .
= ai X"’ . 10
o Z (10)
Fiir die Kernstromung gilt dabei

¢ (2
Cy3=0y38+f0~”ng (11)

x

Xe

(¢, bedeutet Eintritt in das betrachtete Wegstiick 4 X).
Mit (9) und (10) folgt aus (8) durch Koeffizientenvergleich

p=i+1, i20 (12)

sowie die gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir die Ausgangs-
funktionen @, (£), wobei ’ die Ableitung nach ¢ bezeichnet,
Cln@,—¢Q+DQ, =a, ,+(E,Q.). (13)

Das erste Glied in (9), welches nach (10) und (12) unabhingig von der Feld-
kraft ist,

CyO = QO (f)
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nennen wir den ,,stationdren‘ Anteil ¢) von €, der innerhalb der Grenzschicht
beim Fortschreiten lings X auf Linien ¢ = konstant gleich bleibt, sich fiir ein
bestimmtes Z also nach Mafigabe der Grenzschichtentwicklung éndert.
Auch fiir laminare Grenzschichten fiihrt derselbe Ansatz (9) zum Ziel,
obwohl dort die Ahnlichkeitsvariable anders definiert ist, siehe [22] und [17].

2. Bestimmung von C,

a) Randbedingungen

Gl. (8) ist parabolisch. Wir kénnen deshalb die Anfangsbedingungen beim
Eintritt in die Stufe vorschreiben:

X = Xe’ 02/ = Oye (6) (14)
sowie zwei Randbedingungen formulieren:

An einer festen Wand (Spitze):

520: Q'u,=07 /-L=0,].,...
Byt (15)
§=§8: QOZOZIOS; Qp,: " ’ 'U,=1,2,...
An einer bewegten Wand (Nabe):
§=O: QO‘:]-’ Qll,:O) /-"=1325'-'
By (16)
=& Qo = Cyos> Q,u.=—#—‘, pw=12 ...

Die Bedingungen (15), resp. (16) werden jeweils bei der Bestimmung der
Ausgangsfunktionen @, aus Gl. (13) erfillt. Mit diesen @, erhdlt man nach
Gl. (9) eine Losung fiir ¢, die den Randbedingungen und dem Kraftfeld (10)
entspricht, die aber i. a. die Eintrittsbedingung (14) nicht erfiillt. Es miissen
daher noch weitere Losungen der homogenen Gl. (8) (®,=0) mit den Rand-
bedingungen

Qp,h (O) = Qy,h (68) =0

iberlagert werden, so dal die Summe Gl. (14) erfiillt. Die Werte p fiir diese
homogenen Lésungen ergeben sich aus einem Eigenwertproblem, das aber bei
den stark variierenden Koeffizienten von (13) sehr mithsam zu l6sen wére.
Wir setzen deshalb
X, =0, (17)

6) Vergleiche die Fullnote 5 auf Seite 60.
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d.h. die Wirkung von @, beginnt im Ursprunge der Grenzschicht. Das Ge-
schwindigkeitsprofil in der jetzt unendlich diinnen Eintrittsgrenzschicht
besteht nur aus dem ,,stationiren‘ Anteil

Oye (f) = %{f—) 01/88'

Dasselbe gilt auch an einer bewegten Wand, wie Mager [17] in seiner Arbeit
iiber laminare Grenzschichten feststellt, indem sich an einer quer zur AuBen-
stromung bewegten Platte die Quergrenzschicht um so schneller ausbildet, je
diinner die anfingliche Grenzschicht; ist sie im Extremfalle unendlich diinn,
s0 herrscht schon von Anbeginn der ausgebildete ,,stationdre’ Zustand.

Im Anhange wird der andere Extremfall untersucht, dal sich ndmlich bei
einer turbulenten Plattengrenzschicht konstanter Dicke die Wand von einer
bestimmten Stelle X, an quer zur AuBenstromung bewegt, vergleiche Abb. 35.
Die Losung wird dann mit der analogen laminaren Lisung verglichen.

Mit der Festlegung (17) ist die Hinzunahme zusétzlicher homogener Losun-
gen nicht mehr nétig; die ¢, , welche (15), resp. (16) befriedigen, liefern einge-
setzt in (9) Losungen, welche die Eintrittbedingung (17a) identisch erfiillen.

(17a)

b) Ermittlung der Ausgangsfunktionen @,

Das , stationdre Glied @, lifit sich durch bloBe Integration bestimmen.
An einer festen Wand gilt

1 S
——eXp dé)jdé
Q) _ J = (0 . "4) _ (QO@) 15
203 £ 1 S QOS f
f[E‘ exp( z df)]d«f
0
mit S =D () -£C(6), (18a)
wihrend an einer bewegten Wand
1= Q&) _ Wi _ (Qo@))
1-Cus  Wyos Qos // (18h)
d. h (Qo(‘f)) - 1*(1—01/08)((20/@08».
Qo8 b Oyos

W,=1-0C, stellt die Relativgeschwindigkeit gegeniiber der bewegten Wand
dar.

Fiir 440 werden (von der Wand ausgehend) durch schrittweise Integration
eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung (13) mit
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Qu(0)=@Q.(0)=0
und eine Losung der homogenen Gl. (13) mit
Qun(0) =0, Qun =1

berechnet und so superponiert, dafl die Randbedingung in &5 erfiillt ist.

3. Ansiitze fiir die AustauschgroBe und die Geschwindigkeiten C, und C,

Wir setzen wie in Kapitel III
Ayz =4, dh Eyz =L, (19)

und verwenden die Ansédtze (III.24a, 25b) so, daBl in der Mitte des betrach-
teten Wegstiickes 4 X (d.h. ungefihr beim Austritt aus dem Laufrade, da
wir die Losung fiir eine Stufe betrachten) die laminare Endschicht richtig
erfalt wird. Gegeniiber den Verhiltnissen an einer mit C, g iiberstrémten ge-
wohnlichen Platte (gekennzeichnet durch den Index *) wird die turbulente
Austauschgréfie wieder um einen Faktor « erhoht.

Im Innern der Grenzschicht ist die Schubspannungsverteilung nicht be-
kannt; wir verwenden deshalb fiir die Geschwindigkeitsverteilung C,(Z) in
diesem Mittelschnitte die halbempirischen Ansitze von Rotta [11], die vom
Druckgradienten in der Kernstrémung, also von m abhingen und ent-
sprechend « zu modifizieren sind, indem im Innern der Grenzschicht die Diffe-
renz [C,5—C,(Z|Zs)], in Wandndhe der Ausdruck C,(n) um den Faktor o2
zu verkleinern ist. Die Zusammenschliefbarkeit der wandnahen und der
stromungsinneren Losung gewihrleistet das c,-Gesetz (hier représentiert durch
ha1/4,4), das wir also bei der a-Korrektur beriicksichtigen.

Aus diesem fiir den Mittelschnitt korrekt dargestellten Geschwindigkeits-
profil kann die auch fiir andere X malgebende Formfunktion C(£) sowie
nach Gl (3) C,, resp. D (¢) ermittelt werden, wobei dann die Verdnderung
von ¢; lings X vernachlissigt wird, vergleiche Abschnitt 1.

4. Losung fiir ein Zahlenbeispiel

a) Daten, Ausgangsfunktionen @,

Da fiir die turbulente dhnliche Grenzschicht mehr freie Parameter vorhan-
den sind als fiir die laminare, ist es hier nicht mdéglich, eine allgemeine Losung
zu geben. Wir beschrinken uns deshalb auf ein Beispiel, dessen Daten im
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Hinblick auf einen praktischen Fall folgendermallen gewihlt wurden (cls ist
die Geschwindigkeit des Kernes im Mittelschnitte X =7):

glatte Wand, U, =1, o= 1,64, m=—1/7,

Cgal

= 5,4-108, = 2360,

14
woraus nach [11] mit H,, = 1,47, ¢} = 3,4-1073:
& = 875-1073,
£ A~ 461073, ny A 840,
Zi{ = 0,0275, d.h. 10mal kleiner als bei unserem Zah-
lenbeispiel fir die ausgebildete Kanalstromung.

m = —1/7 entspricht einer verzdgerten Stromung, wie sie z.B. in einer
Versuchsmaschine, die fiir inkompressibles Verhalten ausgelegt ist, bei erhohter
Mach-Zahl auftritt. (Die Verdringungswirkung der Grenzschicht wird iiber-
kompensiert.) Die in X =0 vorhandene Singularitdt ist sehr schwach und
deshalb ungefihrlich. Der EinfluB von m auf die Umfangskomponente C, ist
iiberhaupt nur quantitativ, indem die Formfunktion € (¢) um so volliger ist,
je groBer m. m beeinfluBt auch D (€) gemaB Gl. (3) in geringem Mafle, aber der
Einfluf} von D auf die Losung der Gl. (13) ist selbst klein. Qualitativ gedndert
werden nur die Stromlinien in der unmittelbaren Umgebung von X =0, welche
uns aber hier nicht speziell interessieren.

Die Ausgangsfunktionen @, (£)/@,s fir n=0,2,4,6,8 finden sich Abb. 19.

; . =
o / ///-,
V //'
—
A o
~—0,8
-
-
/// ci€)
/ —10,6
/
—10,4
0,2
0
s} 10 20 30 40 50-1073

-t L

Abb. 19. Die Ausgangsfunktionen Q“.
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Der dargestellte Verlauf fir u=0 gilt fiir die feste Wand; die ,,stationire’
Losung fiir die bewegte Wand 148t sich daraus nach Gl. (18b) bestimmen:
die ,,nichtstationidren’* Losungen (u#0) sind an einer festen und an einer
bewegten Wand gleich. Wegen m 40 sind C'(£) und (@), (£)/@ys), verschieden.

b) Entwicklung der Unterstromung in einer Stufe

Wir wollen die erste Stufe eines Verdichters betrachten und die Entwick-
lung der Unterstromung vergleichen mit der gleichbleibenden, ausgebildeten
Kanalstromung. Durch einen Vorleitapparat habe die Zustrémung schon den
notigen Eintrittsdrall erhalten; der Fall ohne Eintrittsdrall wire mit unserer
Losung ebenfalls darstellbar, doch wollen wir des Vergleiches wegen eine
Stufe mit C,;,=C,s, voraussetzen. Da die Wandgrenzschicht erst beim
eigentlichen Stufeneintritt beginnt (was z.B. durch Absaugung zu verwirk-
lichen wire), ist vom Vorleitkranz her keine Unterstromung vorhanden.

Die Feldkraft @, hat in einer Verdichterstufe oszillierenden Charakter. Da
sie nach Gl. (10) durch ein Polynom dargestellt werden soll, ist ein ziemlich
vielgliedriger Ansatz zu verwenden. Der bei der ausgebildeten Kanalstromung
beniitzte sinusformige Feldkraftverlauf kann z.B. durch die 7. Legendresche
Kugelfunktion angenihert werden, welche die ungeraden Potenzen von 1 bis 7
enthilt, siehe Jahnke, Emde [23]. Durch geringe Modifikation derselben (Ver-
schieben der ersten Nullstelle unter Beibehaltung der zweiten) ld6t sich das
Verhiltnis der Integralwerte iiber das Lauf- und Leitrad entsprechend den
Umlenkungen festlegen, wihrend die Stufenlinge 27 und die Kraftamplitude
durch affine Transformation eingestellt werden, siehe Abb. 20.
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Abb. 20. Anndherung eines sinusférmigen Feldkraft-  Abb. 21. Oszillierender Anteil an
verlaufes durch ein Polynom P-. Cy fir eine erste Stufe.

———— Laufrad mit verschobenem Eintritt.
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Durch Verschiebung der ganzen Funktion um zwei Nullstellen erhielte man
den Feldkraftverlauf fiir zwei aufeinanderfolgende Stufen; da die. ¢, mit einer
Biirorechenmaschine berechnet wurden (3 Stellen), konnten wir davon keinen
Gebrauch machen, denn die ¢, mifiten (es treten kleine Differenzen groBer
Zahlen auf) wesentlich genauer vorliegen (5 bis 6 Stellen); die maschinell
ermittelten Werte von [22] fiir die laminare Grenzschicht (eine Stelle mehr)
wiirden ebenfalls nicht ausreichen.

Abb. 21 zeigt die Ergebnisse fiir eine erste Stufe. Da wir mit der ausgebil-
deten Kanalstromung (Abb. 12) vergleichen wollen, bilden wir eine der dortigen
oszillierenden Losung entsprechende Grofe C,,, indem wir von C, die der
mittleren Umfangskomponente O, .5 entsprechende ,stationdre’ Losung

subtrahieren
Cpos= Cy—%%f)Cws. (20)

Beziiglich O, liefern die bewegte und die feste Seitenwand das gleiche,
denn C, unterscheidet sich nur um Vielfache von ,. Ebenso spielt die absolute
Grofle der Umlenkung im Kern keine Rolle, sofern C,5,=C,5,.

Beim Eintritt ist nur die €5, entsprechende ,,stationére’ Losung vorhan-
den; die Unterstromung fehlt noch, doch schon nach dem Laufrade ist sie
deutlich. Da die Anderung von hier bis nach dem Leitrade nicht mehr so stark
ist, sehen wir, dafl schon in einer Stufe eine betréchtliche Annaherung an die
periodische Losung erfolgt. DaB sich auch eine Phasenverschiebung im Sinne
einer Voreilung bemerkbar macht, zeigt der Verlauf des Gradienten (3C,/0¢),,
an der festen Wand fiir eine Stufe mit A=24C,=0,6, dessen Extremalstelle
vor X =2z auftritt, siehe Abb. 22a. Abb. 22b zeigt zur Illustration im Schrig-
bild die Geschwindigkeitskomponenten (', und C, lings der Stufe.

Z
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Abb. 22a. Verlauf der Geschwindigkeit U,
im Kern und der Ableitung (6Cy/0¢) an
der Wand fiir eine Stufe mit 4C,=0,3.

Abb. 22b. Schematische Darstellung der Geschwindigkeitsprofile zwischen den Schaufel-
reihen einer ersten Stufe ohne Deckbinder (linear anwachsende Wandgrenzschichten).
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c) Einfluf3 der Grenzschichtdicke beim Eintritt in die Stufe

Die Untersuchung dieses Kapitels bezog sich auf eine Grenzschicht, welche
beim Eintritt in die Stufe die Dicke Null aufwies. Wir kénnen eine Stufe mit
endlicher Grenzschichtdicke am Eintritt approximieren, wenn wir im Ansatz
(10) fir das Kraftfeld nur héhere Potenzen von X verwenden, denn dann
beginnt die Feldkraft erst von einer gewissen Stelle X * an merklich zu wirken,
vergleiche Abb. 20. An dieser Stelle X * hat aber die von X =0 an wachsende
Grenzschicht bereits eine gewisse Dicke erreicht.

Wir setzen also

Dy
Ow )

= P#(X) = by X541 X7

und bestimmen £k, und k, so, daBl die Strecke von X* bis zur ersten Nullstelle
X, gleich der Laufkranzlinge ist und dafl das Integral von 0 bis X, der Um-
lenkung im Laufrade entspricht. In Abb. 21 ist der oszillierende Anteil der
Umfangskomponente der Geschwindigkeit nach dem Laufrade fiir diesen Fall
gestrichelt eingetragen; je dicker die Grenzschicht beim Stufeneintritt, um so
stirker die Unterstromung und um so diinner die Zone, in der die Liosung
vom reibungsfreien Werte abweicht; der Charakter der Losung ist aber der
gleiche geblieben. Fiir unser Zahlenbeispiel hatte die Verdringungsdicke in
X*=228 den Wert Z;=0,024,

5. Giiltigkeitshereich der reibungsfreien .Liisung bei getrennten Grenzschichten
und bei ausgebildeter Kanalstromung

Diese Frage ist besonders im Hinblick auf die verschiedenen Sekundir-
stromungstheorien von Interesse, die im betrachteten Schaufelgitter meist die
Voraussetzung der Reibungsfreiheit machen; die Wirkung der Wandreibung
beschrinkt sich dann darauf, eine iiber Z variierende Anstrémgeschwindigkeit
zu verursachen, siehe z. B. [12], [21]. Wir wenden unser Augenmerk dabei nur
auf die von den umlenkenden Feldkriften hervorgerufenen Geschwindigkeits-
komponenten. Bei den der mittleren Durchstromgeschwindigkeit entsprechen-
den Anteilen an der Geschwindigkeit (C, und a, bei der ausgebildeten Kanal-
stromung, C, und Q, bei getrennten Grenzschichten) erstreckt sich der Wand-
reibungseinflul iiber die ganze Grenzschicht, da keine (oder nur kleine) Feld-
kréifte vorhanden sind, welche in einem grollen Bereich der Grenzschicht iiber
die Reibungskrifte dominieren kénnten.

Die reibungsfreie Losung bei der ausgebildeten periodischen Kanalstromung
lautet nach Gl. (I11. 8):
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a :_q)l’ b :0’ 21
1 1

c,
bei getrennten Grenzschichten nach Gl. (13) und (18a) annédhernd
Q. 1 ( SC")
o~ 1), >0, 22
Q,u,S C u 02 I ( )
wobei das zweite Glied in der Klammer negativ und — ausgenommen sehr

wandnahe Gebiete — von geringer Grifle ist (im Zahlenbeispiel von Abschnitt
4a hat es in £=10-10-3 etwa den Wert —0,25/x); auch ist es um so kleiner, je
grofler u, weshalb in Abb. 19 die Kurven fir groBeres p hoher liegen.

Betrachten wir nun die Ergebnisse von Kap. III fiir die ausgebildete perio-
dische Kanalstromung mit gleichbleibenden Grenzschichten (Abb. 12 und 15)
sowie von Kap. IV fiir getrennte, sich entwickelnde Grenzschichten (Abb. 19
und 21), so sehen wir, daBl in einem weiten Bereich der Grenzschicht die
Losungen von den reibungsfreien kaum abweichen. Erst in Wandnéhe, in der
Umgebung der Maximalstelle der Umfangskomponente, macht sich eine stér-
kere Abweichung bemerkbar. Der Giiltigkeitsbereich der reibungsfreien Losung
reicht also praktisch von der Kanalmitte bis an die Stelle, die von der Wand
etwa den Abstand Zj, hat, wenn in Z,/2 das Maximum von a,, resp. von
Q,/@,s oder von O, auftritt. Bei dieser Festlegung betrachten wir diejenige
Losung, bei welcher die Feldkraft @, durch die Grenzschicht (lings Z) kon-
stant ist. Da wir diesen extremen Fall fiir die Feldkraft zu Grunde legen, wird
die GroBe der reibungsbeeinfluiten Zone sicher nicht unterschétzt, denn sie
nimmt ab, wenn die Feldkraft gegen die Wand hin schwécher wird. Als kenn-
zeichnender Wert wird am besten das Verhiltnis Z,/Z, dieser Zonenbreite
zur Verdringungsdicke des halben Kanals angegeben (die in Kap. II und III
verwendete Grofie 4, =2 Z, ist die Verdringungsdicke fiir beide Seitenwand-
grenzschichten zusammen). Bei den linear anwachsenden Grenzschichten von
Kap. IV gilt Zp/Z,=¢R/¢,. In den Zahlentafeln 2 und 3 sind die Werte fiir die
verschiedenen Varianten der ausgebildeten Kanalstromung und fiir getrennte
Grenzschichten aufgefiihrt. Bei letzteren werden auch die Werte fiir den
analogen laminaren Fall auf Grund einer Arbeit von Hansen und Herzig [22]
gegeben; diese gelten zwar fir eine Stromung mit konstanter Axialgeschwindig-
keit C,5 im Kern (m=0), wihrend bei unserer turbulenten Losung verzdgerte
Stromung (m= —1/7) vorausgesetzt ist, doch ist die Auswirkung von m auf
das Ergebnis klein. Das Resultat fiir die laminare Grenzschicht ist unabhéngig
von der Reynoldszahl; bei turbulenter Grenzschicht ist eine geringe Abhéngig-
keit festzustellen; die Daten der Beispiele von Abschnitt 4a und IIL. 5 ent-
sprechen etwa den Verhiltnissen in Verdichtern.

Vergleichen wir die Zahlenwerte, so sehen wir, dall das Verhéltnis Zz/Z,
fur laminare und turbulente gefrennte Grenzschichten sehr &dhnlich ist, aber

70



Zahlentafel 2. Turbulente, ausgebildete, periodische Kanalstromung

Variante (vgl. Abschnitt III. 5) YAIA
Basis @1 = konst. =1 0,15
Basis @1 = konst. «=15 0,22
Basis ¢1 = konst. a = 2,15 0,30
Re 50 X kleiner 1 = konst. = 1,5 0,38
Rauhe Wand ¢1 = konst. «= 1,6 0,30
Halbe Schaufelbreite g1 = konst. o =1 0,095

Zahlentafel 3. Getrennte, linear wachsende Grenzschichten

Werte von Zr/Z, bei den Ausgangsfunktionen QP'

M turbulent laminar

2 2,1 1,83

4 1,4 1,41

6 0,95 1,25

8 0,7 1,11

Werte von Zr/Z: bei Cy s in einer 1. Stufe

X turbulent laminar

3.4 2,5 2,3
(nach Laufrad)

2 1,4 1,45
(nach Leitrad)

bedeutend grofier als bei der ausgebildeten Kanalstrémung. Dies ist aber sofort
versténdlich, wenn wir eine Arbeit von Mager fiir Jaminare Strémung [17] zu
Rate ziehen, welche auch den Fall behandelt, dal die Grenzschicht beim Ein-
setzen der Kraftfeldwirkung schon eine gewisse Dicke besitzt. Je dicker nun
die anfingliche Grenzschicht, desto diinner die Zone der Reibungswirkung.
Dies geht iibrigens auch aus unseren Ergebnissen hervor, denn je groSer u,
um so lahmer beginnt der Anstieg der Kraftfeldintensitiat lings X nach Gl. (10),
d.h. ein um so grofleres Wegstiick mit entsprechender Verdickung der Grenz-
schicht kann die Stromung durchlaufen, bevor eine merkliche Wirkung des
Kraftfeldes einsetzt. Je groBer nun aber u, desto geringer Z/Z,. Bei O,
welche Grofe nach Gl. (20) und (9) fiir gegebene X eine Linearkombination
der @, ist, indert sich natiirlich die GréBe von Zy/Z, lings der axialen Durch-
trittsrichtung, und zwar nimmt sie mit wachsender Lauflinge ab. Die gleich-
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bleibende, ausgebildete Kanalstromung stellt gewissermaBen einen asympto-
tischen Grenzfall dar. Trotz der starken Verschiedenheit der Daten der ver-
schiedenen Varianten von Zahlentafel 2 hilt sich die Variation von Z,/Z, in
bescheidenen Grenzen.

Wir stellen also fest, daB sich die Wirkung der Wandreibungskrifte auf
oszillierende (durch umlenkende Feldkrifte erzeugte) Geschwindigkeitskompo-
nenten nach gréBeren Lauflingen iiber weniger als die Hilfte der Verdrin-
gungsdicke an einer Wand bemerkbar macht.

6. Der Wandreibungsverlust bei getrennten Grenzschichten und bei ausgebildeter
Kanalstrémung

Als Wandreibungsverlust betrachten wir die Dissipation des Stromungs-
feldes, das den Verhiltnissen in einem mittleren Bereich zwischen den Schau-
feln entspricht und das wir durch die Kraftfeldlssung approximieren (die zu-
sitzlichen Verluste in den Ecken werden zu den Randverlusten gezihlt). Wir
definieren den Verlust an Umfangswirkungsgrad so:

D
Adny = 1 (23)
Die im Laufradraume geleistete Arbeit A betrigt
. 27l
A= [ [ 1.9,dZdX. (24)
Laufrad 0

4 7,5y ist auf die effektiv geleistete Umfangsarbeit bezogen, {;;; nach Gl. (I.18)
auf die ideelle beim Fehlen von Wandgrenzschichten. Wird insbesondere in
allen Stufenelementen gleich viel Umfangsarbeit pro durchstrémende Massen-
einheit geleistet (@, proportional C,), so lautet (24):

d=2x0,40,,1,,

wo 4C,,, die — in diesem Falle im ganzen Querschnitt auBerhalb der wand-
nichsten Zone konstante — totale Umlenkung im Laufrade ist (,, bedeutet:
Kanalmitte).

Die Dissipation in einer Stufe berechnet sich nach der Festlegung (I.11):

27 2mifly '
B 0C,\? 0, ac, _
D—f f [Am(a—z—) +4, (8Z) +4, ( )]dZdX (25)
0 0

wobei weitere Anteile (z. B. von 9C,/0 X) verschwinden oder vernachlissigbar
klein sind. Wir haben die Dissipation aus den in Kapitel I, III und IV berech-
neten Geschwindigkeiten durch grafische Integration bestimmt. Vorausgesetzt,
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daf das Axialgeschwindigkeitsprofil einigermaflen vollig ist (der Mangel an
Normalkraft darf nicht zu grof} sein, vgl. Abb. 8a und 8¢), ist sowohl bei aus-
gebildeter Kanalstromung als auch bei getrennten, sich entwickelnden Grenz-
schichten folgende Darstellung méglich, wobei wir D in die Anteile D, D; und
D, zerlegen:

Anteil Dy von der mittleren Durchstrémgeschwindigkeit her
keine Deckbénder:

Dy~ oanef C,[2C2 +C2, + W2, (26)
Deckbinder an Leit- und Laufschaufeln:
Dy~ ame Cy[202 +(C, . —0,5)2+ (W, — 0,5)2]. (26")

Die mittlere Durchstromgeschwindigkeit (Komponenten C, und O, resp.
W,.) ist das vektorielle Mittel der Geschwindigkeiten vor und nach dem Leit-,
resp. Laufkranze; der Querstrich kennzeichnet den Mittelwert iiber der Kanal-
héhe. ¢/ ist der Reibungskoeffizient des gewohnlichen Kanales bei Re=c,l/v
(bei getrennten Grenzschichten der Reibungskoeffizient einer mit ¢, iiber-
stromten Platte), welcher hier abweichend von unserer sonstigen Definition
auf ¢, bezogen ist; « ist der Verstiarkungsfaktor der Turbulenz.

Antesl Dy von den Ableitungen 0 C,,[0 Z der oszillierenden Geschwindigkeitskompo-
nenten her

Keine Deckbinder: D, ~v awé; C,pAC2. (27)
Deckbinder an Leit- und Laufschaufeln:
Dy~ antp Cp(pdC2+q+q,40,). (27')

Die Zerlegung von [[A4,,(00,/0 Z)*d Zd X in einen ,stationiren” und einen
oszillierenden Anteil gema Gl. (26) und (27) ergibt sich bei der ausgebildeten
Kanalstromung in einer Repetierstufe von selbst, indem

27lls

Dy=2n | (A,C2+A4,a®)dZ,
0
2mlfly )

D= 7= | [4, ) (@f+b})dZ.
0 n=1

Gl. (27) stellt somit eigentlich eine Definition der Beiwerte p und ¢ dar, welche
von der Reynoldszahl, der Rauhigkeit etc. abhiingen. Bei sich entwickelnden
getrennten Grenzschichten geschieht diese Zerlegung in der Weise, dafl vom
gesamten Werte

27 2llls 27 &5
Of 6[ A, 00,0 Z)}2dZdX = be%e of Onyz(é)Oy/&f)Mf]Oxng
Seitenwdnde
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ein ,stationdrer Anteil nach Gl. (26) subtrahiert wird und der Rest in der
Form (27) dargestellt wird. Der hierbei errechnete Wert fiir das Zahlenbeispiel
von Abschnitt 4 (eine erste Stufe mit C,5,=C,5,, 40,5=0,3; 075=0,5;
Anordnung ohne Deckbidnder; «=1,64; cX5lfv=5,4-10%) betrigt p=1,0,
woran die bewegte Seitenwand an der Nabe etwa 45 9, die ruhende an der
Spitze etwa 55 9, beitrigt. Dieser Wert liegt in der gleichen GroBenordnung
wie derjenige fiir die ausgebildete Kanalstromung bei der gleichen Reynolds-
zahl und gleichem «, sieche Zahlentafel 4. Da der Anteil von D, am Wand-
reibungsverlust gering ist, kénnen die Werte der ausgebildeten Kanalstrémung
unbedenklich auch fiir getrennte Grenzschichten verwendet werden.

Zahlentafel 4. Ausgebildete Kanalstrémung

Variante (s. Abschnitt III. 5) p
Basis 1 = konst. a=1 1,9
Basis ¢1 ~ Oy a=1 0,5
Basis QL ~ Ci o =1 0,19
Basis ¢1 = konst. « = 1,6 1,5
Basis o1 = konst. o« = 2,15 1,2
Re 50 x kleiner ¢1 = konst. « = 1,6 3,9
Rauhe Wand 1 = konst o =15 2,1
Halbe Stufenlénge ¢1 = konst. a=1 3,2
Halbe Stufenlinge g1~ C2 a=1 0,25

Je stirker der Abfall der Feldkraft in Wandnihe, je hoher die Reynolds-
zahl und je breiter die Schaufeln, desto kleiner der Dissipationsanteil D, .

g und ¢, erfassen die zusitzliche Dissipation bei Anordnungen mit Deck-
bindern, welche davon herrithrt, dall wegen den abschnittsweise bewegten
und ruhenden Seitenwinden in den wandnahen Stufenelementen grole zusatz-
liche Umlenkungen mit scharfen Gradienten auftreten, siehe Abb. 14. Sind
Leit- und Laufschaufeln mit Deckbindern versehen (ein mehr theoretisch als
praktisch wichtiger Fall), so ist fiir den Anteil D, also die Formulierung (26’)
zu verwenden, welche so gewéhlt ist, daB3 sie auch fiir andere Reaktionsgrade
als 0,5 verwendbar ist?) und welche kleinere Werte als Gl. (26) liefert. Dafiir
treten bei D, die zusdtzlichen Glieder mit ¢ und ¢, hinzu. In den von uns
untersuchten Fillen fiir glatte Winde und [/l,=1 erhalten wir praktisch
unabhéngig von der Reynoldszahl

q=0,85+009,

7) Den zahlenmiBigen Ergebnissen dieser Untersuchung liegt stets der Reaktions-
grad 0,5 zu Grunde.
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worin auch die Glieder hoherer Ordnung beriicksichtigt sind, wihrend ¢, ver-
nachldssigbar klein ist. Beim Anbringen von Deckbéndern vergréBert sich
somit der Wandreibungsverlust um mehr als D,/3. Dieser Effekt tritt auch in
Turbinen auf, weshalb in der Literatur bei Anordnungen mit Deckbindern
hiufig vergrollerte Randverluste angegeben werden, siehe z. B. [19].

Anteil Dy, von den Ableitungen 0C, [0 X der oszillierenden Geschwindigkeits-
komponenten her
2m

2mll, —
Dy= "4, (2C,J0X}dZdX ~m* A, 403121, (28)

Dieser Anteil wurde bis heute iibersehen; da aber in Turbomaschinen im
gesamten Stromungsquerschnitt Turbulenz vorhanden ist (Nachlaufdellen),
wird der Stromung auch in der Umgebung der Kanalmitte durch die Scherung
¢C,/0 X Energie entzogen. Diese Dissipation wiirde also auch auftreten, wenn
keine Seitenwinde vorhanden wiren; ihre Grofle wird aber durch die Seiten-
wandreibung beeinflult (Einwirkung auf A4 ). Zdhlen wir diesen Anteil den-
noch zu den Wandreibungsverlusten, so enthilt {, nur die reine Profilreibung.

Das Glied
8 ac,
ix (Aw ﬁ)

in der Bewegungsgleichung fiir die Y-Richtung ist zwar klein, weshalb es in
Kapitel IV bei der Bestimmung von C,, vernachlissigt wurde; der entsprechende
Dissipationsanteil D, hat aber trotzdem einen merklichen Wert, da die geringe
GroBe des Integranden durch die Tatsache kompensiert wird, daBl er im ge-
samten Stromungsquerschnitt vorhanden ist, wihrend die andern Dissipations-
anteile ihre Quelle in den wandnahen Grenzschichtzonen besitzen.

Quantitative Angaben iiber D, sind schwierig, da die Austauschgrse 4,
sehr unsicher ist. Sie diirfte in einem weiten Gebiet im Kanalinnern praktisch
konstant sein, weshalb in GI (29) der Wert 4, fiir die Kanalmitte eingesetzt
wird. In Ermangelung anderer Unterlagen setzen wir fiir die ausgebildete
Kanalstromung nach Gl. (I1I. 21) und (III. 254a)

A;w = w, Apom ~ 0, 0,077’1’0:6'9c Vl?/zl/la, (29)

WO w,, das Verhéltnis 4,,,/4,,, darstellt und im allgemeinen eine Funktion
verschiedener Parameter (z.B. I/l,, Kennwerte der Stufe) ist. Anordnungen
mit und ohne Deckbinder unterscheiden sich beziiglich D, kaum, da sich die
Auswirkungen auf die Wandnihe beschrinken. Fiir getrennte Grenzschichten
kénnen wir keinen Vorschlag machen.

Fir den speziellen Fall, dafl ,, unabhiingig von [/I, ist, wird nach den
Ansitzen (28,29) der von D, herrithrende Anteil an 44, bei gegebener
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Reynoldszahl proportional /I, wihrend der von D, stammende Anteil pro-
portional /,/l und der von D, herrithrende Anteil etwa proportional VZHTZ ist,
da p und ¢ um so kleiner sind, je groBer das Verhiltnis 7,/1.

Dies ist ersichtlich aus Abb. 23, wo der nach den obigen Ansitzen berech-
nete Wandreibungsverlust fiir eine Stufe mit den Daten

C,=0,5; A=24 éy =0,6; r=10,6 (Reaktionsgrad)
Anordnung ohne Deckbénder

aufgefiihrt ist. 8 nach Gl. (II1. 20) hat den Wert 1,41; fiir den Erhohungsfaktor
der Turbulenz haben wir den vorsichtigen Wert « =1,5 verwendet.
Es sind zwei Fille fiir glatte Winde und ausgebildete Kanalstromung mit
den Reynoldszahlen
Re =¢,l/v=10% und 2-10%

dargestellt. Es ist vorausgesetzt, dal die Feldkraft lings Z proportional C,
d.h. daB8 die Umfangsarbeit pro Masseneinheit konstant ist; durch Kreuze
sind die leicht erhohten Verluste fiir den Fall angedeutet, dal @, lings Z
konstant ist, daBl also den wandnahen Gebieten zusitzliche Schaufelarbeit
zugefiihrt wird. Fiir eine rauhe Wand mit Re=10¢ und derselben Rauhigkeit
wie bei der Variante 3 von Abschnitt III.5 wire 4 7,, praktisch gleich wie
bei der dargestellten Variante fiir die glatte Wand mit Re=2-10%,

Der von D, herriihrende Anteil wurde separat eingetragen; fiir das Verhilt-

Abb. 23. Wandreibungsverlust in Funktion von
U/la. Vergleich der von Dg mit den von Do+ D; her-
rithrenden Anteilen.

—— €z 1/v = 2.104, glatte Wande.
¢z 1/v = 108, glatte Winde.

Umfangsarbeit pro Masseneinheit lings Z konstant,
d. h. p1~ C Ze

x—-+—x Von D+ Dj herrithrende Anteile fiir Vari-

x x ante mit @; (Z) =konstant. Anteil von Dy
her gleich wie oben.

[19] Reine Kanalreibung der mittleren Durch-

o - stromgeschwindigkeit nach Traupel [19].
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nis w,, der AustauschgréBen 4,,,./4,,, wurde der konstante Wert w, =1
gesetzt. Es soll angedeutet werden, dafl auf diese Weise eine fithlbare Erho-
hung des Wandverlustes entstehen kann; der entsprechende Betrag wurde
bisher zu den Randverlusten gerechnet. Zugleich stellt dies einen der Griinde
dafiir dar, daB die experimentelle Beobachtung in mehrstufigen Maschinen
auch bei getrennten Grenzschichten keine strenge Proportionalitéit zwischen
den Randverlusten und dem Verhaltnis /,/l ergab. Dies hangt damit zusam-
men, dafl die Quellen der verschiedenen Verlustanteile in verschiedenen Zonen
des Stromungsquerschnittes liegen.

Zum Vergleich sind in Abb. 23 auch die Werte nach einem Ansatze von
Traupel [19] eingetragen

D =Bnc} C, (202 +C2,+ W2,),

in welchem nur die Kanalreibung der mittleren Durchstromgeschwindigkeit
beriicksichtigt und «=p gesetzt wird.

KAPITEL V

Abschiitzung des Einflusses der endlichen Gitterteilung

1. Allgemeines

a) Problemstellung

Bis jetzt haben wir den Einflul der endlichen Teilung vernachléssigt, indem
die Geschwindigkeiten lings des Umfanges (Richtung y) als konstant betrach-
tet wurden und die Gitterwirkung durch ein dquivalentes, lings des Umfanges
konstantes Kraftfeld ersetzt wurde.

Dabei verfolgten wir die Absolutgeschwindigkeit lings der ganzen Stufe;
wollen wir die endliche Teilung beriicksichtigen, so miissen wir auf die Relativ-
bewegung in den einzelnen Krinzen iibergehen. Die Verhiltnisse im vorher-
gehenden Kranze bestimmen dann die Zustromung, d.h. die Anfangsbedin-
gungen fiir den betrachteten Kranz. Diesen denken wir uns wieder abgewickelt,
wobei wir uns auf den Fall beschrinken, dal an den Seitenwinden, welche
relativ zum Gitter ruhen mogen, diinne, getrennte Grenzschichten vorhanden
seien.

Unser Versuch zur Beriicksichtigung der endlichen Gitterteilung verfolgt
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zwei Ziele: Erstens wollen wir die Ausbildung der Grenzschicht im Gitter
vergleichen mit unserer Kraftfeldlosung und verifizieren, da diese doch etwa
das mittlere Verhalten der sogenannten Grundlésung im Bereiche iiber einer
Teilung reprisentiert. Zweitens wollen wir den Einfluf der Unterstromung beim
Eintritt ins Gitter auf den weiteren Verlauf der Grenzschicht untersuchen:
Moore und Richardson [24] haben dariiber erste experimentelle Beobachtungen
veroffentlicht; eine von Mager [25] angegebene analythische Losung enthilt
einige Vereinfachungen, die bei starker Unterstromung zu Zweifeln AnlaB
geben konnten. Wir werden in der Folge einen Ansatz in enger Anlehnung an
Mager wihlen, jedoch statt der analythischen Losung ein schrittweises Diffe-
renzenverfahren ohne diese Vernachlissigung benutzen.

Die verwendeten Grenzschichtannahmen (Druckfeld véllig von der reibungs-
freien Stromung im Kern aufgeprigt) gelten in unmittelbarer Schaufelnihe
nicht mehr (Ecke). Wir bestimmen deshalb zuerst eine Grundlosung ohne
Beriicksichtigung der Bedingung, dafl an der Schaufel tangentiale Strémung
herrschen muf3. In der experimentell begriindeten Annahme (vergleiche die
Stromlinienbilder an der Wand nach [20], [22], [24]), daB sich diese Schaufel-
bedingung nur auf ein relativ kleines Gebiet in Schaufelndhe auswirke, ermit-
teln wir fiir dieses Gebiet (in Abb. 30 schraffiert) sodann eine Eckenlosung. Bei
der Grundlésung ersetzen wir die Schaufeln in Gedanken durch Gebilde, welche
Krifte entsprechend der reibungsfreien Kernstrémung ausiiben, im Bereich
der Grenzschicht (nur hier tritt Unterstromung auf) jedoch stromungsdurch-
lassig sind. In der Annahme, dal dann ein auf die Ndhe der Schaufeln be-
schrinktes zusétzliches Kraftfeld die Erfiillung der Schaufelbedingung (Un-
durchlissigkeit) erzwinge, bestimmen wir ausgehend von der Grundlésung die
Eckenlosung, wobei wir auch das Vorhandensein der Profilgrenzschicht beach-
ten. Enthilt schon die Grundlésung eine ganze Reihe von Vereinfachungen,
so stellt die Eckenlosung iiberhaupt nur eine grobe qualitative Abschéitzung
dar.

Zwar tritt in Turbomaschinen auch in der oben als reibungsfrei bezeich-
neten Kernstromung ein gewisser turbulenter Austausch verbunden mit Dissi-
pation auf (der Dissipationsanteil D, von Abschnitt IV.6); er ist aber iiber
das ganze Gebiet verteilt und beeinflulit das Geschwindigkeitsfeld in so gerin-
gem Mafle, dal} es sich von der reibungsfreien Losung kaum unterscheidet.

Da jetzt 0/0y=+0, sind die Bewegungsgleichungen nichtlinear. Wir kénnen
diese selbst deshalb nicht mehr 16sen, sondern miissen uns auf Integralwerte
(Integration iiber z) der Grenzschicht beschrinken. Wir machen fiir das ge-
samte 3-dimensionale Geschwindigkeitsfeld in der Grenzschicht einen 2-para-
metrigen Ansatz, und zwar wihlen wir als Parameter die Grenzschichtdicke &
sowie einen Unterstromungsparameter k, der die Abweichung der Geschwindig-
keitsrichtung in der Grenzschicht von derjenigen in der reibungsfreien Auflen-
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stromung charakterisiert. Die beiden Parameter werden sodann aus den iiber
z integrierten Bewegungsgleichungen fir die x- und y-Richtung bestimmt.

b) Bezeichnungen, Ansatz fir die Geschwindigkeit in der Grenzschicht

Da wir uns nur mit der Strémung durch ein Gitter befassen, gebrauchen
wir hier andere dimensionslose Groflen als in den Kapiteln II bis IV, indem
wir als Bezugslange die Teilung ¢ und als Bezugsgeschwindigkeit die Zustrém-
geschwindigkeit w, 5 wihlen, vergleiche Abb. 24. (Wir verwenden w, resp. W,

ya
im Kern

Stromlinie .
in Grenzsch.

Abb. 24. Bezeichnungen.

um anzudeuten, dall wir die Geschwindigkeiten relativ zum Gitter betrachten,
sei dieses selbst nun ruhend oder bewegt.)

z/t ete., 4

w,lws ete.,

b
Il

5/t
z =
Ty = O-yz/pw%S! Tx = O'xz/Pw%S'

8,8 wird gemessen in der Richtung der resultierenden Geschwindigkeit im
Kern auBlerhalb der Grenzschicht; deren Richtungswinkel wird mit 8 bezeichnet.

Die Indizes ,, ,, ,, 5, , bezeichnen die entsprechenden Richtungen, die
Indizes ,, die Wand und ; die Zustromung (x =0) zum Gitter.

W, sei die dimensionslose Geschwindigkeitskomponente parallel der ort-
lichen Geschwindigkeit W 5im Kern. Wire die Grenzschicht in jedem Punkte
ortlich 2-dimensional, d. h. wire die Geschwindigkeit in der Grenzschicht par-
allel zur Kerngeschwindigkeit, so miifite gelten:

Wi(Z) _W.(2) _ Wy(Z) _ f(g)
W W.s Wys a)

wobei f(Z/4) an sich von Ort zu Ort differierte. Wegen des Druckgradienten
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in der Normalenrichtung und wegen der Relativbewegung des vorhergehenden
Gitters hat die Grenzschicht 3-dimensionalen Charakter, d.h. es tritt eine
Unterstromung auf, fiir die wir die folgende Festlegung machen, welche die
Ergebnisse unserer Kraftfeldlosung i.a. recht gut repréisentiert. Sie wurde in
Anlehnung an einen Ansatz von Mager gewidhlt [25], welcher ihn anhand
experimenteller Unterlagen nachpriifte, unterscheidet sich aber insofern von
diesem, als Mager die Unterstréomung in der Richtung » normal zu W5 ansetzt,
wihrend wir sie in die Richtung y legen, um mit der Kraftfeldlosung besser
vergleichen zu konnen, und weil dies den Verhiltnissen beim Ubergang zwi-
schen zwei Krinzen in Turbomaschinen eher entspricht. Wir setzen fiir die

Unterstromung W,
Wy (Z) Z _Z]

Yy

so daB also die Geschwindigkeitskomponenten in der Grenzschicht die folgen-
den sind (vergleiche Abb. 25):

W.(2) (2
Was 4’
W,(Z) Z Z] "}
= = 1-2
o f(A 1+k[ z @)
W.(Z) Z { Z "}
= f{—}{1 2 1—-—1 1.
und daraus W f ( ) +cos?Bk y
1,0
,‘—W; — Zr 2/
g ! w a
T I
05
! w
Wyl e
W, A flt-2/8) ¢
Wyl Wss
/
X o] 0,5 1,0
Abb. 25a. Die Unterstr6- Abb. 25b. Der 3-dimen-  Abb. 25¢. Der Ansatz (1) fur
mung W, in der Grenz- sionale Charakter der W, (f(Z]4)=(Z]4)*?).
schicht. Grenzschicht.

Im Rahmen unserer Rechnungen beniitzen wir fiir den ganzen Gitter-
bereich dieselbe Funktion f(Z/4). Zwar variiert f(Z/4) bei Stromungen mit
Druckgradienten sicherlich, doch wire — wenn ein einparametriger Ansatz
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fiir f (Z]4) gemacht wiirde — eine weitere Gleichung nétig, aber selbst bei der
gewohnlichen 2-dimensionalen Plattengrenzschicht sind die Verhéltnisse noch
nicht gekliart (Rotta [11] und Truckenbrodt [15] verwenden den Energiesatz,
Doenhoff und andere [15] eine empirische Bedingung). Da fiir 3-dimensionale
Grenzschichten noch keinerlei solche Unterlagen verfiigbar sind und da die
Beniitzung einer festen Funktion f(Z/4) bei der gewohnlichen Plattengrenz-
schicht doch qualitativ richtige Ergebnisse liefert, gebrauchen wir ein Potenz-
gesetz mit festem Exponenten m

(9

In Wandnihe gilt es zwar nicht, aber diese Zone trigt zu den verwendeten
Integralwerten fast nichts bei; die Wandschubspannungen werden in Form
von Reibungskoeffizienten ¢; unabhingig von (0f/0 Z),_, eingesetzt.

Die Unterstrémung hat einen Zusatz zur Wandschubspannung zur Folge,
den wir proportional k ansetzen. Ist ¢, der Reibungskoeffizient, bezogen auf
w,5, wie er am betreffenden Orte ohne Unterstromung vorhanden wire, so
setzen wir

W.s
Ms
(4)
W.s
) VVSS (1+k)

Cj W2

Cy
:§W§

2. Die Grundlésung

a) Integrale Grenzschichigleichungen

Die Bewegungsgleichungen lauten mit den Voraussetzungen

Z—f =0 (5)

und 8;;”’ aaagjy < aaa; K aaU: i (6)
folgendermafien:

WZI;JrW W+W3W Wxsa;;MWsag, Z%, (7)

W, zv;‘%w 6W+W3W staa—vg?+wysagfa+%%, (8)



Wir integrieren (7) und (8) iiber Z von der Wand bis zum AuBenrand der
Grenzschicht (Z=4) und erhalten unter Berﬁcksich‘oigung von (9):

a4
f W, Wx)dz+§JW( azz+3W”3f(Wma Vi Z+
’ (10)
5 s~ WydZ =T,

i | a4 4
%sz,(W;s—Wy)dZ+%fo(Wya—Wy)dZ+aaugﬁ’sf(Wys—Wy)dm

’ —_ ’ ’ (11)

+ 258 (0rs-W)yaz -1,

die beide ganz analog gebaut sind.

Vermoge unseres Ansatzes (2), (3) fiir die Geschwindigkeiten lassen sich
nun alle Integrale durch die beiden Parameter 4 und % ausdriicken. Der
wesentlicheren physikalischen Bedeutung und der bequemeren Rechnung
wegen ersetzen wir dieselben durch

m

2= i ) @Emr 1) 12

(4, die Impulsmangeldicke der z-Komponente — oder auch der s-Komponente,
wenn keine Unterstromung vorhanden wire —) und

h=kA. (13)

k ist der Unterstromungsgeschwindigkeit proportional, wihrend 2 als Inte-
gralwert der Unterstromungsmenge proportional ist. Wir bezeichnen deshalb
h als Unterstromungsgrofe, k& als -parameter. Dann gilt:

4
f(Wys—W,)dZ =W,5(2m+1)4,, (2m+ 1) ist als Formparameter H,, be-

OA kannt; da wir m hier konstant setzen,
[W,(Wys—W,)dZ = W2s4,, gilt dasselbe auch fiir H,,.

0

A4

f(Wya—Wy)dZ = Wys(ledz_Buh)»

° (14)
JWJ:(W Wy)dZ = Wzb‘Wyﬁ(Az_BZlh)’

4

W, (W5~ W) a2 = W,s W5 (4,4 D),

4 h2

TW, (W, Wy)dZ=W1,23(A2+Ah—E’A—),

0 2
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R [ B =

I'(1+2) die Gammafunktion, tabelliert in [23], und
A = By;—2B,,, D = By, — B,,,
Byym (16)

Da nur noch Geschwindigkeiten der Kernstrémung vorkommen, lassen wir
von nun an den Index g5 weg. Mit den Ausdriicken (14, 15, 16) lauten nun (10)
und (11):

? 9 oW, - eW,
ax Wi do) +53 W W, (A2+Dh)]+H12A2(WxW+WyW) -
(17)
WY ALEY
h2

8X[W W, (4, B21h)]+ [W2(42+A h—EZ—)] +
2 (18)

ow, ow, aW

+ 2y Hoy (W G+ W, 57 )~ Buh W, 5 = T,

wobei gemal (4)

Cy Cy m h
Tow = 5 Ws We. Tyw=§WsWy(1+mZ—2)- (19)
(17) und (18) stellen ein System zweier partieller Differentialgleichungen erster
Ordnung fiir die zwei Unbekannten A und 4, dar. Es ist linear mit Ausnahme
des Gliedes mit E in (18) und des Ausdruckes A/4, in (19). Beide Terme sind
aber stets klein, so dafl folgende Linearisierung in der Nihe eines Wertepaares
h*, A¥ zuldssig ist:

h2 h* h* 2
% *
ho R gt (21)

2, = ap e Y
(Fir A*, 4F z.B., da wir schrittweise integrieren, die Endwerte des vorher-
gehenden Schrittes einsetzen.) Die Linearisierung (20) versagt in der Niahe
eines Nulldurchganges von k. Dort ist aber A%/4, so klein, daf} sich der Fehler
n (18) kaum auswirkt.

Die im System (17,18) als Koeffizienten auftretenden Geschwindigkeiten
der Kernstromung W, W, kénnen nach irgendeinem Verfahren zur Berech-
nung der reibungsfreien Stromung durch ein Gitter bestimmt werden.

Als Anfangsbedingungen konnen wir A und 4, lings einer beliebigen Kurve
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f (X, Y)=0, die keine Charakteristik ist, vorgeben. Wir legen die beiden GréBen
beim Eintritt in das Gitter fest, d. h. laings X =0; die Zustrémung kann dabei
lings des Umfanges als homogen betrachtet werden, denn die Gradienten in
Y-Richtung, die im vorhergehenden Gitter vorhanden waren, wirken sich
wegen der Relativbewegung als instationire Erscheinungen aus; wir betrach-
ten nun das zeitliche Mittel, das lings des Umfanges konstant ist. Wie mit
Jenny [7] nachgepriift werden kann, ist das System (17,18) ganz schwach
elliptisch. Wire es exakt parabolisch, so wire die Richtung der Charakteristi-
ken gegeben durch

ay W, B22>_W,,( Eh)
ax~w (e = (145

X = konstant wére nur eine Charakteristik, wenn entweder k£ =0 oder W =0,
was bei uns ausgeschlossen ist. Ist keine Unterstrémung vorhanden, so fiele
die Richtung der Charakteristiken mit derjenigen der Stromlinien des Kernes
zusammen,

Ist A, (X=0)=0, so wird das Gitter unterstromungsfrei angestrémt, wie
das bei den iiblichen Gitterversuchen meist der Fall ist. In einem Verdichter
ist aber i.a. eine erhebliche Unterstromung beim Stufeneintritt vorhanden;
wir werden deshalb zwei Vergleichsfille mit ;=0 und %,+%0 durchrechnen.
(; kennzeichnet die Zustromung.)

b) Numerische Losung durch ein Differenzenverfahren

Wir 16sen das System (17, 18) numerisch, indem wir die Differentialgleichun-
gen durch Differenzengleichungen ersetzen. Entsprechend der Natur des Pro-
blems und der vorgegebenen Anfangsbedingungen bauen wir die Losung, je
um Schritte 4 X fortschreitend, auf. Wegen Schwierigkeiten beziiglich der
Randbedingungen und wegen des Rechenaufwandes konnen wir das nahe-
liegende Vorgehen, die Werte der gesuchten GroBen in einer Anzahl diskret
iiber der Teilung verteilter Punkte zu bestimmen, nicht anwenden. Wir machen
statt dessen in jedem Schnitte X = konstant fiir 4,(Y) und £ (Y) Ansétze in
Form von Polynomen r-ten Grades. In gleicher Weise werden auch die Koeffi-
zienten der Differentialgleichungen, die vom Geschwindigkeitsfeld der reibungs-
freien Kernstromung geliefert werden, durch Polynome beziiglich Y darge-
stellt. Die GL. (17, 18) — als Differenzengleichungen fiir einen Punkt M (Y) in
der Mitte des Intervalles beim Fortschreiten von X* zu X =X*+4 X formu-
liert — enthalten somit nur Potenzen von Y und konnen durch Koeffizienten-
vergleich gelost werden. Hat man so aus den in X* bekannten Werten die-
jenigen in X berechnet, wird wieder um 4 X weitergeschritten usf.

Anstelle von Y fithren wir die neue Variable 5 ein

7N = Y+C(X).
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7 ist gegeniiber ¥ um ¢ verschoben, und zwar so, dafl der Nullpunkt von 7
stets auf der Teilungsmitte zwischen zwei Schaufelskelettlinien liegt, siehe
Abb. 24. Die Kurven 7 = konstant sind also parallel zu den Schaufelskelett-
linien; die ldngs ihnen gemessene Bogenlinge bezeichnen wir mit o, ihren
Neigungswinkel gegeniiber der Umfangsrichtung mit j_.

Die Ansitze fiir 4, und A lauten:

A2(Y):c=konst. = p0+p177+p27]2+ P,

22
h(Y)z=konst.=q0+q17)+Q27’2+“'+q7'7)r> ( )

wobei p; und ¢, die bei jedem Schritte neu zu bestimmenden Unbekannten
darstellen.

Die gemafl (20,21) auftretenden gebrochenen, rationalen Funktionen ent-
wickeln wir in Reihen

r_ 1 Py P2, 2 [ \3. ...
4y po [1 (?’0n+pon+ )+() (F+ ]’ (23)
welche wir im Verlaufe der Rechnung jeweils nach Maligabe der relativen
Grofle der Glieder abbrechen. 7 liegt in den Schranken —0,5<%=<0,5.
Die Werte der GréBen und ihrer Ableitungen fiir den in der Mitte des
Intervalles 4 X liegenden Punkt M (v) setzen wir folgendermaBlen ein, siehe
Abb. 26 (die Werte in X * kennzeichnen wir durch das Zeichen *):

M) = 3[H(B)+H(D)] = §[f(n) +f* ()], (244a)
af _ A =1*(0) _f(’?—l)*f*(ﬁ-i'l)
ax M ="x = X ’ (24b)

%(M)=%[ f(B) af*(D)] 2{ / (n)+ a}(*(17)}. (24¢)

X=X* + AX
o=o* + Ao

Bo

a

Abb. 26. Bildung der Differenzenausdriicke fiir den Punkt M in der Mitte des Inter-
valles 4 X.

85



B und D liegen auf derselben Kurve » = konstant, und { berechnet sich so:
(A g (B52).

Werden die Koeffizienten des Systems (17, 18) durch Polynome s-ten Grades
in 5 dargestellt (bei unserm durchgerechneten Beispiele war r=3, s =2, siehe
Abschnitt 2¢), so ergeben sich zusammen mit (22), beim Einsetzen fiir einen
Schritt 4 X, Potenzen bis mindestens vom (s +r)-ten Grade (wegen der Reihen
(23) meist noch wesentlich héhere). Unser Ansatz (22), der nur eine endliche
Anzahl von Gliedern aufweist, kann also die Gl. (17, 18) nicht exakt befriedi-
gen. Wir gehen deshalb so vor, dall wir diese Gleichungen beziiglich der mit
7%, 7%, ... n"1 behafteten Glieder exakt erfiillen, was uns beim Koeffizienten-
vergleich 2 (r — 1) Gleichungen liefert, namlich aus Gl. (17):

fo(Pos - Prsdo> - - 4) = Ko,

(25)
froa(Pgs----- q.) =K, ;,
und aus Gl. (18): Jo (Pos- -+ - 4,) = L,
9r—1 (pm """ QT) = Lr—l‘

Die f und ¢ sind lineare Ausdriicke in den p,, ¢;; K und L sind Konstante.
Daraus kénnen die Unbekannten pg,...p. 1, 9, --¢,_; des Ansatzes (22)
eliminiert werden, d. h.

;= a;+b;p+c;q,,
9 =dite; ptfig,.
Die beiden verbleibenden Koeffizienten p, und ¢, bestimmen wir so, daBl die
Gl. (17,18) doch im Mittel erfiillt werden, d.h. daBl das Integral iiber die

Quadrate der Fehlbetrige minimal wird.
Der Fehlbetrag von (17) betrétgt'

(fr 77 "+ fr+1 r+1) 7}r+1+ cet (27)

}i:O,...(r—l) (26)

derjenige von (18):
Py = (gr—Lr) 7"+ (gr+1 - Lr+1) 7]T+1+ s (28)

wobei f,, f,,, etc. vermoge (26) lineare Funktionen von p, und g, sind. ¢, kann
deshalb auf die Form gebracht werden:

Pr = ()‘T+V’r pr+vr QT) 7]1‘+ (Ar+1 +V’r+1 pr+vr+1 QT) 7)T+1 +... (29)

und analog auch ¢,.
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Wir fordern nun, daB das Integral des Fehlerquadrates minimal sei

>

0,5
fﬁ(q)i +¢2)dn = Minimum, (30)
5

d.h.

a(Px a(Pll _
(% op, T Pap,) =0

1)

womit wir wegen (29) zwei lineare Gleichungen fiir p, und ¢, gewonnen haben;
somit sind mit (26) alle p, und ¢, bekannt.

Die Glieder b;p,, c;q, etc. in (26) erweisen sich stets als klein, was eine
Rechtfertigung fiir das Vorgehen ist (Erfiillung der Gleichungen nur im Mittel
statt exakt, beeinflut p,, ... p,_1, 9, - - - ¢,_1 DUr Wenig). Analog ist auch der
EinfluB héherer Glieder in der Reihenentwicklung (23) schwach.

Damit sind 4,(Y) und A (Y) in X = X*+ 4 X nach Gl (22) bestimmt, und
wir konnen um einen Schritt 4 X weiterschreiten, wobei wiederum der Rech-
nungsgang (25) bis (31) durchzufiihren ist. Wir haben unsere Beispiele manuell
durchgerechnet; das Verfahren wire an sich fiir eine elektronische Rechen-
maschine geeigneter.

c) Ansatz fur das Geschwindigkeitsfeld auferhalb der Grenzschicht

Wir betrachten in der Folge ein Gitter aus unendlich diinnen Schaufeln,
ein sogenanntes Skelettgitter, und machen fiir die Geschwindigkeiten in der
Kernstromung auflerhalb der Wandgrenzschicht den einfachen Ansatz:

I'Vs=¢’1(°')+¢2(0)”’7, (32)
B= arctg% = B (o), (33)

d. h. fiir einen gegebenen Schnitt ¢ = konstant, resp. X = konstant, sei 8 kon-
stant und verlaufe W, linear iiber der Teilung; somit sind die Stromlinien im
Kern parallel.

Der Ansatz vernachlissigt also die Verlagerung der Stromlinien gegen die
Saugseite, die im Gitter auftreten, und ist demzufolge sehr speziell. Auch ver-
letzt er die Bedingungen der Rotationsfreiheit und der ebenen Kontinuitit,
doch hat man sich einfach zusitzliche Feldkrifte zu denken, die dieses Ge-
schwindigkeitsfeld erzwingen, und die KanalhShe so zu variieren, dafl die
Kontinuititsgleichung erfiillt ist. Da die obigen zwei Bedingungen bei der
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Ableitung der GI. (17, 18) nicht vorausgesetzt wurden, sind letztere auch fiir
diesen Fall korrekt.

Wir geben den Verlauf ¢, (o), der die Geschwindigkeitsdifferenz fir ent-
sprechende Punkte der Saug- und Druckseite des Profils darstellt, vor:

_ mdW, . =wo
l/lz(o') = —*?'—STSIH-E‘ (34:)

(4 W, die totale Umlenkung im Gitter, S, die totale Bogenlinge) und bestim-
men s, (o) und B(o) so, dall die ebene Kontinuitdtsbedingung und die Rota-
tionsfreiheit wenigstens auf der Linie =0, die hier mit der Mittelstromlinie
zusammenfillt, erfiillt sind. (Der Index , bezeichne GroBen auf der Mittel-
stromlinie.)

Die ebene Kontinuititsgleichung fordert:

W,, = Wsin 8 = konstant, (35)
womit sie wegen des speziellen Ansatzes (32) auch im Mittel erfiillt ist. Setzen
wir :

W) (e
do /, “\on )y
g AW,
also Wyo = [ (0)do+ Wy, = Wym—zi’(l— s%—a) (36)
0 !
S, /12 5,712
[¢] b‘l t'_—i 0
I~ I
DN
o .| \ i 0,9
AW, | Wio {20} / W, (n=0)
0.2 \ \ 08
\‘ %_ T
0,3 \ 0,7

R -\\ / ,
\
0,4 A —o,6

0,5 05
o 0,6 ——O 1,
- 60
//
7 "
Pl e o
s so0 B
=0
l\—’/ 40°
— 7
7 Ansotz
// Profil,n= 05 ——=== Potenticistrémung
L 30°

Abb. 27. Ansatz fur die Geschwindigkeit in der Kernstrémung. Vergleich mit der ebenen
Potentialstromung fiir das Kreisbogen-Skelettgitter.
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so werden die Bewegungsgleichungen fiir wirbelfreie Stromung auf der Mittel-
stromlinie befriedigt.

. Y . a0 4
(Beachte dabei: (%)n = sinf (ﬁ)y +cos f (6_Y) x )

Aus (36) ergibt sich nun W,

y0>

Weo = 1 (o) = (W2, + W;,Zo)l/2 sowie S.

In Abb. 27 ist unser Ansatz verglichen mit der durch konforme Abbildung
nach Weinig [8] ermittelten ebenen Potentialstromung fir ein Gitter mit den
folgenden Daten:

aus (35) sodann

W,

x

0=061; AW, =0366; ts=1;
d.h. B, =37,6°;  B,=550°

(Entspricht einem Verzogerungsverhiltnis im Gitter von 0,745; die entspre-
chende Stufe mit r = 0,5 hitte c,/u=0,5; d¢,/u=0,3.)

Bei unserem vereinfachten Ansatze lassen wir dabei die Gitterwirkung um
1/, der totalen Bogenlinge S, iiber den geometrischen Ein- und Austritt des
Gitters hinausreichen.

Dargestellt sind die Verhiltnisse auf der Mittelstromlinie sowie auf der
Druck- und der Saugseite des Profils. Die Winkeliibertreibung des wirklichen
Profils wird natiirlich durch den Ansatz (Parallelstromung!) nicht wieder-
gegeben, doch stellt er sonst die wesentlichen Ziige richtig dar.

An sich wire es moglich, das geschilderte Losungsverfahren auch mit einem
komplizierteren Ansatze zu verwenden, welcher dem wirklichen Stromungs-
feld in einem Gitter besser entspriche, doch wiirde der Arbeitsaufwand wesent-
lich erhoht.

d) Ergebnisse fiir spezielle Beispiele

In den Abb. 28 bis 32 finden sich die Ergebnisse fiir ein Gitter mit den im
Abschnitt 2c¢ aufgefiihrten Daten. Mehr als qualitative Hinweise sind ihnen
in Anbetracht der Vereinfachungen und einer gewissen Willkiir in den Ansitzen
nicht zu entnehmen. In (2, 3) wurde gesetzt:

m = 1/, (entspricht H,,=1,4),
n

S

’

wihrend in den Ansitzen (22) Polynome 3. Grades verwendet wurden.

Der maBlgebende Anfangswert ist neben dem Unterstromungsparameter k
nicht 4,, sondern das Verhéltnis des Impulsstromes zu den Wandreibungs-
kriiften, d. h. 4,/c;. Fiir die 2-dimensionale Grenzschicht an einer ebenen Platte
ist dieses Verhéaltnis abhéngig vom Formparameter und von der Reynoldszahl
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(glatte Platte), resp. vom Formparameter und von der relativen Rauhigkeit
(vollkommen rauhe Platte).

Wir setzen in unseren Beispielen fiir den gesamten Gitterbereich

¢; = konstant

32
Dy/Cy
2 T
24
6
N // By,
A6
— ol Pt
re
=12
A Lo — — = .
-
) — e:0
] 0,6 —=a 1,2 - 7:0,6
[¢]
-05 o —=7 +0,5
e ————
- +0,5 .
-~ \\\ \\\ \\ =0 05
\\‘\\'\\ \\\,F—o,s \\\
SO ~ . ~—l__ os K
——
(o] = °
P~
S~
S
>~
\\‘ 0,6
—, 0,5
\\\I,Z
~N
\\
\ \\—l o
« 1,5
! —.— Kroftfeldidsung ~N
—— Kk :05
-2.0 Saugseite Druckseite

Abb. 28. Grundlésung mit (4ds/cshy=8. Ver-
héltnisse ldngs des Gitters, Vergleich mit der
Kraftfeldlosung.

Abb. 29. Grundlésung mit (dz/csh=8.
Verhéltnisse tiber der Teilung.

Abb. 30. Schematische Darstellung der Stromung in der Seitenwandgrenzschicht.
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und betrachten fiir das Verhiltnis 4,/c, beim Eintritt die beiden Varianten:
43\ _ g ky=0 I
¢ )y k=05 1II

A, (k=0 III
(_‘57)1—0’8{7‘71:0”5 v

wobei wir beziiglich der Unterstromung am Eintritt je die Fille k, =0 und
k;=0,5 untersuchen (; bezeichnet hier die Zustrémung).

Bei III und IV ist also die Grenzschicht beim Eintritt viel diinner; die
Reibungskrifte sind im Verhaltnis 10mal grofer.

Setzen wir z. B. ¢;=2,5-1073, s0 hat 4, in den Féllen I und II beim Eintritt
die GroBe 2-10-2, womit nach Gl. (12) die Grenzschichtdicke 4 selbst 0,168
betriagt, d.h. 1/ der Teilung; in den Fillen IIT und IV ist sie 10mal kleiner.

Abb. 28 zeigt fiir die Varianten I und II die Entwicklung von 4,/c; und
von k langs des Gitters, Abb. 29 die Verhiltnisse iiber der Teilung in gewissen
Schnitten o = konstant, gleichbedeutend mit X = konstant, siehe Abb. 26.
Infolge unseres speziellen Ansatzes (35) (W,, = konstant) wichst 4,, die
Tmpulsmangeldicke beziiglich der Geschwindigkeitskomponente W,,, lings der
Mittelstromlinie nur infolge der Wandreibungskrifte und der Anderung der
Unterstromung; Druckkrifte haben direkt keinen EinfluB.

Deutlich sichtbar ist der Einflufl der Unterstromung beim Eintritt. Ist eine
solche vorhanden (Fall IT), so wichst z. B. in der Mitte die GroBe 4, weniger
stark an, ja sie sinkt sogar zuerst. Nach dem Gitter ist 4, wieder praktisch
konstant langs des Umfanges.

Im Falle T bildet sich entsprechend dem Druckfeld eine immer stirkere,
gegen die Saugseite gerichtete Unterstromung aus (k negativ). Im Falle II
wird die anfinglich gegen die Druckseite gerichtete Unterstrémung zuriick-
gebildet und wechselt auf der Mittelstromlinie kurz nach der Gittermitte das
Vorzeichen (vergleiche auch die schematische Darstellung in Abb. 30). Die
Zuriickbildung erfolgt auf der Druckseite viel rascher als auf der Saugseite.
Die hier auftretende anfingliche VergréBerung des Unterstromungsparameters
k konnte aber auf den ersten Blick etwas irrefiithren, denn die Unterstromungs-
grofle h (resp. der ihr proportionale Zusatzimpulsstrom) nimmt doch ab, aber
etwas weniger stark als die Grenzschichtdicke, vgl. Gl (13); die Grundglei-
chungen (17, 18) sind aber im wesentlichen Impulsstrom-Bilanzen. Der Grund
fiir die VergroBerung von k liegt in den Gliedern 4, H,- W, -¢ W, [0 X ... resp.
hBy-W, 8W,[2Y..., welche zum Ausdruck bringen, dafi Druckgradienten
infolge des in der Grenzschicht verminderten Massenstromes (4, H,, ist die
Verdriangungsdicke) zusitzlicher Impulszufuhr #quivalent sind, die sich auf
die Unterstromung anders auswirkt als auf die Hauptstromung.
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Die beim Austritt vorhandene Unterstromung (sie ist negativ, relativ zum
nichsten Gitter aber positiv) entspricht fir das folgende Gitter einer Ver-
mehrung der zur Verfigung stehenden kinetischen Energie. Diese wird teil-
weise nutzbar verwendet, indem die Grenzschicht weniger stark anwichst,
teilweise vernichtet bei der Ausrichtung der Stromung in den Ecken.

Ist die Eintrittsgrenzschicht diinner (Féalle III und IV), d.h. sind die
Wandreibungskrifte im Verhéltnis zu den Impulsstromen groer, so verdickt
sich die Grenzschicht schneller, vergleiche Abb. 31 und 32, wihrend die Unter-
stromung schwicher wird, da sie durch die Reibung stirker gebremst wird:
Die Eintritts-Unterstromung wird schneller abgebaut; die Differenz der Werte
an der Saug- und der Druckseite wird verkleinert. Da die Ergebnisse aber
qualitativ die gleichen sind, haben wir die Varianten III und IV nur bis zur
Gittermitte durchgerechnet.

Wir kénnen nun auch die kinetische Energie der der Ecke zuflieBenden
Normalstromung abschitzen, die ein MaB fiir den Verlust darstellt, welcher
in den Ecken durch die Umlenkung der Grenzschichtstromung in schaufel-
parallele Richtung verursacht wird. Wir bilden das Verhiltnis a dieser Energie
zur Umfangsarbeit in einer Stufe

As — — Kraftteldlosung 3,2
Tl —— (Dz/Ct) 0,8
2,4 y
i 4
1 7. VI (Befcr), = 8 24
’ B 77 A,
=08, bed
B — ’ 4 Ct
/I 1,6 I
z i
o8 // // =0 os
n:—o,?‘——— /‘//// (1Oxverkiginert) | '
e
o]
o} — 0,6 o
~0,5 0 — 0,5
OSreeT = ] 1,0
\\\\\\ 7=-0,5
\\'\\Q\zo )
0,5 "N\«
o) ~ \\\ =0 ’
0,5
~N
\\\
770,5;0,-05 \\\\\/wo,e
e \\
-05 == I S
— k=0
—— =05 20,6
-1,0 \ 05

Abb. 31. Grundlésung mit diinneren Abb. 32. Grundlésung mit (dz/cr)1 =0,8. Ver-

Grenzschichten, d.h. (da/cs)1=0,8. Ver- hiltnisse Uber der Teilung. Zum Vergleich

hiltnisse lings des Gitters, Vergleich mit  auch Werte mit 10mal gréBerer Grenzschicht-
der Kraftfeldlosung. dicke am Eintritt, d.h. (da/cs)1=8.
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mit W, in 7= +0,5 nach Gl. (40) und erhalten im Falle I: ¢ =0,0020¢/l, im
Falle II: a = 0,0005 ¢/l (fiir Saug- und Druckseite zusammen). Da in einer Stufe
vier solche Eckenpaare vorhanden sind, wird total die GroéSenordnung '/,°/,
erreicht.

In den Abb. 28 und 31 sind ferner die Losungen eingetragen, die sich nach
den analogen Ansdtzen unter Vernachlissigung der endlichen Gitterteilung
ergeben (sieche Abschnitt 4). Sie stimmen auch beziiglich des Unterstromungs-
parameters k mit der exakteren Losung in der Umgebung der Mittelstromlinie
recht gut iiberein; die Vernachlissigung der endlichen Gitterteilung ist also
zur Gewinnung einer mittleren Losung erlaubt.

3. Die Eckenliosung

a) Grundlegender Ansatz

Die soeben bestimmte Grundlosung weist an der Saug- und Druckseite,
d.h. in % = 40,5, physikalisch unmogliche Normalkomponenten W, zur
Schaufel auf; wir denken uns nun, daB ein in dieser Normalenrichtung wirken-
des zusitzliches Kraftfeld die tangentiale Stromung an der Schaufel erzwinge.
Wir setzen voraus, daB sich diese Zusatzwirkung stets nur auf ein beschrink-
tes Gebiet in Schaufelnihe (7 <4 nach Abb. 33) erstrecke und daf sie W, von

z

—_—————— 7Y

Abb. 33. Bezeichnungen in der Eckengrenzschicht.
Fliache S —Z: Schaufel Flidche §—Y: Seitenwand
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dem der Grundlésung in 7 entsprechenden Werte exponentiell auf Null an der
Schaufel fallen lasse.

Ist W, in 7 z.B. negativ, so flielt bei den in Abb. 33 skizzierten Verhalt-
nissen eine gewisse Menge seitlich in die Eckenzone ein, die dann entweder in
der Lingsrichtung S abfliet oder an der Schaufel selbst in Z-Richtung auf-
steigt, d.h. in die Profilgrenzschicht iibertritt. Die zwischen der Eckenzone
und der Profilgrenzschicht ausgetauschten Mengen sind aber entsprechend der
Profilgrenzschicht mit Impulsmangel behaftet; darin liegt ein Unterschied der
Eckengrenzschicht gegeniiber einer 2-dimensionalen Plattengrenzschicht, bei
welcher die in Z-Richtung, d.h. mit der Kernstromung ausgetauschten Men-
gen keinen Impulsmangel besitzen. Ein weiterer Unterschied liegt darin, dal3
der Reibungsumfang im Verhéltnis zur Durchstromfliche groBer (d.h. der
hydraulische Durchmesser kleiner) ist. Wir wollen nun versuchen, die Ecken-
grenzschicht roh abzuschédtzen unter der Annahme, dafl die mit der Seiten-
wandgrenzschicht ausgetauschten Massen- und Impulsstrome durch die Grund-
l6sung in 7 und den erwidhnten Ansatz tber die Wirkung des Zusatzkraft-
feldes vorgeschrieben seien. Den fiir diese Eckenzone erhaltenen Wert der
Grenzschichtdicke, die Eckenlosung, fassen wir als Randwert unserer Losung
fiir n= +0,5 auf, von welchem die Losung exponentiell in die Grundlésung
iibergehe.

Als Eckenzone betrachten wir nach Abb. 33 eine rechteckige Durchstrom-
fliche der Breite ¢ und der Hohe 4,, wobei sich ¢ zu 4, etwa wie die Dicken
der Schaufel- und Wandgrenzschicht auBerhalb des EinfluBbereiches der Ecke
verhalten. Dieser Ansatz ist recht willkiirlich, aber die Eckenl6sung soll nur
eine qualitative Abschidtzung sein.

b) Impulssatz fiir die Eckenzone

Wir formulieren die Bewegungsgleichung in der Richtung S lings der
Schaufel
oW,
98

oW, oW, oW, oT, oT,
tWaow tWegz - 78 Tez TN

LA cW W, =Wy (37)
wo W, die Geschwindigkeit auBlerhalb der Grenzschichten sei. Wir treffen
also die Annahme, dafl der Druckgradient in der S-Richtung von der Kern-
stromung aufgeprigt werde, dall also das Zusatzkraftfeld keine Komponente
in S-Richtung aufweise. Da wir fiir W,” den Wert einsetzen, der fiir die rei-
bungsfreie Gitterstromung an der Schaufel gilte, mull die Breite ¢ der Ecken-
zone sehr klein sein.

¢ bedeutet die Kriitmmung der Schaufel; sie tritt in der Bewegungsgleichung
auf, weil das Koordinatensystem §-N -Z krummlinig ist.
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Durch Integration von (37) iiber die Eckenzone folgt unter Beriicksichtigung
der Kontinuitédtsgleichung
%‘;’ﬁWﬁ_Wz:o (37a)

cW,+ 57
die Beziehung (fiir die Saugseite geschrleben)'

4, ¢
”a%[ww—mndwm oW, ” W= W)ANQZ = Ty 4, + Ty -
00

—f' W,e (W, — dZ+H (W —W, 4)

(8W ow,

aN)dZdN+ (38)

+cij W,4—2W)dNdZ.

Die (mit ¢ behafteten) Kriimmungsglieder sind klein, so dafl wir sie im Rahmen
unserer Abschitzung vernachlissigen. Das dritte und vierte Glied rechts besa-
gen, dafl die mit der Seitenwand-, resp. der Schaufelgrenzschicht ausgetausch-
ten Mengen nicht den vollen Impuls m W,”, sondern nur m W, resp. m W,y
besitzen. (W, bedeutet W,(N=¢), Wy steht fir W (Z=4,).) Die iibliche
Vertauschung der Reihenfolge von Differentation und Integration im ersten
Gliede links ist nicht mehr erlaubt, da die Grenzen endliche, von § abhéngige
GroBen sind. 7}, ist der Mittelwert der Schubspannungen an der Schaufel im
Bereiche 0 Z<4,, T, an der Seitenwand im Bereiche 0 <N <¢.

szw
Fiir die Gescthndlgkeltskomponente W, setzen wir in der Eckenzone

W, —W”(Ae) (+§N) [l+kcoszﬂ(1—§)n], (39)

wobei der Ansatz fiir N = + ¢ in die Grundlosung iibergeht, vergleiche Gl. (2).
Nach unseren Festlegungen gilt an der Saugseite das obere Zeichen.
W,, berechnet sich folgendermaBen:

W, = W,sin — W, cos 8
und hat fiir die Grundlésung in % nach (2) somit den Wert
. __ Z\m_ Z\» .
W, = W”S(Z) k(l_Z) sinf. (40)

Von diesem Werte soll nun W, infolge der Wirkung des zusétzlichen Kraft-
feldes exponentiell gegen die Schaufel auf Null abfallen. Wir machen deshalb
fir W, im Bereiche der Ecke den Ansatz (¢ ist klein, d.h. § ~ ¥ 0,5):

o manen S ZT [T
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mit g (g) = 1—¢FrNE (42)
(oberes Zeichen Saugseite).

Der EinfluBbereich des Zusatzkraftfeldes sei also proportional der Breite
der Eckenzone. An der Schaufel (N =0) verschwindet W, ; setzen wir y=1,5,
so hat g in N= £ 2¢ (d.h. in einer Entfernung 2 ¢ von der Schaufel) den Wert
0,95; der Einflufl des Zusatzkraftfeldes ist also schon auf 5 9, zuriickgegangen.

Fiithren wir die Fldache f der Eckenzone ein:

f=¢€¢4,=vd42, (43)
wobei v = ¢/4,, (44)
und setzen wir zur Abkiirzung y = k" cos?f, (45)

so erhalten wir nach der Durchfithrung der verschiedenen Differentationen
und Integrationen aus dem Impulssatz (38) unter Beriicksichtigung der
Ansitze (39) bis (45) die Beziehung:

3£U (m,n,x)+5a§(}/;—f)Vv_/ Uz(m,n,x)+v—$%st(m,n,x)+

. Y _—
9X = A
+98.fU4(man3X) [cwa""cfp]}/ V—OtgﬁU (m n, X V
wobei cfp = 2]47,%31,2w’ Crp = 2ﬂ%zzw ( 47)

Gl. (46) 1aBt sich integrieren, sobald eine Annahme iiber v getroffen worden
ist (z. B. v = konstant).

Wir formen Gl. (46) noch etwas um, indem wir die Impulsmangelfliche f,
einfithren (analog zur Impulsmangeldicke bei der 2-dimensionalen Platten-
grenzschicht):

fAG
W2 = (W, (W ~W)dZdN, (48)

00

d. h. wegen (39) und (43)
_ By, 2By, By, 2 .

f2*f[m3+(m+1_2m+1 X“om+1X ] (49)
obeim. = 2+4+2m . = 1+7m+12m2+4m3 m, = 2m+ 3m? 50
A 17243m” "% 2+3m T (14m)? (1+2m)2'( )

Definieren wir eine mittlere Impulsmangeldicke der Eckenzone

4,, E? (51)
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und gilt im weiteren
v = /4, = konstant, (52)

so laf3t sich Gl. (46) schreiben:

CET, 1,0 + s Vo ) + 5% 20,V (. 3) =

b | G Vy(m,n,x).

53
(53)
2 T2y TyotgB !

Gl. (53) unterscheidet sich im prinzipiellen Aufbau nicht von dem Impulssatz
fiir die gewohnliche 2-dimensionale Plattengrenzschicht
0 A 0 W Cy

78 T W, ant i) =5,

(54)

doch sind die Koeffizienten wegen des Ansatzes (39) fiir die Geschwindigkeit
W, andere; insbesondere ist W, nach (39) auch von der Unterstrémung, d.h.
von x abhéngig; daneben ist die Wandreibung erh6ht und es treten Zusatz-
glieder auf, hervorgerufen durch die Unterstromung, welche der Ecke von der
Seitenwandgrenzschicht her zufliet. Diese ist im vorliegenden Falle gegeben
(x in Funktion von § bekannt), so daf§ Gl. (53) schrittweise integriert werden
kann.

Es erhebt sich noch die Frage nach dem Anfangswerte (d,,)g_,. Ist die
Grenzschichtdicke 4 der Zustromung vor dem Gitter gegeben, so bestimmen
wir (dy,,)s_o nach Gl. (49, 51):

(Az0)s—0 = 4 [m3+( Bu _ 2By )x— Das xz] - (55)

I1+m 142m 1+2m

Wir setzen also voraus, dafl sich die Reibung an der Schaufel in der plétzlichen
Ausbildung einer Schaufelgrenzschicht von der Dicke ¢ =v 4, auswirke und
dafl das Zusatzkraftfeld von keinen zusétzlichen Druckkriften parallel zur
Schaufel begleitet sei, so dall die Geschwindigkeitskomponente W, der Zu-
stromung fiir den anfinglichen Impulsmangel entscheidend ist.

Fiir die Grenzschicht bei symmetrischer Stromung in der Ecke lings einer
geraden Kante ist y=0 und £ =4,, d. h. v=1. Gl. (53) lautet nun:

EIS ’"””W”aks*"%‘2+ ) =23,
oder mit m=0,2:
aA oW,
+W”aSA 3,38 = 2162
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wihrend fiir die gewShnliche Plattengrenzschicht nach Gl. (54) gilt:

od, oW

Cf
Y2, 9% 4 =1
58 Tres At =g

welche sich praktisch nur durch das Reibungsglied unterscheidet. An sich hitte
man wohl auch eine Verdnderung im Verhiltnis der iibrigen Glieder erwartet
wegen des in der Eckengrenzschicht relativ gréfleren Impulsmangels, doch
wird dieser Einflul wieder kompensiert durch die Tatsache, dafl die von der
Eckengrenzschicht nach beiden Seiten ausgetauschten Mengen mit Impuls-
mangel behaftet sind, wihrend bei der Platte der Austausch mit der reibungs-
freien Auflenstromung erfolgt.

Die Losung von Gl. (53) ist prinzipiell nicht schwierig, aber sehr umstind-
lich; die wesentlichen Besonderheiten der Eckengrenzschicht werden besser
sichtbar, wenn wir den Fall betrachten, dall die Unterstromung nicht in
Y-Richtung erfolge (unser Ansatz (1)), sondern in N-Richtung wie bei Mager
[25]. Dann fillt in (39) das Glied mit £ weg und (53) hat die einfachere Gestalt:

o4, ow; _ Cn | Cpp_sinfcosB .,
aSm1+W/;//aSA2e(2+m2)_7+2_V+—V—Gk (56)
1
mit G=g(1)D—m B, furmlg(u)du.
0

(Das obere Zeichen gilt an der Saugseite.)

Da @ positiv ist, sehen wir anhand von Gl. (56), da} eine auf die Schaufel
zugerichtete Unterstromung (an der Druckseite £” > 0, an der Saugseite k" <0),
wegen des damit verbundenen Transportes von energiearmem Grenzschicht-
material in die Ecke, eine Vergroflerung von 4,, bewirkt. Wird das Gitter ohne
Unterstromung angestromt, so wird durch das Druckfeld im Gitter selbst
eine negative, zur Saugseite gerichtete Unterstromung erzeugt, so dafl sich
die Grenzschicht in der Saugecke verdickt. Erfolgt die Zustromung m:t Unter-
stromung, so wird diese erst nach einer gewissen Strecke riickgingig gemacht,
sieche Abb. 30. Die Grenzschicht in der Saugecke verdickt sich bis zum Gitter-
ende total viel weniger stark als bei unterstromungsfreiem Eintritt. Eine von
der Schaufel weggerichtete Stromung bewirkt eine Verringerung der Ecken-
grenzschichtdicke, was so zu erkliren ist, daBl nun zwar Transport von der
Schaufelgrenzschicht her in die Ecke stattfindet, dal aber die in die Seiten-
wandgrenzschicht abflieBende Menge mehr Impulsmangel wegbefordert, als
von der Schaufelgrenzschicht her zustromt.

Ist die Unterstromung nicht auf die N-Richtung beschrinkt, was beim
Ubergang zwischen zwei Krinzen in Turbomaschinen sicher der Fall ist, so
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wirkt eine vorhandene positive Eintrittsunterstrémung im Sinne eines ver-
groflerten Impulses der anfinglichen Eckengrenzschicht, d.h. (d,,)s_, ist
kleiner.

Wesentlich komplizierter werden die Verhiltnisse in den Ecken, wenn sich
die Seitenwand relativ zu den Schaufeln bewegt und ein Spalt vorhanden ist;
im weiteren wirkt sich eine Radialstromung in der Schaufelgrenzschicht (z. B.
im Laufrad infolge der Zusatzkrifte der Relativbewegung) in d&hnlichem Sinne
auf die Eckenldsung aus wie die Unterstromung der Seitenwandgrenzschicht.

¢) Beispiel

Wir bestimmen die Eckenlésung nach der einfacheren Gl. (56), bei welcher
vorausgesetzt ist, dal sich die Unterstromung der Seitenwandgrenzschicht
auf die Normalrichtung N beschrinke. Der Einflul der Unterstromung in der
Seitenwandgrenzschicht wird in Gl. (56) durch den Unterstromungsparameter
k" der Grundlosung zum Ausdruck gebracht. Der Verlauf von k" lings S ist
aber wenigstens prinzipiell derselbe, ob nun die Grundlésung mit der Voraus-
setzung der Unterstromung in Y-Richtung (unsere Losung von Abschnitt 2)
oder in N-Richtung (die Losung von Mager [25]) berechnet wird. Fiir eine
erste rohe Abschiatzung des Einflusses der Unterstromung in der Wandgrenz-
schicht auf die Eckengrenzschicht ist es daher zulissig, die Werte fiir k" der
Losung von Abschnitt 2 (Variante I ohne Unterstromung am Eintritt, Vari-
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Abb. 34. Der Einflul der Unterstromung in der Wandgrenzschicht auf die Entwicklung
der Eckengrenzschicht.

k1=0: Wandgrenzschicht beim Gittereintritt ohne Unterstromung.
k1=0,5: Wandgrenzschicht beim Gittereintritt mit Unterstrémung.

Vergleichslésung ohne Beriicksichtigung der Unterstromung in der Wandgrenzschicht
(k" =0 gesetzt).
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ante II mit Unterstromung am Eintritt, ndmlich k, =0,5) zu entnehmen. Die
Ergebnisse finden sich in Abb. 34. Wir setzen dabei

m=02; n=2; c, =c;, = konstant;
v =1/4; v =15.

In der Zustromung sei 4,/c,=8, womit aus den sinngemill verwendeten
Gl (12,55) (die Glieder mit y fallen weg, da Unterstromung nur in N-Rich-
tung) folgt:

(dgefC))smp = 12,4.

Ist am Eintritt Unterstromung vorhanden (Fall II), so ist das Wachstum
der Saugeckengrenzschicht bedeutend geringer als ohne Unterstromung.
Strichpunktiert ist auch der Verlauf von 4,, eingetragen, der sich ohne Beriick-
sichtigung der Unterstromung (mit £”=0) unter der Wirkung des Gradienten
oW,"|o 8 und der Reibungskrifte allein ergébe; er nimmt eine Mittelstellung
zwischen den Varianten I und II ein.

Die beim Austritt vorhandene Losung stellt, entsprechend der Relativ-
bewegung umgerechnet, die Anfangsbedingung fiir das folgende Gitter dar.
Die ausgeprigten Verlustgebiete in den Ecken haben zur Folge, dafl die
Zustromung in das folgende Gitter stark instationdren Charakter besitzt und
daB das zeitliche Mittel der Verdriangungsdicke etc. gegeniiber den Verhilt-
nissen im Grundlésungsgebiet erhoht ist.

In unseren Beispielen wird die Eckengrenzschicht an gewissen Stellen
(Mitte der Druckseite, Ende der Saugseite) so dick, dall die vorgenommenen
Vernachlissigungen unzulissig sind; sofern keine Ablosung auftritt, die wir
wegen des festen Exponenten m im Ansatz fir die Geschwindigkeiten nicht
erfassen konnen, sind die Ergebnisse doch qualitativ richtig. Durch eine iiber-
schlagige Kontrollrechnung fiir die Varianten I1I und IV, wo um eine GréBen-
ordnung diinnere Grenzschichten vorhanden sind, wurde dies iiberpriift. Der
EinfluB der Unterstromung ist hier geringer, da sie einerseits an sich geringer
ist und weil die Reibungskrifte relativ viel groBer sind.

4. Vergleichslosung unter Vernachlissigung der endlichen Gitterteilung
(Kraftfeldlosung)

Um den EinfluB der Vernachlissigung der endlichen Gitterteilung festzu-
stellen, worauf ja die in den Kapitel IT bis IV behandelte Kraftfeldlosung
basiert, miissen wir eine analoge Losung mit dem 2-parametrigen Geschwindig-
keitsansatz ermitteln, bei der alle Geschwindigkeiten lings des Umfanges
konstant sind und der Druckgradient in Y-Richtung durch ein Kraftfeld
ersetzt wird, das die gewiinschte Umlenkung hervorruft. Weil nun
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7= (59)
laut 17) und (18): b'k_h o )
auten nun (17) und (18): {wobei _Zm
Lemza) W, Nea, (a7)
0
LW W, (4= By b))+ Hyy W, 200 4, TwwvaV‘”’“) (1)

4, kann aus (17') direkt bestimmt werden und ist somit unabhéngig von der
Unterstromung; (17') ist die Gleichung der gewShnlichen Plattengrenzschicht,
wobei nur in 7', nach Gl. (19) der Einflul der Umfangskomponente der
Geschwindigkeit eingeht (analog dem erhéhten turbulenten Austausch im
Abschnitt III. 3). Der Unterstromungsparameter k resp. die Unterstrémungs-
groBe h folgen sodann aus (18").

Bei unserer Losung des Abschnittes 2 mit Beriicksichtigung der endlichen
Teilung galt auf der Mittelstromlinie

W, (o) = konstant.

Dieses gilt fiir die Vergleichslésung iiberall, so daB (17') iibergeht in
ody, T,

X = ﬁ, (177

und (18') in
o(W,h o(w,4 oW, TwW, ”
By (3)? ) (8;( 2)+H12426—X”_ %Um “(1+4k), (18")

welche ebenfalls schrittweise gelost werden koénnen parallel zur Losung des
Abschnittes 2. Die Ergebnisse finden sich in den Abb. 28 und 31.
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ANHANG

Die Entwicklung der Quergrenzschicht an einer querbewegten Platte

Wir untersuchen die Verhéltnisse in einer Plattengrenzschicht ohne Druck-
gradient, wenn von einer bestimmten Stelle X, an die Platte nicht mehr ruht,
sondern sich mit der Geschwindigkeit ¥V in der Richtung Y senkrecht zur
AuBenstromung C_ 5 bewegt und dabei das Stromungsmedium mitzieht, siehe
Abb. 35. Das Problem wurde von Mager [17] fiir die laminare Grenzschicht

Cx

Abb. 35. Schematische Darstellung des Problems.

gelost. Der turbulente Fall ist insofern komplizierter, als sich die Austausch-
groBe infolge der Querbewegung éndert, wodurch auch das Geschwindigkeits-
profil C, (Z) beeinflut wird und zusétzliche Strémungen in Z-Richtung auf-
treten. Da diese Verhidltnisse sehr undurchsichtig sind, vernachlissigen wir
iiberhaupt alle Anderungen von C, und A lings X, d.h. wir betrachten fiir
die X-Komponente eine Grenzschicht gleichbleibender Dicke mit C,=0. Ana-
log modifizieren wir auch die Losung von Mager fir den laminaren Fall.
Unsere turbulente Losung unterscheidet sich gegeniiber der laminaren also
nur durch die senkrecht zur Wand stark variierende Austauschgrofie, ohne
die Verinderung des Turbulenzmechanismus selbst infolge der Querbewegung
zu erfassen. Da wir voraussetzen

9C,J6X =0,
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konnen wir von Gl. (IL.19") ausgehen, wobei wir noch S, gegeniiber S,,
vernachlidssigen, wie das auch Mager fiir die laminare Grenzschicht tut.

Somit gilt
00, @ 80,
Chi;i‘*‘éii(AvaZi)- ()

Fiir diese parabolische Differentialgleichung lauten die Anfangs- und Rand-
bedingungen:

Fiir A, verwenden wir die Ansitze (1II. 24a,25b). Gleichzeitig wollen wir die
bei turbulenten Grenzschichten in Wandnihe oft verwendete Variable n nach

Gl. (ITI. 22) gebrauchen
zo*t

N = ” o (2)

und setzen analog auch
z—xy)v*
= ( 0) o

0 (2a)
14
Weiter definieren wir
z = ot’l)*+ - o xS Cf+, 3
f o 3)
YT gprt

(Definition von »*+ siehe Gl. (ITI. 23).)
In der laminaren Endschicht lautet nun (1):
aC, 1 &C,

90 Cy(n) O W)

denn die Austauschgrofie ist hier konstant. In der anschlieBenden gemischten
Zone, wo A,, nach (III. 24a) linear verlauft, fiihrt die Variablentransformation

w=In(l+k(n—1yz)) 4)
Gl. (1) in die Form tiber:
aéy 2 326’1,

= 3% . 1”

Im Strémungsinneren ist 4,, nach (III.25b) wieder konstant und Gl. (1)
hat die Form:
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90u _ 001802 217"" Ces Z0y (1)
o0 ’ v O on?
x

Die Gl. (1'), (1”) und (1”) sind aber in ihrem prinzipiellen Aufbau identisch,
so daBl wir fiir den gesamten Grenzschichtbereich eine einheitliche Formulie-
rung der Grundgleichung erhalten haben, nimlich

80y _ ;) &0
o0

f) oL, (5)

wo je nach Bereich w gleich 7 oder u zu setzen und f (w) bekannt ist.

Wir l6sen Gl. (5) durch ein Differenzenverfahren, indem wir je um einen
Schritt 46 vorwirtsschreiten. In 6* sei C, (6%, w) = (w) bekannt. Dann be-
stimmen wir €, (§,w) in §=0%*4+ 46, indem wir Gl. (5) fiir eine Anzahl Punkte
im Abstande 0, dw, 24w,... w—dw, w, w+Aw,...kdw in der Form von
Differenzengleichungen ansetzen. k ist geniigend grofl zu wéhlen, so dall in
w=kAdw der EinfluB der querbewegten Wand mit Sicherheit abgeklungen ist.
Wir verwenden riickwérts genommene Differenzen

ag(w) _ gw)—g*(w)

o6 46 ’ 6
a%g _g(w+Aw)——2g(w)+g(w—Aw) (6)
W( )= Aw? -

und erhalten so ein System von (k—1) linearen Gleichungen, das sich durch
einen Gaullschen Algorithmus 16sen 1a3t, denn Cy(0)=17 und O, (kdw)=0
sind gegeben.

204
———— turbulent A
Cy
= . |aminar T
10
Kap. V)
o]
! n 1000

Abb. 36a. Entwicklung der Quergrenzschicht an einer querbewegten Platte. Verlauf

von Cy (1)g_gonstant*
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Das Ergebnis findet sich in den Abb. 36a und 36b fiir ein Beispiel, dem die
folgenden Daten zugrunde liegen. (Sie entsprechen den Verhiltnissen des
Zahlenbeispiels von Kapitel IV im Mittelschnitte):

A

Cos = 14,76, V=143C,5= 21,09,

9, v*+t adv*t
1 = 160, 7]3 =

14 v

o= 1,64, o ~ 840,

%m = C (¢/€5) nach Abschnitt TV. 3.
zd

100

n_zdv" .
3 ——:—— laminar

t e turbulent

z .
. 'Q‘,O‘./,/

10 100 1000 10000

o- (x—x%) olv*e

Abb. 36b. Kurven konstanter Geschwindigkeit 6’,,.

Fiir die laminare, gleichbleibende Grenzschicht gilt Gl. (1’), und die Lésung
1aBt sich analog dem Vorgehen von Mager [17] in analytischer Form geben

¢ 0,48
1——17—”=E3(-91/—;77), (6)

wo E, eine verwandte Funktion des Fehlerintegrals ist, siehe [23]. Das Ge-
schwindigkeitsprofil é’x (n) wird dabei durch die Tangente im Ursprung ersetzt,
so daB die Schnelligkeit der Ausbreitung des Wandeinflusses im wandfernen
Gebiet unterschatzt wird.

Wir vergleichen unsere turbulente Lésung mit einer laminaren, welche
bezogen auf die Variable n denselben Geschwindigkeitsgradienten 3(3'36/817 an
der Wand besitzt. Da nun bei der turbulenten Grenzschicht wegen der um
den Faktor « erhchten turbulenten Austauschgrofle die Gradienten o C,/0 Z,
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resp. 3@,/61; um die Faktoren o!~*?2, resp. a~1-%2 vergriBert sind, so korri-
gieren wir dementsprechend auch die laminare Losung und erhalten

8 0,48 7 ,
= B ) @)

vergleiche auch Abschnitt I11. 3a.

Der Unterschied der turbulenten und laminaren Losung ist anfinglich
gering, da auch im turbulenten Fall die laminare Endschicht die Ubertragung
des Wandeinflusses ins Innere reguliert. Weil aber im turbulenten Gebiet ein
stérkerer Transport moglich ist, werden wandferne Zonen schneller beeinfluft;
Endschicht und Ubergangszone aber weisen groBere Gradienten auf, um diesen
erhohten Transport zu ermoglichen, d.h. das turbulente Geschwindigkeits-
profil éy (n) ist eckiger.

Es zeigt sich, dal} eine Lauflinge von vielen Grenzschichtdicken néotig ist
(Grenzschichtdicke hier, in der dimensionslosen Variablen 7 ausgedriickt,
75~ 840), bis sich der Wandeinfluf stirker in die wandfernen Zonen der
Grenzschicht ausgebreitet hat. Dies stimmt iiberein mit dem Ergebnis von
Abb. 14 (der Einflu einer periodischen Hin- und Herbewegung der Wand
erstreckt sich nur sehr wenig weit ins Strémungsinnere).

Zur Illustration ist gestrichelt auch die , stationdre’ Losung von Kapitel IV
eingetragen; weil die Querbewegung dabei im Ursprung der Grenzschicht
beginnt (x,=0), ist die Quergrenzschicht von Anbeginn véllig ausgebildet.
Diese Losung gibt daher einen qualitativen Anhaltspunkt fiir den asympto-
tischen Endzustand bei dem in diesem Anhange betrachteten Problem. (Bei
dem Beispiel von Kapitel IV ist zwar C,+0 wegen der lings x anwachsenden
Grenzschichtdicke, doch ist der EinfluBl des betreffenden Gliedes auf C), klein.)
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