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ZUSAMMENFASSUNG

In der vorliegenden Arbeit werden im Rahmen der linearen Elastizitits-
theorie die bei Stabschwingungen auftretenden Kopplungseffekte, ihsbe-
sondere die geometrische Dispersion, mit der Methode der asymptotischen
Entwicklungen systematisch untersucht. Zur Bestimmung der Dispersion
werden anwendbare L@sungswege gefunden bzw. skizziert, die unter Be-
‘schrﬁnkung auf das Stabinnere sowie auf die fundamentalen Modes alle
Hauptschwingungsarten der klassischen Theorie bei allgemeinen Quer-
schnittsformen umfassen und zu im asymptotischen Sinne exakten Resul-
taten fiihren. Die freien Ldngs-, Torsions- und Biegeschwingungen der
Stdbe werden.in einzelnen Kapite]h auf die Zielgrosse "Wellengeschwindig-
keit" hin einheitlich behandelt.

Die Grundlagen und Technik des angewandten asymptotischen Berechnungs-
verfahrens sowie die allgemein als Ausgangsbasis dienenden Stoffbezieh-
ungen und Bewegungsdifferentialgleichungen der dreidimensionalen Tine-
~aren Elastizitdtstheorie fiir isotrope Werkstoffe werden im 3. Kapitel
aufgefiihrt.

Im 4. Kapitel wird eine denkbar einfache Beziehung fiir die Dispersion
bei Ldngsschwingungen hergeleitet, welche die Wellengeschwindigkeit als
Funktion des Verh#ltnisses zwischen dem polaren Trdgheitsradius des
Querschnitts und der Wellenlinge angibt und jede weitere Rechnung fiir
alle Querscﬁnittsformen eriibrigt. Dabei handelt es sich um die Disper-
sion von der Grossenordnung hzckz. Dariiber hinaus wird die Kopplung der
Ldngs- mit den Querschwingungen dargelegt bzw. der Zusammenhang zwischen
den Verschiebungen und Spannungen hoherer Ordnung ermittelt.

Im 5. und 6. Kapitel werden fiir Torsions-, bzw. Biegeschwingungen Glei-
chungen zur Bestimmung der Dispersion sowie eventueller Kopplungen zwi-
schen diesen Schw1ngungen entwickelt. Mit Hilfe numerischer Verfahren

zur Integration der sukzessive auftretenden. harmonischen und biharmoni-
schen Differentialgleichungen ist damit die Behandlung beliebiger Quer-
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hnit “sformen méglich.

Bei Torsionsschwingungen, welche ~ abgesehen vom Sonderfall der Stdbe
mit KreisquerSchnitt - von Querschnittﬁverw61bungen begleitet werden,
wird gezeigt, wie die Dispersion'os(h2/pf) in direktem iusammenhang mit

. den Schubspannungen und Querverschiebungen sekundirer Grgssenordnung
steht, welche als Folge von durch Verwdlbung bedingten axialen Spannungen
und Beschleunigungen, aber auch ebenen Spannungen zustande kommen. Zur
Veranschaulichung der Erhohung der Torsionssteifigkeii und dadurch der
Wellengeschwindigkeit infolge Verwdlbung gegenliber jenen nachAQer ele-
mentaren St. Venantschen Theorie werden als Beispiel Std#be mit ellipti-
schem Querschnitt durchgerechnet. .

Bei den Biegeschwingungen werden neben den Einflissen der Querschnitts-
rotationen und der Schubspannungen auf die Korrektur'os(hzﬁhz) der Dis-
persion auch jene der Querschnittsdistorsion bzw. der ebenen Normalspan-
nungen quer zur Stabachse erfasst. Das Vorgehen wird anhand von Bei-
spielen ausfithrlich illustriert.

Im 7. Kapitel wird am Beispiel von Biege- und Torsionsschwingungen eines
Trdgers mit Halbkreisbogenquerschnitt gezeigt, dass die je nach der Sym-
metrieeigenschaft des QuerschnittSJ MBglicherweise gekoppelten Schwing-
_ungsdifferentialgleichungen von Stében mit dinnwandigen Profilen, nach
einer geeigneten Skalierung und Einfilhrung asymptotischer Entwicklungen
auf demselben Weg aufgestellt werden kidnnen, wie.in denAvordﬁgehenden
Kapiteln. '

Im'Anhang wird an einem Beispiel ein Variationsverfahren beschrieben,
das in Anlehnung an die Asymptotik fiir viele Querschnitte Niherungs-
16sungen in geschlossener Form liefern kann. .
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SUMMARY

In the present work a systematic investigation is made of the codpling
effects on thé vibrations of uniform cylindrical bars, with special

regard to the’resu]ting geometrical dispersion, usinj the method of
asymptotic expansions within the framework of linear theory of elasticity.
The solutions developed here are "outer" solutions in the asymptotic sense,
i.e. are to apply to the inner part of the bar subject to vibration resp.
wave propagation, without any restrictions concerning the shape of its
cross-section and making it possible to determine the dispersion on the
fundamental modes with a well-defined specific accuracy. The free longi-
tudinal, torsional and bending vibrations of bars are dealt with analog-
ously but'separate1y so as to furnish the dispersive phase velocity.

The fundamenté1s and technique of the asymptotic method applied as well

as the constitutive relations and the differential equations of motion

of the three dimensional linear theory of elasticity for isotrop and homo-
geneous materials are introduced in chapter 3.

In chapter 4, an equation for the dispersion on longitudinal vibrations

is derived which is valid for bars with any cross-section and gives {he
phase velocity as a function of the ratio K/A (K: = gyration radius about
the bar axis; A: = wave length). This result contains the complete dis-
persion of the order of magnitude h2/A? (h: = the characteristic dimension
of the cross section). In addition, the coupling between Tongitudinal and
Jateral vibrations and the relationship between the displacements and
stresses of higher order of magnitude are shown.

The 5th and 6th chapters treat the coupling and dispersion on thetorsio-
nal resp.. bending (flexural) vibrations of bars. Any type of cross-section
can be dealt with by means of numerical methods-appropriate to iﬁtegration
of harmonic and biharmonic differential equations which occur successively
after asymptotic decomposition of basic equations mentioned above.



- al; ~aay ascertained, the torsional vibrations are accompanied by war-
ping,. except in the case of circular cross-section. The resulting disper-
sion of the order of magnitude hflfe is found to be related to the shea-
ring stresses of higher order of magnitude and distorsion of cross section
" . which are consequences of not only the axial stess and acceleration but
also of the plane stresses. '

The very interesting phenomenon of the increase in phase velocity resp.in
torsional rigidity following the warping of cross-section is illustrated
analytically by means of the example of elliptical cross-section.

In’the chapter concerning the bending vibrations, the supplementary effetts
of lateral normal stresses and of the distorsion of cross-section as a re-
sult of lateral contraction onto the correction of the dispersion of the
order of magnitude hZ//( are obtained in addition to the contributions of
the rotary inertia (Rayleigh) and of the shearing (Timoshenko). The coup-
1ling with the torsional vibrations is also found out explicitly.

In chapter 7, the application of the method of asymptotic expansions in
order to obtain the differential equations of motion of coupled bending
and torsional vibratibns of bars of thin walled open cross-section is re-
presented by means of an example. It is pointed out that the mefhod can
fail to give satisfactory results due to the singularities of cross-sec-
tion.

In closing, a variational method combined with the asymptotics performed
in this work is introduced, which can be used for many cross-sections of
practical importance in order to determine analytical approximate solu-

tions..



i ZINLLITUNG

Bei Scﬁwingungen von Stdben treten in Abhdngigkeit von der Querschnitts-
form, je nach Symmetrieeigenschaft und Schlankheit, Kopplungen auf. Es
entstehen Querschwingungen kleinerer Amplitude bei Ldngsschwingungen eines
Sfabes. Ebenfalls werden bei Torsionsschwingungen mit Wolbung zusammen-

" hdngende Ldngsschwingungen und im Falle von Nichtsymmetrie des Querschnitts
auch Biegeschwingungen erregt. Andererseits erfolgt bei Biegeschwingungen
Kopplung mit Torsionsschwingungen, falls der Schwerpunkt und der Schubmit-
telpunkt des Querschnitts nicht zusammenfallen. Ferner ist bekannt, dass

bei Stében mit diinnwandigen,.offenen Querschnitten Kopplung iwischenABiege-,
Torsions- und auch Léngsschwingungén vorkommt. 4

Die vorliegende Arbeit hat zum Ziel, Kopplungseffekte bei Stabschwingungen
moglichst allgemein und genau zu erfassen und in einzelnen Beispielen zu
erldutern. Zu diesem Zweck werden wir als mathematisches Hilfsmittel die
"Methode der asymptotischen Entwicklungen nach dem kleinen geometrischen
Parameter ¢ gebrauchen, der die Schlankheit des Stabés charakterisiert. Auf
diese Weise wird es uns gelingen, asymptotisch exakte Ldosungen im Rahmen
der linearen Elastizitdtstheorie zu finden. Wir beschrénken uns auf zylind-
rische, homogene Stdbe aus isotropem, linearelastischem Material und setzen
voraus, dass der jeweilige Be1astungsparameter "geniigend” klein in bezug
auf ¢ bleibt, damit die Gliltigkeit der linearisierten Theorie nicht beein-
trichtigt, bzw. die Stabilit&tsgrenze nicht erreicht wird [1].

" Jede beliebige Stérung in éinem nach allen Richtungen unbegrenzt ausgedehn-
ten, elastischen, isotropen, festen Medium breitet sich in Form von zwei
verschiedenen Wellen aus, n&ﬁlich einer Dilatations- bzw. einer Distorsions-
welle, die beide eigene konstante Geschwindigkeiten aufweisen. Dies gilt ’
auch im Falle eines begrenzten Mediums, wie z.B. eines zylindrischen Stabes.
Der Reflexionsvorgang sowie der Erfiillungszwang von Randbedingungen an den
Oberfldchen des Mediums erschweren aber die mathematisch exakten Ldsungen
der Gleichungen ausserordentlich, bzw. verhindern die'genaue Erfassung der
ﬁeﬁ]enfortpf]anzung.



Auch die Analyse von SchWingungen eines Stabes kann -im weitesten Sinne als
ein Wellenausbreitungsprob]em aufgefasst'werden, in welchem sich die oben-
erwdhnten Komplikationen in Form von erzwungenermassen auftretenden Kopp-
1ungen dussern. Eine typische physikalische Begleiterscheinung d1eser Kopp-
lungen bei Stabschwingungen ist die Dispersion, d.h. die Abhdngigkeit der

- Wellenausbreitungsgeschwindigkeit von der Wellenldnge. Die Ermittlung der
Dispersionsgleichung ist bei Wellenausbreitungsproblemen in bezug auf Std-
be, wie auch Platten und Schalen, von grundlegender Bedeutung. Diese Glei-
chung kann in der Praxis z.B. zur Bestimmung der Elastizitdtskonstanten E
-und G, des Elastizitdtsmoduls bzw. des Schubmoduls von einem Werkstoff ge-
braucht werden, fiir den man das linearelastische Materialverhalten voraus-
setzt.

Die klassische elementare Theorie der Stabschwingungen, die wir als Ausgangs
bzw. Vergleichsbasis verwenden, fiihrt zu einfach formulierbaren Bewegungs-
differentialgleichungen und Wellenausbreitungsgeschwindigkeiten ohne Beriick-
sichtigung al1fd1liger Kopplungen. Filir den Leser werden wir sie im folgen-
den kurz wiedergeben [2].

a) Léngsschwingungen: .
Uhter den Annahmen, dass die Querschnitte eben bleiben und die Fortpflanzung
nur in der Stabachsenrichtung erfolgt (keine Querkontraktion), gelangt man

z2ur eindimensionalen Schwingungs- bzw. Wellengleichung:

Eu/xx =gu,§§ (1.1)

sowie zur Wellenausbreitungsgeschwindigkeit:
N7 T2

welche keine Abhdngigkeit von der Querschnittsform aufweisen.



Te sionsschwingungen: )
Vorausgesetzt; dass die Querschnitte eben bleiben und nur die Rotationen

der Querschnitte um die Stabachse beriicksichtigt werden, erhalt man die
entsprechenden Gleichungen:

C G =316, , (C = Torsionssteifigkeit) (1.3)

C1=\}C/SIP , : (1.4)

welche bei endlichen Wellenldngen, je mehr der Querschnitt des Stabes vom’
Kreis abweicht, desto mehr an Giiltigkeit verlieren.

¢) .Biegeschwingungen:

Basierend auf den Annahmen, dass die Querschnitte eben b1e1ben und 1ed1g- )
lich die Verschiebung der Stabachse in der Querrichtung relevant ist,
lauten Bewegungsd1fferentwa]g]elchung und wel1enausbre1tungsgeschwund1g-
keit:

EI va‘n: =—?Fw,t*_ N (1.5)

coare k. L -
c.A , _ (1.6)

Der Ausdruck (1.6) deutet auf Dispersion hin, wobei aber festgestellt
werden muss, dass dessen Aussagekraft sich auf sehr grosse Wellenléngen
" beschrdnkt. ’

Man kann experimentell leicht veranschaulichen, das§ alle oben angege--
benen Wellengeschwindigkeiten bei eindlichen Wellenldngen, mit Ausnahme
der Torsionswellen in Kreiszylindern, ihre GuUltigkeit mehr oder weniger
verlieren und Korrekturen bediirfen, die im Zusammenhang mit den jeweils
getroffenen, bee1ntracht1genden Annahmen und Vere1nfachungen stehen.

" miissen. Die Frage ist ndmlich, was der Verzicht auf eine exakte Gleich-
ung bzw. LOsung zur Folge hat und zwar insbesondere in bezug auf die
Wellenausbreitungsgeschwindigkeit. Anders ausgedriickt: Wie kann man



fiir die Wellenausbreitungsgeschwindigkeit Beziehungen herleiten, welche
der geometrischen Dispersion bzw. den Kopplungen bei Stabschwmgungen mit
einer woh]defmverten Genamgkeit Rechnung tragen?



. “URZE UEBERSICHT DER BISHERIGEN FORSCHUNGSBEITRAEGE IM HINBLICK
AUF LAS DISPERSIONSPHAENOMEN

' Die Untersuchungen in diesem GeBiet'gehen etwa ein Jahrhundert bis zu den
Forschungsarbeiten von L. Pochhammer [3] und C. Chree [4] zurlick, welche
unabh@ngig voneinander, die Dispersion bei sinusoida1enAL§ngs-, Torsions-
und Biegeschwingungen eines unendlich langen Kreiszylinders darstellten,
indem sie mit Entwicklungen von Besselschen Funktionen N&dherungs1dsungen
der dreidimensiona]en’BeWegungsdiffergﬁtia1g]eichungen kohstruierten.vlhre
Resultate, die jeweils den ersten Korrekturterm, d.h. bis und mit zweiter
Ordnung, enthalten, fassen wir wie folgt zusammen:

Ldngsschwingungen:
S P S PP 2\ 12 (2.1)
c, c.[1 5 (:mx)] c,(|+.zm*y1/&\2) .
Torsionsschwingungen (keine Dispersion):
Cr =Ca =\[G/s _ (2.2)

Biegeschwingungen:

. -7
=cf1_m(3,E_ VR |zxR 2n(1.E G )R
Cﬁ“c[ ‘3('}:*6*3)7@]‘“/\‘:“1*_3“.(2’5 2 )% (2.3)

(s. Anwendungsbeispiele bzw Dlspers1onskurven in den 4., 5. und 6. Kapi-
teln)

Bereits im Falle eines elliptischen oder rechteckigen Querschnitts
wird es wesentlich komplizierter, das Schwingungs- bzw. Wellenausbrei-
tungsproblem mit demselben Vorgehen zu behandeln. Auf Grund dessen kon-
zentrierte man sich nach Pochhammer/Chree auf fﬁr gewisse Querschnitté
spezialisierte, auf Kosten der Genauigkeit einfachere Niherungsldsungen,
die wir in zwei Gruppen einteilen wollen:



Der einen Gruppe gehbren Losungsvorschldge an, die entweder direkt, d.h.
intuitiv, oder durch Anwendung einer Variationsmethode, die Bewegungs-
'd1fferent1alg1e1chungen der oben angegebenen e]ementaren Theorie modi-
" fizieren [5 bis 15].

Der zweiten Gruppe hingegen ordnen wir solche Ndherungsversuche zu, die
zwar von den exakten dreidimensionalen Bewagungsdifferentia1g]éichungen
ausgehen, aber die Randbedingungen nur bis zu einem gewissen Grad, z.B.
in diskreten Randpunkten erfiillen (Collocationsmethode) [21, 22] oder
nur fir eine Anzahl Schwingungsmoden bzw. deren Kombinationen giiltig

_ sind [19, 20]. Ferner konnte man noch eine Reihe Arbeiten zu dieser Grup-
pe zdhlen, welche kreisnahe Querschnittsformen mit speziell vereinfach-
ten Fourierreihenansdtzen darzustellen versuchen [16, 17, 18].

Im folgenden michten wir kurz auf die drei representativen Beitrige der
ersten Gruppe ndher eingehen:

Die Methode von Rayleigh
a) fir Langsschwingungen; besteht aus der Aufstellung des wohlbekannten
Rayleighschen Quotienten unter. Berucks1cht1gung der Querkontraktion, wel-

che Disper51on verursacht.

b) flir Biegeschwingungen; geht vom Hamiltonschen Prinzip aus und beriick-
sichtigt bei der Bewegung neben den Verschiebungen der Mitteilinie auch
die Rotationen der Querschnitte um eine zur Biegungsebene senkrechte Ach-
se, welche deh entsprechenden Korrekturterm fir die Wellengeschwindigkeit

~ Yiefern.

Die Methode von Love

basiert auf dem Hamiltonschen Prinzip.
a) Fiir Léngsschwingungen; ergibt bzw. bestdtigt sie das Resultat von
Rayleigh, unter Beriicksichtigung der Querkontraktion.

b) Fiir Tors1onsschw1ngungen, trigt sie der Querschn1ttsverwo]bung Rech-
nung, bzw. erfasst deren Einfluss auf die Dispersion.
¢) Fiir Biegeschwingungen; beriicksichtigt sie zusdtzlich zu den Rotati-



nen 2r Querschnitte um zur Biégungsebene senkrechte Achsen auch die Dis-
torsionen :n der Querschnittsebene selbst.

Die Methode von Timoshenko

beschrinkt sich auf Biegeschwingungen. Im Gegensatz zu den oben erwdhnten
Autoren, welche Energiemethoden verwendeten, beobachtet man bei seiner
Herleitung eine eher intuitiv gefdrbte Ueberlegungsweise. Er fihrt in die
Bewegungsdifferentialgleichung die sogenannte Schubkorrektur neben dem
aus den Querschnittsrotationen herrithrenden Term ein, verfehlt jedoch die
Dispersion vollstindig in den Griff zu bekommen, da die im gleichen Masse
wichtigen Einfliisse der Distorsion sowie der ebenen Spannungen senkrecht
zur Stabachse, unberiicksichtigt bleiben. ‘

Diese Untersuchung der Entwicklung von Forschungstatigkeit in diesem Ge-
biet gestattet uns zu folgern, dass niemand bis jetzt auf die einfache
Idee gekommen ist, die Methode der asymptotischen Entwicklungen auf die
aus der linearen Elastizitdtstheorie erhaltenen dreidimensionalen Grund-
gleichungen anzuwenden.

Nach Skalierung von Spannungen und Verschiebungen beziiglich des kleinen
geometrischen Parameters ¢, der ein Mass fiir die Schlankheit des Stabes

darstellt, weisen diese Grundgleicungen in einzelnen Apprcximaiionsschrit- o

ten wesentlich einfachere Strukturen auf. Die Benutzung der Technik von
Lindstedt-Poincaré in diesem Zusammenhang, ermdglicht uns mit verniinftigem
Aufwand, die Kopplungseffekte bzw. die Dispersion bei Stabschwingungen in
asymptotischem Sinne exakt zu ermitteln.



3. ALLGEMEINES

In diesem Kapitel werden zuerst die Grundgleichungen der linearen Elasti-
zitdtstheorie fir Schwingungen isotroper, homogener Korper, deren Materi-
aleigenschaften durch den Elastizitdtsmodul E, die. Poissonsche Zahl v '
und die spezifische Dichte ¢ gegeben sind, aufgefiihrt. Anschliessend wer-
den wir diese fir einen allgemeinen zylindrischen Stab mit beliebigem
Querschnitt (Fig. 1) in dimensionsloser Form darstellen. Wir benutzen

ein kartesisches Koordinatensystem ii (i = 1,2,3) und wihlen die Stab-
achse als X,-Achse, welche die Schwerpunkte der Querschnitte miteinander

verbindet.

? ______________________________________ - h =2H ;3
4 . . 3 \ '

B

Figur 1

Ein (~) Uber einer Grosse bedeutet, dass diese dimensionbehaftet ist:

Wir setzen voraus, dass beztiglich der Stababmessungeh folgende Annahmen
zutreffen: b/h ¢ 1 und h/L = e<<1, wobei h die maximale Dicke in X,-Rich-
tung und b die maximale Breite in X,;~Richtung sind.

Im Rahmen dieser Arbeit werden wir uns mit den “"dusseren" LOsungen, die

sich auf den reguldren Bereich des Stabes, ndmlich das Stabinnere bezie-
hen, befassen. Dies bedeutet, dass wir die Randbedingungen an den Stab-

endquerschnitten, filir die je eine Grenzschichtldsung (“innere"- Ldsung),

sowie Matching erfqrder]ich ware, nur global, d.h.. im Mittel zu erfiillen
ims@ande sind. | ) i

Um Singularititen innerhalb des Gliltigkeitsbereichs unserer Ldsungen zu



vermeicden, s-h]iessen‘wir'an'der'Mantelflﬁche angreifende, zeitabhﬁngige

. Linzelkrdfte, bzw. Stiitzstellen ausser an den Stabenden aus. Als Belastung
lassen wir die auf der Oberfliche S und im Inneren des Stabes wirkenden,
stetig verteilten Krﬁfte,g (x ,t) und (x »t) (Kraft pro Fldchen- bzw.
‘Volumeneinheit) zu. Die 1ate1n1schen Ze1ger stehen hier, wie im weiteren
flir 1, 2, 3. Die Wiederholung eines Zeigers innerhalb eines Terms weist
allgemein auf eine Summation hin. Die Spannungen bezeichnen wir mit °1J
die Verschiebungen mit u . Die Tineare Elastizitdtstheorie liefert folgende
Beziehungen zwischen zwe1 Grossen:.

Die Stoffgleichungen:

Ui g + Oy =22t Ty -2 e‘g\gsié]‘ . S (3.1)

Die Bewegungsdifferentialgleichungen:

Gyy +8 =Shig - ' (3.2)

Nun fiihren wir folgende dimensionslose Grissen ein, wobei griechische Zei-
" ger die Zahlen 2, 3 bedeuten:

Spannungen: G"J = 6}3 /Q,

Verschi;bungen: u:= OE /G

Koordinaten: X, c=RA; Far= % /w
Belastungen: s : =8 /G. A A =ﬁ“/¢.
Zeit: t = E/T

Das oben als Referenzspannung benutzte c, kann, je nach vorliegender:
Schwingung, z.B. als Maximalwert der relevanten Oberﬂ'a'chenbe]astung
gewdh1t werden, die Referenzzeit T z.B. als Schwingungsperiode.
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Die Gleichungen (3.1) und (3.2) Tassen sich jetzt anhand der oben ginge-
fiihrten Grdssen ebenfalls dimensionslos schreiben: :

EU, =G, R AT™
EUy, + U,x =20+r) Gy k (3.3)

Us,p +Up,u =2 (1e7) Tup —27 (G + Gyy) Sug

2
€0, + (’—fo(,e( +p = Z_“-\_z u./tt =2 8”\)-,“_

. ‘ (3.4)
EG;(‘:\ + G’«Plp + P* =gﬁH. LA"‘/ {{= ?\ £ u“lU‘,

Die Zahlen X und u, beide 0S (1) (d.h. von der Gréssenordnung 1, s.[11)
sind zur Vereinfachung gebraucht worden. Das vom Schwingungstyp abhdng-
ige p ist fiir Ldngs- und Torsionsschwingungen durch 2 und fiir Biege-
schwingungen durch 4 zu ersetzen, wie man aus den Bewegungsdifferential-
gleichungen der elementaren Theorie ersehen kann. Der Wert von A ist
hingegen fiir das weitere Vorgehen unwesentlich und wird deswegen wie 1
behandelt. )

Im Hinblick auf die spﬁtere'Anweﬁdung der Technik von Lindstedt- Poincaré
fiihren wir hier folgende Zeittransformation ein, mit der wir schwach nicht-
linearer Frequenzabhdngigkeit Rechnung tragen [23], [24]:

T=ct , _ (3.5)
wo k eine von e abhdngige Konstante in der Form

=1+ l:,,i" +Eg&bfos(56) ‘ (3.6)

darstellt.
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" Ue¢ ereinstimmung mit der Definition der Referenzspannung o, nehmen wir
an, dass die dimensionslosen Belastungsfunktionen si(xj,t) und pi(xj’t)
von e unabhidngig und insbesondere 0S (1) sind. Wir bezeichnen diejenige
Schwingung als Hauptschwingung, die am Stab primir erregt wird. Die Gros-

-senordﬁdﬁgen gewisser Spannungen lassen sich, je nach Hauptschwingung, an-
‘hand relevanter Randbedingungen, Beanspruchungen bzw. Be]astdngsfunktionen
leicht abschitzen. Z.B. kann man bei Léngsschwingungen folgern, dass oyy =
0S (1) sein muss. Bei Torsionsschwingungen filhrt eine dhniiche Ueberlegung
zur Feststellung Oy = Os (1). Bei Biegeschwingungen suggeriert hingegen
die Randbedingung e = Sq? dass Coa = 0, (1) ist. Ist die Grossenord-
nung der massgebenden Spannung dadurch bestimmt, ergeben sich die Gros--
senordnungen aller iibrigen Spannungen und Verschiebungen auf eindeutige .
Weise durch Vertréglichkeitsbetrachtungen der Gleichungenh (3.3) und (3.4). -
Diese Skalierungsergebnisse kann man fiir unsere drei grundsdtzlich ver-
schiedenen Hauptschwingungen wie folgt zusammenfassen:

Fiir L&ngsschwingungen:

U =0,(e") ; Uug=0(1)

: ‘ (3.7
G,=0(1) ; G =0, (&) ('J:,(‘5 =0,(&)) )
Fiir forsionssthwingungen:
u, = OS (1) ; U,(:Os(a")
(3.8)

Gu=0s(6) 5 Gu=0s(1) i Gup =04l

Fiir Biegeschwingungen:

u=0(e% 5  u.=0g(e"

Gu=0 (&) ;  Gu=0,(€); Gu=0. (3.9)
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Nach diesen Vorbereitungen werden wir nun in weiteren Kapiteln auf einzel-
ne Hauptschwingungen eingehen und uns dabei auf freie Schwingungen der

" Stdbe beschranken. Wie man leicht einsehen kann, wire die Behandlung er-
zwungener Schwingungen, d.h. des allgemeiﬁeren Falls mit den Belastungs-
funktionen S5 und Pis ohne erheblichen Aufwand mtglich.

Zundchst werdén wir fir Spannungen und Verschiebungen Ansdtze von asymp--
" totischen Entwicklungen der Form

. .
fles.© =) e™f™(x,o) +O5(ef) = SENERTY
. M=n
einfiihren, wobei n die jeweilige, die Grossenordnung charakterisierende
Potenz von e bedeutet; und diese in die Gleichungen (3.3) und (3.4) ein-
setzen. Ueberall dort, wo die Zeit expliziert auftritt, werden wir die
Transformation (3.5) beriicksichtigen und ausschliesslich 1 verwenden. Fer-
ner ist ein Pﬁnkt Uber einer Grosse als Ableitung nach t zu verstehen.
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AENGSSCHWINGUNGEN .

Die entsprechenden asymptotischen Entwicklungen fiir Hauptschwingungen die-
ser Art konnen wie unten geschrieben werden:

Ut u™ ru® s Oe) (4.1)
U= U+ e UL + 04 (&) S ‘ - (4.2)
Gu= G+ & G0+ Os(e?) : - - (4.3)
Giy=€ T+ £G4 Os (€3 D (4.4)
Cup =€ OF + £ G+ Os(6) - i _ . (4.5)

Die Stoffgleichungen (3.3) bleiben unverdndert

-gu|,\=G;| —VO%X » (4.6)
Eue(,| +u.'“ =2 (H-V) G\& . (4-7)
Us,p  Up,u = 20149 Cg ~29( G+ Gy Sup 5 (4.8)

wihrend die Bewegungsdifferentialgleichungen (3.4) mit
et =1 +2K7_51+05(E") » (4.9)
und unter Vernachldssigung von Py folgende Form annehmen:

E0y,, +Gyu = £ iy, - : (4.10)_
€ Ouiy +Cupp =€ Ua . : (a.11)
Durch Einsetzen der obigen Entwicklungen in die Gleichungen (4.6-8), so-

' wie {4.10 & 11) und Bildung des Grenzwertes fiir e+0, erhalten wir schritt-
weise Ndherungen der exakten Gleichungen:
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uss =0 - (3.12)
() 1
Cﬁ\ = ubl . (4.13)
(Dp+ U =2906g
U + U = 206008 ' (4.14)
(] e o .
T, o = U™ - fo,)\
( \
G, n_ u® Ly G‘(‘:)
: ]
U&‘,}yug}“ =201+v) G.u((;,) —ZV((‘-\:Z)*’C?X )Sdp (4.15)
@ > (o (G
Gupg = U2 - Gar.,
( _
Uy + U =204 G (4.16)
(3) .

Gy = U 421,671 G\

etc. )

Die Niherungsgleichungen, die zu trivialen (Null-) L&sungen fiihren, wur-
. den hier unterdriickt. Da wir uns mit den freien Schwingungén befassen,
sind auf der Mantelfldche die homogenen Randbedingungen

G—,d [P} =0 bzw. G'I(: Ng =0 G'ls)na =0 etec. (4.17)
)
G-o(%V\g =0 bzw. (J—aﬂﬁ V\ﬁ =0; G;;nP=O e{p_. (4-18)

zu erfiillen. }
Nun wollen wir auf die Losungen der einzelnen Approximationsschritte ein-
gehen. Aus den Gleichungen (4.12) und {4.13) folgen:

u w2 (%, ) = U (x,,2) - (4.19)
= Gk, T = U, (4:20)
'u:s = 02, _e@(x,,‘c\ Cxp Xp - U, % - . o (a.21)

(
*®
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Ver 1t ea der Permutationstensor

0 fir wep v
e = +1 ﬂjr e"~=2., p=3 . . (4.22)

-1 fir =3, Bp=2 .

Wir beriicksichtigen zunichst d1e Randbedingung (4.17), d1e fir diesen
Ndherungsschritt

Q) ' '
Clo¢ e =0 - ' - (423
bedeutet und stellen diese in der Integralform

[} ’ '
fc',c( nds =0 . ‘ (4.24)
dar. Die Anwendung des Gausschen Satzes ergibf den Ausdruck
f G dF =0, - (4.25)

F - ‘
fiir den gemiss der Gleichung (4.14b)

) =[O0

geschrieben werden kann. Da der Integrand sich hier als eine von den
Querschnittskoordinaten unabhingige Grosse erweist, kann man daraus auf

U-U,, =0 , . 7 (4.27)
bzw. '
Gioog =© - ‘ (4.28)

- schliessen, (4 27) ist d1e e1gentliche Bewegungsd1fferent1a1g1e1chung
der Langsschw1ngungen.
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)

Nun befassen wir uns ndher mit c( und sehen dafiir durch Einfiihrung einer

Spannungsfunktion ¢ den fo’lgenden Ansatz vor:’

] S

Cop = 2 _ (4.29)
A 20+ o(§¢,p ’

welcher (4.28) erfiillt. Aus (4.145) erhalten wir durch die Operation

(O] : m
edﬁ(u,‘,\ +u), " =2(1+Y) Cxg i ' 2 (4.30)
und Beriicksichtigung von (4. 21) und (4.29) die Po1sscnsche Differential-
gleichung :

: cb,pp ==-2, ‘ ‘ (4.31)
"deren L&sung gemdss (4.23) und
V\(,(—_-edp _._é.dx . (4-32)
d

am Rande des Querschnitts

dé

=0 bzw. ®=keest. = : (4.33)
ds .

erfiillen muss. Ebenfalls aus (4.14a) konnen wir um anhand (4.21) als

' " __m (=) - )
Ui =0, (x,,T) —xy Uz,,-a—-;—'xxxnU,,, +2(\*>’)qu1| dxy (4.34)

ausdriicken. Falls die G'Iei'chung (4.31) zusammen mit der Randbedingung
(4.33) eine Losung besi‘tzt,- sollte diese unabhdngig von U sein, bzw. nur
im Zusammenhang mit & stehen. Da wir hier davon ausgehen, dass Torsions-
schwingungen nicht primdr angeregt werden, schliessen wir darauf, dass ¢
resp. °1(;) identisch null angenommen werden diirfen. Diese Folgerung kann
man auch durch folgende Ueberlegungen bestitigen: )

rs

Gemdss (4.18) ge]ten fiir o é die Randbedingungeﬁ
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b,f;’ nﬁ =0 o s (4.35)
die in Form von

‘ ' 4.36
.xg, Ne =0 _ _ ( )

erweitert werden k'dnnen'. Aus .der entsprechenden Integraldarstellung

’ f €ouy X5 G;f,’;’ ngds =0 L - (4.37)
s , » -

“und der Anwendung des Gaussschen Satzes folgt

| @ P | e
[pe¢x x;’ G“P’ﬁ Q\F _O - ( .

bzw. (4.15¢) benutzend:

- (o) -
S e (02 - 6,) o =0 | (2.39
F . o

Die letzte Gleichung fiihrt unter Berucks1chtlgung von (4.21) und (4. 29)

"sowie parzieller Integration zu
2(|+y)9f><,x,d€ 2 ,"f $df =0, ' (4.40)

welche die Bewegungsdifferentié]g]eichung einer torsionsartigen Haupt-
oY in die-
sem Niherungsschritt berechtigt und die Verschiebungen sind anstatt
(4.21) und (4.34) wie folgt auszudriicken:

schwingung wiedergibt. Also ist der Ausschluss von © resp. o

(9) et Ld
Ueo = U =7 Uy, %« (4.41)

= () ~ (Y
U, o oxy Uy, +V_x3xBU,“ . ‘ . » v(_4.42)

|

u(‘n‘ >

Wendet man den Satz von Gauss d1esma1 auf die Randbedmgungen (4 35) -
bzw. auf
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j Cug Ve ds = . A RCRE)
an, so besagt die Gleichung (4.15¢c), die nun als

(2’) ‘(o)

Cup,p = U ‘ (8.44)

figuriert, dass der Term ﬁ;”

[Gi:g =0 | _ _ (4.45)

zu erfiillen ist.
Als ndchsten Schritt ziehen wir die Spannung o(
(4.15a) und (4._42) als

ebenfalls nicht erlaubt werden kann, da

D in Betracht, die gemiss

@ - ) {2)
G-l\ =U,, ':9,_‘7‘257‘6 U +> GKK (4.46)

geschrieben werden kann. Diesen Ausdruck setzen wir in (4.16b) ein und

erhalten:
(3) R () B O} . - (2)

Gt = Ui ~ Uy, "‘3_‘ Xy%x U/n ‘VTX)’XK Un+2 k:U- -0y, oder
(&) =M ¢2) _

G;OK a =W —u,, *Z'CIU Gy g (4.47)

Gleichung (4.47) zusammen mit dem Gaussschen Satz angewendet auf die Rand-
bedingung ’

® - , . :
1 N =0 : (4.48)
bzw. deren Integralform -

[ G2 ngds =0 (4.49)
S .

.gestattet uns -
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MRS )| £ =0 @ oo
JF C‘d\ld\ JF = [(u. ," +2‘:1U -y G’SU ‘)clv =0 ' : (4_50)
oder
=0 _m ;
w-apn, —2czu_%f Tpy If | S (a1

zu schreiben. Nun wollen wir uns etwas einfallen lassen, damit uns die

' Bestimmung des Integralterms auf der rechten .Seite von (4.51) gelingt,
ohne den Integrand explizit kennen zu miissen: Wir betrachten wieder die N
Randbedingung (4.35) und schreiben diese durch Einflihrung eines noch zu
bestimmenden Vektors va.wie folgt erweitert:

. (2) ’ . A .
Vu g Ny =© _ (.4.52)
und in Integralform

_ f\/« Gap Mg ds =0 . (4.53)
S : i :

we]ches nach dem Gaussschen Satz auch als

/(\/,( G;;’) Jf f\,dp m# f\/x dpﬁdg -0 (4.54)

dargestellt werden kann. Es ist lercht zu. erkennen, dass der Integralaus-
druck

f\""& o o (4.55)

mit dem gesuchten Term

[oss s

(abgesehen .von einer dnwesentlichenrAbIeifung nach X;). zusammenfallen
wUrdé, falls wir anstatt v_ einfach 6“8 einsetzen konnten.
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Digse Feststellung 1dsst uns auf die Wahl

N o (4.57)
.schliessen, da in diesem Falle

Vup = Xep = Sug T (4:58)

automatisch erfillt wird. Damit erhalten wir

f W df —-[x&cj‘;? S | (4.59)

bzw. durch die Beziehung (4.48)
2) =(s) "
Gyy,, oF = fx,( Us, df =vU,, [ xgxy df . (4.60)
’ . F . F
Das Integral
[xﬁxu Jf | _ - (4.61)

F.

auf der rechten Seite bedeutet das polare Trdgheitsmoment C,, (dimensi~
onslos) des Stabquerschnitts und ermtg)icht uns anhand der Definition

C“/F . ( =K|[/“‘\) (4-62)
des polaren Trigheitsradius, (4.51) in folgender Form auszudriicken:

() =)
u‘ - u‘l"

=21, 0 -v* K} U,“ . ' (4.63)
Die Differentialgleichung (4.63) weist auf eine homogene Losung hin, die
von der Struktur her genau so aussehen sollte, wie die mit der voranéeh—
enden Naherung zusammenhdngenden Inhomogenitétsterme. Dies bedeutet, dass
in der partiku]ﬁren Losung Sdkularterme vorkommen missen. Solche Sikular-
terme diirfen aber, entsprechend der Idee von Lindstedt-PoincaEé, nicht zu-
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- “Tas: °n werden, da die Periodizitdt des Schwingungsvorgangs erhalten
bleiben muss. Also ist die unbekannte Konstante k, so zu bestimmen, dass '
die rechte Seite von (4.63) identisch null wird. D.h. wir bekommen

:1=%5K7Q S ~ (8.64)

wobéi (4.63) sich auf folgende, mit {(4.27) zusémmenfa]]ende Form bringen
" YEsst: : '

= —t
u' - u\l n

=0 . ) f (4.65)

Die Losung dieser Differentialgleichung konnen wir auf die von- (4.27) zu-

rickfihren und fiir ufY identisch null setzen.

Nun fassen wir die endgiltigen Verschiebungen dieses Naherungsschritts

zusammens

() o
U =-vX« U, : (4.66)-
u:') = %x_xx‘éufu . (4.67)

Um die Dispersion zu veranschaulichen, setzen wir fir U z.B.

U= U, oswT sinwx, _ . (4.68)
an, welche (4.27) erfiillt. Dieser Ansatz kann auch als

U=, cos'%_’ifg Sin .1,1\! %, _  (4.69)

ausgedriickt werden. Wenn wir nun beriicksichtigen, dass hier
-

t_:_T{ =T‘_t£_ . ;‘=LX‘ , (4.70)

) sind und wir fir die Wellenlﬁngé durch Einfiihrung der Nellehausbreitungs—
geschwindigkeit ¢ ‘
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A =cT (4.71)

schreiben, erhalten wir aus dem Vergleich von (4.68) und (4.69):”

27 L
W= 22— =2 = (4.72)

L cT
bzw.

L o

T
In Anlehnung an die Diskussion der Gleichungen (3.4) benutzen wir die
Beziehung ’

2 ) .

SL O =2 =1 © (4.78)
ET*

und_ersetzen L/T durch
c, =YE/s . (4.75)

Beziiglich x beriicksichtigen wir, dass

eet =P G (2L L2 (e Ka ) (4.76)
2 MRS 2 A :

geschrieben werden kann und bekommen schliesslich das fiir alle Quer-

schnittsformen giiltige Ergebn{s

C = Co [1 —-’zit (Z_W %)L-r] (4.77)
oder _ 7 » :;
C=cCo [1 + v+ (2n .:K/\—"Y].-Vz ’ | am

falls man die Entwicklung hier abgebrochen annimmt. Der Leser kann sich
'1 leicht vergewissern, dass der azllgemeine Fall A#1 zum selben Resultat
fur die Wellenausbreitungsgeschwindigkeit fiihren wiirde.
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Tundchst waren die Spannungen 0:53 ﬁnd anschliessend die Verschiebungen

mdes Problems der ebenen Verzerrungen zu bestimmen. Dafiir stehen uns -
d1e Gleichungen (4 15) und die Randbedingungen (4.35) zur Verfiigung. er
machen fiir die Spannungen c(s durch Einfihrung einer b1harmon1schen Span-

nungsfunktion ¥ folgende Ansdtze:

@
Gzz = q}:ss - —Unu ( ) ‘ ,
(2) .
G?s; =Y -%U:m (',_—.;r-xz +X§) o (4.79)

(€3}
Gp3 =-YWaz

welche die Gleichungen (4.15¢) bzw. (4.44) sowie die durch Elimination -
von ¢ -fi’ und den Verschiebungen u;2>innerha1b (4.15) entstehende Vertrdg-

Tichkeitsbedingung

®  _w '
20+ G,f;?u = (147 (-9) (G 33 + g)u (+9) ez 22+, 3;33 -y, (4.80)
erfiillen. (4.80) gibt uns gle1chze1t1g die D1fferent1algle1chung von ¥
als

Wouaxpp =0 , (a.81)

die mit den entsprechenden Randbedingungen (4.35) geldst werden kann.
Hat man die Spannungen c;;) damit bestimmt, so kann man durch (4 ‘15a)
cl(i) und durch {(4.15b) - ()herausfmden

Als ndchsten Schritt behandeln wir nun die Gleichungen (4.16), welche
wieder ein Torsionsproblem zu verkorpern scheinen. Wenn man unter Be-
riicksichtigung von'(4.47) die Inhomogenitdt der Gleichung

3y - z2) ’
G =280 -5 Gy, I (4.82)

R R K . » .
betrachtet, ist leicht zu erkennen, dass die Schubspanqunggn Oy Tede

.von null verschieden sind bzw. eine neue Kopplung vorliegt. Um Wieder-
holungen zu vermeiden, werden wir aber auf deren Ermittlung nicht ein-- -
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gehen und die Approximationsschritte hier abbrechen. Fassen wir unsere
Feststellungen zusammen: "

.

Bei Ldngsschwingungen eines Stabes entstehen als Effekt 2. Ordnung ebene

(), und als

Spannungen o( ) , begleitet von der Lingsspannungskorrektur o

Effekt 3. Ordnung Schubspannungen cl . Selbstverstdndlich ist das Auf-

treten dieser Spannungen mit dazugehor1gen Verschiebungsgrissen htherer

Ordnung verkniipft.

Die geometrische Dispersion 1dsst sich im asymptotischen Sinne genau dar-

stellen.

Die unserem Vorgehen zugrundeliegenden asymptotischen Entwicklungen er-~
“moglichen uns, diese Niherungsschritte beliebig fortzusetzen. Es sei hier

jedoch auf den rasch anwachsenden Rechenaufwand und auf den Gu1t1gke1ts-

bereich unserer Resultate hingewiesen.

Im folgenden findet der Leser einige Dispersionsdiagramme fiir Ldngsschwin-
gungen von Stdben verschiedener Querschnittsformen.
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T. TORSTUNSSCHWINGUNGEN

Fiir die asymptotische Analyse dieser Hauptschwingungen von 2ylindrischen
Stdben fihren wir auf Grund der im 3. Kapitel aufgefiihrten Skalierung
folgende Entwicklungen fiir die dimensionslosen Verschiebungs- und Span-
nungsgrossen ein: '

=ureu® +0, () o » (5.1)
U.«:.‘u‘;"+ US4+ O, (€) : : o (5.2)
Gy =Gy +& G4 0.(») ‘ _ | S (5.3)

G 02 ve G2 4O o G
Gxp =E.G;(; +&¢, :; +Os(s".) . N - . (5.5)

Das Stoffgesetz (3.3) in Form von

eU, =Gy —¥ Gyg C - (5.6)
EUg,tW,a =201+7) Gy : (5..7)
Up +Up,x =200 Gyg ~27(G, + Gipy) Sup (5.8)

bleibt weiterhin giiltig. Die Bewegingsdifferentialgleichungen (3. 4) schrei-
ben sich, wie bei den Langsschwingungen, als

ETGwy + Giqu =E' K" u, ’ ' (5.9)
‘eoz‘l:\*'ﬁ‘ﬂﬁ,f: =Ep G“ (5.10)
Setzt man die Entwicklungen (5.1-5) in die Gleichungen (5.6-10) ein und
bildet den Limes fiir € » 0, so ergeben sich in den einzelnen Niherungs-
schritten folgende Sdtze von Gleichungen: -

(-1) (G)]

u",ﬁ'fuplx =0 . . - (5.11)
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W + U2 220G o
e )
Glaw =0 ' -~ (5.12)
S o : S
.G~“(’= u.:‘ + ¥y Gsnl ‘
' )
u:t),p + U(g,og =20+Y) ‘.-—":p —2v(6‘lf')+ (75(1?)8,‘5 (5.13)
G-;g'? = C‘S(')_ G'l:),l
UE + Ul =209 G } (5,10
) re m )
Olet,x = G - G?\,Il
3) €2y 3y
GI\ = u:' + Y G-t;s
ST\ =  _(® :
Uxp +Ug, o =2('**)<7«=t(;3 -2v(Gy "+ Gyz ) Sup (5.15)
@) = e e :

Uapp =Ux +2k. U - G,

etc. ' ,

Da wir uns fiir "dussere" L'dsungen interéssieren, sind Tediglich die Rand-
bedingungen fiir die Mantelfldche von Bedeutung, welche fiir den Fall von

freien Schwingungen in homogener Form

(o)
CiaNa =O - bzw. .Gix N =0, qg’n,‘:Q ele. (5.16)
m ()
OxgpNp=0  baw. Cup ng =0, Gug np=0 etc. (5.17)

formuliert werden konnen.
Zundchst befassen wir uns mit den Losungen der einzelnen Gleichungssitze

(5.11), (5.12), (5.13) etc. Die Gleichungen (5.11) liefern die primiren
SN

Verschiebungen uZ in Form von
(-1)
CUx = -0 CupXp (5.18)

wobei £ den nur von x, und T abhingigen Torsionswinkel des Querschnitts

und e__ den Permutationstensor (4.22) bedeuten. Um die Lb‘sun)g der Gleich-
vt . g s (o

ungen (5.12) zu bestimmen, machen wir fiir die Spannungen % folgenden

" Ansatz:
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(o) 8: }

Y’ =00 edp;(b,ﬁ s (5.19)

womit ¢ als eine Spannungsfunktion eingefiihrt und dabei)(5.12b)'erfu11t
wird. Aus (5.12a) erhalten wir nach Elimination von ufa gemdss :
(o) (-1

eup(uhq + U,y

B =-29, =0, edﬁ Cxy d),PB ‘ . " (5-29)

die Poissbnsche Differentialgleichung

Cb/?p =-2 , S (5.21)
deren Ldsung am Raﬁde des Querschnitts, laut (5.16)

G n, =0, - v : (5.22)
.oder nach Anwendung der fiir Normalenkoordinaten giiltigen Beziehung
Nu=eup g2 , o (5.23)
S§= bzw. ¢A=_konsl:. (5.24)

befriedigen muss. Vorausgesetzt, dzss dieses ¢, wenn nicht in geschlosse-
ner Form, so doch mittels Computermethoden niherungsweise fiir jede belie-
bige Querschnittsform ermittelt werden kann, bestimmt sich gleichzeitig
@ » anhand (5.12a).

Wir wollen nun die e1gentliéhe Bewegungsdifferentialgleichung der Torsi-

auch die Verwdlbung u,

onsschwingungen her1e1ten. Dafiir benutzen wir die Randbedingungen (5.17),

geschrieben fiir c(; in Form von
oy .
(I,F, g =0 . : (5.25)

[§V]
“Wenn man o Bnﬂ a]s einen (Nu11 )Vektor von einem zwe1d1mens1ona1en Vek--
torfeld auffasst, ist leicht zu verstehen, dass sein Skalarprodukt mit
einem anderen Vektor mit zwei Komponenten, wie
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Va( =Cuy Ky - (5.26)

ebenfalls null betragen muss. Der Satz von Gauss ermdiglicht uns’&%e Inte-
graldarstellung der erweiterten Randbedingung

ey Xy c'ofg ng =0 (5.27)
d.h.

) : -
fsedvx! G:‘p V\Fas =0 ’ (5.28)

in ein Fldchenintegral umzuwandeln: -

‘ m | : A
/Fe*zs Xy G“Pfﬁ&f‘:O . : (5.29)

Setzen wir (5.13c) in (5.29) ein und berlicksichtigen die Randbedingung
(5.24) bei deren partiellen Integration, so erhalten wir

200 © [ xyxg I -28, [ $f <o . (5.30)
F F
Die Definition des polaren Tridgheitsmoments des Querschnitts als
C“ =[X3X.§ d? ‘ : ’ ’ (5.31)
[ o ,
und der statiscﬁen Torsionssteifigkeit desselben'a1s

C =5 f,__cb df _ (5.32)

201+7)

fuhren dann zu} gesuchten Differentialgleichung fiir 6:
Cv®-Cceo,=0. : . ' (5.33)

Nun befassen wir uns mit der Losung der Gleichungen (5.13) und gehen
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7 von us, cass cl(;) bzw. ul(o) bereits bestimmte Funktionen sind. Durch

Einflihrung ainer Spannungsfunktion ¥ machen wir folgende Ansdtze fiir c<;3)

c© )
9.1 =Y, -e"f-"b “jq dx,

[0}

O =Wy 4By G2, dns G
(O]

Gy =-Yas

indem wir (5.13c) erfiillen, und wir erhalten aus der Vertrdglichkeitsbe-
dingung simtlicher Gleichungen (5.13), d.h. aus der Beziehung

’ 2.(!+1)G'25 23 =(1-v¥ )(Gu 2+ G'_,f;.,_,_ v(\-w) (Uz(zﬂ,n* G_,f;)l” ; (5.35)
. die biharmonische Differentialgleichung
_0 . ' ' (5.36)

LV: ool PP

¥ ist so zu bestimmen, dass (5.36) und die Randbedingungen

C?np=0, - : ' (5.37)
we.lche uns die" am Querschnittsrand sorzuschreibenden Werte bzw. Funkti-
onen fiir ¥ und d‘l’/d liefern, erfiillt werden. : v
Fiir die Losung bei beliebigen Querschnittsformen eignen sich z.B. fur }
Platten iibliche Computerprogramme (PLATTE, FLASH, NASTRAN, etc.) .
Sehen wir die biharmonische Spannungsfunktion ¥ résp. die Spannungen ai(;)
als gegeben an, so konnen wir durch die Beziehungen

"”( <'—nm m) e;u Fz(x*) ’ | - .(5.38)

u(zl)':. = G'z(;,)
U = 0 -v(G)"+ G =8 R0 | (5.39)
l£2+u?1_z(uw0*‘__20+ani B - 5
(1)

uy  wie folgt bestimmen:
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U(;-\ _e'“ IFZJXz _ M‘L (X”‘C\)-'e Ra +e,“ u,_ (7\¢\ (5.41)

W =8, [Fdx,=Us (8% 0, 00 (xd . - (5.4

In einem nichsten Approximationsschritt betrachten wir den Gleichungssatz
(5.14). Wir bezeichnen den Inhomogenitdtsterm von (5.14b)

U2 -G =28, 00 - (5.43)

und fiihreri ¢ und Q, zwei verschiedene Spannungsfunktionen ein, von denen
nur die erste im Zusammenhang mit & stehen soll. Schreibt man nun fir die
Schubspannungen 2. Ordnung die Ansdtze )

) |
G =29(| 3 €4P¢,§ + 82,4 +9,uGu (AG-L =‘—f’3°\"“) (5.44)

(Vg.(5.19))
vor, so erhdlt man aus (5.14a) durch Bildung von

, @
) edg(lﬁ),‘ + u:)‘) P = Z(\*’l) 24?0—\“'% . (5.45)
die ¢ allein betreffende Poissonsche Differentialgleichung

, d)% =-2 A (5.46)

‘und zusdtzlich die Beziehung

eaﬁ G(“?ﬁ —Z(I*V)QAF,G . . (5.47)

Die Gleichung (5.14b) liefert uns eine andere Laplacesche Differential-
gleichung, nimlich '

g =0. N o | (5.48)
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" i de - Beriicksichtigung der entsprechenden Raﬁdbédingung

Gol Ay =0 B o (5.49)
aTs
[E%T) e-‘?¢;p + -Q—,gg + et\u G‘«] Ny =0 _ ‘ (5.50)

ziehen wir die Beziehungen

d.0

Tn = e Ny ' .‘ . : (5.51)
und
Na=exgSXs . R . (5.52)

ds

heran ﬁnd bekommen dadurch

-oder gemdss unserer Voraussetzung separiert,

jiaa baw. @ =konst. ; (5.54)
s

'Jil'=_e/mc‘xnx ’ 7 (5.55)
dn 7 . . .

welche, mit (5.46) und (5.48) zusammen betrachtet, auf ein Dirichletsches
bzw. ein Neumannsches Problem hinweisen.
Durch Modifizierung der 'Randbedingungen
_G(3) . .

in Form
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(3

eeq X~6 G;(% r} =0 . (5-57)
bzw.
£ €.y Xy ‘2 npés =0 | (5.58)
oder nach dem Gaussschen Sat;

e’a(zsx‘c G:(g.,p AF =0 ‘ -59)
F
erhdlt man anhand (5.15c) folgende Integralbeziehung:

- (¢} (2) A (5 60)
€uy Xy Uu G-o(l\+2'r‘2ue(> f=0. .
F

Diese ergibt uns unter Beriicksichtigung von (5.18), (5.41 & 42), (5.44)
sowie (5.31 & 32)

c,6 -CS, __anc,,e edaxh[e," -(a ,;_L+9,,,"G“)]é§, (5.61)
ode-r mit einer neven Bezeichnung |

Q=910 . - (5.62)
c,6-co, = 2t1C,‘9 +9,,,f ea(xx.‘[u(‘)_(é_n( e )]:\f (5.63)

Ein Vergleich zwischen (5.33) und (5.63) fithrt uns zur Folgerung, dass

gemdss der rechten Seite der Differentialgleichung (5.63) Sdkularterme 4
in deren partikul&ren LGsung erforderlich sein miissen. Mit derselben Ar-
gumentation, wie bei Langsschwingungen, nimlich dass die Periodizitdts-

eigenschaft der Schwingungen nicht verletzt werden darf, wollen wir aber
solche Sikularterme ausschliessen. Durch diese Ueberlegung bzw. Auflage - -
bekommen wir den bisher unbekannten Wert von ¥, als ’
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= A (\\

& tlewrn B0 s it

£, =

und “schreiben (5.63) in Form von .

C|| é —.C é/“ -_—'O ’

- (5.64)

(5.65)

welche mit (5.33) Ubereinstimmt. Indem wir die Losung von (5.65) in die
von (5.33) zurilickflihren, konnen wir im weiteren & = 0 setzen. wir be-

trachten zunichst die Randbedingungen (5. 49) und erweitern diese wie

folgt
(2)
24 Xp Gix Nu =0
bzw. bilden das Integral
)
[Seﬁﬁxﬁmd N, ds =0
Durch Verwendung vom Gaussschen Satz erhalten wir anschliessend
(z) G @
f(exp"p o )oo o "[ Cyp Cip df Ie‘ﬂsxp(’_’ «df =0
bzw. anhand (5.14b) sowie (5.43)
g 23

fF ey Gig,\ Jf +29"‘"/Fe“’ ¢ %e\{ =0
oder ‘

(2)
[ Gia el{ +29, xxad? =

F

Da man laut der Randbedingung (5.56) und dem Gaussschen Satz

3
J; oapp 4 =0
formulieren kann, ergibt sich aus (5.15¢c) und (5.41 & 42)

(,) A _() -' »\(.
/F L] AQ / ‘Uf‘ / ’" )JF

bzw. nach Einsetzen in (5.70),

. (5.66)

(5:.67)
(5.68)
(5.69)
(5.70)
(5.71)

(5.72)
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I[U:) "'é/n U.( +29, Xa(%]éf =0. . (5.73)

Gleichung {5.73) gibt Aufschluss uber u (x ), d.h. Uber die Kopp]ung
mit Biegeschwingungen, welche a11enfa1'|s be1 Stiben mit nichtsymmetri-
schem Querschnitt zu erwarten ist.

In einem ndchsten Approximationsschritt wdren diehleichungen (5.15) zu
behandeln. Wie man leicht ersehen kann, bestehen, soWoh1 die Bestimmung
_von 01(,]) und u( Y daraus, als auch das weitere Vorgehen, im wesenthchen
aus einer N1ederho1ung der bisher aufgeflihrten. Deswegen verzichten wir

hier auf deren Wiedergabe.

Zum Schluss mchten wir, dhnlich wie bei Lingsschwingungen, zeigen, wie
sich die Dispersion in bezug auf Torsionsschwingungen ergibt, und flihren
daflir folgenden Ansatz ein:

O=0, coswaT sinxx, . ' (5.74)
" Damit (5.33) erfiillt wird, muss zwischen w und x die Beziehung
TG -CX =0 ) - (5.75)

gelten. Wir schreiben (5.74') in der Fonn

=0, cos 2L 'r. Sm7\—x. 6 cos(z'“:T 'C)sm("ZTt Lx) | (5.76)
und identifizieren damit

=2 x=ZEL- _2m L

W= 7 CJ Bl < - (5.77)

Benutzt man die im 3. Kapitel getroffene, mittels elementarer Theorie

begriindete Annahme

EFNOO)— = ¥ - (5.78)

" so kann man in (5.77)
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| =\/-- =Ce B ' (5.79)
' b - ] .
einsetzen und fiir die Wellengeschwindigkeit, durch

(SIS (S o ' o 5.80
'x :.Cé C“ / ( )

T Cr =l/C§“ Core =\/%(|+ ke, € +0,(e4) ' | (5.81)

erhalten. Da k, gemdss (5.64) einen Faktor

On _ ¢ -l . . : (5.82)
- © N _ _ _ :

enthdlt, dirfen wir den Term chz in (5.81), durch Einfilihrung von g, fiur
dessen Rest, durch

H‘L
N N

ersetzen und damit die Abh5n§igkeit der Wellenausbreitungsgeschwindig-
keit von der Wellenldnge bestdtigen.

2. ' . N v )
_tze’" =-L|—T‘t7% -H— t,_,:-wk‘.-,.-l&lz— —-:‘—\C,_Tl"h' S (5.83)

Als Anwendungsbeispiel befassen wir uns im folgenden etwas ausfiihrlich
mit der Behandlung eines Stabes mit elliptischem Querschnitt.

Im Anhang wird eine Variationsmethode in Anlehnung an die hier aufge-
fUhrteAAsymptotik wiedergegeben und am Beispiel eines Stabes mit Recht-
" eckquerschnitt gezeigt, wie man fiir kompliziertere Querschnittsformen
die Dispersion bei Torsionsschwingungen ndherungsweise bestimmen kann.
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Ellipse:
Wir bestimmen zuerst die Funktion ¢ .als LU-

sunAg von (5.21) und (5.24) in Form von

8 - AP
Cb_T:g( -2 _ (5.84)
*a und anschliessend gemiss (5.31) und (5.32)
Cy =TZ S(1+8%) - (5.85)
1 2
Xe ° : C = %S ._"'.S__T . (5.86)
Fig. 6 204 (14 8Y)
Gleichung (5.19) liefert die Schubspannungen
() ' '
G = __20n (5.87)
2 T (1re) 3
G _ 29, §* (5.88)

BT ZhanGes
und (5.12a) die Verwslbung:

kS N

u® = “:g O, xaxs - S (5.89)

Die Ansdtze (5.34) fir orof; gestalten sich in Uebereinstimmung mit (5.13c)

als - '

[£)] I—S" v

Cu =\V,33 K (i) lie 8*)* Oxts (5.90)
[0} ) 2 ’

Gy = (1-8M8 (5.91
= =V v (e Gren)t O XeXs )
G )

Gox' = —W s . - (5.92)

Wir suchen flir ¢ eine polynomiale Losung in Form von

“ o ' 3
Y= Ao X3 + Ag Xa Xy + A2 XX +A|3X1.X3+Ao,, XL; + : (5.93)
A0 X7 +A XXy +A0 Ky,

welche (5.36) und am Rand, d.h. fir

T
I_X';’. _L!_» =0 , (5.94)
N '



" 'mter Berlicksichtigung von

Ny dxa 1 x
— = = faS- 3
. Ny aXS ‘gi Ko

die Bedingungen

O
' G g hP =0

“erfiillen muss, und finden:

_ &0-sY)
T el ()

1
Die Spannungen Ui(j) werden damit

(0}
Gy =

\+S" "

Gy = O
O]
G333 =0

G __8"(1-8) o,
P T YT O “(

Beziiglich Verschiebungsgrissen uam schreiben wir nach (5.38 -42)

™ 1-§%

u, 22 = st Ye," X,_Xs
1) l— 52
. u33 = 24 e:Il "\z"s
I-rs
) '™ st(1-5%)
Uzs * Uz, =- (+S‘)"— O
(s) —(ﬂ 3
Uy = 2 (x,.T) +—1_ 30, %:xy +el|l(‘3ASx$ ‘*A-"s)
Y =

T

|- Xz =
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O Xz"s(S xt:.- <

1-S* v T \ s
v & 2 O, XX + 4\(365"1. "'51"1) -

7‘5
S'L

‘-"t‘g-

(5.95)

(5.96)

E (5.97)

(5.98)
(5.99)
(5.100)

(5.101)

(5.102)
(5;103)
(5.104)
(5.105)

(5.106)

Setzt man nun (5.105) und (5.106) in (5.104) ein und macht zusitzlich

von der Bedingung
- ‘ u(l)

Gebrauch S0 erha]t man

2,3

Xy =0

 (5.107)
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(\\ - - Al ~0) ’ -
=0 +e,“ 09 =0, +6, (00xix3 +0.%% + 05 xs) = (5.108)
() - ALy -t
W0 49,00 - 0% + O (0 x5 +0, X%y +03%y) " (5.109)
wobei .
o =18y o, =_1-8" ( I __g)
1+8* 2 2+ \Toer 2] ¢
o, =-80-89 o,=1=8" ( & -2)
2 (1+84)* 3(1+8) VT4 T2

. Zwecks Bestimmung von g(xa) benutzen wir nun (5.43) unter Berlicksichti-
gung von (5.89) und (5.98) und erhalten:

26,9 =(9,,-0.) 18 xxy ‘ (5.110)
=1 _CNa1-8* _[r_ _8* . Ji-s* '
z\! ||> ’[ T GG | 1+ &t (s.111)

%._:G x’.Xs . B . (5.112)

Die Funktionen Ga’ gemdss der Definition

Gu =f%dx.( ' - ‘ © (5.113)
sind so festzulegen, dass die Beziehung (5.47) erfiil1t wird. Die Ansdtze

Gz‘—"%a 2 %3 + B, X3' ) (5.114)
Gy =8B,x1 +5Gxy | (5.115)

erweisen sich dabei als geeignet und konkretisieren sich mit

(uv)@—q.»rsch

B, =

6 0wy) ) : (5.116)
6,;: {(1+YG -0, + 30,
G (1av)

Nach dieser Vorbereitung kann man zur LGsung der D1fferent1a1g1e1chung
(5.48) oder : : ;

D =0 : . (5.117)
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grge =n, indem man von (5.62) Gebrauch: macht.  wird neben (5. 117) die
Randbedingung ’ ’ .

(Qu+G) N =0 o (5.118)

vorgeschrieben.l Dank der Querschnittsform gelingt uns die Bestimmung die-
ser harmonischen Funktion durch die Wahl eines polynomialen Ansatzes in

"Form von )
0= xzx;[Ds,’(x’; -%x%) + D,,]' ' (5.119)
und wir erhalten fir dessen Koeffizienten _
. .

Dy = - Ba-Bi8" . e

3 14682+ 84 ) (AS 120)-
D, = __ 1+38* ey 2B, 4G §? L (5.121)

" (|+s*3(\+e_s‘+su)(s’t B,8") 201+89 ‘ -

Damit sind wir imstande, anhand (5.64) x, anzuschreiben bzw. auszurec‘hnen.
Es ergibt sich, nach der Gleichung

?[{c o,,xl +0, X% +04( - xﬁxs)]__[s X +B, RN
+Du(oxi +38) = D3, (34 - 638 %4 *xs)]}df (5.122)

x§ em[Dsn-&-rZDu 0,420y ..tf{Ds,+Dy 0s Dxn-8B, L
C = _ - -—
© C Cu 8( C C“)’(S( [} l) (5. 123)

und dadurch die Wellengeschwindigkeit

c =‘/.(i - 28 ( v aYyh 5.124)
T . Co$ |+ I-gn bl;{t 4 (

wobei

Cr.=\Gf ; a=H (Die grosse ; £,=-2¢,. (5.125)

Halbachsenlinge) A

Der Sonderfa]] "kreisque}‘schn‘itt" ldsst sich leicht untersuchen. Setzt

man oben &=1 ein, so wird bestatict, dass bei diesen Querschnitten keine
Dispersion vorkommt. ‘
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Unsere Resultate fiir die E11ipse kann man als Vergleichsgrﬁsse flir ent-
sprechende Rechteckquerschnitte ansehen. Im folgenden findet der Leser
einige Dispersionskurven fiir elliptische Querschnittsformen verschiede-

ner Exzentrizitat.
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) eg=q

t33TUyosILONy

Figur 7 Dispersion bei‘Torsionéschwingungen

€
2/ Lo
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6.  BIEGESCHWINGUNGEN

Der asymptotischen Analyse von Biegeschwingungen zylindrischer Stibe bzw.
der Erm1tt1ung der entsprechenden Dispersion legen wir wieder d1e im 3.

Kapitel aufgefiihrte Skalierung zugrunde, welche uns zu fngenden Entwick-
lungen fiir die dimensionslosen Verschiebungs- und Spannungsgrossen flihrt:

U,v=é—,u‘,'” Fu(.'l)+05(&") ' (6.1)
Ua= L US4 L USP L Ogled) - (6:2)
Gi= G G +0s(1) | (6.3)
G'«-—G(")+G' +0.(&) (6.4)
Gup= g +&Tuq ~Olley . (6.5

Da wir uns nach wie vor auf linearelastische Stoffe beschrinken, gelten
auch hier die dimensionslosen Stoffg\eichungen (3.3) in Form von

EUI,\ = n -y G-Kw‘ ) . (6'6)
E‘uu” -+ ul,eL =2(l+v) G_‘d (6.7)
Uag + Up o =209 Gug =25 (G, + Gyy) Sap - (6.8)

Die Bewegungsdifferentialgleichungen (3.4) nehmen unter Beriicksichtigung
des den Biegeschwingungen entsprechenden Yertes u=4 sowie Vernachldssigung
von p, folgende Form an: ’

eGy, .d « =&ty (6.9)
€O,y t G&g,p=€“n‘0“ . o (6.10)
wobei » ‘

o142 keet + O(EY . ' . (6.11)

Durch Einsetzen der Entwicklungen -(6.1) bis (6. 5) in die Gleichungen
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7=.6) "is (6.10) und Bildung des Grenzwertes fiir ¢ ~ 0 erhalten wir fol-
gende Sdtze von Gleichungen, welche aufeinanderfo]génde Ndherungsschritte
darstellen:

T

WE U =o L (6.12)
@ = Wi |
Uscp + WD =2y mf“’Sg 7 .

uf';i + u“" =20 G o (63)
Tt == G ) o

G = Uiy 4 v Ty

Uilp + Ul =200 05g -29(5)7 ) (6.18)
iy - 07 - ) |
u,"; + u‘:”" =?.(|+1)CT\:P

G = 0P - G (6-15)
G::n = U?,)\ + v G_?S‘b .

UWlp + Ug =200 24 (@74 6 S (6.16)
. -2) - (=03 (n

“pp = u“ +2 R U -Gy,

etc. .
Die Gleichungen (6.12) entsprechen der elementaren Theorie fiir Biegqung
gerader Balken und geben uns die axialen Normalspannungen mit dazugehtri-
gen Verschiebungen infolge Biegung. .

" Der G1e1chungssatz (6.13) stellt das St. Venantsche Problem flu- Biege-
schubspannungen und versch1ebungen dar, .

Die Glewchungen (6.14) sind als ein Problem der ebenen Verzerrungen. die-
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jenige (6.15) als ein St. Venantsches Problem fiir Schubspannungen zu iden-
tifizieren und zwar Jjeweils mit "Trﬁgheifskraften". Setzt man die-Schritte
fort, so sieht man, dass die Gleichungssdtze der Struktur (6.14)-Bzw.
(6.15) sich sukzessiv wiederholen. Die Randbedingungen fiir die Spannungen,
welche an der Mantelflidche des Stabes erfiil1t werden miissen, schreiben
sich auch fiir Biegeschwingungen als

-n )

G Na =0 bzw. G Ng=0, Cu Ny=0 et (6.17)
O] (2)
Gup nPgo baw.  Gyg Ng =0 , | Oxg Np=0O ete. (6..18)

Zunichst 16sen wir die Gleichungen (6.12) und bekommen die primiren Ver-
SChiebungen und Spannungen

-4) -~ . '
ud = (h) (X‘/t) = ‘* (6.19)
u® = ox, Uy, (6.20)
(-2) ‘
G'“ = _X&Uq’“ 2 (5.21)

die der elementaren Ba]kenthebrie entsprechen. Um die Differentialglei-
chung der Biegeschwingungen zu erhalten, betrachten wir nun die Randbe-
dingung (6.17), bzw.

(-1 . :
Go0ng =0 - | (6.22)

welche sich wie folgt erweitern ldsst:
(<) - . : ’ .
Xg Gl Y\ =0 . (6.23)

Indem wir diese in Integralform bringen und den Gaussschen Satz anwenden,
konnen wir schreiben:

éxg, G'M nd ds _—_/ G.‘;")MAQ =0 © o (6.24)

[FS, "A(? / . l:'LJ{-%O"- , (6.2)
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1) -1) : . .
{c*',nl e +/ 50_\0‘/*‘ df =0 o .~ (6.26)
Die Gleichung (6.13.3) erg1bt uns unter BerUcks1chtigung von (6.21) '

-9 -2)

Glﬁ,dxi = —G\\ W o= XKU“’"“ , ’ - . . (6.27)

widhrend die Randbedingung (6.18), bzw.

() . ’ A
G;F ng =0 ‘ (6.28)
n;ch Bildung des Integrals
) . ’ : '
fso‘“F ngds = O _ | , : (6.29)
sowie Umschreibung gemﬁss dem Gaussschen Satz und Verwendung von (6.14.3)
zu ‘ : \
(e) (-t) ( 5y .
[ dP, 4@ [ = |el \ )‘J('\ O (6.30)
(-l) - _ X .
[ D df = FU, bew f G oF =FUsg S (6.31)

fhrt. (6.27) und (6.31) in (6.26) eingesetzt ergeben die gesuchte Be-
wegungsdifferentialgleichung

FUg + U""““[FX“XF'JF =Q , {6.32)
oder nach ldentifizierung des Integralterms als das durch

C"‘F =fr xexgdf : : (6.33)
definierte, dimensioﬁs]oée F1§chentr§ghgitsmomenf des Querschnitts,
FUF M C“F U‘*,nu =90 . . (6.34)

Befasst man sich nun mit der L6sung des Gleichungssatzes (6.13), so stellt
man fest, dass Spannungs- und Verschiebungsansdtze von der Form

-n
s 2(I+*l)(
(-1)

(P edPxP +_'Ual XPXP+ X“XFUP ) (6 35)

M

= 0 (X,,t) 9 equP +VXAXF UP 0 —- Uo( A X$X§ (6.36)
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W= 0,0,7) = xuUn, +@ £ Ve Xaxprg C(6.37)

diese Gleichungen erfiillen. Wir setzen .dabei voraus, dass die Spannungs-
funktion ® die Losung der Laplaceschen Differentialgleichung

CD,“ =0 . ' . (6.38)

darstellt, welche durch Bildung von easglzi; entsteht. @ ist die ¢ ent-
]

sprechende konjugierte Funktion, definiert durch

B, =@y - ‘ (6.39)

Die Randbedingung (6.22) ergibt uns, unter Berlicksichtigung von (6.35)

sowie
i =e“§3_:'s ! , (6.40)
%;9,, upXp Ny - U,”“xp Ve - \-n xexeUgmne ,  (6.41)

welche zusammen mit (6.38) zur Bestimmung von q>v011kommen genligt. Der
erst in den Gleichungen (6.35) bis (6.37) eingefiihrte Faktor o, definiert
durch

©=00x.7) = eup[Upnc (xg=0)] | (6.42)
entspricht der Verdrehung der Querschnitte und gibt somit die Kopplung
der Biegeschwingungen mit Torsionsschwingungen wieder. Zur.Bestimmung
von < ist folgende Ueberlegung notig: Berlicksichtigt man die Randbedin-

gung (6.28) und schreibt daher fiir die spannungsfreie Mantelfldche des
Stabes '

(o) '
Loy Xy GpgNp-=0 : ' (6.43)
vor, so ergibt uns dies, iiber den Querschnittsrand integriert,.’

GF P
mittels Gaussschen Satzes sowie {6.14.3) und (6.19) folgt dann

[e;(bxuc- ngds=0 ; L (6.48)
X .
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f(e o %5 G <.,) Qp} [ e“xx (:F § o (6.45)
/;.- ey ¥s (Ux - GGN)f =O ~ (6.46)
oder ‘ .
[F Cup Xp G N . d? =0. ‘ - (6.47)

Durch Einsetzen von (6.35) in (6.47) gelingt es uns nun & zu bestimmen.
Um die Korrektur der Dispersion in den Griff zu bekommen, mlssen wir die
Differentialgleichung der Biegeschwingungen in einem weiteren Approki-
mationsschritt aufstellen. Gemdss (6.17) haben die Séhubspannungen d;g:

ndchster Ordnung die Randbedingung

G, =0 ) - '  (6.48)
zu erfiillen, welche wir als
[G)

Xp Gl Ny =O | | . (6.49)

erweitert schreiben und 1dngs des Querschnittrandes integriért formulie-

ren: ‘
. (O] .
/Kﬁ G|& V‘*AS =0 . . ) (6_50)
s .
Mit dem Gaussschen Satz wird das Integral zu
O] - -
[ ( 8 G-""’l‘ )/u d? =0 . . (6'51)
13 p
-Woraus wir .
(l) (l) .
%[ df + [xp Gia,adf =0 (6.52)

erhalten. Unter Berucks1cht1gung von (6. 15 2) und abgeleitet nach X, er-
gibt -dies die Gleichung

(oo s+ [ld aMdr=0 e

" _Andererseits fuhrt uns die’ (6.18).entsprechehde Randbedingung :
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(?)

Gag Ng =0 , (6.54)
nach BiIdhng des Integrals

@ - .
fC‘dp n ds = : ~ {6.55)
sowie dessen Umformung geméss dem Gaussschen Satz

2
f(]",(i5 8 =0 K : {6.56)
unter Beriicksichtigung von (6.16.3) zu '
2¢.FUg f(u‘;’ - G )df =o. ~ (6.57)
Aus der Kombination von (6.53) und (6.57) erhalten wir

2 .

26, F Ug +f 5"+ xg (G5 - cf\""‘ 4t =0, (6.58)

welche durch (6.14.1), {6.20), (6.36) und (6.37) sowie durch die Abkiir-
zungen

Cu =f; xpxg I, Cog =[FX°‘XB°W ' - (6.59)

fiir die Fldchentridgheitsmomente in folgehde Form gebracht werden kann:
R oA
F Us -+ CO(‘Z U& L 1

6.60)
- —2 tlF UF '\'(I V)Cxﬁu.,( ||*""C|\Up W fX‘P "“JLQ-Q'FJXBXFX‘X.‘J *fo& é

Nun wollen wir zeigen, dass der letzte Integralterm in (6.60) mit dem
noch unbekannten c\f’ - d.h.

f"p Gf;;)“c\f o | (6.61)

- sich so ausdriicken 1dsst, dass nur bisher bekannte Grgssen b;ﬁ. Funkti-
onen darin vorkommen.

Dazu fiihren wir eine Matrix de ein und multiplizieren diese mit dem Vek-
tor ca(°h, . Wir integrieren lber den Querschnittsrand und setzen das Er-

ggbnis gemiss (6.28) gleich null, Mit dem Gaussschen Satz fol§t also:
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)
fvﬁ‘* G’ zs“‘s —f(Vﬁ« Cg)g ¥ =0 (6.62)
oder ’ : ' ’
[Vbd*b s f Bt “m"“? =0 .  (6.63)

Man erkennt leicht, dassres uns mittels (6.14.3) und der Wahl
Veos =%pSuy - . (6.64)

gelingt, (6.61) wie vorgesehen auszurechnen. (6.64) liefert uns die Kom-

ponenten ‘der Matrix VBcl in Form von

| F(a-xt) XX . ‘
Voo i = | (6.65)
Ve xexs L0330 |

und wir bekommen

[ Y =_[\,Bu a4 __j\/ Ou-Gun )3+ (6.66)

Halten wir uns vor Augen, dass c: D sowie & % bzw. ¢ ebenfalls Funktionen

von UB sind, so kOnnen wir mit derselben Begryndung wie bei Ldngs- und
Torsionsschwingungen, ndmlich dass die 1inke Seite von (6.60) dieselbe
© Struktur aufweist wie (6.34) und wir keine Sdkularterme in deren Ldsung
zulassen kﬁhnen, fordern, dass x, nun so zu bestimmen ist, dass die rech-

te Seite von (6.60) identisch null wird. Somit ergeben sich

FDp "'qu Gu,un =0 (6.67)
ZtiFog ’=(‘-')qu0« n *zcnﬁp "[‘PQIIA£ "\—)m x)xéx.v\elf +ij’C' 4‘ (6.68)

wobe1 UB’ die Losung von (6.67), in die von (6.34) zuriickgefiihrt bzw.

UB- 0 gesetzt werden kann. Die Gleichung (6.68) geniigt uns, unter Be-

riicksichtigung von (6.35) und (6.66) k, in folgender Form zu bestimmen:
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Ee

("")C.(g,ud " 1C||Up nt f " JF + -L—"”f X p"«*n‘lg -
BEO {(6.69)

-~ '“f Vﬁ“ ‘+ f Vb" o ™o &, XB"'\ zvx’cxxu*.u\n\*H_(?"‘«”‘Ul,m\)és}‘

Ohne auf weitere Approximationsschritte, die im wesentlichen aus einer-
Wiederholung'der bisherigen bestehen, einzugehen, wollén wir uns nun mit
der I1lustration der Korrektur der Dispersion befassen. Wir benutzen dazu
die Ansdtze

U, =U,0s®wT sinx % ; U3=0 (6.70)

wobei gemdss (6.34)
-Fuw +CpyX* =0 . (6.71)

erfU]]t werden muss. Schreibt man (6.70) in der Form

U, = Uzoco_e.zwct sinZ g, =U,, u:s(zT“T "_g)s;n(z_/'\t Lx) (6.72)

und stellt fest, dass

‘°=2TK ;o X=ZEL =28 . (6.73)

= L
A T c.’ T’
so bekommt man unter Beriicksichtigung der im 3. Kapitel getroffenen, durch
die elementare Theorie begriindete Annahme

2L 3 - _ A
£ =0, (M ?\a _F (6.78)

zusammen mit (6.71)

CHY Pk 1 _e MDA B A (A (6.5
TVE

bzw. ) '

’%21{ Ca H [E )
¢ VE /\‘Vg e . (6.76)
Fiihrt man

B L kS (ke=Re/m) S (e
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ein, wobei K; den dimensionslosen Tragheitsradius des Querschnitts beziig-
lich der x;-Achse darstellt, so ist die Wellenausbreitungsgeschwindigkeit-
flir Biegeschwingungen gegeben durch

c=2% -‘/%- c.( 1+r’;,_s"+05(e“)‘) ; (6.78)

wobei k, von A abhdngt.
Es ist leicht zu verstehen, dass man im Falle von Biegeschwingungen um
die x.-Achse (U,=0, U3#0) anstatt (6.78),

c’ =21 %c.(l*—&a"«—(},(é‘*)) (6.79)

findet.
‘Im folgenden wollen wir als Beispiel einige Querschnittsformen behandeln
und die entsprechenden Dispersionsdiagramme aufzeichnen. :
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Kreis:

Fiir die dimensionslose Fldche und die dimensi-
onslosen Flichentrigheitsmomente eines Kreis-
querschnitts ge]ten

F=7, Cn=— sz—cs % Cyy=0. (6.80)

.Da jede Querschnittsachse durch dessen Schwer-
punkt gleichwertig beziiglich Bieges;hwingungen :

eines Kreiszylinders ist, setzen wir

Fig. 8

U, =V=\,caswT sinxx, , U,=0 (6.81)
ein und erhalten aus (6.34 und (6.80)

VotV =0 , . (6.82)

Wir befassen uns zunichst mit der durch {6.39) definierten Spannungsfunk-
tion @, flr deren Bestimmung wir aus (6.13.3) und (6.35) die Laplacesche
Differentialgleichung

’ @Id* =O . . (6'83)
und aus (6.22) die Randbedingung

xzxsvll"hs (6.84)

(‘b,u"\u =-(*3—*:'—v"1;. zy t)\/,u\nt"

zur Verfiigung haben. Hier wurde die Querschnittsverdrehung.6 aus Symme-
triegriinden bereits gestrichen. Fiir den Rand des Querschnitts gilt

A-xiox =0 (6.85)
und die Normalenkomponenten gemdss (6.40) werden dadurch

TNe = Xy - ’ - .(6.86)
Nun kann man leicht ersehen, dass die .gesuchte Fuﬁktion aus
o o 2ray %, Vi ' o ‘ ‘ (6.87)

G
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besteht. Nach Auswertung.der Gleichung (6.69) erhalten wir

a= b Y 24v] _ 4 Va(1.E _GY - (6.88)
= g5 P[4 \+v] 2 V",(z G°E

Unter BerUcksichtigung von

\/:\ = - L "-__E’:

Yo X _(zt/\ ;=T (6.89)

bzw. (6.78) ergibt sich schliesslich die Wellenausbreitungsgeschwindig-
keit

A 2'G"E

welche mit dem in (2.3) wiedergegebenen Resultat von Pochhammer vollkom-
men tibereinstimmt. ’ '

mc,[t -T(3+E-8)% 0@zrRelfuag (’.--_K]w %)

Ellipse:

Die dimensionslose Fldche und die dimensionslosen
Fldchentragheitsmomente einer E1lipse lassen sich
wie folgt darstellen:

g TS()| .8 x$ ns
. F=WS, C.=T(|f$ ), Cl’.:T ’ C:;-o,c;;=r- (609')

Fr den betrachteten Stab mit Ellipsenquerschnitt
werden wir die Biegeschwingungen in 2wei verschie-
%o denen Schwingungsebenen, nidmlich in x; - x, - und
Fig. ¢ " X1 - x3 -Ebenen, einzeln behandeln:
a) Der Fall Uy #0, U,=0:
Wir wéghlen den Verschiebungsansatz

U,_ =V=V, msw'psin'XX. , - (6.92)
welcher gemdss (6.34) und (6.91)

V*i V'nu =0 . . | . v - (6.93)

erfullen muss. Ferner setzen wir, auf Grupd der Symmetrie, die Querschnitts-
verdrehung 2=0 und bestimmen, wie bei dem Kreisquerschnitt, die Spannungs-
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funktion @ in Form von

@ = -—V,\u [2(\+Y)+Sz+ __—(l-Zv‘)?fl-S") (*’;.fsx-;)] B (6.94) |

Xe
3482
Aus der Gleichung (6.69) erhalten wir.

c _V:“ 1 2 o ¢ vV, * . .
2 Y, 2—__4(|+v>(3«~s*>[ 3+l¢?v+\%v'~+n(g+v)s +2v_(\-v)a]-v“ 5 - (6.95)

und kbnnen nun unter Berlicksichtigung von

-— 2

\ﬂz-(mgy . Ry=ksH=ln=ta, stg% , (6.96)
die durch (6.78) gegebene Wellenausbre1tungsgeschw1nd1gke\t wie folgt aus-
drucken

‘ 2«-@ c‘,(l-lut1 = +0 (a‘))'é —..c'.,(l+*&1G\r.’2'93)-vz (6.97)

/\‘ N N

" oder

e T h v % Bt -2

C—i/-\—c,<\+21t ‘C-,_/?L) , (6.98)

wobei h=2H=2a.
b) Der Fall U, =O , U, £0
Wir machen fiir die Verschiebungen den Ansatz

Uz =W = W, 056 siaXx, ‘ » (6.99)
und bekommen aus {6.34) anhand-(6.91)
W +3 ;lm =0 . . o » (6.100)

Als Losung der Laplaceschen Differentialgleichung

e

& -0 o (6.101)

. mit der entsprechenden Randbedingung

@ Ny = - l_—"z_l! thw'm Ny —(%’ )\; -+ |—:.y )\’;_)W.mf‘s' . (6.102)

ergibt sich die Funktion
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Q = —Wnu X3
1438*

[z(m)s" +s‘+‘l7_(\-1v)(l-8‘)(sx§—X§)] - (6.103)

Setzt man diese in (6.69) ein, so findet man fiir den Koeffizienten des
" Korrekturterms 2. Ordnung in der Dispersionsgleichung

® — WA\ ! \ * wr ot
c, = Xt 8+ S 2y {(~ = e . 6.104)
k. 2h(|+v)(|+35‘-)[(zg*nv+m )$ | G+ v) 84240 v)] W &,
Mit
W _ L\* K, = =5 =;_.‘° ."=_°‘l © (6.105
_‘_—(ZWK) o Kt—KlH—zH 2 ’ € lt . ( )

folgt dann aus (6.79) die Wellengeschwindigkeit in Form von
~ 2 n % N =Y,
c’ =21r_%9.- co(1-4 m‘tl% +0,(e) =r ./b\_c,(lf-%!t‘b,_%) “ (6.106)
oder durch Einfithrung von h=2a=2b/s,
rxT e h 2y LWt \-Y%
c —stc,(uznls r_,/-\T) . (6.107)

Rechteck:

Wir bestimmen zunichst die dimensionslose Fidche und

die dimensionslosen Flachentrdgheitsmomente eines
solchen Querschnitts und erhalten:

-————

% [P % o FobS, Cu=g504s"), Cusls, Cp=0,C 4s® (6.108)

-+ 3l
i Fiir die primdren Verschiebungen setzen wir
X .
Fig. 10 UL=V=V° CsWT sinXx, , U3=O (6.109)

an uqd stellen anhand (6.34) und (6.108) folgende Beziehung fest:
V+irVy =0 - (6.110)
Lost man nun die Laplacesche Differentialgleichung

® =0 . o (6.111)

unter Beriicksichtigung der Randbedingung
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By = (322.’ X + !-—zv X;)Vn\\ni'l ;.y ;_Xs\l,mnz, ; (6.112) -
so findet man -

' 2 ‘WS (") 5\"(% .

Q= [(1+y--5 Yxe + B2 (x4 -3xX3)+ g wlw e cos(afxyH(6.113)

Einsetzen dieser Funktion in die Gleichung (6.69) fiihrt uns zum Ergebnis

~ Viu [ viov I
Fa= _\7—[ ;O - \5(l+v)( Znsw ﬂs—)] (6.114)

n=12..
Wie man leicht ersehen kann, weist dieser Koeffizient eine sehr schwache,

vernachldssigbare Abhdngigkeit von dem Querschnittsparameter & (8<1) auf

und kann deswegen in die einfachere Form

Ky =Yu NriOv | : ' ' (6.115)
) A\ 30

"gebracht werden. Anhand (6.78) sowie unter Beriicksichtigung von

\//u L \? v 3 ﬁ

— =-{27r = = =M _v2 6.116
Fem(ame ), Ke=kH-Bp By (6.116)

erhalten wir schliesslich fir die Wellengeschwindigkeit

BH/3 13 40y o H- . {3 +10y
=% X (\ oY +O,e)) on R (\+ 4T ) (6.117)

eg h. (memw)" : o (6.118)

Untersucht man anschliessend die B1egeschw1ngungen in der x; - x; -Ebene
mit den Verschiebungsansdtzen

U, =0 |, Uy=W =W, costsT sinxx, (6.119)
bzw. mit der Bewegungsdifferentialgleichung
2

W +_§_ W, =O - . (6.120)

so findet man fiir den Koeffizienten %, in der Gleichung (6.79)
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) _& 1+t0y €2 Yt 90 )
K= w[ 30 S - nsnT)gt(' s T“(““'S’)JQ%S , (6.121)

n;l,z

und mit den Beziehungen

“%=_,(2“k)1 ) E1=K1H=‘;§SH \f_b J'sh (6.122)

fir die We11enausbréitungsgeschwindigkeit

‘o Vib/3 _wR b 4))z9 V3 h st b
<~ 21 30/3 c. (1-4m clxtfoﬁis)) 28r ke {0 %nlc/\) (6.123)

oder

H(

h ’ ~ T \-/z )
¢’ % c.(i_»fzvn,s‘_/”\ll) . (6.124)

A
Bei der Aufzeichnung der Dispersionsdiagramme fiir beide Schwingungsfélle
und verschiedene Seitenverhdltnisse wurde die Poissonsche Zahl v=0,3 ein-

gesetzt.,
Halbkreis:
T Als letztes Beispiel behandelt wir diese Querschn1t-
tsform, fiir die die Biegeschwingungen

U,=V=0 (143.V=V.005%'C5\'n')(x|) , Us=0  (6.125)

in einer Ebene ohne Symmetrieeigenschaft erfolgen

und dadurch als neue Begleiterscheinung mit den Tor-
Fig. 11 sionsschwingungen gekoppelt sind.

Der Halbkreis stellt im ubrigen die Eine von wenigen nichtdoppelsymmetri-

schen Querschnittsformen dar, fiir die die Losungen unserer Gleichungen

weitgehend in geschldssener Form angegeben werden konnen. Die dimensions-

lose Fldche und die dimensionslosen Fldchentrdgheitsmomente eines Halb-

kreises schreiben sich als ‘

T _
F=% , cﬁ%_;z_“, Cu=z, Cu=0, cn:%_gﬁ. (6.126)

(6.34) gibt uns dadurch die Bewegungsdifferentialgleichung in Form von -

\"/ “'i‘yfnu =0 . ) » ’ (6.127)
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Das weitere Vorgehen, das wir vortei]haftenueise flir diesen speziellen
Querschnitt anwenden, wird im Folgenden kurz beschrieben, da es sich von
dem bisherigen einigermassen unterscheidet:

Wir fithren zwei verschiedene Spannungsfunktionen & und ¥ ein und machen
dadurch fiir die Schubspannungen o = folgende Ansdtze:

-1 \ T = N r
G =gt (B3 *X0s) +3 MV,...+§ (xix5,2) (6.128)
[Ch] —_ — . .
Uis "=~ 2(\~w) (Cb,,_ * xﬂ’-) o : ' (6.129)
welche (6.13.3) bzw.
X
Gl = %t Vom . (6.130)

’ erfiillen, } oben stellt eine noch zu bestimmende Funktion dar.

[&)
Bilden wir nun unter Beriicksichtigung von (6.36) in (6.13.2) 2(14v)4G, \,;
und setzen da die neu eingefiihrten Spannungsansitze ein, so entsteht die

Beziehung
C-b,,,( +'7_Q,W +2(l+9)¥,3 =-29, -2vx%x;V,,, , (6.131)

die wir im Hinblick auf die 8-Abhéngigkeit in folgende zwei Po1ssonsche

lefer‘enhalg]emhungen zerlegen:

S

’

w =<-29, : | (6.132)

K an ==2v%3V,, —Z(IH)f,s . o (6.133)

Aus (6.22) erhalten wir durch Einsetzen von (6.128) und (6.129)

' (db di C. oIx )

i. = +9_(\+v)({4zx‘;v,m) =0 . - (6.134)
und teilen diese in zwei voneinaﬁder unabhingige Randbedingungen auf,
namlich: '

dd _o | S (6.135)
ds : :
dx _ _z(m)({.‘ + 5%y V,“,)j:s . ~ (6.136)

Q
(]
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(6.132) mit (6.135) zusammen betracﬁtet, entspricht einem gewShnlichen
Torsionsproblem. Mit der Wahl ’

={(X'/7\5/t) = “2' ;ll\[(xs"";—n)z - ’] (6.137)
gelingt es uns au;h die Randbedingung (6.136) in die-simple Form
dX _ o ' (6.138)

ds
zu bringen, wobei die Differentialgleichung (6.133) dadurch

| Xww =-Vou [%(m) +2(|+2v)x_.,] (6.139)

wird. Sucht man nun eine polynomiale Losung fiir diese Gleichung mit der

" "Randbedingung (6.138), so findet man
K= Vg [siTt strzd g [1-7 -(xe 7. (6.140)

Zundchst befassen wir uns mit der Bestimmung von & und bedienen uns dabei
der Polarkoordinaten

-k x 14
ogr<t TEYLT (6.141)
bzw. der Beziehungen
FsinY =%y, rees® o ooxg (6.142)

Die Differentialgleichung (6.132) liefert uns unter Beriicksichtigung der
Randbedingung (6.135)

b =015 ¥ e _cosat _D(leees2¥)] L (1e)
K““L' ni{nt-y) )
Damittsind wir in der Lage, die Schubspannungsverteilung im Querschnitt

bis auf den Faktor 6, wie folgt anzugeben:

= 2(|~v) [(lw V, ] ‘.2 9")."005\‘, - ‘Z(sz)\/’m rt Cos?_‘y * .
. (6.144)
+gf mT 34»2V V'l! 89" z( 005(“ \)\P ]

n=\3,.
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- ' )
G 7.(|w)[('LL Vim —26,,)\—5‘“‘\’ f"t;(‘*’z") \/,m rrsin2y +
+%e Z(-\)“—" :t“; ] , (6.145)

Nx=1,3..

Die Querschnittsverdrehung 6 bekommen wir aus der Gleichung (6.47), die
die Kopplung der Biegeschwingungen mit den Torsionsschwingungen wieder-
gibt, als .

o=- YN | e
Zur Ermittlung des Koeffizienteh k, in der Dispersionsgleichung ist noch
im Zusammenhang mit dem in (6.69) auftretenden Integral

jf 'uré{ : S - (6.147)

d1e Bestimmung der Funktion @ nstig. Unter Berucks1cht1gung von (6. 35)
und (6.39) sowie (6. 146) erhalten wir aus (6.144)

Q, = ,m[a,(x, -x}) +0,Xs + 05 +a‘,P(x,_,x_,,)] , (6.148)
wobei ‘
a, =3 ,A o, =2 _"2"; ,

v=g ) T : , (6.149)
o,=-80-29) , O, =3 1-2v _ 142y

YT TR e *Tim s 27 <sﬂ ")

(-‘) [ ]L\%‘ [ . X
Ko, s +— b (n-a R
P( 21 %3) g} ( + 2 cosl{n-) rd\ax_#_% (6.150)

und integrieren diese in Form von

L . Xe
@ =-‘c (X%, ) + m [0'(’(0(: -:;Xi) “'azxt*s+03X1.+G:,[P(7\u\a)d*‘t]- (6.151)
()

Die von x, unabhingige Funktion f in (6.151) ist wegen der Symmetrie des
Querschnitts beziiglich x;-Achs;e hinsichtlich (6.147) belanglos. Das Inte-
gral (6.150) bestimmen wir mittels einer numerischen Integrationsmethode. .
Anschliessend kann auch (6.147) numerisch ausgewertet werden 'und man er-
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hilt aus (6.69)

Vol : ' . : V=
K, = 7" [0,45773 +0,07833Y —;—17(0,05466 +o,03005»")]=v1! h‘,' (6.152)

Mit
N _ 2 Kax = = =tR=Ltd=L 6.153
V" —-(11:-1&) , Ks=KH=KR z;K—gcl =3 ( )
folgt dann aus (6.78) die Wellenausbreitungsgeschwindigkeit
2\

¢’ =on R/4 R/‘v c. (| -u*ct +0,(sf)) co(|+%1\‘ E:,%_,)'/L (6.1584)
oder

re X I b\ .

=3 _cq(| TR L . (6.155)

Bei graphischer Darstellung der Dispersion wurde als Beispiel v = 0,3
verwendet,
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7. GEKOPPELTE BIEGE- UND TORSIONSSCHWINGUNGEN VON STAEBEN MIT
DUENNWANDIGEM OFFENEM QUERSCHNITT : '

Dass die asymptotische Methode auch in der Analyse von solchen Schwing-
dngsfﬁI]en funktioniert, bzw. bei der Ermittlung der Dispersion angewen-
det werden kann, wollen wir in diesem Kapitel anhand eines konkreten Bei- |
spiels vollstidndigkeitshalber kurz veranschaulichen. Wir wdhlen einen
"Querschnitt in Form eines halben Kreisbogens mit Radius R und Dicke
2§=Ros(e)=2teR. Im weiteren wird t=1 gesetzt, wobei diese Spezialisier-
ung lediglich zur moglich einfachen I1lustration des vorgehens dient und
als belanglos angesechen werden darf. Wir nehmen e=R/L<<% an und verwenden
.zum Teil das zylindrische Koordinatensystem (x;,r,®) bzw. (x,,9.%), so-
wie folgende Beziehungen zwischen den dimensionsbehafteten und dimensi-
onslosen Koordinaten:

~

T =X 143
] 1 r 2 1+€9 ( ) (7.1)
\ ~
A r x,_a%" =r cos® =(1+E8) cast? (7.2)
X5=%-rsin‘9=‘(l+eﬂs\'a‘-?. (7.3)
Figur 24 Xa,Xzg

Als Schwingungscharakteristik gemdss Gleichungen (3.4)‘ste11en wir die

Beziehung ’

QR’- =05(E")=9\é." =-E~. . (7.4)
BT - | o
fest, wobei wiederum willkiirlich, jedoch ohne jeglichen Einfluss auf das
weitere Vorgehen, =1 gesetzt wird. Im Hinb]ick auf die Symmetrieeigen-
schaft des Querschnitts erwarten wir eine Kopplung zwischen Biegeschwin-
gungen in der X1 X3¢ -Ebene und Torsionsschwingungen des Stabes. Hin- -

gegen werden die Biegeschwingungen G2(xy,1) nicht mit den beiden anderen
_Schwingungen gekoppelt sein. Auf Grund der Skalierungsiiberlegungen fiih-
ren wir folgende Entwicklungen flir die dimensionslosen Verschiebungen

und Spannungen ein:
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= U el O S (7.5)
Ug ;’\E U+ U 4 O, o e
Ug =+ U+ Ul + O5(e) | o oo
Ga= & G et G Osle? B X
G9=E"G];‘)+E’ (J'.;’)+O,(el“) - : | : o e)
Cp=%8 c',g’ + & o‘f;‘ +0,(&%) - (7.10)
ge =& Ggo '+ &% Ggg '+ Os(€) | . ‘(7.1.1)
e =€‘_Gs(t? *E; Ggi -+ Os(€") S a)
Goep =€" (Tc;(? 48 Gap+ O, (e . S (7.13)

Die Zeittransformation (3.5) ersetzen wir durch

.wobei
C =14 RE +e. & +0,(e) . ' (7.15)

Das Stoffgesetz (3.3), im zvlindrischen Koordinatensystem (x,p,9) for-
muliert, nimmt folgende Form an:

EU,, = G, - (Ggg + Gyo) (7.16)
Uy e fE"Ugn =2(+¥)EGCyg (7.17)
U +e0+E8 Uy, =204V (1+e8) Tip - ‘ - - (7.18)

'Uek:s[‘"é? "‘(Gufcw)] T )
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Uge +Ug = (\+€?)[G'w ~y{gy+ Gge\] ' ‘ (7.20)
BUg o+ (1468 U g —EUg =24V e(1+E8) Gg . (7.21) -

Die Bewegungsdifferentialgleichungen (3.4) schreiben sich im neuen Koordi-
natensystem in Form von

€2(1+88) Gy, +(1+£8)Gig 9 +E(Gyg +G]¢“9)=Es(|+é3)(I+2¥:\€+-)C\‘ - (7.22)
£ (1+88) Gg; \ +{14€3) Ggg,g +E(Tgg—Cippt Ggpp) = £3(14€3) vz ) (g (7.23)

L E*(1+£8) Gpr  +(1489) Gepys +€ (Gipp 0 +2Ggeg) =€° (1489 (142K,€+-)Ug. (7.24)

Setzt man die Entwicklungen (7.5) bis (7.13) in die Gleichungen (7.16) bis
(7.24) ein und bildet den Limes fiir e+0, so erhdlt man aus jeder einzel-
nen folgende sukzessive Gleichungen:

(o)
U|,| =G'1:n
(O} @ (1)
U, =Gy —"(GSS + L;)?) (7.25)
U = Gy (G + G
u's =0
U(l:)g *u(;z =0 ) (7.26)
: u('f; + U‘;}, =0
Uy + U, =0 :
Ul + UGh +S U =2 (e T’ : UL
) . (S o ’
U + Ug, + § UG,y =200 (g@.;eo‘m )
=
Ug ¢ =0 ‘
iy <o o oo

)
Uglg =0



-1) -0
UQ:“, +Ug =0

ufp + U =0

g 0y )
\A((p)‘(P “+ Ug = v G"‘

Q -1) -
Ugs + Use -Uy =0

()] (o)

() 1) .
Ugg + Uge-Ugp +SUp3 =9

@ ()
Cigg +Gip =O

3) (1) 0]
Gige + Gige *+ Qu,y =0

&) 3) t 2 -

Gigg + Giowp + Guy +G)

.2

~ Ggg ¢ =0

(3) (z) (¢H]
Ugg's + Gegp - G =O

¢ C (3)
Usx.3+ Ggpep — Gipp + Ggg +$

'(n . )
Cgsg=0

(3) [¢A] (€} .
Gpg g + Gy @ + Gy, =O

I? ») (3
th‘gg + Gc(ps%'q) -rcéfz' +?_Q9; +98 G'qgg +<

g +SUjgg +3 Ty,

(7.29)

(7.30)

(7.31)

(7.32)

(7.33)

Dass die inneren und 3usseren Seitenfliichen (p= %1) des Stabes spannungs-
frei sind, bildet die Hauptrandbedingung unseres Problems, welche streng
2u erfiillen ist. Hingegen werden wir uns notigenfalls erlauben, die Rand-
'bedingungen beziiglich der kurzen Querschnittskanten (€P=t-'21), némlich

dass diese ebenfalls spannungsfrei sind, wie bisher fiir alle Stabendquer-
schnitte nur im Mittel zu befriedigen, da sonst Grenzschichtbetrachtungen

unerldsslich sind.

Nun befassen wir uns mit der Bestimmunc der primidren Verschiebungen und
Spannungen. Durch Integration von (7.30.2) unter Beriicksichtigung von

(7.28.1) und (7.30.1) erhalten wir

() PNOY

K 1)
U =0 (x,2,T) +3(Ug -uge

(7.34)
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Aus (7.28.2), (7.29.2) und (7.34) ldsst sich die Beziehung

(-} (1) )
Upe = Us,op ‘ (7.35)

herleiten, welche in (7.29.1) eingesetzt, zur Differentialgleichung
ST )

‘Ug "'uSz'-PW =0 .. (7.36)

' -1
‘fiihrt, (7.29.1) und (7.36) geniigen uns, die Verschiebungsgrissen us und

uﬁl)‘in folgender Form zu ermitteln:
'U(S.n: Gz(xn'c) CQSCP + (GS(X"‘C) _%9()(.,’1:)) sin(P ' (7.37)

u;l)'.—_- Gq_(N,’t} Sif\(p + ( G3(xu’c) - %‘ Q(XHT\)) %5(9 .\.%(1.(\,’5) " (7.38)

Der Zusammenhang von (7.37) und (7.38) mit den im karfesischen Koordinaten-
system (X, Xp» X3) ausgedriickten Verschiebungen

Uy = 0,(%,2) - ©(x,T) % _ (7.39)
Cu$”= G,(x, ) + Ok, T) (Xz-%) , : (7.40)

wird bestdtigt, wenn man sich die Transformation

us = U ees® + USsin® (7.41)
US” = U 5@+ UG cos® - e

vor Augen hdlt. (7.37) und (7.38) in'(7.30.2) eingesetzt, liefern, nach
deren Integration, ‘

Ug =% S | (7.43)

sowie aus (7.29.2)

() oo ‘ .
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Wiederum anhand (7.37) und (7.38) erhalten wir aus (7.26.1) und (7.27.1)
u® o
Uy = 0y(%0,) =y, (cos®-2) - Qs,, sin® -©,(9-% sch) (7.45)
und dadurch aus (7.25.1)
on

G = Oy, () = Oy, p(cos®-2)-Ugy 0P =0, (@ -2 510®) . (7.46)

Durch Ableiten bekommen wir aus (7.26.2) und (7.30.2) die Beziehungen

(o) () (S

Ug,g, = Ug,, = Ug e (7.47)
® e .
u‘ungP =—Ugep . (7.48)

we]che,Ain die aus (7.27.2) hergeleitete G1eichung
() (&)
Uggy + U‘?n ¥ ub?‘? —-2(“’") (J_|q>g ’ (7.49)

eingesetzt, zu

[O)]
204+v) G =29, (7.50)
bzw. nach deren Integration, zur primdren Schubspannung

(\) 9, . .
chp = ‘H' S ’ (7.51)_

fihrt. Unter Beriicksichtigung von (7.51), sowie der entsprechenden Rand-
bedingung, folgern wir anhand (7.31.1), dass

(2)
Gg =O . _ (7.52)

3V
(7.38), (7.42) und (7.51) in (7.27. 2) eingesetzt, folgt u e b ebenfalls
findet man aus (7.26.2) und (7.37) u, ;, welche uns die Ldngsverschie-
bungen nachster Ordnung in folgender Form diktieren:

’ Aln A -~
w20, (x,%) ..?[ul,, cos® 4+ Uy, sin® -, %‘_s\nﬁp] : (7.53)

In Anlehnung an (7.43) und (7.44) kann man aus (7.30.3) auf
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ug = ug (%,,9,T) , o (7.58)

und aus (7.26.3) auf

@)
u

= u"(x,9z) (7.55)

schliessen. Setzt man diese mit (7.43) und (7.51) zusammen in die Glei-
chung (7.27.3) ein, so folgt daraus

2 : ,
2009 G = -O, $ + Uy, +U(.?(p 05

welche abgeleitet nach @, uns unter Beriicksichtigung der entsprechenden
Randbedingung, anhand (7.31.2) und (7.46),

Gsd=o0 X))

liefert. Unmittelbar kann man schreiben:
(2) ') A A
G'IQQ = “G\\l| = -Un,n (x.2) "‘uz»\\(ms('p"-"z{) "'us,\l\smcp*'eml((p—?;-‘-smq?) (7.58)

bzw.

)
G — e/l 1 T O . - cp > ¥
AT (v ( 3-3 ) *’u""‘(s"q) e )~ Yam cos®? +
. L LR
+On(g-¥ +&msap)

indem man die Randbedingung Fur @ =%_ im Mittel erfiillt.
Die Gleichungen (7.32.1) und (7.33.1) Jeweﬂs mit dazugehtriger Randbe-
dingung zusammen betrachtet, geben uns

(7.59)

»

. Geg” =0 - (7.60)
Gg =0 - : (7.61)

Somit haben wir alle Spannungsgr’dssen bis und mit den Termen der Ordnung
0 (e ), bis auf "w) und o, ? bestimnt. Wir verzichten auf die Bestimmung
we1terer Approximationen fur die Spannungen und Verschiebungen, da sich

deren Berechnung, ohne neue Erkenntnisse zu liefern, als technisch immer

komplizierter erweist und insbesondere Grenzschichtbetrjachtungen beginnen
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eine Rolle zu spielen, und wenden ur{s der Herleitung der eigentlichen Be-
wegungsdifferentialgleichungen der Schwingungen zu. Dafiir kehren wir zum
kartesischen Koordinatensystem zuriick und schreiben den Spannungstensor

. (0]

EG)lrl)*-elG'n(n 0 E,G"@-r&lqc(;) q‘* o G';;.

i v

T ° 0 -0 =lo o o | (762

4 , ( ’
EGe +&Gg O € Gog Go 0 G

der die Spannungen der Ordnungen Os(e) und Os(ez) enthdlt, anhand der

" Transformationsmatrix
Q L= 0 ) cas® sn® . ) (7. 63)

0 -sn® cos@
sowie der Abkiirzungen s=sin?; c=cos?®, in Form von

(3} (1) [Q)] [
B0, +E'Ch £G+E'GY EG+EGe | G -sop <G

3
T =Q IQ = |eGiher G Gy e |=|sta s scanl(7-64)
£GP +er G 26y &gl | |G T oy

Nun ersetzen wir die Bewegungsdifferentia]gieichungen (7.22) bis (7.24)
durch

£0u, + G =E'E* 0, _ (7.65)
“ -."

e Gt Gﬁ‘é.z =€'c* Us . (7.66)

welche (6.9) und (6.10) entsprechen. C.e Randbedingung

CaNu. =0 . . : _ R ¢ N 7))

als R



- 86 -

*pCiaNu =0 - . (7.68)

erweitert und in Integralform

/XP Gla Neds =0 . ' (7.69)
s, ‘
gebracht, gibt uns unter Berilicksichtigung des G;ussschen Satzes
/(Tlp\ °\€ "' \et,eu ‘JF =0 ’ ‘ . {7.70)
oder anhand (7.65) die Beziehung' ‘

Yer() . _ =0. 7.1
[F-G'(p'\ Q“F +/F Xﬁ (E. c U,,“ S'G“:“>d(: ‘ (7.11)

" Aus der Randbedingung

G My =0 , (7.72)

~erhalten wir, nach Bildung des Integrals

f wNyds =o o (7.73)
und dessen Unschreibung gemdss dem Gaussschen Satz in Form von
' =0 : (7.74)
| fF Cpy5oF :
sowie durch Verwendung von (7.66) in diesem Zusammenhang,
f (e*er i _EGg,)df =0 . (7.75)
F 123 SA )

Betrachtet man die Gleichungen (7.71) und (7.7%) zusammen, so stellt man
folgende Beziehung fest:

f‘__ [E“’t:"Qp +exg(eerq,, -€ G.\,n')] d4f =0 | (7.76)

Durch Limesbetrachtungen fiir e+0 kinnen wir {7.76) in aufeinanderfolgende
Ndherungsgleichungen zerlegen, wobei wir unsere 3erechnungen nun mit be-

reits m Zylinderkoordiﬁaten' bestimmten Spannunzsgréssen weiterfiihren wol-
len und den e-abhéngigen Strukturén von Xa und -dem inkrementalen Fldchen-
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element df, ndmlich - . . .
e = (14€3) cos® ,  Xy=(1+£3)3nP ‘ - (7.77)
df =rdrd® —g (14e3)dSdP o (1.18)

Rechnung fragen. Daraus folgen:

// (U2’ - €°sq> G ) 4849 =0

{7.79)
[] (u(l) '5"\@ GIS‘()\ ) dgdq) =0
'/l-‘
fy u,, +2n.u’1"-cos?( ““{2 +$ Q«(,‘(? ]ég ¥ =0 "(7.80)
[/ [Us 2k, 6 sm‘?(G‘“(?*ann)] ded® —o
/7 [0 +2600 26,08 —casp(Gin +§ G -idy ) |454¢ =0 (7.81)

4 u(;*z n.u‘s \-+2|C,_U; -S(n‘~P(CT\\,|\ +8 Gl\,“"' ub )] géq) ©
etc.

Durch Einsetzen.von (7.39), (7.40) und (7.46) in (7.79) und Integrat’ion
erhalten wir zwei Schwingungsdifferentialgleichungen in Form von

~ ~ ’
21 U, .,..(1( _E_) Uy = o) (7.82)
. 2x us +T Oy wm +20,, =0 . © (7.83)

Zur dritten Differentialgleichung der Schwingungen fithrt uns folgende
Ueberlegung: Betrachtet man die Randbedingung

in als -
CpuXx Gpg Ny =0 ‘ S (1.89)

4
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erweiterter Form und integriert dieée iiber den Querschnittsrand als

/5 Cpu Xu GgyNg ds =0 | (.86

so folgt gemdss dem Gaussschen Satz

/F (e‘ac,(><‘,(c;‘ﬁ’$'>,\S Jf =fF'eﬁ,‘x,‘(Tpm df =0 . (7.87)

Unter BerUcksichtigung‘von (7.66) geht aus (7.87) fo]gende Beziehung her-
vor: ’ ‘

' 42 () df -
[Fepu Xu(& & Up -EG‘P"> ? =0 . . ' (7.88)
(7.88) kann, wie (7.76), in sukzessive Gleichungen zerlegt werden;. indem

Ug 18

man darin die Entwick]ungen vOn K, und o, sowie gemdss (7.77) und
(7.78) X, bzw. df einsetzt. Somit bekommt man: ’

T ’ ,
/ (509 G, - cos® G, ) I3 =0 _ (7.89)
-1
) (2 gD c?(u(-») Gu) 236" ]A?J‘?—_O (7.90)
[ (06 2560 - o (G- G296
X/g /-
[ /[sn(Q i +2¢, U(;_')-Gu.,\ -7-96.\(:,)\ -8 GI(7:7|)_ ( )
7.91
~eos® (6 426, 0G5 z?q,‘;\’-g (r.(,")]dqu?-
etc.
(1)

Man kann zeigen, dass die mit (7.51) und (7.64) gegebenen Spannungen %
(7.89) erfiillen. Durch Einbezug von Spannungen c;;) anhand (7.59) und
(7.64), bzw. Verschiebungen (7.39) und (7.40) liefert uns (7.90) die ge-
suchte Schwinéungsdifferentia]g]eichung in Form von

(2" -= 9 + K)e/m\ =0, +&Uy + "'as,m\f'o (7.92)

(\ v)

oder unter Beriicksichtigung von (7.83),

( x-2)0+(% )8,“,, 3(‘ v)@,u -40s=0, (7.93)

welche (7.82) und (7 83) erganzt
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Wie man anhand (7.82) feststellen kann, sind die Stabschwingungen in der
Symmetrieebene emartungsgémﬁss uﬁabh'a'ngig von weiteren mtglichen Schwing-
ungsarten. Hingegen geben (7.83) und (7.93) die Kopplung zwischen @,- und
& -Schwingungen wieder,

(7.82) konnte man auch unmittelbar aus (6.34) erhalten.

Die Differentialgleichungen (7.83) und (7.93) weisen dieselbe Struktur
auf, wie die in [25] am Beispiel von gekoppelten Biege- und Torsions-
schwingungen eines Trdgers mit [rﬁProfil angegebenen. Man kann zeigen,
dass sie miteinander villig iibereinstimmen, indem man dort die Torsions-
steifigkeit und WoTbsteifigkeit fiir einen Ha1bkrei§querschnitt gemass
[26] einsetzt und die entsprechenden Gleichungen in dimensionslose Form
bringt; wobei man gleichzeitig in (7.83) und (7.93) 1 durch t ersetzt,
bzw. k=1 annimmt.

Zum Schluss wollen wir uns kurz mit der Wellenausbreitungsgeschwindig-

keit befassen, bzw. die Dispersion illustrieren und beschrinken uns da-
" bei auf die gekoppelten Schwingungen 4,70 und 8#0, welche man sich zum

Beispiel in Form von folgenden einfachen Ansitzen vorstellen kann:

Gs= W = Wo cas T siaxXx, =W, Cos( 27“'1- .'%) sin(_?-/l\Y_L_ x.) (7.94)

0 =90, coseT snkx®, =0, COS(?%T _‘E_) 5;,\(2__/1\th,) ) (7.95)

Setzt man diese in (7.83) und (7.93) ein, so erhdlt man das homogene
Gleichungssystem ) ’

(X" _2mes) W, + ' 2X* ©,=0 (7.9)

" . “ 16 1[1 LS
—4es W, *[(2"‘%)‘*’ +(2-g)x- 3(|w)x ]6 =0, (7.97)

das, ausser den trivialen, nur dann Losungen besitzt, wenn die charak-
teristische Gleichung

3{1+7)

(|6 lo )Q + [(33:' *im1_32>5§“+ ;g_ltt_‘)c]w‘_
' PS. x‘+(|e_lg)x‘=o :

(7.98)

3(1+v)
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erfillt wird. (7.98) liefert uns die dimensionslose Frequenz als Funktion ‘
von x, welches von Rand- bzw. Auflagerungsbedingungen an beiden Stabenden
abhéngt. Als Losung finden wir in der Regel zwei reelle w-Werte.
Betrachtet man in (7.94) und (7.95) die Beziehungen
= 2x ’ 2% 2

W==x X:— = £

= ~ L c,T\_ (7.99)

und hdlt sich auch (7.4) vor Augen, so ist leicht zu sehen, dass (7.98)

fir uns ebenfalls die Beziehung

c’=c’ () : (7.100)

- darstellt, wenn auch in einer komplizierteren Form als bisher.

Wir verzichten hier auf deren explizite Wiedergabe.

Hat man die Spannungs- und Verschiebungﬁgrﬁssen bis zur jeweils notigen
Ordnung bestimmt;,so kann man, durch dhnliche Ueberlegungen, bzw. Argu-
mente wie' in frilheren Kapiteln, anhand (7.80), (7.81), (7.91) usw. die

in der Zeittransformation (7.14) eingefiihrten Koeffizienten K3 heraus-
finden und « gemdss (7.15) in (7.100) einsetzen. Aus bereits erwghnten
Griinden wird dies jedoch im Rahmen dieser Arbeit nicht durchgefiihrt. In
‘diesem Zusammenhang sei noch darauf hingewiesen, dass wir als Ursprung
des kartesischen Koordinatensysteﬁs anstatt S, 0 gewdhlt haben, um den
Einfluss der Grenzschichtspannungen auf die zu den Bewegungsdifferential-
g1eithungen fiihrenden G]eichungen auszuschliessen. Dies erkldrt auch,
wérum wir, abgesehen von der schwieriger zu Behénde]nden Geometrie, unser
Vorgehen nicht auf allgemeinere offene Querschnitte, insbesondere auf
solche mit mehreren Eckpunkten, anwenden kbnnen, und sei es nur, um (7.82),
{7.83) und (7.93) entsprechénde Schwingungsgleichungen herzuleiten.
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8.  DISKUSSION

Diese Abhandlung bildet einen Beitrag zur Ermittlung der geometrischen.
Dispersion bei den fundamentalen Modes der Stabschwingungen. Die hoheren
Modes werden in der Praxis sehr selten erregt und sind physikalisch, hin-
sichtlich Wellenfortpflanzung, kaum von Bedeutunqg [2] [27]. Sie stehen

oft im Zusammenhang mit hther als cut-off frequencies 1iegenden Frequen-
zen und mit Verformungen und Verzerrungen, die meist liber den Rahmen der
iblichen Tinearen Elastizitdtstheorie hinaus gehen. Angesichts dieser Tat-
sache ist unsere Spezialisierung auf die fundamentalen (tiefsten) Modes
der Ldngs-, Torsions- und Biegeschwingungen der Stdbe angebracht.

Ferner'béschrﬁnkt'sich die vor]iegendé Arbeit auf die dusseren Losungen,
d.h. auf das Stabinnere. Die Stabenden sowie allfdllige weitere Diskonti-
nuitdten und singuldre Bereiche, (wie Auflager, Einspannungen, etc.)}, in
denen exponentiell abklingende Schwingungen auftreten, die einer Grenz-
schichtrechnung bediirfen, werden nicht behandelt. Gerade auf Grund die-
ses charakteristischen Abklingens haben Schwingungsvorginge in singuléren
Bereichen keinen direkten Einfluss auf Wellenfortpflanzung im Inneren des
Stabes. Bevor wir uns mit den Einzelheiten und den Ergebnissen dieser Ar-
beit sowie mit den vorangehenden Forschungsbeitrdgen auseinandersetzen,
wollen wir den Ausg&ngspunkt bzw. die Grundidee unserer Untersuchungen
wieder aufgreifen und kurz illustrieren. Als Beispiel ziehen wir

g\ili _ 1 d'u (8.1)
dx? Co it

die Differentialgleichung der Langswellen zur Betrachtung heran. Legt man
nun folgende Ueberlegung ah, so ist es leicht zu ersehen, dass sich die
Methode der asymptotischen Entwicklungen zur Bestimmung der Dispersion
bei Stabschwingungen vorziiglich eignet.

Die We]]engeschwindigkeit c. , die hier als eine konstante Grosse auf-
tritt, aber streng genommen fiir endliche Wellenldngen der Dispersion, d.h.
einer wellenldngenabhingigen St6rung ausgesetzt ist, muss gegebenenfalls:
im Zusammenhang mit ebenfalls stﬁfungsbehafteten Verschiebungen stehen,
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welche ihrerseits wiederum Abweichungen von primir angenommenen Spannungen
hervorrufen, A1l diese Abdnderungen miissen einerseits der Zusammenhalts-
forderung der dreidimensionalen Grundgleichungen der linearen Elastizitdts-
theorie Fo1ge leisten und den Randbedingungen bgng]ich der Spannungen auf
“der Mantelfldche des Stabes genﬁgen, andererseits so beschaffen sein, dass
fiir die entsprechenden Grenzfdlle h/a ~ 0 (A: = Wellenlinge) die klassi-
‘sche Form der Wellengeschwindigkeit und € = h/L ~ 0 (h: = massgebende Quer-
schnittsabmessung, L: = Stablénge) die der Spannungs- und Verschiebungs-
grissen wieder erreicht werden.

Hir haben hier vorausgesetzt, dass der geometrische Parameter ¢ = h/L<<}
angenommen werden kann. Dies énisprichf im Grunde genommen nichts anderem .
als der Eigenschaft des Stabés. Gerade diese Voraussetzung ermbglicht uns
die Anwendung der Methode der asymptotischen Entwicklungen. Fiir die Effi-
zienz der Methode ist wiederum ihr Erfiillungsgrad selbst verantwortlich.
Selbstverstdndlich empfiehlt sich dieses Verfahren auch fiir die Analyse
anderer Tragwerke wie Platten [28] und Schalen [29] sowie im Zusammenhang
mit Anisotropie [30] und lberhaupt iiberall dort, wo ein kleiner geometri-
scher oder physikalischer Parameter festgestellt werden kann.

Unser Vorgehen nach dieser Methode 1ﬁsst sich wie folgt beschreiben:
- Modifizierung der Zeit durch eine Transformation.

‘Bekanntlich bedeutet die Dispersion, d.h. die Abhingigkeit der Wellenge-
schwindigkeit von der Wellenldnge, gleichzeitig eine Verzerrung der nach
den klassischen Theorien sich ergebenden Frequenz oder Periode. Dies darf
. als Begriindung fiir die-Einfilhrung der sogenannten "Rechenzeit", einer ver-
zerrten Zeit, angenommen werden. ﬁie Grundidee dieser Technik stammt von
Lindstedt-Poincaré [23] [24].
~ Einflihrung von Potenzreihenentwicklungen nach dem kleinen Parameter e
fiir die bereits durch Skalierung in dimensionslosen Zustand gebrachten
Spannungen und Verschiebungen. : S
Dabei werden die fiir den Grenzfall ¢ » 0 giiltigen klassischen Schwing~
ungsdifferentialgleichungen, bzw. die entsprechenden primﬁ%én Spannungs-
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und Versch1ebungsgrossen berhcksichttgt.

"= Einsetzen dieser in den dre1d1mens1ona1en G1e1chungen der 11nearen Elas-
tizitdtstheorie und deren Zerlegung in verschiedene Approximationsschrit-
te. .

- Bildung von Schwingungsdifferentialgleichung oder -Differentialgleichun-
gen in jeweiligem Approximationsschritt und Bestimmung der an die Wellen-

~ geschwindigkeit anzubringenden Korrektur, durch die Forderung nach der
Aufrechterhaltung der Periodizitit der Schwingungen.

Abgesehen vom rasch anwachsenden Aufwand lassen sich ﬁiese Schritte theore-
tisch beliebig wiederholen, um die Wellengeschwindigkeit entsprechend ge-
nauver zu ermitteln. Im Laufe der Rechenschritte ergeben sich auch Spannungs-
und Verschiebungsterme htherer Ordnung. Die Wichtigkeit dieser Terme, wel-
che zur wirklichkeitsnahen Erfassung der zugehﬁfigenASpannungen und Ver~
schiebungen dienen, hdngt direkt vom aktuellen Wert von € ab. Die sich nach
. diesem Vorgehen ergebende Wellengeschwindigkeit besteht aus einer Potenz-
reihe nach dem Verhdltnis h/A (A : = Wellenldnge) anstatt nach £ = h/L und
enthdlt Terme O (h2/A%), 0, (h*/A"), etc. Es ist vor den Augen zu halten,
dass eine Beziehung, die die Wellengeschwindigkeit bis und mit dem Korrek-
turterm 0 (hzlﬁf) wiedergibt, insofern aussagekréftig ist, dass h*/p" <<
h?/A2 gilt. Nimmt man z.B. 16% als geniigend klein gegeniiber 1 an, so kann
man bis zu einem Verhdltnis von h/A = 0,4 von einem entsprechend genauen
Ergebnis sprechen. Nach dieser Erkldrung kdnnen die signifikanten Bereiche
der Dispersionsdiagramme ]eichter-abgeschﬁtzt verden, welche vorteilhaft
nach der Umformung des zugehdrigen Ausdrucks der Wellengeschwindigkeit mit-
tels der Binomschen Formel aufgezeichnet wurden. Es ist hier als ein Vorzug
der angewandten Methode hervorzuheben, dass alle Effekte, die, ungeachtet
der Querschnittsbesonderheiten, im gleichen Masse zur Dispersion beitragen,
selbst wenn sie von Spannungs- oder Verschiebungskomponenten unterschied-
licher Grossenordnung herruhren. mitbericksichtigt, bzw. vo]lsthndlg erfasst
werden. .

Man kann aus den obigen Austhrungen folgern,'daés die Asymptotik sich als
sehr effizient erweist, §o1ange aktuelle Wellenldngen von der Grdssenord-
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nung der eigentlichen Stablénge bleiben. Der Fall der mit den Querschnitts-
~ abmessungen vergleichbaren Wellenldngen zeichnet sich dadurch aus, dass die
Schwingungen sich in unmittelbarer Ndhe der freien Staboberf1§che abspie-
Ten.und mit dem Abstand von der Oberfliche exponentiell abklingen. Dieser
Vorgang ist unter dem Namen “Rayleighschen Oberfldchenwellen" bekannt. Ab-
gesehen von dispersionsfreien Torsionsschwingungen (nur 1. Mode) eines
Kreiszylinders, stellt die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der'Rayleighschen
Wellen* (siehe Fussnote), je nach Schwingungstyp und -Mode, eine untere
oder obere Schranke der Wellehgeschwindigkeit dar, bzw. gibt deren zugehs-
rige Asymptote fir den Fall h/p -~ 1 an. Trotz dieser Erkenntnis haben wir
auf eine entsprechende Manipulation bzw. Anpassung der Dispersionsdiagramme
" verzichtet, um den Rahmen dieser Arbeit nicht zu sprengen.
Zundchst wollen wir die in den Kapiteln 4-6 jeweils unter Berlicksichtigung
des érsten Korrekturterms ermittelten Dispersionsdiagramme, bzw. deren sig-
nifikanten Bereiche niher betrachten.
Bei Lingsschwingungen weisen die Wellengeschwindigkeitskurven in Bezug auf
Profilquerschnitte gleicher Form sehr geringe Abweichungen voneinander auf.
Fur Stdbe mit Rechteckquerschnitten stellt man fest, dass die Dispersion
bei dickeren Querschnitten stdrker zunimmt. Falls man sich vor Augen hidlt,
dass die Geschwindigkeit der sich in Platten longitudinal fortpflanzenden
Wellen auf :

c, = [E_ ' , L 8.2
T , (8.2)
*) Diese Geschwindigkeit ldsst sich aus der Gleichung

(2-8) (- S( -G -0

- bestimmen [2] [27], wobei ¢y = vG/o, c, = vE/o einzusetzen sind. An-
statt (8.3) kann approximativ auch

Cq = 0862 + Liky - (8.4)
i+
benutzt werden. Demnach variert R in Abhingigkeit von v zwischen

0,862 ¢ und 0,955 Cqe

Cr
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[2] bel&uft und dass dies fiir v # 0.grosser als ¢, = v/E/p betrigt, kann
man folgern, dass maﬁ bei sehr diinnen Rechteckquerschnitten (z.B. § =
0,01) vermeiden muss, gemdss der hier hergeleiteten Dispersionsbeziehung
Aussagen zu machen, o ‘ »

Zieht man Kreis-.und Quadratquerschnitte anhand der Diagramme in der Fig.
2 zu einem Vergleich bezliglich Dispersion heran und betrachtet z.B. fir
den Stab mit dem Kreisquerschnitt das Verhdltnis d/A = 0.3, so kann'man
herausfinden, dass die gleiche Dispersion nicht einem quadratischen Quer-
schnitt mit derselben Fliche wie der Kreis, sondern einem mit der Um'3%
herabgesetzten Fldche entspricht. )

In Bezug auf Torsionsschwingungen von Stdben mit elliptischen Querschnit-
ten, fiir welche die Dispersionsdiagramme in der Figur 3 wiedergegeben wor-
den sind, konstatieren wir, dass die Dispersion mit zunehmender Dicke des
Querschnitts abnimmt, und, wie erwartet, im Falle des Kreises nicht zu-
stande kommt. ' _

Bei den Biegeschwingungen ist es, abgesehen vom Kreisquerschnitt, zwischen
den zwei verschiedenen Modes zu unterscheiden, ndmlich dem ersten Biege-
mode, in dem der Stab in der Biegungsebene x, - X, schwingt (U, = 0) und
dem zweiten Biegemode, in dem die Stabschwingung in der Biegungsebene x,

- x5 erfolgt. Hinsichtlich des ersten Biegemodes erhdlt man fiir Ellipsen-
und Rechteckquerschnitte jeweils fﬁr‘alle Seitenverhdltnisse praktisch die-
selbe Dispersionskurve. Sowohl flir den ersten als auch flir den zweiten
Biegemode weisen die Wellengeschwindigkeitskurven ab einem Verhdltnis von
ca. h/y\= 0,15 grossere Korrekturen der Dispersion gegeniiber den linearen .
Diagrammen gemdss der klassischen Bernoulli-Eulerschen Theorie auf. Bei
diesen Querschnittsformen betrachten wir im zweiten Biegemode im Gegensatz
zum ersten je nach den Seitenverhdltnissen deutlich verschiedene Wellenge-.
schwindigkeitsdiagramme, welche mit der zunehmenden Dicke des Querschnitts
umso dichter werden., A1l diese Dispersionskurven beziiglich der fundamen-
talen Biegemodes von Stdben mit E11ips.n- und Rechteckquerschnitt basieren
auf den asymptotisch exakten Beziehungen, die erstmals hier ermittelt wor-
den sind. ‘ ‘

Im Falle von Rechteckquerschnitten §e1angt man in Bezug auf den zweiten
Biegemode zur Feststellung, dass bei diinnen Querschnitten die Dispersions-
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diagranme immer flacher werden (Figur 21). Das bedeutet, dass diese Kur-
" ven jmmer weniger-Korrekturanteile enthalten. Diese Eigenschaft stellt ’
~deut)ich den stetigen Uebergang vom Balken zur Platte dar, falls man sich
an die Wellengeschwindigkeitsbeziehung fiir Biegeschﬁingungen bei Platten,

namlich an
Cq —2x 0B\ [E " (8.5)
& A Veu-wy o

[27] erinnert.

Un die Kopplung zwischen den Biege- und Torsionsschwingungen bei nicht

- doppelsymmetrischen Querschnitten zu zeigen, wurde als Beispiel ein Halb-
kreisquerschnitt behandelt. Das Dispersionsdiagramm fiir den ersten Biege~
mode eines Stabes mit dieser speziellen Querséhnittsfonm entspricht genau -
einem mit dem Faktor 1/2 modifizierten Diagramm des Kreis- oder El1lipsen-
querschnitts. Die Herleitung der Ergebnisse im 6. Kapitel bildet ebenfalls
einen neuen Beitrag. Nun wollen wir in die Vergangenheit zuriickblicken:

Wie im 2. Abschnitt erwﬁﬁnt, war die Dispersion bei Stabschwingungen seit
“mehr als einem Jahrhundert Untersuchungsgegenstand zahlreicher Forschungs-
arbeiten. Schon 1876 Pochhammer [3] und 1889, unabhdngig von ihm Chree [4]
befassten sich von den dreidimensionalen Grundgleichungen der linearen El-
astizitdtstheorie ausgehend anhand harmonischer Ansatzfunktionen fiir die
Verschiebungen mit den Fortpflanzungsgeschwindigkeiten "kleinerer" Lings-,
Torsions- und Biegeschwingungen in einem unbegrenzten isotropen Zylinder -
mit kreisférmigem Querschnitt. Aus den Randbedingungen fiir die Spannungen -
auf der Staboberfldche bekamen sie die Frequenzgleichungen. Durch Einfﬁh—
rung der Entwicklungen von Besselschen Funktionen konnten sie dann die pri-
'maren, d.h. auf den Fall h/p << 1 bezogenen Lisungen dieser Gleichungen
konstruieren und die entsprechenden Wellengeschwindigkeiten erhalten. Da-

. bei fanden sie heraus, dass die Torsionsschwingungen sich im fundamentalen
Mode (und nur in diesem Mode) dispersionsfrei fortpflanzen.

Die im Laufe dieser Arbeit gefundenen Resultate, die bei Ldngs~ und Biege-
schwingungen der kreiszylindrischen Stdbe die Wellengeschwindigkeiten mit
zugehbriger Korrektur G (h?/p?) wiedergeben, weisen eine vollstindige
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Uebereinstimmung mit jenen von Pochhammer und Chree auf. Sie bedirfen aber
zu threr Bestimmhng“verhSItﬁisissig viel geringeren Aufwands.

Die Wellengeschwindigkeit der Langsschwingungen bildet bis zu Verhﬁ]tnis-
sen von d/a = 0,35 (d: = Durchmesser des Kreisquerschnittes) sehr gute
Nﬁheruhg der exakten Losung, die erst 1941 von Bancroft [31] sowie 1948
von Davies [32] berechnet, bzw, graphisch dargesfe]]t worden ist.

Dank der Binomischen Formel kann man die Wellengeschwindigkeit der Biege-
schwﬁnguhgen praktisch lings des ganzen Spektrums 0 < d/A < 1 als sehr be-
friedigend bezeichnen, falls man einen Vergleich mit der exakten Lsung
vornimmt, welche von Hudson [33] stammt. Ausserdem stellt man dabeiifest,
dass diese Wellengeschwindigkeit bei Verhdltnissen bis zu d/A = 0,1'keine
deutliche Abweichung von jener nach der elementaren Bernoulli-Eulerschen
Theorie aufweist. :

In einér weiteren Arbeit [34] lieferte Chree dhnliche Losungen auf dersel-
ben Grundlage fiir Langsschwingungen der Stdbe mit elliptischen und recht-
- eckigen Querschnitten. Die von uns im Rahmen der Abhandlung gefundenen Vel-
Tengeschwindigkeiten bei diesen Schwingungen, bzw. Querschnitten, stimmen
mit seinen Ergebnissen vollig liberein. Es gelang uns hier festzustellen,
bzw. zu beweisen, dass fiir die Dispersion bei Langsschwingungen in Bezug
auf alle denkbaren Querschnittsformen lediglich das Verhd@ltnis zwischen
dem polaren Trdgheitsradius des Querschnitts und der Wellenldnge verant-
wortlich ist und dass sich die Einschrdnkung dieser Eigenschaft auf recht-
eckige und elliptische Querschnitte eriibrigt.

Die erste Herleitung der Wellengeschwindigkeit der Langsschw1ngungen fiir
kreiszylindrische Stdbe anhand einer energetischen Ueberlegung stammt von
Rayleigh [5]. Er beriicksichtigte die Querkoﬁtraktion bzw. die radiale ki-
netische Energie [2] [38] und erhielt genau dasselbe Resultat von Pochham-
mer und Chree. _

Es wurde lange vermutet und zu beweisen versucht, wie z.B. 1952 von Bishop
[35], dass die aus den Stoffgleichunger resultierenden Schubspannungen
einen im gleichen Masse wichtigen Effekt verursachen wiirden wie die Quer- .
dehnung, Wir haben gezeigt, dass Normalspannungen 05(1) zufolge, die Schub-
spannungen erst 05(53) zu erwarten sind und deshalb bei einer Korrektur
0,(d?/A?) der Wellengeschwindigkeit keine Rolle spielen. Dass dies bisher
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nicht tiberzeugend erkldrt werden konnte, ist auf die fehlende Vorstellung
der moglichen Spannungen und Verschiebungen noch htherer Ordnung zuriick-
zuftihren. Glinstigerweise haben solche Gréssen auf die betrachtete Korrek-
tur 0 (h’/p&) der Ne11engeschw1nd1gke1t bei allen Querschn1ttsfonnen kei-
nen Exnf]uss.

Rayleigh befasste sich ebenfa11s mit Biegeschwingungen [5] und fand durch
“Einfiihrung der Rotationstrégheit bzw. der entsprechenden Energie eine erste
Korrektur der D1spers1on. '

Timoshenko konstruierte unter Berucks1cht1gung der Schubverformungen neben
den Querschnittsrotationen um die Achsen senkrecht zur Biegungsebene ein
verbessertes Balkenmodell [6], welches fir die von ihm getesteten Kreis-
und schmalen Rechteckquerschnitte'[36]réute Ngherungen 1iefert, jedoch
allgemein die Kenntnis eines auf die Querschnittsform bezogenen Schubfak-
tors voraussetzt. .

Im Zusammenhang mit den Biegeschwingungen ﬁies‘Love als erster darauf hin,
dass die der Querkontraktidn entsprechenden hoheren Verschiebungsterme bei
nichtkreisformigen Querschnitten einen gleichermassen wichtigen Effekt wie
der Schubeinfluss hervorrufen sollten [7].

Aus unseren Ergebnissen im 6. Kapitel geht hervor,'das; die Korrektur 0s
(h2/A?) der Wellengeschwindigkeit zu ihrer Vollstindigkeit neben allen
obén erwdhnten noch die Beriicksichtigung des Effekts der Normalspannungen
in den Richtungen quer zur Stabachse bendtigt. Damit ist es moglich, mit
Hilfe der numerischen Verfahren die Korrektur Os(hzlﬁf).der Dispersion bei
Biegeschwingungen fiir beliebige Querschnittsformen als Ganzes in den Griff
2u bekommen. Die Genauigkeit der Resultate hdngt dann nur noch vom ange-
wandten'Berechnungsverfahren, bzw. vom Computer ab.

Die Torsionsschwingungen von Stiben mit nichtkreisformigen Querschnitten
sind bekanntlich dispersiv, d.h. nicht mehr durch die elementare St. Ven-
antsche Schwingungsdifferentialgleichung erfassbar. Die durch die Verwdl-
bung bédingten axialen Spannungen und Beschleunigungen bewirken eine ef-
fektive ErhShung der Torsionssteifigkeit und daduréh der Wellengeschwin-
digkeit. Im 5. Kapitel gelang es uns diese Disbersion in Bezug auf die
Grissenordnung h?/aA? bei beliebigen Querschnitten vollstindig zum Ausdruck
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zu bringen. Die Gleichungen (5.38) bis (5.64) gestétten uns folgende Kon-
statierung: Die aus der Ve;ﬁﬁﬁbdng.resu1tierenden axialen Spannungen ste-
hen im direkten Zusammenhang mit den ebenen Spannungen quer zur Stabachse
und den Querverschiébungen, d.h. mit der Querschnittsdistorsion, welche
von der gleichen Grissenordnung sind. Infolge der Differenz zwischen der

" axialen Beschleunigung und dem Inkrement der erwdhnten axialen Normalspan-
nung ergeben sich Schubspannungen htherer Ordnung. Gerade diese Schubépan-
nungen und Querverschiebungen hSherer Ordnung sind fiir die Dispersion ver-
antwortlich. ' '

Am Beispiel eines Stabes mit elliptischem Querschnitt haben wir den ersten
Korrekturterm der Wellengeschwindigkeit bestimmt. Dabei stellte sich her-

aus, dass die. beiden ebenen Normalspannungen o:z)und oﬁi’nd]] sind, hin-
. (ry . : :
gegen die zugehdrige Schubspannung o,,, die Verschiebungen uéi’und ugl)so-

2) )

wie dié7Schubspannungen c( und o, "existieren. Das Vorgehen ist so darge-

12
stellt, dass es mit Hilfe numerischer Verfahren ohne weiteres auf die Be-

handlung anderer Querschnitte libertragen werden kann.

Folgende Uebersicht der hinsichtlich ihrer Besonderheiten ausgewdhlten
neueren Forschungsarbeiten liber die Dispersion bei Stabschwingungen kann
zu einem besseren Verstindnis der diesberg]ichen Entwicklung verhelfen
und gegebenenfalls zum Vergleich der Resultate beigezogen werden:
1962 befasste sich Barr mit Torsionsschwingungen [113. Unter Beriicksich-
tigung der axialen Normalspannungen und Beschleunigungen infolge Verwdl-
bung versuchte er aus der Variationsgleichung der Bewegung die Wellenge-
schwindigkeit zu bestimmen. Er schlug dabei vor, die eigentliche Bewegungs-
differentialgleichung durch Einfiihrung einer willkiirlichen Konstante so zu
modifizieren, dass die daraus resultierende Wellengeschwindigkeit fiir den
- Grenzfall h/p + 1 in die Rayleighsche Geschwindigkeit der Oberfldchenwel-
Ten tibergeht. '
1965 verfasste Nigro seine Dissertatio. [37] iiber die Anwendung des Ray-
leigh-Ritzschen Variationsverfahrens auf die stehenden Ldngs-, Torsions-
und Biegewellen in Stdben mit rechteckigen Querschnitten bzw. lber die ap-
_proximative Bestimmung der Wellengeschwindigkeiten, jeweils in Bezug auf
verschiedene Brénéhes, auf der Grundlage des Hami1tonschen Prinzips, indem
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er polynomiale Verschiebungsansdtze verwendete. Seine Arbeit bildet eine
Erweiterung jener von Kynch [9], der 1957 nur die fundamentalen Modes der
.Stabschwingungen mit derselben Methode behandelt hatte.-

Um wiederum die Dispersion bei allen Modes der Wellenausbreitung in den

" Stiben mit elliptischen und rechteckigen Querschnitten approximativ in
den Griff zu bekommen, benutzte 1969 Fraser [21] [22] die sogenannte Col-
locétiqnsmethode. Dieses Verfahren fiihrt zur Losung der dreidimensionalen,
in Polarkoordinaten ausgedriickten Wellengleichungen, indem es die Erfiil-
Tung der Randbedingungen bezliglich der freien Staboberfldche in diskreten
Pﬁnkten erzwingt, welche 1éngs des Querschnittsrandes je nach erwlinschter
Genauigkeit in beliebiger Anzahl zu wdhlen sind. "

Die Beitrdge von Bleustein & Stanley [13] und von M1nd11n [15] beziehen
sich insbesondere auf Torsionsschwingungen. Durch gle1chze1t1ge Einfiih-
rung von Ansdtzen in Form von Potenzreihenentwicklungen nach Querkoordi-
naten fiir Yerschiebungen und Spannungen erzielen sie, unter Beriicksichti~
gung des Hamiltonschen Prinzips, die approkimative Bestimmung einer "dy-
namischen" Torsionssteifigkeit und dadurch der entsprechend korrigierten
Wellengeschwindigkeit. Ihr Verfahren erfordert die Ldésung eines aus den
Randbedingungen resultierenden linearen Gleichungssystems, das nur die
von den Querkoordinaten unabhingigen Faktoren der Ansitze enthilt.

Zum Schluss mochten wir auf die Arbeit von‘Engstrﬁm [14] liber die Torsi-
onsschwingungen von Stdben mit Rechteckquerschnitt hinweisen. In Analogie
zu Barr [11] beriicksichtigt er die axialen Normalspannungen und Beschleu- -
nigungen infolge Verwdlbung und macht vom Hamiltonschen Variationsprinzip
Gebrauch. Im Gegensatz zu ihm aber, fiihrt er fir die Langsverschiebungen
anstatt der St. Venantschen VerwOlbungsfunktion einen selbstdndigen Sepa-
rationsansatz ein. Dieser Ansatz besteht‘aus einer querkoordinatenabhdng-
igen Funktion ¢ und einer anderen, zeit- und l@ngskoordinatenabhingigen ¥
-(wie die Querschnittsverdrehung %, jedoch unabhingig davon). Nach Ausfih-
rung unabhangiger Var1at1onen '~, 2w und &9 erhdlt Engstom, zusdtzlich zu
den von Barr gefundenen GIe1chungen, in. Bezug auf ¢ die Helmholtzsche Dif-
ferentialgleichung. mit der zugehdrigen Randbedlngung. Dieses Grenzwert-
problem, in dém die Verwolbung grundsétzlich von der Wellenldnge abhdngig
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vorausgesetzt wird, 1dsst sich als ein Variationsproblem fiir ein Funktional
formulieren und erTauBt dadurch die Anwenciung eiﬁer Finites~Element-Proze-
dur. Diese Arbeit verdient unsere Aufmerksamkeit, weil sie die Moglichkeit
aufzeigt, dié Methode der Finiten Elemente ausserhalb des liblichen Bereichs
zu verwenden. In diesem Zusammenhang haben wir jedoch im 5. Kapitel bewie-
sen, dass, zumindest was den fundamentalen Mode anbetrifft, die VerWﬁlbungs-
funktion bei allen Querschnitten jener von St. Venant entspricht.

Im 7. Kapitel sind wir auf die im allgemeinen gekoppelten Biege- und Tor-
sionsschwingungen vOniTrigern mit offenen diinnwandigen Profilquerschnitten
eingegangen und haben am Beispiel eines Halbkreisbogenquerschnitts gezeigt,
dass si;h die Methode der asymptotischen Entwicklungen zur Bestimmung der
gekoppelten Schwingungsdifferentialgleichungen anwenden 1isst. Wegen der
auftretenden Singularititen im Querschnitt selbst ist jedoch bei der Ueber-
tragung des Verfahrens auf andere diinnwandige Querschnitte Vorsicht gebo-

ten.
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9. NAEHERUNGSHEISE BESTIMMUNG DER DISPERSION AUF GRUND )
EINER VARIATIONSUEBERLEGUNG (ANHANG)

Fiir die Behandlung von Querschnittsformen, welche nach unserem Verfahren
keine LOsung in geschlossener Form ermﬁg]ichen. aber dennoch erlauben, die
Struktur der Verschiebungsfunktionen wirklichkeitsnahe abzuschdtzen, kann
eine approximative Methode qngewendet werden, welche am Beispiel der Tor-
sionsschwingungen eines Stabes mit Rechteckquerschnitt kurz erldutert wird.
Dabei nehmen wir Bezug auf das 5. Kapitel.

Als Primdr- bzw. Ausgangsverschiebungen gelten ge-

f
I : miss (5.11) und (5.18)

. ! ~

. ) \A“')_ 9 ‘ (e_e( 'C)) . (9.1)
Ox, X3 . « =" e.@XP X - _)(“ ’

wobei 6 die‘Verdrehung des Querschniéts um die x,-
: Achse darstellt. Die Stoffgleichungen (5.12.1),
Xy (5.13.1), (5.13.2), (5.14.1) vergegenwdrtigen wir
Fig. 25 uns in Form von ’

G(n) - 1 (u(-S e 3 (9 2)
ol 2 (ayy \ T T e“PXP) : .
G = val L ; (9.3)

O] :

o, = ! @ ) . v (-) [ ‘ 9.4
s znm(u“%*uﬁvﬂ *m( Uy, %) 84? (9.4)
@y _ {: i . .
= ey (u.‘:‘ +u(,’| : (9.5)

. Uﬁter'BerUcksichtigung der Bewegungsdifferentialgleichungen (5.12.2),
(5.13.3), (5.14.2) etc. mit den ‘zugeordneten Randbedingungen gemiss (5.16)
und (5.17), d.h.

oy .

Cax =0 ; . GJng=0 , = . ' (9.6)
Sk . (o (O} .
Cup., ﬁ‘~9 Cupxp =G 5 GugPp =0 - (9.7)

(<3 ' '
- (o ' ()
G =07 =g 5 Gln, =0 (9.8)
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fithren wir nun eine Reihe von Integralen ein, welche variationstechnisch
dann stationir sind, wenn die jeweilige Differentialgleichung und die ent-
sprechende Randbgdinguhg erfiillt werden, wie man unten sieht:

- D;{Uf.)} = (Ul -8, epp)( Ul ~ 8, euyxg ) df (9.9)
Sq:=?-fF (U —a.eup"ﬁ)cgufd 2/ (W2 -8, xg )0, of -

~2f, (-8, eupxg) S157df = 7-] TG MU 2} TG S (0.10)

150 " {oidn.=0; Gax=0}, V&P. (9.11)
s [ 1 v ' L) (
LR ! j [(UZp +upa (2 +ipa) +2% (U0 V16 -
~80e, (5%} +ee,,5xp>u- 4 (3.12)

(O] G s - { (]
8= [l g (5 + S+ B )+ ) S -
-g(l"'V)J‘ G]a(” +ee‘ng)Sux JF =£[2_(u(3'p+u(g“)(npsu:)+
*nds ) F;;(U(:::+u(.3‘,()hﬁsu(')]els-[{2[(ua,p*u;)q) Su:?*(u(.?p+
F

*u‘;"),,@u:;’ +— (u(.:.) %), Sum}JF_g(wv) fF G ;,' *éedp%p)Su: 3
’ o ¢ D] L) v 0 ) (0
‘f [ (g g I ng Su2 + B2 (U2 +053) S Suc’T ds-f fa(ulls

(;,l L5t zy[(ufﬁ*“?x)sdp], .,,g(.w)(c“:".,éedpxp)}gu(:JF .
;fsg(m)o‘ignﬁSuﬂ)Js fe(m) ’PP+()-'°"‘ +9e‘pxp)£um {: (9.13)

Sjk=0 —-— {Gj; npco s Gj;p +G',:’ —US)} ¥ sl o . (9.14)

= jm{u(.’?} = j (u(‘ll u(d'?‘ )(uf:"_*u‘x') JE -h(m)f( “(")_u(e)) % (9.15)
T = 2082y, 5500 o0, -4

U [ G Sl - Lo )f( o 819

‘ Sjm=o < { q&?nd:é ) Glo(a“' f‘: _u(.)} V gu(l) (9.17)
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it anderen Worten kinnen wir die L8sung unserer Gleichungen im 5. Kapitel
anhand dieser geeigneten Integrale auf diejenigen des entsprechenden Vari-
atiqnsprob1ems zuriickfiihren, indem wir z.B. polynomiale Verschiebungsan-
sdtze wiahlen und deren Koeffizienten gemdss dem Extremumprinzip bestimmen.
Anschliessend kann man aus den Stoffg]eiéhungen die zugehorigen Spannungen
und auch mittels (5.60) «, erhalten sowie die Wellenausbreitungsgeschwindig:
keit angeben.

Zunichst betrachten wir das eigent1iche'Torsionsprob1em, bzw. das Integral
(9.9), welches durch Wahl des Verschiebungsansatzes als :

US 2 A, xexs R (5.18)
die Form .
% =6,‘.f[(A-1)’ 3 +(A*1)7'X‘,_] d4f - (9.19)
Vise
arnimmt. (9. 10) und (9 11) fiihren uns nach-Bildung von
a’Jx ze,,[/ A 1) X% +(A+1) x,_]éx,.dxs =0 (9.20)
auf
ACu-Ca | (9.21)
Cn - .
wchei

fz[(x,_...x,,)clx,.,dx;_.&S(HS) , Ciy=tS, C33=%s’. (9.22)
-8 =

Ses z* man in (5. 29) (5.13.3) ein und beriicksichtigt dann (5.12.1) bzw.

(9.1} und (9.18), so-folgt daraus d1e Schw1ngungsd1fferent1a1gleichung

in orm von
2C3 Cas 2 §* (c = .Z_C":.C_sg. (9.23)
‘ e Gev) CH S =me’" YT T Qe Gy ) ’ .

weiche mit jener fiir einen Stab mit Ellipsenquerschnitt Ubereinstimmt, wie
rar ‘sehen kann, indem man (5.85) und (5.86) in (5.33) einsetzt.

Ur das (9.14) entsprechende Problem der ebenen. Verformungen zu 16sen, be-
ruszen wir fir v, @ . folgende Ansitze: :
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U:’:ax,-o-kxlx; ' . (9.24)
WY = exd adxed ’ ‘ (9.25)

welche in (9.12) eingesetzt,
Ipfoec.dl = fF flob i ny + 16aM A +2[Bad) s 4 (Berb)]
+ Ay " =[AD, %exs +2(|o-ra|)x1.7<;]1—8(|+v) [-% %(ax';-r\cxix'gh (9.26)
n

+ %} g” (ext +dxixy) +9(Qx., +bxid)- G(CM*'ANK&) }A{“

bzw. nach der Integration
Ty =16 6" Dy +16d" Dy +2(3a+d) Daz +2(3c4bY Dy +4(30s d ) (Besb,

+ 22 (2b42d+AB,, V' D3 + 89, n(gbfgbn).ge Cat (D (9:27)

24} C
+d De2) 80, ) & (a D33 +bDgy) +80,, (1) € (D, +dDy)
n 1

ergeben, wobei die Abkiirzungen

s ..
Daa =£x:=1?=.‘§8 . Dner xxidf= —333’ Dn:—.JFx‘,'é{:%S i C-%mc" (9.28)
gelten. Die unbekannten Koeffizienten bestimen wir gemdss (9.14) so, dass

¥

= = Dn[lzb"(3m6)+12(3c+b)¢8_22C""Q 3(m) %9] =0 (9.29)

3

Al D adl ey c Ca 9.30
5;:0,:{&504'% (3c+b)+120 +4d .':l_y(zbzd«»AB,,)«ac_?e,,-sngP“]=o( )

Bﬂm D,3l12 Daz D D C (9 31)
= 22 (3c+b) +12(3ard ) -g D22 ¢ +8(1er) D2z 5 =0 *

c ”[ Des Ceb)+12(300d)-g Des _”c.“ O+ 8Ly Dy C.e . ]

¥y D1y (2q.. b 8 (2b,7ds .3C C ,

ST =D2;[szdfz.b; (30 awz; toe 22 (20.244A9,,) zé‘zsi?,.*srn.ﬂcp,,] o(9.32)

erfiill1t werden, bzw. a, b, ¢, d die Losung des linearen Gleichungssystems
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3d, 10 3 dffa) [ ZdfemE-fo)e, )
3 d; 3‘&‘)3 1 b |- J ,'Sd_-”((””%n-'c_“)g'“

ﬁ - +vC _1Caa_vGCo~Cas r

3/3 9\5 3&3/8 ﬁ' c r (_l,- -C-“_ lr-_z:' z (|-11)C\\)9 (9 ‘33)
) . _‘ﬂ_r; 1 C s_wLCSs—Cu

3dz/g 9\| 3/8 ’ azJ | d ) ~( [ C“*‘v -(_:}n_ 2 (!-Zl)Cu)g'"J

dgrste]len, wobei

_Da2 _9 ‘

h=FR-25* . hopE=s g - | (9.3)
_ _ ! - )

Megerh o Mgl o heghielr (0

gilt. Nach Aufldsung von (9.33) erhalten wir, unter Berilicksichtigung von
(9.22), (9.23), (9.28) sowie (9.34) und (9.35),

- _1-8" [2 * Z] 9.36
o g S B - R0 - (-3

be- -8 o [~%y(§+5‘)*g]’. _ (9.37)

= ey o

‘ -5 2 w_o !, 26 .
© = ey On [0~ 15+ 5] o e

s et ] L (9.39)
d"mau[ 37(\*5)*58]- ) , ,

- . (.
Nun kann man gemiss (9.3) und (9.4) 01: in Form von

M @y @ 290 o) . o
G =u,, v Uer t ,,—,%m(u.,muu,,) m[('-")um *VU‘H] (9.40)

als gegeben betrachten und sich mit dem ndchsten Nﬁherungsschritt, bzw.
{9.15) befassen. Als Struktur der Versch1ebung u , die ein neues Torsi-
onsproblem verkdrpert, stellen wir uns

§ ' ) .
u."_exﬂ”,cxtx, . : . : (9.41)

vor, durch we1ches bzw (9. 18), (9 24) und (9. 25) (9.15) die Form
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Iy - [F {Beximapdrand+b Bt ext st ded)'e

- (:é.)ﬁ [ T.——‘I(Hﬁ")]X;X;(EX,,X;-&-{‘X,Xs)}c‘{—\ (9.42)
annimmt. Fuhrt man die Abkurzungen
= f[;(‘idmlxﬁ%*s . Lia =fF xlx';Jf-{gsi L,y = xzx,clf. :g Jf=§$’ (9.43)
ein, so gelangt man anhand (9.17) bzw. durch Bildung von ‘
gﬂm =L,e+¢ Ll.,S;+6Lz,,q,|+cL,,zL,,.+GLM{I +Clepe szl e+ 0.4
+2bid, by, b 9,“,[l o LGP B )
9dm

,a€ =6Lue +2LOQF +2L050,, +2 L»u'la,‘ +18 ng'¥ +6 Lq1e+6L[,q_C ' (9.45)

+6 Lz'('dzl —4Lu. m‘—)‘ nn[ )-8 - W{' - g..y{u-s )Jgo

zum folgenden linearen Gleichungssystem

18 Lyg +2L G Ly +Ly,) e B, (6.46)
. - , .
G(Lz[’ + Lt,q_) 18 LZ‘}“'ZLOG ¥ B,_
wobei -
= 19 % | 233 ¢ 103 oM S 2 Y 1 ¢ A .
B| b Sz)z l” [ T 2 1e82 1487 ?5:18 lOﬁs- 4+v(148§ )(%"ES +§S )] (9.47)
B,= kg3 16" L 55 S 68y g6 % 9.48
S (IE "“[ *3 ¢s‘~ %s f o 5)(§ 31*7'%)] ( ) )

(9. 46) Tiefert

e = (1-8*) O [_392 -952S8"_1243 §*.33% S(’. S398%,
210 (14§93 (34128738 (9.49)
. (187294 +504 8" 26468") |
e 0890 [7.551"?381‘\—‘{0308"—30\ §-206stu08™ - (9-50)

2‘°(l+8‘)‘(mzs’n gy &*
st {E)(62 45182198359 ] .
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Schreibt man anschliessend gémﬁss (9.5) o;Z) in Form von

G’ = s [fonaf )} (b w30)% X | (9.51)
. 2049 .
Jera i 2 [(canerd + (@ #3605 (9.52)
so ist man in der Lage, aus (5.60) K, auszuréchnen. Es ergibt sich
=S L fy D )-D A‘L[D;A Db, \D (9.53)
2 8C11C33 e‘“{ zzen +3 21( 0= )" SS‘F,," 2, 5 . - c,\;l}

Daraus bestimmt sich, nach Einsetzen vbn bereits gefundenen A,a,b,c,d,e
und f, mit (9.23) und (5.81) sowie-(5.83) die Wellengeschwindigkeit zu

‘S,’_cn(lﬂc,_a%o (e0)= 28, el L)%, (cr, f5)- (9.50)

Nehmen wir fiir v = 0,3 an, so ergeben sich fiir verschiedene Seitenverhdlt-

Cr=

nisse § folgende Dispersionsdiagramme (Fig. 26).

Nach der entsprechenden Kurve fiir § = 1 oder gemdss der Struktur von (9.53
- sollten Torsionsschwingungen eines Stabes mit quadratischem Querschnitt
dispersionsfrei erfolgen. Dies ist jedoch in Wirklichkeit nicht der Fall,
‘'wie man auch experimentell feststellen kann. Die Torsionsschwingungen
eines quadratischen Stabes sind bekanntlich, wenn auch relativ unwesent-
lich, von Ldngsschwingungen in Form von Querschnittsverwdibungen beglei-
tet, welche die Wellengeschwindigkeit beeinflussen. Die Ursache der wider-
sprechenden Folderung bzw.  der Unzulinglichkeit dieser Niherungsmethode
liegt darin, dass hier die Vefwﬁlbungen fiir Rechteckquerschnitte als jene
der entsprechenden Ellipsenquerschnitte gefunden bzw. eingesetzt werden
und dass dadurch im Falle & = 1 der Kreis, als Sonderfall einer Ellipse,
hinsichtlich der Verwdlbung nicht eine quadratische Querschnittsform zu-
approximieren vermag.
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dienst im Laufe des Sommers 1975 absolviert hatte, bin ich als Bundes-
stipendiat der Schweiz an die ETH-Ziirich gekommen. Im Oktober 1976 trat
ich eine Assistentenstelle am Institut fiir Mechanik dieser Hochschule

an. Unter der Leitung des Herrn Professor Dr. M. Sayir befasste ich mich
neben der Unterrichtsassistenz wahrend vier Jahren mit theoretischen
Untersuchungen iiber das Dispersionsphdnomen bei Stabschwingqngen. :

Seit Oktober 1980 bin ich bei ILR (Ingenieurbiiro fiir Luft- & Raumfahrt)
in Ziirich als Entwicklungsingenieur tdtig und habe einen Lehrauftrag fiir
Mechanik am ITR (Interkantonales.Technikum Rapperswil-Ingenieurschule).

Meinem verehrten Lehrer Herrn Professor Dr. M. Sayir gilt mein ganz be-
sonderer Dank fiir die Ermtglichung dieser Dissertation und seine wohl-
wollende Betreuung. Herrn Professor Dr. Ch. Wehrli danke ich fiir die
Uebernahme des Korreferates. Auch die freundliche Atmosphdre unter den
Assistenten des Instituts fiir Mechanik hat sich fordernd auf die Ent-
stehung dieser Arbeit-ausgewirkt. In diesem Zusammenhang mtchte ich mei-
nen Kollegen, insbesondere Herrn Peter Pleus meinen Dank aussprechen.





