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Einleitung

Zur Behandlung differentialgeometrischer Fragen der Gewebegeometrie ist
bis jetzt zur Hauptsache der Kalikiil der Differentiatoren bzw. der schiefen
Differentialformen verwendet worden. Im zusammenfassenden Werk Geometrie
der Gewebe von BLASCHKE und BoL!) ist zwar im § 29 bereits ein Ansatz in
anderer Richtung vorhanden, nimlich gewisse Invarianten von differentier-
baren Kurven-4-Geweben dadurch aufzufinden, daf} ein vorliegendes Gewebe
in ein quasigeoddtisches Kurvensystem eingebettet wird. Die Differential-
geometrie der Gewebe scheint aber dann in dieser Richtung nicht mehr weiter
verfolgt worden zu sein. Die vorliegende Arbeit fiigt sich nun an dieser Stelle
in die Geometrie der Gewebe ein.

Gewebe sind geometrische Gebilde mit projektivem Charakter. Es ist daher
naheliegend, zur Diskussion gewebegeometrischer Fragen die Methoden der
projektiven Differentialgeometrie beizuziehen. Der oben erwihnte BLASCHKE-
sche Ansatz fiihrt nun gerade in diese Richtung. Im folgenden wird gezeigt,
daB sich dieser Ansatz auf beliebige Dimensionen verallgemeinern li8t und
daB er iiber die quasigeoditischen Kurvensysteme die Einordnung der Diffe-
rentialgeometrie der Gewebe in die projektive Differentialgeometrie gestattet.
Eine Rechtfertigung dieses Vorgehens ist etwa dadurch gegeben, daB einer-
seits simtliche differentialgeometrischen Aussagen sich auf diese Weise ohne
Schwierigkeiten auf beliebige Dimensionen iibertragen lassen und anderer-
seits die Vorteile des weit umfassenderen Absoluten Differentialkalkiils voll
ausgeniitzt werden konnen.

In der nun folgenden Arbeit wird zunichst der BrascEgEsche Ansatz in
der Ebene noch weiter ausgewertet. Insbesondere wird der Fragenkomplex
beziiglich der topologischen Aquivalenz eines Gewebes mit einem Geraden-
gewebe untersucht. In einem nachfolgenden Abschnitt werden dann simtliche
Theoreme auf beliebige Dimensionen verallgemeinert. Dabei offenbart sich
durch alle Dimensionen hindurch die Sonderstellung der parallelisierbaren
Gewebe. Ferner zeigt sich, daB die Fille n = 2 und n = 3 vom gewebe-
geometrischen Standpunkt aus bereits alles Wesentliche enthalten.

Der Rechenapparat ist dem Ricci-Kalkiil entnommen. Entsprechend den
Prinzipien der Kern-Index-Methode werden fir die allgemeinen Koordinaten-
systeme griechische Indizes 2, 4, u, v, ......... , fir die speziellen Koord:-

1) Vgl. [1] des Literaturverzeichnisses am Schlusse der Arbeit.



natensysteme lateinische Indizes b, 2, §, k,......... verwendet. Dies hat den
Vorteil, daB zur Unterscheidung invarianter und nichtinvarianter Gleichungen
kein besonderes Zeichen notwendig wird. Eine Gleichung zwischen Gréfen
mit lateinischen Indizes bezieht sich somit immer auf ein spezielles Koordi-
natensystem; durch die lateinischen Indizes ist aber gleichzeitig zum Aus-
druck gebracht, daB die Gleichung nicht invariant ist, d.h. nur in einem
entsprechend speziellen Koordinatensystem richtig ist. Von der Vorschrift
des Riccr-Kalkiils, daB iber Indizes, die in derselben Beziehung ko- und
kontravariant auftreten, stets zu summieren ist, wird insofern etwas ab-
gewichen, als sie nur fiir griechische Indizes zur Anwendung kommen soll.
Diese Konvention erlaubt, verschiedene, in speziellen Koordinatensystemen
ofters auftretende Ausdriicke in einfachere Gestalt zu bringen. Eine Summa-
tion iiber lateinische Indizes wird durch Voranstellung des gewdhnlichen
Summenzeichens angedeutet.

Zur Vereinfachung der Schreibweise wird von der Bacmschen Symbolik
Gebrauch gemacht. Fiir die Gr68e 77, hat man dann beispielsweise die Ab-

kiirzungen
Tou—Tw),

Taut+Tm).

Fiir die Kurven bzw. Hyperflichen der in dieser Arbeit untersuchten Ge-
webe wird stets vorausgesetzt, daB sie geniigend oft stetig differentierbar sind.
Damit diese Eigenschaft der Gewebe erhalten bleibt, soll dasselbe auch fiir
die zugelassenen topologischen Abbildungen gelten. Diese Forderungen sind
natiirlich fiir die differentialgeometrische Behandlung der Gewebe unerlds-
lich. Um die Ausdrucksweise nicht unnétig zu komplizieren, wollen wir aber
die Bezeichnung fopologische Abbildung gleichwohl belassen, uns aber stets
vor Augen halten, daB} wir dabei an eine geniigend oft stetig differentierbare
topologische Abbildung denken.

Die Anregung zur vorliegenden Arbeit erhielt ich durch den Besuch eines
Seminars iiber Geometrie der Gewebe, welches im Wintersemester 1946/47 an
der Eidgendssischen Technischen Hochschule in Ziirich stattgefunden hat.
Ich méchte an dieser Stelle meinem hochverehrten Lehrer, Herrn Prof. Dr.
E. STieFEL, dem Leiter jenes Seminars, fiir die mannigfachen Anregungen
und Ratschlige wihrend der Ausfiihrung der Arbeit meinen herzlichsten
Dank aussprechen. Ebenso bin ich Herrn Prof. Dr. J. A. ScHOUTEN in Epe
(Holland) zu Dank verpflichtet; als Spezialist auf dem Gebiete der modernen
Differentialgeometrie bekundete er in einem Briefwechsel sein Interesse an meiner
Arbeit. Ich verdanke ihm einige Hinweise auf die Symbolik des Ricor-Kalkiils.
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§ 1.
Differentialgeometrie quasigeoditischer Kurvensysteme

Im folgenden sind in gedriingter Form diejenigen Teile der Differential-
geometrie quasigeoditischer Kurvensysteme zusammengestellt, die fir die
eigentliche Arbeit benétigt werden?).

1. Affine Ubertragungen und quasigeodiitische Kurvensysteme.

In einem n-dimensionalen Raum mit den Koordinaten #” sei durch die in
den untern Indizes symmetrischen GréBen I i, eine affine Ubertragung A,
gegeben.

Wird etwa ein Vektor v* lings einer Kurve z”(f) parallel verschoben, so

betriigt seine Anderung
dvt=—T,, vda. )

Verschiebt man ein Linienelement da? im Sinne der zugrunde gelegten
Ubertragung stets in seiner eigenen Richtung, so heiflt seine Bahn eine geo-
détische Linie der A,. Es ist in diesem Falle

da*
Pt =
und die Differentialgleichungen der geoditischen Linien lauten somit
d2at 2 da da” ds*
2e Tiwag @ =% (2)
Darin ist a(z,..... ,z") eine Funktion, die von der speziellen Wahl des

Kurvenparameters ¢ abhiingt. Durch eine geeignete Parametertransformation
kann a immer zum Verschwinden gebracht werden.

Die Integralkurven von (2) besitzen zwei charakteristische Eigenschaften
der geoditischen Linien eines RieMaNNschen Raumes; von jedem Punkt aus
geht in jeder Richtung genaw eine Systemkurve, und im Kleinen bestimmen zwei
Punkte ebenfalls genaw eine solche®).

Die Transformation der Ubertragung
T = T+ A (3)
heiBt bahntreu, wenn die Lage der geoditischen Linien invariant bleibt.
Fiir eine derartige Transformation muB das additive Glied notwendigerweise
die Form

2) Vgl. [1], § 29, Quasigeodatische Systeme; [2], Abschnitt IV, Die affine Ubertragung;
sowie [3], [4], [5] und [6] des Literaturverzeichnisses.

3) Die Beweise verlaufen genau gleich wie fiir das geodatische System einer RIEMANN-
schen Ubertragung. Fiir n = 2 vgl. L. BieBERBACH, Differentialgeometrie. Berlin, 1932.
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A, =0, + 8p, =28,p,9 @
haben. Darin ist p, ein willkiirliches Kovektorfeld.

Eine Klasse affiner Ubertragungen, deren Elemente sich nur um bahntreue
Transformationen voneinander unterscheiden, heiBt eine Klasse isogeodd-
tischer Ubertragungen, und die invariant damit verkniipften Integralkurven
von (2) bezeichnet man als das zu dieser Klasse gehérige quasigeoditische
Kurvensystem?®).

Ist nur ein quasigeoditisches System gegeben, so sind dadurch die CHRI-
STOFFELschen Symbole Fj’u nur bis auf bahntreue Transformationen bestimmt.
Man spricht dann von einem projektiven Zusammenhang.

2. Der Projektivkriimmungstensor.

Bei der Bildung von Differentialquotienten zweiter Ordnung in einer 4,
tritt der Kriimmungstensor
le”’zaﬂr‘;’l_alr‘;’#+1“jj”rjl—1‘gr;’”6) 5)
auf. Dieser dndert sich bei bahntreuer Transformation der Ubertragung.
_ Charakterisiert man eine solche durch das Kovektorfeld p , so ergibt sich in
der neuen Ubertragung:
Rl,uvw = Rllﬂ'w_ 2p[lu] 6:) +2 5320#“ ’ (6)
wobei
Do =Vl — P3P, ")
gesetzt ist.
Es sei
-R/w == R}.,uvl
der verjiingte Kriimmungstensor. Mit der daraus abgeleiteten GroBe

Puy= — ﬁ(anﬂ" Boy)
stellt
P, =R, " —2P,,8 +26,P,, 7
einen Tensor dar, der gegeniiber bahntreuen Transformationen invariant
bleibt, d. h. dieser Tensor ist invariant mit dem durch eine Klasse isogeodi-
tischer Ubertragungen bestimmten quasigeoditischen System verbunden.
Pi” heiBt der Projektivkriimmungstensor des quasigeoditischen Systems

bzw. des projektiven Zusammenhangs. Er verschwindet identisch fiir n» = 2.

1) 8, ist das KroNEckErsche Symbol: 6}, = {(1) fiir Z :T:%

5) In der englischen Literatur ‘“system of paths‘‘ genannt.

8) 9 = 4

) 7 a_x[l .

7) ¥, ist das Symbol fiir den kovarianten Differentialquotienten.
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Von Interesse sind diejenigen quasigeoditischen Systeme, welche sich
durch eine Koordinatentransformation in die Geraden des projektiven Rau-
mes P iiberfiilhren lassen. Die 4,, die zu einem solchen System gehoren,
heiBen projektiveuklidisch und das quasigeoditische System selbst ein pro-
jektiveuklidisches.

Es gilt der folgende
Satz: Eine affine Ubertragung ist fiir n>2 dann und nur dann projektiv-

euklidisch, wenn der Projektivkriimmungstensor verschwindet, und fiir

n = 2 dann und nur dann, wenn fir den Tensor P, die Gleichungen
2V Py, =V, P,—V,P,=0

gelten.

Es sei hier noch hervorgehoben, daB die Geradlinigkeitsbedingungen fiir
die Dimension n = 2 eine Differentiationsordnung mehr verlangen als fiir
alle iibrigen Dimensionen.

Ist ein vorgelegtes quasigeoditisches System projektiveuklidisch, so ist dies
gleichbedeutend mit der Existenz eines Koordinatensystems, in welchem simt-
liche CHrisTOFFELschen Symbole Ffw verschwinden. Dies ist weiter dqui-
valent damit, daB es iiber dem quasigeoditischen System eine 4, gibt, fiir
welche der Kriimmungstensor Rm‘" verschwindet. Eine derartige A4, heillt
euklidischaffin und wird mit E, bezeichnet.

Fir eine projektiveuklidische A4 _ ist gemiB (7)

R, =2P,,8 —26,P,,. (8)

Zur Ermittlung einer Abbildung, welche das zugehérige quasigeoditische
System in die Geraden des projektiven Raumes P, iiberfithrt, hat man zu-
nichst eine bahntreue Transformation zu bestimmen, welche die 4, zu einer
E, macht. Durch Vergleich von (8) mit (6) stellt man fest, daB die Kovektor-
felder p,, welche Losungen von

VD, — P P,= Py, 9)
sind, zu derartigen bahntreuen Transformationen fiihren®).

Hat man auf diese Weise iiber dem quasigeoditischen System eine E,
konstruiert, so kann man schlieBlich in dieser von einem Punkte X aus » linear
unabhingige Kovektoren parallel verschieben?). Dadurch sind im P, n paral-
lele Kovektorfelder definiert; ihre Integralhyperflichenscharen seien gegeben
durch

%) Die Integrabilitatsbedingung von (9) ist [y P,,;, = 0. Sie ist fiir n> 2 eine direkte
Folge vou P;,,“ = 0.
®) In einer E, ist die Parallelverschiebung integrierbar.
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GF (2. ... ..., , &%) =const.; f=1,2,...,n.
Die Parallelitit dieser » Hyperflichenscharen driickt sich analytisch durch
v, 0% =0
aus. Geht man jetzt noch durch
B =gF(2,......... , &™)

zu einem neuen Koordinatensystem iiber, so folgt aus der Parallelititsbedin-
gung, daB in diesem die Ffw verschwinden, d. h. das quasigeoditische System
besteht nun aus den Geraden des P,.

Zur Diskussion gewisser spezieller Fragen benttigen wir spiiter die Anzahl
der wesentlichen Komponenten des Projektivkrimmungstensors. Es sei daher
hier noch kurz eine Abzéhlung derselben vorgenommen. Dazu ist die Kenntnis
der Identititen zwischen den Komponenten dieses Tensors notwendig.

Zunichst bestehen fiir den Kriimmungstensor einer 4, die beiden Identi-

titen
@ @
'R}./w + Ru/lv =0

und
Rluvw + R/wlw + vayw - Rplv - R/’lvuw - Rvplw =0.
In der abgekiirzten BacHschen Symbolik geschrieben lauten sie
R, “=0; R, “=0. (10)

Au)y [Aur]
Aus der Definitionsgleichung (7) des Projektivkriimmungstensors ent-

nimmt man sofort, daf dieser denselben Identitéten geniigt:
P, “=0; P, “=0. (11)

Ap)y [Auv]

" Desitzt keine weiteren Identitéten. Durch einfaches Abzihlen folgt aus

R
(10), daB er daher im allgemeinen
n?
dR = 3— (nz—l)

wesentliche Komponenten aufweist.

Der Projektivkriimmungstensor erfiillt noch eine weitere Identitdt, die
leicht aus (7) zu verifizieren ist. Es ist ndmlich
Pl/wl =0. (12)

Dies sind noch n? zusitzliche lineare Beziehungen zwischen seinen Kompo-
nenten, so dal die Zahl seiner wesentlichen Komponenten

nz
dp=dp—n2= 3 (n2—4) (13)
betrigt. Daraus folgt, daB er, wie bereits erwihnt, fiir n = 2 iiberhaupt keine
wesentliche Komponente hat, also identisch verschwindet. Diese Tatsache

kommt in der Sonderstellung des Falles » = 2 bei den Geradlinigkeitsbedin-
gungen zum Ausdruck.
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3. Geoditische Hyperflichen.
Eine Hyperfliche

oder der Schnitt mehrerer solcher Hyperflichen heifit geodtisch in einer 4y,
wenn jede Integralkurve von (2), die ein Linienelement mit diesem Gebilde
gemeinsam hat, ganz darin verlduft.

Die einparametrige Hyperflichenschar®)

Dty ovnn... ,x%) = ¢ (14)
mit dem Parameter ¢ ist dann und nur dann geoditisch in einer 4,, wenn es
ein Kovektorfeld u; gibt, so da3

Vi ®Pp=2u,D, (15)
gilt1!). Dabei ist &, =0, D .
Wichtig ist der folgende
Satz: Das Schuitigebilde geoditischer Hyperflichen ist selbst wieder geodiitisch.
Zum Beweise betrachte man ein Linienelement des Schnittgebildes; die
zugehorige geoditische Linie liegt dann ganz in allen Hyperflichen und daher
auch ganz im Schnittgebilde.

Es sind Versuche gemacht worden, einem festen projektiven Zusammen-
hang Grofen vom Typus der CHRISTOFFELschen Symbole zuzuordnen. Dies
ist auch auf verschiedene Arten gelungenl?). Man konnte ohne weiteres der-
artige GroBen in der vorliegenden Arbeit zur Charakterisierung quasigeoda-
tischer Systeme beiziehen. Allein es wiirde dadurch nichts Wesentliches ge-
wonnen und zudem die Darstellung nur schwerfilliger gemacht. Fiir das Fol-
gende wird es vollauf geniigen, ein quasigeodatisches System stets durch einen
Repriisentanten seiner zugeordneten affinen Zusammenhinge darzustellen.

10) Fiir n = 2 handelt es sich hier um eine Kurvenschar in der Ebene, fiir n = 3 um
eine Flachenschar im Raum.

11y Vgl. [3], Bd. 11, S. 181.

12) Vgl. etwa [3), Bd. II, 8. 193; ferner [4], [5] und [6].
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§ 2.
Kurvengewebe in der Ebene

Zwei stetig differenzierbare, einparametrige Kurvenscharen
D (x*, x2) = const.; W (x, ) = const.
bilden innerhalb eines Gebietes ¢ ein Kurvennetz, wenn in jedem Punkte
von G

0 (D, )
0 (z1, z2)
ist. Dies bedeutet, dal im Kleinen zwei Kurven aus verschiedenen Scharen

héchstens einen Punkt gemeinsam haben.
Mit Hilfe des Begriffes Kurvennetz 148t sich nun sehr einfach erkliren, was

ein Gewebe ist.

40 (1)

Definition: Ein System von k Kurvenscharen heifit ein Gewebe, wenn diese zu je
zweien Kurvennetze bilden.

Die Gewebebedingungen fiir £ Kurvenscharen bestehen somit im Nicht-
verschwinden von (¥) Funktionaldeterminanten.

1. Die Klasse projektiver Zusammenhinge, die ein gegebenes 3-Gewebe geodiitisch
enthalten.

Wir stellen uns hier die Aufgabe, zu einem 3-Gewebe die simtlichen quasi-
geodétischen Systeme aufzusuchen, in denen die Gewebekurven geoditische
Linien sind.

Zunichst machen wir eine Abbildung, die ein Netz aus unserem Gewebe
in die Achsenparallelen iiberfiihrt. Infolge der Gewebebedingungen 1) ist dies
wenigstens im Kleinen immer mdglich. Die dritte Kurvenschar gehe dabei
iiber in

D (2!, 22) = const.
Dann lauten die Differentialgleichungen der 3 Kurvenscharen

dat=0; dz?2=0; dP =0, 2)
und die Gewebebedingungen heifien
o 22 622 s
1254:0’ 2:ﬁ:t:0 ). (3)

Die Einfiihrung eines speziellen Koordinatensystems durch Abbildung
eines Gewebenetzes auf das Netz der Achsenparallelen 14) vereinfacht das Auf-
suchen der obgenannten quasigeoditischen Systeme wesentlich.

13) Die dritte Netzbedingung steckt im Netz der Achsenparallelen.
14) Im folgenden kurz als Koordinatennetz bezeichnet.
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Fiir die Gradientenfelder'®) der 3 Kurvenscharen unseres Gewebes entnimmt
man aus (2):
(1,0);(0,1); (P, %,). (4)
Sollen diese in einer 4, geoditisch sein, so muf} jedes ein Gleichungssystem
(1, 15) befriedigen. Die ersten beiden Felder haben zur Folge, dal fiir alle
in Betracht kommenden 4,
I =I2=0 (5)
ist. Die Gleichungen (1, 15) heien dann fiir das dritte Feld, unter Beriick-
sichtigung von (5),

gD1Pi1 = @11_21‘1@1
QI+ 9,135, = Oy — (u, P+ 4, D) (6)
?, 173, = @, —2u, P,

worin 0,0, P = P, gesetzt ist.

Dieses lineare Gleichungssystem fiir die darin enthaltenen CHRISTOFFEL-

schen Symbole ist infolge der Gewebebedingungen (3) 16sbar, und wir erhalten
D

Fh:—l_ Uy s ]112:%715%2—%2_*'3‘@2; -

=229y r2,=1%_, 19,

A (z1, z2) spielt darin die Rolle eines Lisungsparameters; es ist nimlich fiir
die beiden Symbole I'}, und I'}, nur eine einzige Bestimmungsgleichung vor-
handen.

Weiter steckt noch das Kovektorfeld u, als willkiirliche GroBe in der Losung,
denn zu jedem u; gibt es A4, , welche unseren Forderungen geniigen. Durch
Vergleich von (7) mit (1, 4) stellen wir fest, daB eine Anderung dieses Ko-
vektorfeldes dquivalent mit einer bakntreuen Transformation der Ubertragung
ist. Damit ergibt sich:

Bei Anderung des Kovektorfeldes u, bleibt man in einer Klasse iso-
geoddtischer A,, wikrenddem man durch Anderung der Funktion A die
Gesamtheit der projektiven Zusammenhdnge durchliuft, die unser Gewebe
enthalten.

Wir formulieren dieses Resultat in
Satz 1: Die Gesamtheit der quasigeoddtischen Systeme, die ein gegebenes 3-Gewebe

enthalten, wird aufgespannt durch eine Funkiion in zwei Variabeln.

Dabei ist die Meinung, daBl durch jede feste Wahl dieser Funktion A ein
solches quasigeodétisches System eindeutig bestimmt ist.

15) Ein Kovektorfeld w; heiBt ein Gradientenfeld, wenn ein Skalarfeld s existiert, so da

wy = Ps = g—:,l . Vgl [3], Bd.T, S.67.

15



Da u, nur bahntreue Transformationen charakterisiert, kann man sich fiir
die Darstellung des zur Funktion A1 gehorenden quasigeodiitischen Systems
auf eine spezielle Wahl beschrinken. Wir wihlen nun diesen Kovektor so,
daf die beiden CHRIsTOFFELschen Symbole in der ersten Kolonne von (7)
ebenfalls verschwinden.

Ein Reprisentant aller 4,, die das zur Funktion gehorende quasigeodétische
System besitzen, ist dann gegeben durch

I, =0 fiir alle moglichen Indexkombinationen

11 D, D,, 1 (451) 5

Ty E[E_@]+’1¢2_2 6, In ?, APy, ®)
2 1P Py 1 (452)
1'12—__2[@—€]—1¢1_561 In , —A9,.

Wir werden in unseren folgenden Betrachtungen ein quasigeoditisches
System iiber einem Gewebe immer durch diese spezielle 4, charakterisieren.

2. Das quasigeoditische System iber einem 4-Gewebe.

Satz 2: Die Kurven eines 4-Gewebes gehiren stets einem eindeutig bestimmien
quasigeoddtischen System an.

Dieser Satz ist bereits bekannt%), nicht aber seine Verallgemeinerung auf
héhere Dimensionen. Wir wollen ihn aus diesem Grunde als Vorbereitung auf
den § 3 in derjenigen Form beweisen, die sich dann chne weiteres auf héhere
Dimensionen tibertragen 1agt.

Wir geben unser 4-Gewebe durch die vier Differentialgleichungen
drl=0;d22=0;dDP=0;d¥P =0
bzw. durch die vier Gradientenfelder
(1,0);(0,1); (2, 9,); (7, %)
was immer durch Abbildung eines seiner Netze auf die Achsenparallelen
erreicht werden kann. Die Gewebebedingungen lauten jetzt:
D, +0; ©,40; D, D,
w0 ¥,+0; | ww FO )
(8) stellt mit Hilfe der Funktion A die Klasse der projektiven Zusammen-
hinge iiber dem 123-Gewebe dar; entsprechend kénnen wir mit einer anderen
Funktion u die Klasse der projektiven Zusammenhinge iiber dem 124-
Gewebe erzeugen. Der Durchschnilt dieser beiden Klassen liefert dann dieje-
nigen projektiven Zusammenhinge, die das ganze 4-Gewebe enthalten.
Dies driickt sich aus in:

18) Vgl. [1], S. 246.
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0, 1o (22) +10,= 13, (gt >+ ¥,

2

~Llom (@1)—/1@ ~13 Zn(wl)—ﬂg.

Betrachtet man diese beiden Beziehungen als lineares Gleichungssystem
fiir A und g, so ist dieses infolge (9) eindeutig l6sbar. Der Durchschnitt besteht
also aus einem einzigen projektiven Zusammenhang bzw. quasigeoditischen
System. Damit ist aber Satz 2 bewiesen.

3. Das Doppelverhdltnissystem.

Wir gehen nun wieder zuriick zu (8) und zeigen, dafl der Funktion 4 =0
eine besondere geometrische Bedeutung zukommt. Infolge (2) ist
c® dxt + @,dx? =0 (11)
fiir jeden gegebenen (von ! und x? unabhingigen) Wert ¢ die Differential-
gleichung einer einparametrigen Kurvenschar, die mit den Kurven des 3-Ge-
webes in jedem Punkt das Doppelverhilinis ¢ bildet. Es sei
¥ (21, %) = const.
das Integral von (11) und f der zugehdérige integrierende Faktor. Dann gelten
fiir das Gradientenfeld dieser Kurvenschar die Beziehungen
Y, =0f0; ¥,=(0,. (12)
Fiir jeden von 1 verschiedenen Wert ¢ bilden nun (4) und (12) zusammen
ein 4-Gewebe, und man findet aus (10), daf3 das zugehdrige eindeutig bestimmte
quasigeoditische System fiir jeden Wert von ¢ durch A = 0 gegeben ist.
Satz 3: Alle Kurvenscharen, die mit den Kurven eines 3-Gewebes ein festes
Doppelverhiiltnis bilden, liegen in einem ausgezeichneten quasigeodd-
tischen System. Dieses ist in unserem speziellen Koordinatensystem
durch A = 0 charakterisiert.

TrOMSEN nennt dieses ausgezeichnete System das Doppelverhiltnissystem??).
Das Doppelverhiltnissystem, im folgenden stets mit D.V.-System bezeichnet,
erlaubt somit, bereits einem 3-Gewebe invariant ein quasigeodétisches System
zuzuordnen.

Da keine der 3 Gewebekurvenscharen irgendwie ausgezeichnet ist, folgt
sofort, dal das D.V.-System nach Abbildung irgendeines Gewebenetzes auf
das Koordinatennetz immer durch o

r,= % o, ln (?;) fiir ¢ = & 13)
r :L =0 sonst

17) Vgl. [7].
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gegeben ist. Dabei ist @, das Gradientenfeld der restlichen Gewebeschar.
Wir halten diese Tatsache fest in

Satz 4: A = 0 hat Invariantencharakter; in jedem Koordinatensystem, dessen
Parameternetz mit einem Gewebenetz iibereinstimmt, ist das D.V .-System
durch das Verschwinden von A gekennzeichnet.

4. Geradlinigkeitsfragen.

Ein Gewebe lasse sich geradlinig machen, d. h. es lasse sich durch eine zu-
gelassene topologische Abbildung in k Geradenscharen iberfithren. Erginzt
man diese durch Hinzunahme aller iibrigen Geraden der Ebene zum quasi-
geoditischen System, das aus allen Geraden der Ebene besteht, so sieht man
leicht die Richtigkeit des folgenden Satzes ein.

Satz b: Damit sich ein Gewebe geradlintg machen lapt, ist notwendig und hin-
reichend, daf seine Kurven einem projektiveuklidischen quasigeodi-
tischen System angehidren.

Gemifl (8) lassen sich die quasigeoditischen Systeme iiber einem Gewebe
durch die beiden wesentlichen GréBen
I, =H(, ?,, 110 Pigr Pogs A)
I?z =L (9,,P,, Dy» Dy, D,,, A)
darstellen. Die zugehorige 4, ist projektiveuklidisch, wenn
Vi P =0
ist. Die Rechnung liefert hiefiir:
2H2H +L)+2H,+L,,=0
2L@2L,+H)+2L,+H,=0,
worin die Indizes Ableitung nach x! bzw. 22 bedeuten.
Sollen nun die Kurven eines 3-Gewebes einem projektiveuklidischen quasi-
geoditischen System angehdren, so heit dies, da8 eine Funktion A existiert,
derart, da8 (14) befriedigt wird. Da @ durch das Gewebe gegeben ist, kann
man diesen Sachverhalt auch folgendermafen formulieren:

(14)

Satz 6: Ein 3-Gewebe lifit sich dann und nur dann geradlinig machen, wenn
das System (14) wvon zwei partiellen Differentialgleichungen zweiter
Ordnung in A eine Lisung hat'®),

Die Entscheidung, ob sich ein vorgelegtes 3-Gewebe geradlinig machen
lasse, fithrt somit auf die Aufgabe, fiir ein gewisses partielles Differential-
gleichungssystem die Existenz von Losungen abzukliren.

18) Vgl, [1], 8. 173.
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Die Abbildung, die ein projektiveuklidisches quasigeodétisches System in
die Geraden der Ebene iiberfithrt, ist bis auf Projektivititen eindeutig be-
stimmt; denn sind etwa 7', und T, zwei Abbildungen, die ein solches System
gerade machen, so ist

T, 7,7
eine geradentreue Abbildung der Ebene auf sich, d.h. eine Projektivitdt.
Diese Tatsache gibt Anlal zu
Satz 7: Zu einer Losung A von (14) gehort genau eine Klasse projektiv dqui-
valenter gerader Realisationen des Gewebes'®).

Da die parallelisierbaren Gewebe??) nach einem Satz von GRAF und SAUER
unendlich viele projektiv verschiedene gerade Realisationen gestatten, haben
wir in diesen Geweben ein Beispiel dafiir, dal die Losung 4 von (14), falls sie
iiberhaupt existiert, nicht unbedingt eindeutig zu sein braucht. Die Vermu-
tung, daB (14) fiir ein nichtparallelisierbares Gewebe hiochstens eine Losung
hat, ist der Inhalt des bekannten Eindeutigkeitsproblems der Nomographie?!).

Der Losung A = 0 kommt eine spezielle Bedeutung zu; sie hat zur Folge,
daB das invariant mit dem Gewebe verkniipfte D.V.-System projektiv-
euklidisch ist.

Satz 8: Ein vorgelegtes 3-Gewebe ist dann und nur dann parallelisierbar, wenn
das zugehorige D.V.-System projektiveuklidisch ist.

Durch diesen Satz gelangen die parallelisierbaren Gewebe im Rahmen dieser
Geradlinigkeitsbetrachtungen zu einer Sonderstellung.

Zum Beweise fiihren wir die Hilfsgrofle

]
0=20,0,In (QT:) 22) (15)
ein. Die Geradlinigkeitsbedingungen
Vi P =0
heiBen dann laut (14) fiir das D.V.-System
Q51
— o, +0d,In(k) =0 (16)
2

D
92+Qazln<7é)=0.

1%) Vgl. [1], S. 173.

20) BrascHEE bezeichnet sie auf Grund einer SchlieSungseigenschaft als Sechseckgewebe.

21) Vgl. [1], S. 176.

22) Die GrdBe g ist identisch mit der von BrascHKE eingefiihrten Sechseckinvarianten.
Vgl.[1], § 16.
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Durch Differentiation nach 22 bzw. z! entnimmt man daraus
[¢/] (1]
0, — 07— 0,0, (%) =0; @,+ 0%+ 0,0,ln (715_1> =0.
2 2
Unter Beriicksichtigung von (16) ergibt sich dafiir
0(0,— 0% —0,0,=0; e(e,+0%)—e =0,

was nur fiir ¢ = 0 vertriglich ist. Die Funktion @, welche die dritte Gewebe-
schar kennzeichnet, muB somit der Differentialgleichung

2,2, In (%) — o) o

geniigen. Daraus folgt aber die Abbildbarkeit auf 3 Parallelenscharen.

Umgekehrt sei das Gewebe parallelisierbar; da das D.V.-System zu 3 Paral-
lelenscharen aus den Geraden der Ebene besteht, ist bereits gezeigt, dafl es
notwendigerweise projektiveuklidisch ist.

Damit ist aber Satz 8 bewiesen.

Aus der Tatsache, daB das D.V.-System zu 3 Parallelenscharen durch die
Geraden der Ebene gebildet wird, schlieBt man sofort auf

Satz 9: Ist das D.V .-System eines 3-Gewebes projektiveuklidisch, so geht bei jeder
Abbildung dieses Systems auf die Geraden der Ebene das Gewebe in
3 Qeradenbiischel iiber, deren Scheitel auf einer (eventuell unendlich
fernen) Geraden liegen.

GemiiB3 Satz 7 sind nimlich simtliche geraden Realisationen des Gewebes,
die zu einer Losung A gehéren, projektiv dquivalent. Dies gilt speziell auch fiir
die Losung A = 0, d. h. fiir das D.V.-System.

Fiir ein Gewebe aus mehr als 3 Kurvenscharen vereinfacht sich das Krite-
rium fiir die topologische Aquivalenz mit einem Geradengewebe bedeutend.
Handelt es sich um ein 4-Gewebe, so ist das quasigeoditische System stets ein-
deutig bestimmt; zur Entscheidung, ob eine Abbildung auf ein Geraden-
4.Gewebe moglich ist, bleiben blof fiir H und L die Bedingungen (14) zu veri-
fizieren. Bei mehr als 4 Kurvenscharen hat man zuniichst zu priifen, ob das
Gewebe einem quasigeoditischen System angehért. Trifft dies zu, so ist dieses
System jedenfalls eindeutig gegeben. Da es sich mit einem willkirlich heraus-
gegriffenen 4-Gewebe bestimmen 1a8t, ist das weitere Vorgehen dasselbe wie
im Falle eines 4-Gewebes.

23) Differentialgleichung von DE SaiNT-RoBERT; vgl. etwa ScRwERDT, H., Lehrbuch
der Nomographie, Berlin, 1924, S. 136.
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§ 3.

Hyperflichengewebe im n-dimensionalen projektiven
Raum P,

In diesem Abschnitt sei stets n>>2 vorausgesetzt.

Zur Darstellung der Gewebe im n-dimensionalen euklidischen Raum ver-
wenden wir auch im folgenden wieder affine Koordinaten. Da aber die Gruppe
der projektiven Abbildungen des Raumes auf sich eine &hnliche Rolle spielen
wird wie in der Ebene, ist es naheliegend, von vornherein-den um die uneigent-
lichen Elemente erweiterten euklidischen Raum, d. h. den n-dimensionalen
projektiven Raum P, zugrunde zu legen. Diese Voraussetzung haben wir bereits
schon in § 2 gemacht, jedoch ohne sie dort speziell zu formulieren.

In Verallgemeinerung der Definitionen des § 2 haben wir zu setzen:
Definition: » einparametrige Hyperflichenscharen
Q° (21,...... , ") = const.
f=L12,...... ,n
bilden innerhalb eines Gebietes G des P, ein Hyperflichennetz, wenn
in jedem Punkie von G

(P, ...... , "
{ )) 40 (1)

ist.
Dies bedeutet hier, daB im Kleinen » Hyperflichen aus verschiedenen
Scharen héchstens einen Punkt gemeinsam haben.

Definition: Ist k> n, so heifit ein System von k Hyperflichenscharen innerhalb
eines Qebietes @ ein Gewebe, wenn n beliebig herausgegriffene Scharen
stets ein Hyperflichennetz erzeugen.

Fiir £ Hyperflichenscharen bestehen somit die Gewebebedingungen im
Nichtverschwinden von (¥) Funktionaldeterminanten.

1. Die Klasse projektiver Zusammenhiinge, in denen ein gegebenes (n-1 )-Gewebe
aus geoditischen Hyperflichen besteht.

Die Uberfiihrung eines Gewebenetzes in das Koordinatennetz wird uns das
Aufsuchen dieser projektiven Zusammenhiinge auch hier wieder wesentlich
erleichtern. Eine derartige Abbildung ist wenigstens im Kleinen genau wie
in §2 als Folge der Gewebebedingungen immer mdéglich. Die (n4-1)-te Hyper-
flichenschar gehe dabei iiber in

D(zx,........ , ") = const.
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In diesem speziellen Koordinatensystem ist das Gewebe dann durch die
(n--1) Gradientenfelder
(1, 0,....,0)
(0, 1,....,0)
@)
(0, 0,...., 1)
(?,,9,, ...., D)
gegeben, und die Gewebebedingungen nehmen die Gestalt
D, 40 firi=1,2,..... , 0 (3)
an.

Die Forderung, daB die Gewebescharen geoditisch in einer 4, liegen sollen,
zieht fiir jedes Feld in (2) ein Gleichungssystem von der Form (1, 15) nach sich.
Die ersten n Felder haben zur Folge, dal zunichst fiir sémtliche in Betracht
kommenden 4,

7. =0 fir i4=j und k5. 4)
ist. Schreibt man jetzt unter Beriicksichtigung von (4) das Gleichungssystem
(1, 15) fiir das letzte Gradientenfeld auf, so ergibt sich

o, I, = 0, — 24P, )
i k
O, Iy + P Iy, = Py — (4P +u,P)
¢ und k durchlaufen dabei die Zahlen von 1 bis n.

Dieses lineare Gleichungssystem von n -+ ( ;') Gleichungen ist infolge (3) nach
den CHrISTOFFELschen Symbolen losbar, und wir erhalten:

i ¢i’i_ 2
W B, i
i
i 1D, (ik)
ngzgé——uk—{'—}.@k k
: . i<k (6)
A (k)
Fik=§¢k—ui_l¢‘i

Zu jedem Indexpaar (2, k) mit ¢ <<k gehort jetzt eine Funktion

ik

(l)(xl, ..... , 2",
was durch die beiden Indizes in der Klammer kenntlich gemacht ist. Diese
(:) Funktionen spielen in (6) die Rolle von Losungsparametern. Daneben steckt
noch der willkiirliche Kovektor », in der Losung. Man stellt leicht fest, da8
durch Anderung desselben eine bahntreue Transformation gekennzeichnet ist,
withrenddem man bei Anderung der 1 die Gesamtheit aller projektiven Zu-
sammenhinge durchlduft, die unser Gewebe geodétisch enthalten. Daraus folgt
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Satz 10: Die Gesamtheit der quasigeodiitischen Systeme, die ein gegebenes Hyper-
flichen (n--1)-Gewebe geodiitisch enthalten, wird aufgespannt durch
(;) Funktionen in n Variabeln.

Wir setzen im folgenden fiir ein gewisses System dieser Funktionen das
Symbol [4].

Zur Charakterisierung des zu 2 gehorenden quasigeoditischen Systems
kénnen wir uns auf eine spezielle Wahl von u, beschrinken. Wir wihlen nun
diejenige 4, , fiir welche in unserem spezxellen Koordinatensystem I‘ eben-
falls verschwmdet. Fiir diesen Reprisentanten ergibt sich dann

al(¢)+l¢

I‘"—lal (@)—145 )
x = g @, i
I'i, =0, sonst,

In den folgenden Betrachtungen werden wir ein quasigeoditisches System
itber einem (n-1)-Gewebe immer durch diese spezielle 4, erzeugen.

2. Hyperflichen-(n-2)-Gewebe.

Satz 11: Ein Hyperflichen-(n+2)-Gewebe bestimmt stets eindeulig einen pro-
jektiven Zusammenhang, in dem es geoditisch enthalten ist.

Dieser Satz ist eine direkte Verallgemeinerung von Satz 2. Der Beweis des
letzteren wurde bereits derart gefiihrt, daB eine Ubertragung auf héhere Di-
mensionen ohne weiteres moglich ist.

Das Gewebe sei durch die (n-+2) Hyperflichenscharen

dri=0; 1=1,2,..... ,n
dP=0; d¥=0
gegeben. Die Gewebebedingungen lauten dann

D, 0; ¥, 05

lplp +0 fiir i 4k 8

Wir adjungieren nun zum Netz der ersten » Scharen einmal die Schar
d® = 0 und einmal die Schar d¥ = 0. Es werden dadurch zwei (n--1)-
Gewebe ausgezeichnet. Die Darstellung des Durchschnittes der beiden Klassen
projektiver Zusammenhinge iiber je einem dieser (n-+-1)-Gewebe fiihrt unter
Beriicksichtigung von (7) fiir jedes Indexpaar (¢, k) auf ein Gleichungssystem
von der Gestalt (2, 10). Diese Gleichungssysteme sind aber infolge (8) ein-
deutig 18sbar, womit Satz 11 bewiesen ist.
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Satz 12: Jede topologische Abbildung des P, auf sich, welche ein Hyperebenen-
(n+2)-Gewebe wieder in ein solches iiberfiihrt, ist geradentreuw und
damit eine Projektivitit.

Das durch ein Hyperebenen-(n--2)-Gewebe eindeutig festgelegte quasi-
geoditische System besteht nédmlich aus den Geraden des P, ; eine Abbildung,
die ein Hyperebenen-(n+-2)-Gewebe wieder in ein solches iiberfiihrt, ist daher
geradentreu. In der reellen Geometrie sind aber die geradentreuen Abbildungen
des P, auf sich Projektivitidten?).

3. Schnittgewebe.

Es sei hier zunichst noch ein Hilfssatz iiber quasigeoditische Systeme vor-
angestellt :

Satz:  In einem projektiven Zusammenhang des P, sei eine geoditische
Hyperflichenschar gegeben. Dann erzeugen die Geoditischen des P,
welche ganz in dieser Schar verlaufen, auf jeder ihrer Hyperflichen
einen (n-1)-dimensionalen projektiven Zusammenhang.

Beweis: Durch eine Koordinatentransformation werde die vorliegende Hyper-

flichenschar in die Schar

da® =0
iibergefiihrt. Die affinen Zusammenhinge 4,, welche diese Schar
geoditisch enthalten, sind dann ausgezeichnet durch

I, =0 fir itn und k-f=n. 9)
Unter diesen 4, gibt es genau eine, fiir welche sogar
Iy, =0 fir beliebige i, k 2%). (10)

Mit einem geeigneten Parameter ¢ lauten die Differentialgleichungen
der Geoditischen eines Zusammenhanges im P, :

n n

dixzi i dxidxk . :

d—tz-}-zz rE% =0, i=1,.....,n.
Infolge (10) vereinfachen sie sich im vorliegenden Falle zu:
d?xi i dai dak R
dt2+z Zl‘]kdta —0; i=1,.....,(n—1)

i=1 k=1

d2xi
a =9.

24) Diese Tatsache folgt direkt aus dem entsprechenden Satz fiir n = 2; vgl. etwa
(8], § 14

23} Es gibt nimlich eine bahntreue Transformation p;, so daB I'y; + &, p; + d7 p, =0
firti=1,...... , N
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Fiir die Geodétischen, die ganz in unserer Hyperflichenschar ver-
laufen, ist aber dauernd

dz™

="
d. h. diese geniigen den Gleichungen

dezi i dad dok .
de Z Zrﬂkdt dat = i=1..... » (n—1)
i=1 k=
dan
i 0.

Dies sind aber die Gleichungen (n—1)-dimensionaler quasigeoditischer
Systeme in den Hyperebenen 2" = const. Unser Hilfssatz ist damit bewiesen.

Wir betrachten nun wieder ein (n-}-1)-Gewebe im P,. Das Schnittgebilde
von (n-—m)28) Gewebehyperflichen, die verschiedenen Scharen angehéren,
ist eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit B™, und die iibrigen (m-+1) Gewebe-
scharen erzeugen in dieser R™ ein (m-+1)-Gewebe. Wir bezeichnen dieses
als das Schnittgewebe. Zum Beispiel nehme man etwa ein Flichen-4-Gewebe
im P,; auf jeder Gewebefliche erzeugen die iibrigen 3 Fldchenscharen ein
Kurven-3-Gewebe.

Wie in § 1 gezeigt wurde, ist das Schnittgebilde geodétischer Hyperflichen
selbst wieder geoditisch. Aus dem eben bewiesenen Hilfssatz iiber quasi-
geoditische Systeme schlieft man daher auf den im folgenden Satz formu-
lierten Sachverhalt:

Satz 13: Ein quasigeoditisches System iiber einem (n+1)-Gewebe induziert im
Schnittgebilde B™ von (n—m) Gewebehyperflichen aus verschiedenen
Scharen ein quasigeoditisches System von der Dimension m, welches
das Schnittgewebe geoditisch enthdlt.

4. Das Doppelverhiiltnis-System.

Wir untersuchen nun die projektiven Zusammenhinge iiber einem (n41)-
Gewebe etwas eingehender. Es wird sich zeigen, daB entsprechend dem Ver-
schwinden von 1 in der Ebene, im P, dem Verschwinden simtlicher Lésungs-
parameter in (6) eine geometrische Bedeutung zukommt. Wir wollen diesen
projektiven Zusammenhang durch {1] = 0 kennzeichnen.

Bei Voraussetzung eines geeigneten Parameters ¢ lauten die Gleichungen

der Geoddtischen eines projektiven Zusammenhanges iiber dem (n+1)-
Gewebe:

26) n>m> 1.
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d2ai Sy i dai dak
wr Y Y Deza =0 (an
i=1 k=1
wobei fiir die CHRISTOFFELschen Symbole I“;k jetzt (7) maBgebend ist.

Fixieren wir nun fiir einen Moment zwei Indizes ¢ und k. Das im Schnitt-
gebilde R2 von (n—2) Gewebehyperflichen aus den Scharen
del =0; j3=4 und jk F,
aber sonst alle Zahlen von 1 bis n
induzierte quasigeodiitische System wird dann durch die beiden Gleichungen
d2xi i dai dak

w2l g =0 .
d2zk k datdak 12)
ds® war a0
(i)
dargestellt. Ist speziell 1 = 0, so wird
3 1 451' .. .
Fik_E akln(@k) fir ik a3)

i
I', =0 sonst.

Das 2-dimensionale quasigeoditische System (12) ist aber dann ein D.V.-
(k)
System gemiB8 §2. Das Verschwinden von A driickt somit ein bestimmtes

geometrisches Verhalten des projektiven Zusammenhanges gegeniiber dem
Gewebe aus.
[A] = 0 heifit ausgeschrieben:
uf: 0 fiir alle ¢, k.

Der projektive Zusammenhang [A] = O ist also zunéchst einmal dadurch
ausgezeichnet, daB er in simtlichen Schnittgebilden R?, bei deren Bildung
die Schar d® = 0 nicht beteiligt ist, das D.V.-System iiber dem Schnitt-
gewebe induziert. Wir wollen nun zeigen, daB dies tiberhaupt fiir alle 2-dimen-
sionalen Schnittgewebe gilt. Dazu haben wir jetzt noch diejenigen Schnitt-

gebilde zu untersuchen, bei deren Bildung die Gewebeschar d P = 0 beteiligt ist.
*  Betrachten wir etwa das Schnittgebilde R? aus je einer Hyperfliche der
Scharen

dzt=0,d2* =0, ........... ,dz"=0,dP = 0 ?7).

Diese R? hat mit der Schar dz! = 0 eine Kurvenschar gemeinsam, deren

Tangentenfeld sich als Vektorprodukt im P, darstellen 1iBt. Man findet dafiir

?:( 0 ,—(153, D, , 0 ,ooiiiiiiiiiiiiin, , 0 ).

27) Fir die iibrigen verlduft der Nachweis genau gleich.

26



Entsprechend erhilt man fiir die Tangentenfelder der Schnittkurven mit
den Scharen dz? =0 und dz® = 0:

si=( D,, 0 ,—D;, 0 ,.eeniniiinii.n , 0)
P=(—P, By, 0, 0 ,.ceriieiern.n. , 0).

Normiert man diese 3 Felder so, daB ihre Summe verschwindet, so wird
etwa

r=( 0 ,—®,&, &b, O ... , 0 )
s=( @®,8, 0 ,—, P, O ... , 0 ) (14
f=(—0,®, &0, 0, 0 ... , 0 ).

Eine zu diesen 3 Scharen harmonische Schar ist dann gegeben durch das
Tangentenfeld
M=r—s=(—-0,0,—9,%;,20,9P,, 0 ,..... , 0 ). (15)
Die Integralkurven des Vektorfeldes * liegen natiirlich ganz in unserer R2.
Falls wir nun zeigen kénnen, daB sie gleichzeitig Geodétische im projektiven
Zusammenhang [A] = 0 sind, so ist unsere Behauptung bewiesen. Das in
unserer R2 induzierte 2-dimensionale quasigeoditische System enthilt nim-
lich dann nebst dem Schnittgewebe (14) noch eine Kurvenschar, die mit den
Gewebekurven ein konstantes Doppelverhiltnis bildet; es handelt sich daher
um das D.V.-System iiber dem Schnittgewebe.

Setzt man in (1, 2)

dzt
”‘:E ,

so erhilt man daraus die Bedingungen fiir ein geoditisckes Tangentenfeld. Sie
lauten

v"aﬂv‘—}—Fi,v"v’:av". (16)

Diese Beziehungen haben wir nun fiir das Vektorfeld A* zu verifizieren.

Da h* nur 3 wesentliche Komponenten aufweist, reduziert sich (16) in unserem
Falle auf:

e

BB 2T  BA2 + 2T WA =Rl
8 12 13

=
-

e |

B3,k 4 2T WA + 2 T3 B3RS = a b? amn
1

8

Y B9,h® 4- 2y h'h® + 2 o h2RS = a B,
s=1

e ||

Die Rechnung zeigt, daB diese 3 Beziehungen miteinander vertriglich sind.
Man findet fiir den Faktor a den Wert

3

a=20, B,d,In(®, B,)— D, B0, In(D, D) — D, P, 3, In(P, D) =) kD, In (k).
=1

Unsere Behauptung ist damit bewiesen. Wir formulieren dieses Resultat in
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Satz 14: Der projektive Zusammenhang [A] = 0 wber einem (n+-1)-Gewebe ist
geomelrisch ausgezeichnet. Er induziert in simtlichen 2-dimensionalen
Schnittgebilden des Gewebes das D.V .-System iiber dem Schnittgewebe.

Aus naheliegenden Griinden werden wir nun das quasigeodétische System
[A] = 0 auch in hoheren Dimensionen das D.V.-System zum gegebenen (n+1)-
Gewebe nennen. Diese Bezeichnungsweise ist gerechtfertigt, denn zu jedem
(n+1)-Gewebe gehort, wie wir gleich noch zeigen werden, genau ein projek-
tiver Zusammenhang mit den in Satz 14 ausgesprochenen geometrischen Eigen-
schaften. Zeigt ndmlich ein projektiver Zusammenhang das in Satz 14 for-
mulierte geometrische Verhalten, so schlieBt man sofort, da nach Abbildung
irgend eines (lewebenetzes auf das Koordinatennetz die CHRISTOFFELschen
Symbole einer geeigneten, eindeutig bestimmten 4, iiber diesem quasigeo-
ditischen System stets die Gestalt

i1 2, .
I’ikzgakln (¢—k) , fiir ik

. (18)
]“;,c = 0, sonst

annehmen. Dabei ist @, das Gradientenfeld der restlichen Gewebeschar. Die
erste Zeile in (18) driickt ndmlich gerade aus, daf in gewi‘ssen 2-dimensionalen
Schnittgebilden des Gewebes D.V.-Systeme erzeugt werden. In jedem der-
artigen Koordinatensystem ist dieser projektive Zusammenhang daher durch
[A] = 0 ausgezeichnet. Wir formulieren diesen Sachverhalt entsprechend wie
in der Ebene in

Satz 15: [A] = 0 besitzt gewissermaflen den Charakter einer Invarianten; in
jedem Koordinatensystem, dessen Parameternelz mit einem Gewebe-

netz iibereinstimmt, ist das D.V.-System durch [A] =0, d. k. durch das
(k)
Verschwinden aller A gekennzeichnet.
Aus dem Beweise des Satzes 14 entnehmen wir noch ein Kriterium fiir das

D.V.-System.

Satz 16: Induziert ein quasigeoditisches System iiber einem (n--1)-Gewebe in
siamtlichen (g) Scharen von 2-dimensionalen Schnittgebilden, die durch
n Gewebescharen erzeugt werden, D.V .-Systeme, so tut es dies auch in
allen iibrigen 2-dimensionalen Schnittgebilden, und es handelt sich

um das D.V.-System zum vorgelegten (n-1)-Gewebe.

Satz 16 gestattet die Aufstellung der Differentialgleichungen des D.V.-
Systems, ohne dafl dabei das Gewebe zuerst auf die spezielle Form (2) ge-
bracht werden mufl. Man hat einfach zu formulieren, da neben den Gewebe-
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hyperflichen auch noch (g) geeignete Kurvenscharen geoditisch sind. Bei-

spielsweise kann man etwa in (;) gemil Satz 16 ausgewihlten Scharen von
2-dimensionalen Schnittgebilden eine zum entsprechenden Schnittkurven-
3-Gewebe harmonische Schar beizichen. Der projektive Zusammenhang ist
dadurch laut Satz 16 eindeutig bestimmt.

Innerhalb der 2-dimensionalen Mannigfaltigkeiten des Satzes 16 lifit sich
das D.V.-System sogar konstruieren. Es besteht dort aus denjenigen Kurven,
die mit dem entsprechenden Schnittgewebe konstante Doppelverhiltnisse
bilden. Uber quer durch den P, laufende Geoditische 148t sich jedoch nichts
aussagen.

Aus dem Vorhergehenden entnehmen wir weiter noch
Satz 17: Das D.V.-System diber einem Hyperflichen-(n-+1)-Gewebe induziert

in jedem wm-dimensionalen Schnittgebilde B™ von (n—m) Gewebe-
hyperflichen, welche verschiedenen Scharen angehéren, das D.V.-

System iiber dem zugehirigen Schnittgewebe.
(i)
Dieses Verhalten folgt direkt aus dem Verschwinden aller 4 beim D.V.-

System.

Wie wir gezeigt haben, ist ein quasigeoditisches System erst durch ein
(n4-2)-Gewebe eindeutig festgelegt. Das D.V.-System gestattet aber, bereits
einem (n-1)-Gewebe snvariant ein quasigeoditisches System zuzuordnen.

5. Ebenheitsfragen.

Das Kriterium fiir die Existenz einer topologischen Abbildung, die ein vor-
gegebenes Gewebe in ein Hyperebenengewebe iiberfiihrt, ist im folgenden
Satz enthalten:

Satz 18: Ein Hyperflichengewebe lift sich dann und nur dann eben machen,
wenn es aus geoditischen Fldichen eines projektiveuklidischen quasi-
geoditischen Systems besteht.

Die Richtigkeit ist leicht einzusehen. Da ein Hyperebenengewebe im quasi-
geodiitischen System der Geraden des P, enthalten ist, ist die Bedingung
notwendig; sie ist auch hinreichend, weil jedes projektiveuklidische quasi-
geodiitische System mit den Geraden des P, topologisch dquivalent ist.

Wir wollen nun aus Satz 18 die Ebenheitsbedingungen fiir ein (n+1)-
Gewebe herleiten. Die Gesamtheit der quasigeoditischen Systeme iiber einem
derartigen Gewebe ist gemil Satz 10 durch die Systeme [1] von (;) Funktio-
nen in n Variabeln gegeben. Das Gewebe kann dann und nur dann eben ge-
macht werden, wenn es ein [A] gibt, so daB der Projektivkriimmungstensor
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des zugehérigen quasigeoddtischen Systems verschwindet. Es geniigt natiir-
lich, zu fordern, dafl dessen wesentliche Komponenten verschwinden. Ihre
Anzahl betrigt im allgemeinen, wie in § 1 gezeigt wurde,
d, =% (n2—4).
Aus der speziellen Gestalt der CHRISTOFFELschen Symbole in (7) entnimmt
man aber, dafl noch eine Anzahl dieser Komponenten des PL‘O] ektivkrimmungs-

tensors zum vornherein verschwindet.
Infolge (1, 5) und (1, 7) ergibt sich namlich, daB die Komponenten vom
Typus
) h
Py und Py

mit voneinander verschiedenen k, %, gleich Null sind. Da aber P, und
th durch eine der Identitdten (1, 11) miteinander verbunden sind, ist die
Anzahl der zum voraus verschwindenden wesentlichen Komponenten

n (n—1) (n—2). Thre Anzahl reduziert sich daher in unserem Falle auf
w =13 (n*—4) — n(n—1) (n—2).

Da nur erste Ableitungen der I ik im Projektivkriimmungstensor stecken,
hat man in Analogie zu Satz 6:

Satz 19: Ein (n-+1)-Gewebe lifit sich dann und nur dann eben machen, wenn
das durch Nullsetzen der wesentlichen Komponenten des Projektiv-
kriimmungstensors entstehende Differentialgleichungssystem von w,
Gleichungen erster Ordnung in den ( ) Funktionen von [A] eine Los'fmg
besitzt.

Wir wollen uns damit begniigen, Anzahl und Ordnung der Gleichungen dieses
Systems anzugeben, ohne sie explizit aufzuschreiben. Sie konnten durch
Berechnung der wesentlichen Komponenten des Projektivkrimmungstensors
ohne weiteres gefunden werden.

Im Falle eines Flichen-4-Gewebes im P, ist nach Satz 19 ein Differential-
gleichungssystem von 9 Gleichungen in 3 Funktionen fiir die Ebenheit maQ-
gebend.

Die Entscheidung, ob sich ein vorgelegtes (n+1)-Gewebe eben machen
148t, ist genau gleich wie in der Ebene mit der Aufgabe dquivalent, die Exi-
stenz von Losungen eines gewissen partiellen Differentialgleichungssystems
nachzuweisen. Der einzige Unterschied besteht darin, daB dieses fir »n>2
nur noch von erster Ordnung ist.

Entsprechend zu Satz 7 gilt fiir n>2
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Satz 20: Zu einer Losung [A] des erwihnten partiellen Differentialgleichungs-
systems gehort genaw eine Klasse projektiv dquivalenter ebener Reali-
sationen des (n--1)-Gewebes.

Der Beweis funktioniert gleich wie in der Ebene. Es sei daher auf die Be-
weisfiihrung von Satz 7 verwiesen, sowie auf die Bemerkung im Anhang zu
Satz 12 iiber die geradentreuen Abbildungen des P, auf sich.

Fiir ein (n-42)-Gewebe ist die Entscheidung, ob es sich eben machen 140t,
analytisch bedeutend einfacher. Da das quasigeoditische System eindeutig
bestimmt ist, hat man nur nachzupriifen, ob die w, wesentlichen Kompo-
nenten des Projektivkriimmungstensors verschwinden. Dasselbe gilt natiir-
lich auch fiir alle Gewebe mit mehr als (n+2) Hyperflichenscharen. Hier hat
man sich jedoch zusitzlich zuerst zu iiberzeugen, ob seine Hyperflichen iiber-
haupt einem quasigeoditischen System angehdren.
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§ 4.
Anwendungen des D.V.-Systems

In diesem Paragraphen werden unter Verwendung des D.V.-Systems einige
Sétze aus der Geometrie der Hyperflichengewebe hergeleitet.

1. (n+1)-Gewebe, deren D.V.-System projektiveuklidisch ist.

Durch diese Eigenschaft sind in der Ebene gemif Satz 8 die parallelisier-
baren Gewebe ausgezeichnet. Es wird sich gleich zeigen, daB in héheren Dimen-
sionen diese Bedingung allein fiir die Kennzeichnung der parallelisierbaren
Gewebe nicht mehr geniigt.

Betrachten wir zunéchst die Flichen-4-Gewebe im Pj.

Satz 21: Istdas D.V.-System eines Flichen-4-Gewebes im P, projektiveuklidisch,
‘so sind die zugehirigen ebenen Realisationen Ebenenbiischel-4-Gewebe,
und die 4 Trdgergeraden haben den Rang 328).

Beweis: Eine Abbildung des D.V.-Systems auf die Geraden des P,?°) fiihrt
das vorliegende Gewebe in ein Ebenen-4-Gewebe iiber. Die 2-dimen-
sionalen Schnittgewebe auf den Gewebeebenen bestehen dann infolge
Satz 9 je aus 3 Geradenbiischeln, deren Scheitel auf einer Geraden
liegen. Daraus schlieBt man zunichst, daB das Ebenen-4-Gewebe
4 Ebenenbiischel umfalit. Fiir die Lage der 4 Trigergeraden g,, g,,
g5, 9, sind folgende 3 Fille zu unterscheiden:

a) Die g, sind windschief. Dann gehoren diese notwendigerweise
einer Frzeugendenschar einer Regelfliche 2. Grades an.

b) Zwei Tréger, etwa g, und g,, schneiden sich. Von g, wird nur ver-
langt, daB sie g, und g, nicht treffen. In diesem Falle sind auch
g, und g, miteinander inzident, und es liegen die Schnittpunkte
von g,, ¢, und g,, g, auf der Schnittgeraden der durch die beiden
Geradenpaare aufgespannten Ebenen.

c) 3 Tréger liegen in einer Ebene a. Dann liegt auch der restliche
Triger in a und es bilden die 4 Triger somit ein Vierseit. Die

28) Als Rang einer Anzahl Geraden bezeichnet man den Rang der Matrix ihrer
Prtcrerschen Koordinaten.

29) Mit dem Gewebe ist natiirlich auch das quasigeoditische System nur in einem
Gebiete G des P, definiert, so dall man streng genommen héchstens von einer Abbildung
auf die Geraden eines Teilgebietes G* des P, sprechen kann. Durch Hinzunahme der
restlichen Geraden des P, 1t sich jedoch das quasigeoditische System tiber G* hinaus
fortsetzen.
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Gewebe von diesem Typus sind parallelisierbar; beférdert man
nimlich die Ebene dieses Vierseits durch eine Projektivitéit ins
Unendlichferne, so gehen die 4 Ebenenbiischel in 4 Parallel-
ebenenscharen iiber3?).

Weitere Moglichkeiten fiir die gegenseitige Lage der 4 Triger bestehen
nicht. Da die 3 aufgezihlten Fille nun gerade den Geradenquadrupeln vom
Rang 3 entsprechen, fiir welche die Gewebebedingungen erfiillt sind, ist unser
Satz bewiesen3?).

DaB die Gewebe vom Typus a) und b) nicht parallelisierbar sind, folgt un-
mittelbar aus Satz 20; sie miiBten sich darnach bereits durch eine Projektivitit
parallel machen lassen.

Fiihrt man den Begriff der Diagonalfiiichenscharen®?) ein, so lassen sich die
3 aufgezihlten Gewebetypen auch noch auf andere Weise charakterisieren.
Es zeigt sich namlich, daB die Gewebe vom Typus a) keine Diagonalflichen
aufspannen, wihrend die Gewebe vom Typus b) durch eine und diejenigen
vom Typus ¢) durch drei Diagonalflichenscharen gekennzeichnet sind.

Es ist zu erwarten, daB die Klasse von Geweben, deren D.V.-System pro-
jektiveuklidisch ist, auch in héheren Dimensionen nicht nur die parallelisier-
baren Gewebe enthilt. Die parallelisierbaren Gewebe lassen sich aber durch
eine Zusatzbedingung herausgreifen.

Satz 22: Ist das D.V.-System zu einem (n-+1)-Gewebe projektiveuklidisch und
lift es gleichzeitig eine Abbildung auf die Geraden des P, zu, welche
ein Netz aus dem Gewebe zu einem Parallel-Netz macht, so ist das Ge-

webe parallelisierbar.

Die Zusatzforderung bedeutet differentialgeometrisch, daB iiber dem
D.V.-System eine euklidisch-affine Ubertragung E, existiert, in welcher die
n Hyperflichenscharen eines Gewebenetzes parallel sind.

Beweis: GemiB der Zusatzforderung gibt es eine Abbildung des D.V.-Systems
auf die Geraden des P,, welche gleichzeitig ein Gewebenetz parallel
macht. Wir wollen nun zeigen, dal dann die verbleibende Hyper-
ebenenschar notwendigerweise ebenfalls parallel wird. Dazu betrach-
ten wir die 2-dimensionalen Schnittgebilde, die durch (» — 2) Hyper-
ebenen aus verschiedenen Scharen des ausgezeichneten Netzes auf-

30) BLASCHEE bezeichnet diesen Typus auf Grund von SchlieBungseigenschaften als

Achtflachgewebe.
31) Vgl. BrascekE, W., Projektive Geometrie, S. 97/98, Wolfenbiittel-Hannover, 1947.

s2) Vgl. [1], S. 177—186.
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gespannt werden. Infolge Satz 9 schneiden die restlichen 3 Gewebe-
scharen in diesen Schnittgebilden je ein Geradenbiischel-3-Gewebe
vom dort genannten Typus heraus. Aus der Parallelitit unseres
Netzes ergibt sich, da alle diese Geraden-3-Gewebe 2 Parallelen-
scharen enthalten; es sind daher auch alle durch die letzte Gewebe-
schar erzeugten Geradenscharen parallel. Dies ist aber nur mdglich,
wenn diese letzte Hyperebenenschar ebenfalls parallel ist.

2. Eine Verallgemeinerung des Satzes von DuBourDIED.

Der Satz von DUBOURDIEU lautet:

Sind in etnem Flichen-4-Gewebe im P, die Schnitigewebe auf den Flichen
dreier Scharen Sechseckgewebe, so gilt dies auch fiir die Schnittgewebe auf
den Flichen der vierten Schar3?).

Das D.V.-System iiber einem Flichen-4-Gewebe im P, hat die Differential-
gleichungen .

2 i 3
ZTZ’”+2§1F’.@@=0, i=1,2,3 (1)
mit F:k = % 0, In (%;) .

Dieses induziert auf jeder Gewebefliche das D.V.-System iiber dem ent-
sprechenden Schnittgewebe, und der Satz von DUBOURDIEU lift sich daher
in folgender Form aussprechen:

Wenn die 2-dimensionalen D.V.-Systeme auf 3 Qewebeflichenscharen pro-
jektiveuklidisch sind, so sind es auch diejenigen auf den Flichen der vierten
Schar3?).

In Formeln heifit dies:
wenn die 3 durch (1) induzierten D.V.-Systeme

diyi i deida® . .
ar T2 agr g =0 (.9, k) =(1,2,3), (2,3,1), 3,1,2)
d2ak r dzidxk
m+2rikﬂﬂ =0 (2)
dad =0
projektiveuklidisch sind, so ist es auch das D.V.-System
dizi S, i daidas
ae T2 ; Toai at =0
AP =D da* + D, dx? + D, da® =0 (3)

in der vierten Schar d® = 0.

33) Vgl. [1], S. 185.
34) Das raumliche D.V.-System ist dann nicht unbedingt projektiveuklidisch.

34



Nun betrachten wir ein Hyperflichen-(r41)-Gewebe im P, und sein ein-
deutig bestimmtes D.V. System Es ist gegeben durch die Gleichungen:

d2ai i dxt das .
T +2ZFWE—0J=1, ...... ,n
s, @
i 11

(2) stellt fir beliebige ¢ -} &k das D.V.-System in einem solchen 2-dimen-
sionalen Schnittgebilde unseres (n+1)-Gewebes dar, bei dessen Bildung die
Schar d® = 0 nicht beteiligt ist. Setzt man nun voraus, daB simt-
liche (:) derartigen D.V.-Systeme projektiveuklidisch sind, so ist gemiB
(3) auch jedes 2-dimensionale D.V.-System

dwh r dah dzt
ae P21 g o =0

D, dat + D;da’ { D da¥ =0
h und s durchlaufen die drei voneinander verschiedenen Indizes 1, §, k.

projektiveuklidisch. Da die Anzahl derartiger Scharen von D.V.-Systemen

(;‘) ist, sind dies genau die noch verbleibenden. Wir formulieren dieses Resultat

in

Satz 23: Sind die ( ) Schnittkurvengewebe in den durch n Gewebescharen auf-
gespannten 2-dimensionalen Schnittgebilden Sechseckgewebe, so sind
auch die restlichen (;) derartigen Schnittkurvengewebe Sechseck-
gewebe35),

Wir sprechen in diesem Falle von einem Hyperflichen-Sechseckgewebe.

3. Ein Satz iiber die parallelisierbaren (n-+1)-Gewebe.

Ein Kovektorfeld p, ist integrabel, d. h. Vielfaches eines Gradientenfeldes,
wenn

P V,, P, = 0 38). (5)

Ein (n4-1)-Gewebe sei nun statt durch (n+ 1) Gradientenfelder durch die

entsprechende Anzahl integrabler Kovektorfelder p, gegeben. Der Index (a)

bezeichne dabei die Nummer des betreffenden Feldes. Diese Kovektorfelder

seien so normiert, dal3
n+1l (a)

D, = O, (6)

a=1

3%) Dieser Satz steht bereits bei H. AUE: (n+1) Hyperflaichenscharen im R". Mitt.
Math. Ges. Hamburg 7, 1938. Er wird dort allerdings mit ganz anderen Methoden bewiesen.
3%) Vgl. [2), S.120.
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was infolge der Gewebebedingungen im wesentlichen nur auf eine Art mog-
lich ist.
Wir greifen nun durch die normierten Kovektorfelder

(a)  (ay) (ap)
VZREY , Prs ai:i:ak
ein beliebiges Netz aus dem Gewebe heraus.
(ap)
Definition: Die n invariant mit dem Gewebe verkniipften Kovektorfelder q, , welche
durch
(“k) oo(ay) (ag)
Zpl (n—2yp;; k=1,...,n (7)

bestimmt sind, kezﬁen etn Querfelder-System des Gewebes.

Da jedes Gewebenetz AnlaB zu einem Querfelder-System gibt, sind durch
ein (n+1)-Gewebe im ganzen deren (n - 1) festgelegt. Aus (7) entnimmt man,
daB diese fiir n = 3 zusammenfallen. Ein Flichen-4-Gewebe bestimmt somit
nur ein Querfelder-System.

Die Querfelder eines Systems sind infolge der Netzbedingungen im Gewebe
linear unabhingig, denn die Determinante der Substitution (7) ist von Null
verschieden.

Falls einzelne Querfelder integrabel sind, so bezeichnen wir die zugehorigen
Integralhyperflichenscharen als Quer-Hyperflichenscharen.

Fiir unser Gewebe (3, 2) hat das Querfelder-System zum Koordinatennetz
die Gestalt:

(—~ (n—'?’) @1, ¢2 » ) @n )
( o, ,—(n=3)9, ; ®, ) (8)
( o o, —(n—3)D,).

Fiir die Integrabilititsbedingungen des i-ten Feldes dieses Systems findet man
durch eine einfache Rechnung

8ln(®k)—0 fir 41 und k1. 9)

Satz 24: Sind (n— 1) Felder eines Querfelder-Systems integrabel, so ist es auch
das letzte.

Beweis: Sind (n — 1) Querfelder integrabel, so heiBt dies bei geeigneter Nume-
rierung etwa

(10)
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Wie man leicht bestitigen kann, besteht fiir drei voneinander ver-
schiedenen Indizes 7, §, ¥ die Identitat

D, D aln( >+d5 @aln( >+<D®a ln((p ) =0. (11)
Aus (10) und (11) schlieBt man nun sofort, dafl auch
D,
0,ln <—q§—¢> =0 fir ¢,k=n,
k
d. h. es ist laut (9) auch das noch verbleibende n-te Querfeld integrabel.

Satz 24 ist fiir Flichen-4-Gewebe bereits bekannt. Die Querflichen sind
niamlich fir n = 3 identisch mit den Diagonalfiiichen des Gewebes??).

Satz 25: Euxistiert in einem (n--1)-Gewebe ein System von integrablen Quer-
feldern, so ist es parallelisierbar.

Fiir n = 3 ist dieser Satz ebenfalls bekannt, denn durch die Existenz samt-
licher Diagonalflichen sind gerade die parallelisierbaren Gewebe gekenn-
zeichnet.

Der Beweis kann auf folgende Weise gewonnen werden. Durch eine Koor-
dinatentransformation kann man stets erreichen, daf das System von inte-
grablen Querfeldern durch (8) gegeben ist, und es gilt dann

D,
0,ln (#) = 0 fiir simtliche Tripel verschiedener Indizes (i,7,k). (12)
k

Infolgedessen ist

8iln(%:) =0,ln (%:) + 9, ln<¢) ) = 9. ln(gj)

Fir das D.V.-System iiber dem Gewebe bedeutet dies
I";k =T :k fiir ¢, j, k vonetnander verschieden, oder was dasselbe ist

I, =T, fir jedes j+ k. 13)
Zunichst folgt sofort, dafl das D.V.-System unter diesen Umstéinden pro-
jektiveuklidisch ist. Aus

1 ?; L
T.=3 akln<?k) fir ik
ergibt sich mit (12) fir j - &
o1 — Lo zn(&):l a, (3,10 (5)) _
iTk 2 7iTk (pk 2 7k 7 (Dk
da ja ¢ beliebig, also von § und k verschieden gewihlt werden kann. Es ist

daher 7', nur eine Funktion von z* allein. Unter Beriicksichtigung dieser
Tatsache findet man infolge (3, 18):

37) Vgl. [1], S.177—186.
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R, =08 T,T,— 08 T,T, =26 T,T,
und daraus
By = 8; Ry'=—(m=)T;Ty; Pp=T;T,
Schliefllich folgt fiir den Projektivkriimmungstensor
P iikh =0.
Wenn wir noch zeigen kénnen, daB iiber dem D.V.-System eine ,, existiert,
fiir welche das Koordinatennetz ein Parallelnetz darstellt, so sind die Voraus-
setzungen des Satzes 23 erfiillt, und das Gewebe ist daher parallelisierbar.
Eine solche E, 1a8t sich nun sofort angeben. Gehen wir von der 4, (3, 18)
durch eine bahntreue Transformation tiber zu

= i i i
Fﬂc:Fﬁc_‘S:'Tk_akTi ’ (14)
so wird _
r :z =2T,
— (15)
]"7.,C = 0, sonst.
Diese 4, ist eine K, , denn durch Rechnung findet man, daf
Eiy’lch =0

ist. Im Sinne dieser Ubertragung ist aber das Koordinatennetz mit den Gra-

dientenfeldern
Ih)

w,= (1,0, ...... , 0)
(2)
w, = (0,1, ...... , 0)
n)
w, = (0,0, ...... , 1)

ein Parallel-Netz. Es lassen sich ndmlich diese n Kovektorfelder mit je einem
)

Faktor f so umnormieren, daB

— W
Vi (f w,') =0 38) (16)
ist, denn die Differentialgleichungen
®)
3 w) i
a—;——ékafzo; ik=1,...,n (17)

fiir die Umnormierungsfunktionen sind gesamthaft integrierbar.

Fiir die Bedingungen (12) 148t sich noch eine andere geometrische Inter-
pretation geben. Betrachtet man namlich die Schnitt-Flichengewebe in den-

38) Parallelitat in einer X, bedeutet, daB die zugehorigen Kovektorfelder kovariant
konstant sind. Vgl. etwa [2], S. 115.
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jenigen 3-dimensionalen Schnittgebilden von (n—3) Gewebehyperflichen,
bei deren Bildung die Schar d® = 0 nicht beteiligt ist, so zeigt sich, dal
alle diese Flichen-4-Gewebe einzeln parallelisierbar sind. (12) kennzeichnet
némlich die Existenz der Diagonalflichen in allen derartigen Flichen-4-Ge-
weben. Satz 25 148t sich daher auch folgendermaBen aussprechen:

Satz 26: Sind die Schnitt-Flichengewebe in den durch n Gewebescharen auf-
gespanniten (;) Scharen von 3-dimensionalen Schnittgebilden einzeln
parallelisierbar (d. h. Achtflachgewebe), so ist das Gewebe selbst paral-
lelisterbar, und es sind damit auch die restlichen derartigen Schnitt-
flichengewebe Achtflachgewebe.

Im Gegensatz zu den Hyperflichen-Sechseckgeweben sind die Hyperflichen-
Achtflachgewebe notwendigerweise parallelisierbar. Es hat also die Existenz von
Diagonalflichenscharen umfassendere Xonsequenzen, als die Sechseck-
konfiguration in den Schnitt-Kurvengeweben.

4. Parallelisierbare m-Gewebe (m>mn-+-1).

Wir untersuchen zunichst ein (n+2)-Gewebe im P, mit der Eigenschaft,
dal die simtlichen (n+2) (n+1)-Gewebe, die durch Weglassen einer Hyper-
flichenschar entstehen, einzeln parallelisierbar sind. Durch eine geeignete
Koordinatentransformation kénnen die Differentialgleichungen eines derartigen
Gewebes immer auf die Gestalt

det =0, 1=1,2,...... ,n
Ydat =0
8=1

dd =0

gebracht werden. Die Gewebebedingungen lauten dann
D,+0 firallei, D,-+D, firitk.
Die Parallelisierbarkeit der einzelnen (n+41)-Gewebe driicken wir durch
die Integrabilitdtsbedingungen geeigneter Querfelder-Systeme aus.

Fiir das Gewebe, bestehend aus dem Koordinatennetz und der Schar
d® = 0, lauten die Parallelisierbarkeitsbedingungen

D,
0;ln (?‘) =0, wenn ¢, j, k voneinander verschieden. (18)
k

Zur Herleitung der entsprechenden Bedingungen fiir die restlichen (n-1)-
Gewebe betrachten wir als Repriisentanten etwa das Gewebe mit den Glei-
chungen
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n
Z de* =0
s=1 i
det =0, i=2,3,..... 7 (19)
a9 =0.
Durch die Abbildung

yt =2t fir i1 b Tt =9y fir i1
gehen die Gleichungen (19) iiber in

dyt =0 1=1,2,..... ,n
dd =0
und die Parallelisierbarkeitsbedingungen lauten daher
P
?—. In oy” ) _ 0 mit ¢, ], k voneinander verschieden.
o "\ 22 g
oy’
Wir setzen nun speziell k£ = 1. Infolge (20) ergibt sich dann
o
i b, — P D, —D
a—i/]. In % = —0,n (—°—®;—1> —i—ajln ( 1451 1) = 0 39).
oyt

Durch Umformung folgt daraus weiter
Py Py Py — ‘Du+ D — Py —0
o, & @ — 0 & B

? 2

und man erhilt nach einigen Zwischenrechnungen

D; ‘pu> (‘pu ‘pu>
(o —st)+ i a) =0
oder
(3 ()
ainﬁ)—i—alln]p—i = 0.

Mit (18) zusammen fiihrt dies auf

ay;(%) = 0.

1
Betrachten wir jetzt alle andern derartigen (n--1)-Gewebe, so schlie3t man

aus den Parallelisierbarkeitsbedingungen auf die Beziehungen
D
9, ln (?’Z>=o fir ik 1)

Dies bedeutet aber, daB das D.V.-System des (n+1)-Gewebes

39) 9; bedeutet Ableitung nach z7; @; = 8_(15 .
oz’
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det =0, i=1,..... ,n

dd =0
durch das Verschwinden simtlicher CHRISTOFFELscher Symbole charakteri-
siert ist; es ist daher identisch mit den Geraden des P,, und die verbleibende
Hyperebenenschar

n
Z dzt =0
s=1

ist darin geoditisch. Da in unserem (n-2)-Gewebe keine Hyperflichenschar
irgendwie ausgezeichnet ist, folgt:

Jede Hyperflichenschar unseres (n—+2)-Gewebes liegt geoddtisch im D.V .-
System des verbleibenden (n-+1)-Gewebes.

Satz 27: Ein (n+2)-Gewebe, in dem jedes (n+1)-Tupel seiner Hyperflichen-
scharen einzeln parallelisierbar ist, ist gesamthaft parallelisierbar.

Beweis: Nach der obigen Bemerkung ist das eindeutig bestimmte quasi-
geoditische System zugleich D.V.-System zu allen (n-}-1)-Geweben;
infolge der Parallelisierbarkeit dieser (n+1)-Gewebe ist es projektiv-
euklidisch. Wir betrachten nun eine Abbildung, die ein (n41)-
Gewebe G, parallel macht, und dazu eine andere, die ein von G, verschie-
denes (n-+-1)-Gewebe @, parallel macht. Die beiden dabei entstehen-
den geraden Realisationen des quasigeoditischen Systems sind nun
aber projektiv dquivalent. Es existiert somit eine projektive Ab-
bildung des P, auf sich, welche die eine in die andere iiberfithrt. Da
sie die » Parallel-Hyberebenenscharen, welche @, und G, gemeinsam
sind, wieder in solche iiberfithrt, ist sie notwendigerweise eine Affi-
nitiit. Es machen daher die beiden genannten Abbildungen das ganze
(n-+2)-Gewebe parallel.

Aus dem Beweis entnimmt man noch, da8 jede Abbildung, die irgendeines
der (n+1)-Gewebe parallel macht, zugleich auch die noch verbleibende Schar
parallelisiert.

Satz 28: Ein m-Gewebe, in dem jedes (n-+1)-Tupel von Hyperflichenscharen
einzeln parallelisierbar ist, ist gesamthaft parallelisierbar.

Beweis: Aus den Vorbereitungen zu Satz 27 folgt, daBl das D.V.-System jedes
(n+1)-Gewebes siamtliche restlichen Gewebe-Hyperflichenscharen
geoditisch enthilt. Jede Abbildung, die irgendeines der (n+1)-
Gewebe parallelisiert, macht damit zugleich das ganze m-Gewebe
parallel.
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Die Sitze 27 und 28 sind nur fiir &3 richtig. In der Ebene tritt beispiels-
weise an Stelle des ersteren der Satz von MAYRHOFER- REIDEMEISTERA?,

3. Doppelverhilinisgewebe.

Fiir ein Kurven-4-Gewebe in der Ebene gilt

Satz 29: Ist das quasigeoditische System iiber einem Kurven-4-Gewebe identisch
mit den D.V.-Systemen zweier seiner 3-Gewebe, so besteht das Gewebe
notwendigerweise aus 4 Kurvenscharen, die sich unter einem konstanten
Doppelverhilinis schneiden, und das quasigeoditische System ist auch
tdentisch mit den 2 restlichen D.V.-Systemen.

Zum Beweise bringen wir die Gewebegleichungen auf die Form
dal =0, d22=0, d® =0, d¥ =0.
Das zugehérige quasigeodétische System sei etwa identisch mit den D.V.-

Systemen zum (123)- und (124)-Gewebe, d. h.

i 1 2, 1 ¥y
. F@kZEakln<?k>=—2‘ 6kln (ﬂ) (22)
woraus sofort .
2, ¥y
akln(?) —0,ln (E) =0; k=1,2 (23)
folgt. Durch Integration ergibt sich schlieBlich mit konstantem ¢
2, ¥
5= (24)

Infolge der Gewebebedingung muB ¢ von 1 verschieden sein. Da ¢ das Doppel-
verhiltnis der 4 Gewebekurven in einem Punkte ist, ist der Beweis unseres
Satzes erbracht.

Definition: Ein Kurven-4-Gewebe, dessen Kurven sich unter einem konstanten
Doppelverhiltnis treffen, heift ein D.V.-4-Gewebe.

Fiir beliebige Dimensionen muB Satz 29 wie folgt erweitert werden:

Satz 30: Ist das quasigeodiitische System diber einem Hyperflichen-(n+2)-
Gewebe identisch mit den D.V .-Systemen zweier seiner (n-1)-Gewebe,
so sind simtliche Schnitt-Kurven-4-Gewebe in den (":2) Scharen von

2-dimensionalen Schnittgebilden D.V.-4-Gewebe, und jede Gewebe-

hyperflichenschar liegt geodiitisch im D.V.-System des verbleibenden

(n-+1)-Gewebes.

Ein (n4-2)-Gewebe dieser Art heifle ein D.V.-(n-2)-Gewebe. Entsprechend
wie in der Ebene bringen wir zum Beweise das Gewebe auf die spezielle Form

40) Vgl. [1], § 10 und § 16.
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dzt =0, 1=1,..... ,n
dd =0,
a¥ = 0.
Das Zusammenfallen zweier D.V.-Systeme mit dem eindeutig bestimmten
quasigeodiitischen System driickt sich dann bei geeigneter Wahl derselben
durch

i 1 D, 1 ¥, .
aus, woraus man sofort entnimmt, daf3
o, ¥,
7, >, =c, (26)

nur eine Funktion der (n — 2) Variabeln &’ mit § = ¢, % ist. Fiir diese Doppel-
verhiltnisse c,, gilt aber infolge der linken Seite von (26)
Cie = 3" Cip mit § beliebig, aber von ¢ und k verschieden. (27

In (27) ist nun die rechte Seite nur eine Funktion der z* mit h 44,7, k;
da § beliebig (von 7 und k verschieden) gewéhlt werden kann, schlieft man,
daB ¢, konstant ist. Geometrisch bedeutet dies, daf die simtlichen Schnitt-
Kurven-4-Gewebe in denjenigen (g) Scharen von 2-dimensionalen Schnitt-
gebilden, die durch die n ersten Gewebescharen allein erzeugt werden, D.V.-
4-Gewebe sind.

Es 148t sich nun sehr leicht zeigen, daB alle iibrigen Schnitt-Kurven-4-Ge-
webe ebenfalls D.V.-4-Gewebe sind. Wir betrachten etwa dasjenige im Schnitt-
gebilde aus je einer Hyperfliche der (n —2) Scharen.

dz* =0, 1=25,6,..... , N
dd =0,
d¥ = 0.

Die restlichen Scharen dx! =0, dz?2 =0, dz® =0, dz* = 0 erzeugen
darin ein Kurven-4.Gewebe. Die Tangentenfelder dieser 4 Kurvenscharen
berechnen sich als Vektorprodukte aus n Gradientenfeldern. Man findet dafiir:

(0, agy, @y, B23, 0, cveven.n. , 0)
(@a5, 0, ayy, @34, 0, coovnn... , 0) (28)
(@oq, gy, O, @y, 0, ..., , 0)
(@54, @13, Aoy, 0,0, .ciial.. , 0)

wobei = a, gesetzt ist.

o, B,
Y,

Das D.V. dieser 4 Tangentenfelder berechnen wir in der Projektion in die
xlz2-Ebene. Diese ist gegeben durch die 4 zweikomponentigen Tangentenfelder:

(0, 1),(1,0), (agq, @gy), (@32, A13)-
Fiir deren D.V. findet sich
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d— %a1” Gz D14°C23 (1 —cyq) (1 —cy)

24" Qg3 @24°Ay13 (1 —ez) (1 —c45)
da ¢, = const. Das betrachtete Schnitt-Kurven-4-Gewebe ist somit ebenfalls
ein D.V.-4-Gewebe.

Da nun alle Schnitt-4-Gewebe unseres (n+2)-Gewebes D.V.-4-Gewebe sind,
ergibt sich umgekehrt nach Abbildung eines Netzes aus dem Gewebe auf das
Koordinatennetz, dafl die Gradientenfelder der beiden iibrigen Scharen stets
die Beziehung (25) befriedigen. Daraus folgt aber sofort, daB jede Gewebe-
Hyperflichenschar im D.V.-System des verbleibenden (n-1)-Gewebes liegt.

Zu den D.V.-Geweben gehoren natiirlich die parallelisierbaren (n--2)-
Gewebe. Ein nichttriviales Beispiel im P, ist das Gewebe, bestehend aus
5 Ebenenbiischeln, deren Triger Erzeugende derselben Schar einer Regelfliche

2. Grades sind.

= const.,
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