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Einleitung

Zur Behandlung differentialgeometrischer Fragen der Gewebegeometrie ist

bis jetzt zur Hauptsache der Kalkül der Differentiatoren bzw. der schiefen

Differentialformen verwendet worden. Im zusammenfassenden Werk Geometrie

der Gewebe von Blaschke und Bol1) ist zwar im § 29 bereits ein Ansatz in

anderer Richtung vorhanden, nämlich gewisse Invarianten von differentier-

baren Kurven-4-Geweben dadurch aufzufinden, daß ein vorliegendes Gewebe

in ein quasigeodätisches Kurvensystem eingebettet wird. Die Differential¬

geometrie der Gewebe scheint aber dann in dieser Richtung nicht mehr weiter

verfolgt worden zu sein. Die vorliegende Arbeit fügt sich nun an dieser Stelle

in die Geometrie der Gewebe ein.

Gewebe sind geometrische Gebilde mit projektivem Charakter. Es ist daher

naheliegend, zur Diskussion gewebegeometrischer Fragen die Methoden der

projektiven Differentialgeometrie beizuziehen. Der oben erwähnte Blaschke-

sche Ansatz führt nun gerade in diese Richtung. Im folgenden wird gezeigt,
daß sich dieser Ansatz auf beliebige Dimensionen verallgemeinern läßt und

daß er über die quasigeodätischen Kurvensysteme die Einordnung der Diffe¬

rentialgeometrie der Gewebe in die projektive Differentialgeometrie gestattet.
Eine Rechtfertigung dieses Vorgehens ist etwa dadurch gegeben, daß einer¬

seits sämtliche differentialgeometrischen Aussagen sich auf diese Weise ohne

Schwierigkeiten auf beliebige Dimensionen übertragen lassen und anderer¬

seits die Vorteile des weit umfassenderen Absoluten Differentialkalküls voll

ausgenützt werden können.

In der nun folgenden Arbeit wird zunächst der BLASCHKEsche Ansatz in

der Ebene noch weiter ausgewertet. Insbesondere wird der Fragenkomplex

bezüglich der topologischen Äquivalenz eines Gewebes mit einem Geraden¬

gewebe untersucht. In einem nachfolgenden Abschnitt werden dann sämtliche

Theoreme auf behebige Dimensionen verallgemeinert. Dabei offenbart sich

durch alle Dimensionen hindurch die Sonderstellung der paraUelisierbaren
Gewebe. Ferner zeigt sich, daß die Fälle n = 2 und n = 3 vom gewebe¬

geometrischen Standpunkt aus bereits alles Wesentliche enthalten.

Der Rechenapparat ist dem Ricci-Kalkül entnommen. Entsprechend den

Prinzipien der Kern-Index-Methode werden für die allgemeinen Koordinaten¬

systeme griechische Indizes x, X, [i, v, ,
für die speziellen Koordi-

*) Vgl. [1] des Literaturverzeichnisses am Schlüsse der Arbeit.
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natensysteme lateinische Indizes h, i, j, k, verwendet. Dies hat den

Vorteil, daß zur Unterscheidung invarianter und nichtinvarianter Gleichungen

kein besonderes Zeichen notwendig wird. Eine Gleichung zwischen Größen

mit lateinischen Indizes bezieht sich somit immer auf ein spezielles Koordi¬

natensystem; durch die lateinischen Indizes ist aber gleichzeitig zum Aus¬

druck gebracht, daß die Gleichung nicht invariant ist, d. h. nur in einem

entsprechend speziellen Koordinatensystem richtig ist. Von der Vorschrift

des Ricci-Kalküls, daß über Indizes, die in derselben Beziehung ko- und

kontravariant auftreten, stets zu summieren ist, wird insofern etwas ab¬

gewichen, als sie nur für griechische Indizes zur Anwendung kommen soll.

Diese Konvention erlaubt, verschiedene, in speziellen Koordinatensystemen
öfters auftretende Ausdrücke in einfachere Gestalt zu bringen. Eine Summa¬

tion über lateinische Indizes wird durch Voranstellung des gewöhnlichen
Summenzeichens angedeutet.
Zur Vereinfachung der Schreibweise wird von der BACHsehen Symbolik

Gebrauch gemacht. Für die Größe Txp hat man dann beispielsweise die Ab¬

kürzungen

Tixiü = y (Tip— T^),

2,(V> = i(JVr-2V*)-

Für die Kurven bzw. Hyperflächen der in dieser Arbeit untersuchten Ge¬

webe wird stets vorausgesetzt, daß sie genügend oft stetig differentierbar sind.

Damit diese Eigenschaft der Gewebe erhalten bleibt, soll dasselbe auch für

die zugelassenen topologischen Abbildungen gelten. Diese Forderungen sind

natürlich für die differentialgeometrische Behandlung der Gewebe unerläß¬

lich. Um die Ausdrucksweise nicht unnötig zu komplizieren, wollen wir aber

die Bezeichnung topologische Abbildung gleichwohl belassen, uns aber stets

vor Augen halten, daß wir dabei an eine genügend oft stetig differentierbare

topologische Abbildung denken.

Die Anregung zur vorliegenden Arbeit erhielt ich durch den Besuch eines

Seminars über Geometrie der Gewebe, welches im Wintersemester 1946/47 an

der Eidgenössischen Technischen Hochschule in Zürich stattgefunden hat.

Ich möchte an dieser Stelle meinem hochverehrten Lehrer, Herrn Prof. Dr.

E. Stiefel, dem Leiter jenes Seminars, für die mannigfachen Anregungen
und Ratschläge während der Ausführung der Arbeit meinen herzlichsten

Dank aussprechen. Ebenso bin ich Herrn Prof. Dr. J. A. Schouten in Epe

(Holland) zu Dank verpflichtet ; als Spezialist auf dem Gebiete der modernen

Differentialgeometriebekundete er in einemBriefwechsel seinInteresse an meiner

Arbeit. Ich verdanke ihm einige Hinweise auf die Symbolik des Ricci-Kalküls.
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§ 1.

Differentialgeometrie quasigeodätischer Kurvensysteme

Im folgenden sind in gedrängter Form diejenigen Teile der Differential¬

geometrie quasigeodätischer Kurvensysteme zusammengestellt, die für die

eigentliche Arbeit benötigt werden2).

1. Affine Übertragungen und quasigeodätische Kurvensysteme.

In einem w-dimensionalen Raum mit den Koordinaten x" sei durch die in

den untern Indizes symmetrischen Größen r eine affine Übertragung An

gegeben.
Wird etwa ein Vektor v* längs einer Kurve x" (t) parallel verschoben, so

beträgt seine Änderung
dv*= — r^yVfda*. (1)

Verschiebt man ein Linienelement dx* im Sinne der zugrunde gelegten

Übertragung stets in seiner eigenen Richtung, so heißt seine Bahn eine geo¬

dätische Linie der An. Es ist in diesem Falle

*" = ?£
und die Differentialgleichungen der geodätischen Linien lauten somit

d1xx rx dx?dJ_ dxx

dt1
+ "' dt dt

~a
df

W

Darin ist a(x1, ,xn) eine Funktion, die von der speziellen Wahl des

Kurvenparameters t abhängt. Durch eine geeignete Parametertransformation

kann a immer zum Verschwinden gebracht werden.

Die Integralkurven von (2) besitzen zwei charakteristische Eigenschaften

der geodätischen Linien eines RiEMANNschen Raumes; von jedem Punkt aus

geht in jeder Richtung genau eine Systemkurve, und im Kleinen bestimmen zwei

Punkte ebenfalls genau eine solche3).

Die Transformation der Übertragung

heißt bahntreu, wenn die Lage der geodätischen Linien invariant bleibt.

Für eine derartige Transformation muß das additive Glied notwendigerweise

die Form

2) Vgl. [1], § 29, Quasigeodätische Systeme; [2], Abschnitt IV, Die affine Übertragung;

sowie [3], [4], [5] und [6] des Literaturverzeichnisses.

s) Die Beweise verlaufen genau gleich wie für das geodätische System einer Riesiank-

schen Übertragung. Für n = 2 vgl. L. Bieberbach, DiSerentialgeometrie. Berlin, 1932.
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Kr = Kpv + &„ = 2 ôlpr) *) (4)
haben. Darin ist pv ein willkürliches Kovektorfeld.

Eine Klasse affiner Übertragungen, deren Elemente sich nur um bahntreue

Transformationen voneinander unterscheiden, heißt eine Klasse isogeodä¬
tischer Übertragungen, und die invariant damit verknüpften Integralkurven
von (2) bezeichnet man als das zu dieser Klasse gehörige quasigeodätische

Kurvensystem 5).

Ist nur ein quasigeodätisches System gegeben, so sind dadurch die Chei-

STOFFELsehen Symbole F nur bis auf bahntreue Transformationen bestimmt.

Man spricht dann von einem 'projektiven, Zusammenhang.

2. Der Projektivkrümmungstensor.

Bei der Bildung von Differentialquotienten zweiter Ordnung in einer A

tritt der Krümmungstensor

v=w^ -ö*c+n Kl - n n6) (5)

auf. Dieser ändert sich bei bahntreuer Transformation der Übertragung.
Charakterisiert man eine solche durch das Kovektorfeld p ,

so ergibt sich in

der neuen Übertragung:

(6)
p

m

Kx^-Zp^K + ZoaP^'
wobei

Pk„ = VxVß - PXP„ 7)

gesetzt ist.

Es sei

•tlßv == -t^Afiv

der verjüngte Krümmungstensor. Mit der daraus abgeleiteten Größe

iftv — ni— l
(n t*v "r -"•'/*) >

stellt

V=V-2^C+2^„ (7)

einen Tensor dar, der gegenüber bahntreuen Transformationen invariant

bleibt, d. h. dieser Tensor ist invariant mit dem durch eine Klasse isogeodä¬
tischer Übertragungen bestimmten quasigeodätischen System verbunden.

Pxnv heißt der Projektivkrümmungstensor des quasigeodätischen Systems
bzw. des projektiven Zusammenhangs. Er verschwindet identisch für n = 2.

l) ô ist das KRONECKEEsche Symbol: <5 = <
. für ^ , ,

s) In der englischen Literatur "system of paths" genannt.

') p ist das Symbol für den kovarianten Differentialquotienten.
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Von Interesse sind diejenigen quasigeodätischen Systeme, welche sich

durch eine Koordinatentransformation in die Geraden des projektiven Rau¬

mes P überführen lassen. Die A
,
die zu einem solchen System gehören,

heißen projektiveuklidisch und das quasigeodätische System selbst ein pro-

jektiveuklidisches.

Es gilt der folgende

Satz: Eine affine Übertragung ist für n~>2 dann und nur dann projektiv-

euklidisch, wenn der Projektivkrümmungstensor verschwindet, und für

n = 2 dann und nur dann, wenn für den Tensor P die Gleichungen

2V,,P , =V,P -V P, =0

gelten.
Es sei hier noch hervorgehoben, daß die Geradlinigkeitsbedingungen für

die Dimension n = 2 eine Diiferentiationsordnung mehr verlangen als für

alle übrigen Dimensionen.

Ist ein vorgelegtes quasigeodätisches System projektiveuklidisch, so ist dies

gleichbedeutend mit der Existenz eines Koordinatensystems, in welchem sämt¬

liche CHEiSTOFFELschen Symbole V verschwinden. Dies ist weiter äqui¬

valent damit, daß es über dem quasigeodätischen System eine An gibt, für

welche der Krümmungstensor R
rX

verschwindet. Eine derartige An heißt

euklidischaffin und wird mit En bezeichnet.

Für eine projektiveuklidische A ist gemäß (7)

^:=2Pnlwô:-2ô;p^. (8)

Zur Ermittlung einer Abbildung, welche das zugehörige quasigeodätische

System in die Geraden des projektiven Raumes P überführt, hat man zu¬

nächst eine bahntreue Transformation zu bestimmen, welche die A zu einer

E„ macht. Durch Vergleich von (8) mit (6) stellt man fest, daß die Kovektor-

felder pr, welche Lösungen von

?i P„
~ Pi P„= P» (9>

sind, zu derartigen bahntreuen Transformationen führen8).

Hat man auf diese Weise über dem quasigeodätischen System eine En

konstruiert, so kann man schließlich in dieser von einem Punkte X aus n linear

unabhängige Kovektoren parallel verschieben9). Dadurch sind im Pn n paral¬

lele Kovektorfelder definiert; ihre Integralhyperflächenscharen seien gegeben

durch

8) Die Integrabilitätsbedingung von (9) ist p7^ P .
= 0. Sie ist für n> 2 eine direkte

Folge von P>flra = 0.

') In einer En ist die Parallelverschiebung integrierbar.
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0ß (x1 ,xn) = const.; ß = 1,2 n.

Die Parallelität dieser n Hyperflächenscharen drückt sich analytisch durch

V, &ß„ = o

aus. Geht man jetzt noch durch

|0 = &ß (x1, ,xn)

zu einem neuen Koordinatensystem über, so folgt aus der Parallelitätsbedin¬

gung, daß in diesem die J1 verschwinden, d. h. das quasigeodätische System
besteht nun aus den Geraden des Pm.

Zur Diskussion gewisser spezieller Fragen benötigen wir später die Anzahl

der wesentlichen Komponenten des Projektivkrümmungstensors. Es sei daher

hier noch kurz eine Abzahlung derselben vorgenommen. Dazu ist die Kenntnis

der Identitäten zwischen den Komponenten dieses Tensors notwendig.
Zunächst bestehen für den Krümmungstensor einer An die beiden Identi¬

täten

und

B. a+R ." + R ,ro - R ." - B. a~R ." = 0
.

AßV ' ßvX '
VAU P*V ÂVfi VfiA

In der abgekürzten BACHschen Symbolik geschrieben lauten sie

Aus der Definitionsgleichung (7) des Projektivkrümmungstensors ent¬

nimmt man sofort, daß dieser denselben Identitäten genügt:

W= 0; *V; = °- dl)

Ri m besitzt keine weiteren Identitäten. Durch einfaches Abzählen folgt aus

(10), daß er daher im allgemeinen

da=§V-i)
wesentliche Komponenten aufweist.

Der Projektivkrümmungstensor erfüllt noch eine weitere Identität, die

leicht aus (7) zu verifizieren ist. Es ist nämlich

^V=0. (12)

Dies sind noch n2 zusätzliche lineare Beziehungen zwischen seinen Kompo¬
nenten, so daß die Zahl seiner wesentlichen Komponenten

dp=*a-»« = jV-4) (13)

beträgt. Daraus folgt, daß er, wie bereits erwähnt, für w = 2 überhaupt keine

wesentliche Komponente hat, also identisch verschwindet. Diese Tatsache

kommt in der Sonderstellung des Falles n = 2 bei den Geradlinigkeitsbedin-

gungen zum Ausdruck.
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3. Geodätische Hyperflächen.

Eine Hyperfläche
0(x1 , ,xn) = 0

oder der Schnitt mehrerer solcher Hypernächen heißt geodätisch in einer A„,

wenn jede Integralkurve von (2), die ein Linienelement mit diesem Gebilde

gemeinsam hat, ganz darin verläuft.

Die einparametrige Hyperflächenschar10)
0 (x1, , xn) = c (14)

mit dem Parameter c ist dann und nur dann geodätisch in einer An, wenn es

ein Kovektorfeld ux gibt, so daß

J7i«P„ = 2«a<Pi0 (15)

gilt11). Dabei ist 0^ = 8^0.

Wichtig ist der folgende

Satz: Das Schnittgebilde geodätischer Hyperflächen ist selbst wieder geodätisch.

Zum Beweise betrachte man ein Linienelement des Schnittgebildes; die

zugehörige geodätische Linie liegt dann ganz in allen Hyperflächen und daher

auch ganz im Schnittgebilde.

Es sind Versuche gemacht worden, einem festen projektiven Zusammen¬

hang Größen vom Typus der CHRiSTOFFELschen Symbole zuzuordnen. Dies

ist auch auf verschiedene Arten gelungen12). Man könnte ohne weiteres der¬

artige Größen in der vorliegenden Arbeit zur Charakterisierung quasigeodä¬

tischer Systeme beiziehen. Allein es würde dadurch nichts Wesentliches ge¬

wonnen und zudem die Darstellung nur schwerfälliger gemacht. Für das Fol¬

gende wird es vollauf genügen, ein quasigeodätisches System stets durch einen

Repräsentanten seiner zugeordneten affinen Zusammenhänge darzustellen.

10) Für n = 2 handelt es sich hier um eine Kurvensehar in der Ebene, für n = 3 um

eine Flächenschar im Raum.

") Vgl. [3], Bd. H, S. 181.

") Vgl. etwa [3], Bd. II, S. 193; ferner [4], [5] und [6].
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§ 2.

Kurvengewebe in der Ebene

Zwei stetig differenzierbare, einparametrige Kurvenscharen

0 (x1, x2) = const. ; W {x1, x2) = const,

bilden innerhalb eines Gebietes G ein Kurvennetz, wenn in jedem Punkte

von G

9^T^)*° (1)

ist. Dies bedeutet, daß im Kleinen zwei Kurven aus verschiedenen Scharen

höchstens einen Punkt gemeinsam haben.

Mit Hilfe des Begriffes Kurvennetz läßt sich nun sehr einfach erklären, was

ein Gewebe ist.

Definition: Ein System von k Kurvenscharen heißt ein Gewebe, wenn diese zu je
zweien Kurvennetze bilden.

Die Gewebebedingungen für k Kurvenscharen bestehen somit im Nicht-

verschwinden von (*) Funktionaldeterminanten.

1. Die Klasse projektiver Zusammenhänge, die ein gegebenes 3-Gewebe geodätisch
enthalten.

Wir stellen uns hier die Aufgabe, zu einem 3-Gewebe die sämtlichen quasi¬

geodätischen Systeme aufzusuchen, in denen die Gewebekurven geodätische
Linien sind.

Zunächst machen wir eine Abbildung, die ein Netz aus unserem Gewebe

in die Achsenparallelen überführt. Infolge der Gewebebedingungen *) ist dies

wenigstens im Kleinen immer möglich. Die dritte Kurvenschar gehe dabei

über in

0 (x1, x2) = const.

Dann lauten die Differentialgleichungen der 3 Kurvenscharen

dx1 = 0; dx2 = 0; d0 = O, (2)
und die Gewebebedingungen heißen

*i = Hî=4=0. *.= ||î4=0»). (3)

Die Einführung eines speziellen Koordinatensystems durch Abbildung
eines Gewebenetzes auf das Netz der Achsenparallelen 14) vereinfacht das Auf¬

suchen der obgenannten quasigeodätischen Systeme wesentlich.

13) Die dritte Netzbedingung steckt im Netz der Achsenparallelen.

14) Im folgenden kurz als Koordinatennetz bezeichnet.
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Für die Gradientenfelder15) der 3 Kurvenscharen unseres Gewebes entnimmt

man aus (2):
• ( 1, 0 ); ( 0, 1 ); (0i;02). (4)

Sollen diese in einer A2 geodätisch sein, so muß jedes ein Gleichungssystem

(1, 15) befriedigen. Die ersten beiden Felder haben zur Folge, daß für alle

in Betracht kommenden A2

1 = ^ = 0 (5)

ist. Die Gleichungen (1, 15) heißen dann für das dritte Feld, unter Berück¬

sichtigung von (5),
0 r1 = 0 — 2u 0

0\ ri + 02 r\2 = a£ - ^V+ u&) (ß)
0 r2

=
0

— 2 M
0

*2 *
22 *22 2 *2

worin d-dh0 = Ö>tt gesetzt ist.

Dieses hneare Gleichungssystem für die darin enthaltenen Chbistoffel-

schen Symbole ist infolge der Gewebebedingungen (3) lösbar, und wir erhalten

-2«i; i\
=
j%*

-%
+

X02

(V)

H
_

^~
~~ Z Ul '

1
12
-

2"^"
_

"2 -r '- -2

P*
=

Î22
_

2 tt
"
P =I^-M -i$1

22 <p
^

K2
'

J
12 2 m ! !

'

A (a;1, a;2) spielt darin die Rolle eines Lösungsparameters; es ist nämlich für

die beiden Symbole T\ und P22 nur eine einzige Bestimmungsgleichung vor¬

handen.

Weiter steckt noch das Kovektorfeld u. als willkürliche Größe in der Lösung,
denn zu jedem m{ gibt es An, welche unseren Forderungen genügen. Durch

Vergleich von (7) mit (1, 4) stellen wir fest, daß eine Änderung dieses Ko-

vektorfeldes äquivalent mit einer bahntreuen Transformation der Übertragung
ist. Damit ergibt sich:

Bei Änderung des Kovektorfeldes u. bleibt man in einer Klasse iso¬

geodätischer A2, währenddem man durch Änderung der Funktion X die

Gesamtheit der projektiven Zusammenhänge durchläuft, die unser Gewebe

enthalten.

Wir formulieren dieses Resultat in

Satz 1: Die Gesamtheit der quasigeodätischen Systeme, die ein gegebenes 3-Gewebe

enthalten, wird aufgespannt durch eine Funktion in zwei Variabein.

Dabei ist die Meinung, daß durch jede feste Wahl dieser Funktion X ein

solches quasigeodätisches System eindeutig bestimmt ist.

15) Ein Kovektorfeld w^ heißt ein Gradientenfeld, wenn ein Skalarfeld s existiert, so daß
ds

15

ds

WX = Vxs = ä"A • Vgl. [3], Bd. I, S. 67



*12

*1 *2-
+ ^^2 = 192^

*2
-^^ = 13,1»

Da u. nur bahntreue Transformationen charakterisiert, kann man sich für

die Darstellung des zur Funktion X gehörenden quasigeodätischen Systems
auf eine spezielle Wahl beschränken. Wir wählen nun diesen Kovektor so,

daß die beiden CHBiSTOFFELschen Symbole in der ersten Kolonne von (7)
ebenfalls verschwinden.

Ein Repräsentant aller A2, die das zur Funktion gehörende quasigeodätische

System besitzen, ist dann gegeben durch

r'u = 0 für alle möglichen Indexkombinationen

;)+*02, (8)

Wir werden in unseren folgenden Betrachtungen ein quasigeodätisches

System über einem Gewebe immer durch diese spezielle A2 charakterisieren.

2. Das quasigeodätische System über einem 4-Gewebe.

Satz 2: Die Kurven eines 4-Gewebes gehören stets einem eindeutig bestimmten

quasigeodätischen System an.

Dieser Satz ist bereits bekannt16), nicht aber seine Verallgemeinerung auf

höhere Dimensionen. Wir wollen ihn aus diesem Grunde als Vorbereitung auf

den § 3 in derjenigen Form beweisen, die sich dann ohne weiteres auf höhere

Dimensionen übertragen läßt.

Wir geben unser 4-Gewebe durch die vier Differentialgleichungen
dx1 = 0; dx* = 0; d 0 = 0; d W = 0

bzw. durch die vier Gradientenfelder

( 1 ,0 ); (0 ,1 ); (01,02); (3^)
was immer durch Abbildung eines seiner Netze auf die Achsenparallelen
erreicht werden kann. Die Gewebebedingungen lauten jetzt:

0^0; 02=t=O;

(8) stellt mit Hilfe der Funktion X die Klasse der projektiven Zusammen¬

hänge über dem 123-Gewebe dar; entsprechend können wir mit einer anderen

Funktion fi die Klasse der projektiven Zusammenhänge über dem 124-

Gewebe erzeugen. Der Durchschnitt dieser beiden Klassen liefert dann dieje¬

nigen projektiven Zusammenhänge, die das ganze 4-Gewebe enthalten.

Dies drückt sich aus in:

16) Vgl. [1], S. 246.

16

0 0

1 *2

W W
* 0. (9)



rl, = ^1ln(^)-X01 = ^d1ln(^)-f,W1.
Betrachtet man diese beiden Beziehungen als lineares Gleichungssystem

für X und ja, so ist dieses infolge (9) eindeutig lösbar. Der Durchschnitt besteht

also aus einem einzigen projektiven Zusammenhang bzw. quasigeodätischen

System. Damit ist aber Satz 2 bewiesen.

3. Das Doppelverhältnissystem.

Wir gehen nun wieder zurück zu (8) und zeigen, daß der Punktion X = 0

eine besondere geometrische Bedeutung zukommt. Infolge (2) ist

a 0X dx1 + 02 dx2 = 0 (11)

für jeden gegebenen (von x1 und x2 unabhängigen) Wert a die Differential¬

gleichung einer einparametrigen Kurvenschar, die mit den Kurven des 3-Ge-

webes in jedem Punkt das Doppelverhältnis a bildet. Es sei

W (x1, x2) = const,

das Integral von (11) und / der zugehörige integrierende Faktor. Dann gelten
für das Gradientenfeld dieser Kurvenschar die Beziehungen

W1=af01;W2 = f0i. (12)

Für jeden von 1 verschiedenen Wert a bilden nun (4) und (12) zusammen

ein 4-Gewebe, und man findet aus (10), daß das zugehörige eindeutig bestimmte

quasigeodätische System für jeden Wert von ff durch A = 0 gegeben ist.

Satz 3: Alle Kurvenscharen, die mit den Kurven eines 3-Gewebes ein festes

Doppelverhältnis bilden, liegen in einem ausgezeichneten quasigeodä¬
tischen System. Dieses ist in unserem speziellen Koordinatensystem
durch X = 0 charakterisiert.

Thomsen nennt dieses ausgezeichnete System das Doppelverhältnissystem17).
Das Doppelverhältnissystem, im folgenden stets mit D.V.-System bezeichnet,

erlaubt somit, bereits einem 3-Gewebe invariant ein quasigeodätisches System
zuzuordnen.

Da keine der 3 Gewebekurvenscharen irgendwie ausgezeichnet ist, folgt

sofort, daß das D.V.-System nach Abbildung irgendeines Gewebenetzes auf

das Koordinatennetz immer durch

r\ = I a, In (^A für i ± k
* 2 * \Qk) +

(13)

r\u = 0 sonst

17) Vgl. [7].
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gegeben ist. Dabei ist 0. das Gradientenfeld der restlichen Gewebeschar.

Wir halten diese Tatsache fest in

Satz 4: X = 0 hat Invariantencharakter; in jedem Koordinatensystem, dessen

Parameternetz mit einem Gewehenetz übereinstimmt, ist das D. V.-System
durch das Verschwinden von X gekennzeichnet.

4. Geradlinigkeitsfragen.

Ein Gewebe lasse sich geradlinig machen, d. h. es lasse sich durch eine zu¬

gelassene topologische Abbildung in k Geradenscharen überführen. Ergänzt
man diese durch Hinzunahme aller übrigen Geraden der Ebene zum quasi¬

geodätischen System, das aus allen Geraden der Ebene besteht, so sieht man

leicht die Richtigkeit des folgenden Satzes ein.

Satz 5: Damit sich ein Gewebe geradlinig machen läßt, ist notwendig und hin¬

reichend, daß seine Kurven einem projektiveuklidischen quasigeodä¬
tischen System angehören.

Gemäß (8) lassen sich die quasigeodätischen Systeme über einem Gewebe

durch die beiden wesentlichen Größen

r\2 = H(01,02,0n,012,02,,X)
r^2 = L(01,02,011,012,022,x)

darstellen. Die zugehörige A2 ist projektiveuklidisch, wenn

vaPak = o

ist. Die Rechnung liefert hiefür:

2H(2H1+L2) + 2H12+L22 = 0

2L(2L2+H1) + 2L12+Hn = 0,
[ >

worin die Indizes Ableitung nach x1 bzw. x2 bedeuten.

Sollen nun die Kurven eines 3-Gewebes einem projektiveuklidischen quasi¬

geodätischen System angehören, so heißt dies, daß eine Funktion X existiert,

derart, daß (14) befriedigt wird. Da 0 durch das Gewebe gegeben ist, kann

man diesen Sachverhalt auch folgendermaßen formulieren:

Satz 6: Ein 3-Gewebe läßt sich dann und nur dann geradlinig machen, wenn

das System (14) von zwei partiellen Differentialgleichungen zweiter

Ordnung in X eine Lösung hat18).

Die Entscheidung, ob sich ein vorgelegtes 3-Gewebe geradlinig machen

lasse, führt somit auf die Aufgabe, für ein gewisses partielles Differential¬

gleichungssystem die Existenz von Lösungen abzuklären.

") Vgl. [1], S. 173.
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Die Abbildung, die ein projektiveuklidisches quasigeodätisches System in

die Geraden der Ebene überführt, ist bis auf Projektivitäten eindeutig be¬

stimmt ; denn sind etwa Tx und Tz zwei Abbildungen, die ein solches System

gerade machen, so ist

rp .rp-1

eine geradentreue Abbildung der Ebene auf sich, d. h. eine Projektivität.

Diese Tatsache gibt Anlaß zu

Satz 7: Zu einer Lösung X von (14) gehört genau eine Klasse projektiv äqui¬

valenter gerader Realisationen des Gewebes19).

Da die parallelisierbaren Gewebe20) nach einem Satz von Graf und Satter

unendlich viele projektiv verschiedene gerade Realisationen gestatten, haben

wir in diesen Geweben ein Beispiel dafür, daß die Lösung X von (14), falls sie

überhaupt existiert, nicht unbedingt eindeutig zu sein braucht. Die Vermu¬

tung, daß (14) für ein nichtparalleUsierbares Gewebe höchstens eine Lösung

hat, ist der Inhalt des bekannten Eindeutigkeitsproblems der Nomographie21).

Der Lösung X = 0 kommt eine spezielle Bedeutung zu; sie hat zur Folge,

daß das invariant mit dem Gewebe verknüpfte D.V.-System projektiv-
euklidisch ist.

Satz 8: Ein vorgelegtes 3-Gewebe ist dann und nur dann parallelisierbar, wenn

das zugehörige D.V.-System projektiveuklidisch ist.

Durch diesen Satz gelangen die parallelisierbaren Gewebe im Rahmen dieser

Geradlinigkeitsbetrachtungen zu einer Sonderstellung.

Zum Beweise führen wir die Hilfsgröße

e = 919sï»(^l) «) (15)

ein. Die Geradlinigkeitsbedingungen

heißen dann laut (14) für das D.V.-System

-Ql + ed1in(^) = o (16)

") Vgl. [1], S. 173.

20) Blaschke bezeichnet sie auf Grund einer Schließungseigenschaft als Sechseckgewebe.

") Vgl. [1], S. 176.

") Die Größe g ist identisch mit der von Blaschke eingeführten Sechseckinvarianlen.

Vgl. [1], § 16.
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Durch Differentiation nach x2 bzw. x1 entnimmt man daraus

e12
- Q2 - <?2 djn (|i) = 0; f>a + q* + Ql d,ln (|l) = 0

.

Unter Berücksichtigung von (16) ergibt sich dafür

q (e12- Q2) - Qx s* = °; e (&i2+ e2) - et e2 = o,

was nur für q = 0 verträghch ist. Die Funktion 0, welche die dritte Gewebe¬

schar kennzeichnet, muß somit der Differentialgleichung

W»(|;) = 0M) (17)

genügen. Daraus folgt aber die Abbildbarkeit auf 3 Parallelenscharen.

Umgekehrt sei das Gewebe parallelisierbar; da das D.V.-System zu 3 Paral¬

lelenscharen aus den Geraden der Ebene besteht, ist bereits gezeigt, daß es

notwendigerweise projektiveuklidisch ist.

Damit ist aber Satz 8 bewiesen.

Aus der Tatsache, daß das D.V.-System zu 3 Parallelenscharen durch die

Geraden der Ebene gebildet wird, schließt man sofort auf

Satz 9: Ist das D.V.-System eines 3-Gewebes projektiveuklidisch, so geht bei jeder

Abbildung dieses Systems auf die Geraden der Ebene das Gewebe in

3 Geradenbüschel über, deren Scheitel auf einer (eventuell unendlich

fernen) Geraden liegen.

Gemäß Satz 7 sind nämlich sämtliche geraden Realisationen des Gewebes,

die zu einer Lösung X gehören, projektiv äquivalent. Dies gilt speziell auch für

die Lösung A = 0, d. h. für das D.V.-System.

Für ein Gewebe aus mehr als 3 Kurvenscharen vereinfacht sich das Krite¬

rium für die topologische Äquivalenz mit einem Geradengewebe bedeutend.

Handelt es sich um ein 4-Gewebe, so ist das quasigeodätische System stets ein¬

deutig bestimmt; zur Entscheidung, ob eine Abbildung auf ein Geraden-

4-Gewebe möglich ist, bleiben bloß für H und L die Bedingungen (14) zu veri¬

fizieren. Bei mehr als 4 Kurvenscharen hat man zunächst zu prüfen, ob das

Gewebe einem quasigeodätischen System angehört. Trifft dies zu, so ist dieses

System jedenfalls eindeutig gegeben. Da es sich mit einem willkürlich heraus¬

gegriffenen 4-Gewebe bestimmen läßt, ist das weitere Vorgehen dasselbe wie

im Falle eines 4-Gewebes.

23) Differentialgleichung von de Saint-Robekt; vgl. etwa Schwekdt, H., Lehrbuch

der Nomographie, Berlin, 1924, S. 136.
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§3.

Hyperflächengewebe im n-dimensionalen projektiven
Raum P„

In diesem Abschnitt sei stets n> 2 vorausgesetzt.

Zur Darstellung der Gewebe im n-dimensionalen euklidischen Raum ver¬

wenden wir auch im folgenden wieder affine Koordinaten. Da aber die Gruppe

der projektiven Abbildungen des Raumes auf sich eine ähnliche Rolle spielen

wird wie in der Ebene, ist es naheliegend, von vornherein-den um die uneigent¬
lichen Elemente erweiterten euklidischen Raum, d. h. den n-dimensionalen

projektiven Raum P zugrunde zu legen. Diese Voraussetzung haben wir bereits

schon in § 2 gemacht, jedoch ohne sie dort speziell zu formulieren.

In Verallgemeinerung der Definitionen des § 2 haben wir zu setzen :

Definition: n einparametrige Hyperflächenscharen
0ß (x1, xn) = const.

0=1,2, ,n

bilden innerhalb eines Gebietes G des Pn ein Hyperflächennetz, wenn

in jedem Punkte von G

d(0\ ,0n)

»(* *v
*° (I)

ist.

Dies bedeutet hier, daß im Kleinen n Hyperflächen aus verschiedenen

Scharen höchstens einen Punkt gemeinsam haben.

Definition: Ist k~>n, so heißt ein System von k Hyperflächenscharen innerhalb

eines Gebietes G ein Gewebe, wenn n beliebig herausgegriffene Scharen

stets ein Hyperflächennetz erzeugen.

Für k Hyperflächenscharen bestehen somit die Gewebebedingungen im

Nichtverschwinden von (*) Funktionaldeterminanten.

1. Die Klasse projektiver Zusammenhänge, in denen ein gegebenes (n-{-l)-Gewebe

aus geodätischen Hyperflächen besteht.

Die Überführung eines Gewebenetzes in das Koordinatennetz wird uns das

Aufsuchen dieser projektiven Zusammenhänge auch hier wieder wesentlich

erleichtern. Eine derartige Abbildung ist wenigstens im Kleinen genau wie

in § 2 als Folge der Gewebebedingungen immer möglich. Die (n+l)-te Hyper-

flächenschar gehe dabei über in

0 (x1 , xn) = const.

21



In diesem speziellen Koordinatensystem ist das Gewebe dann durch die

(w+1) Gradientenfelder

( 1, 0, 0 )

( 0, 1 0 )
(2)

( 0, 0 1 )

gegeben, und die Gewebebedingungen nehmen die Gestalt

0.4,0 für i= 1,2 n (3)

an.

Die Forderung, daß die Gewebescharen geodätisch in einer An hegen sollen,

zieht für jedes Feld in (2) ein Gleichungssystem von der Form (1, 15) nach sich.

Die ersten n Felder haben zur Folge, daß zunächst für sämtliche in Betracht

kommenden An
r^ = 0 für i =£ j und k =J= j . (4)

ist. Schreibt man jetzt unter Berücksichtigung von (4) das Gleichungssystem

(1, 15) für das letzte Gradientenfeld auf, so ergibt sich

i und Je durchlaufen dabei die Zahlen von 1 bis n.

Dieses lineare Gleichlingssystem von w+ ("j Gleichungen ist infolge (3) nach

den CHEiSTOFFELschen Symbolen lösbar, und wir erhalten:

(6)

0-

ri = —s - 2 ».
» d> »

»

t. 1 0 7,
(*>

i<.k

Zu jedem Indexpaar (i, k) mit i<ik gehört jetzt eine Funktion

tat

l(x\ *n),

was durch die beiden Indizes in der Klammer kennthch gemacht ist. Diese

(
"

J Funktionen spielen in (6) die Rolle von Lösungsparametern. Daneben steckt

noch der willkürliche Kovektor u. in der Lösung. Man stellt leicht fest, daß

durch Änderung desselben eine bahntreue Transformation gekennzeichnet ist,

währenddem man bei Änderung der X die Gesamtheit aller projektiven Zu¬

sammenhänge durchläuft, die unser Gewebe geodätisch enthalten. Daraus folgt
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r{
=J

ik

1 /*
: -2dkln[-WD

1
ik

~~

2 » \tf> 1
1

ik
= 0, sonst

Satz 10: Die Gesamtheit der quasigeodätischen Systeme, die ein gegebenes Hyver¬

flachen (n-\-l) -Gewebe geodätisch enthalten, wird aufgespannt durch

() Funktionen in n Variabein.

Wir setzen im folgenden für ein gewisses System dieser Funktionen das

Symbol [X].

Zur Charakterisierung des zu X gehörenden quasigeodätischen Systems

können wir uns auf eine spezielle Wahl von ui beschränken. Wir wählen nun

diejenige A ,
für welche in unserem speziellen Koordinatensystem Ta eben¬

falls verschwindet. Für diesen Repräsentanten ergibt sich dann

<»)

+ ^k

im

- A 0, (7)

In den folgenden Betrachtungen werden wir ein quasigeodätisches System

über einem (w+l)-Gewebe immer durch diese spezielle An erzeugen.

2. Hyperflächen-(n-\-2)-Gewebe.

Satz 11: Ein Hyperflächen-(n-\-2)-Gewebe bestimmt stets eindeutig einen pro¬

jektiven Zusammenhang, in dem es geodätisch enthalten ist.

Dieser Satz ist eine direkte Verallgemeinerung von Satz 2. Der Beweis des

letzteren wurde bereits derart geführt, daß eine Übertragung auf höhere Di¬

mensionen ohne weiteres möglich ist.

Das Gewebe sei durch die (n + 2) Hyperflächenscharen

dx*= 0; i=l,2, ,n

d& = 0; dxF=0

gegeben. Die Gewebebedingungen lauten dann

<Z>. + 0; Y^O; =Jr 0 für i 4: k (8)

Wir adjungieren nun zum Netz der ersten n Scharen einmal die Schar

d0 = 0 und einmal die Schar diP=0. Es werden dadurch zwei (n+1)-

Gewebe ausgezeichnet. Die Darstellung des Durchschnittes der beiden Klassen

projektiver Zusammenhänge über je einem dieser (n+l)-Gewebe führt unter

Berücksichtigung von (7) für jedes Indexpaar (i, k) auf ein Gleichungssystem

von der Gestalt (2, 10). Diese Gleichungssysteme sind aber infolge (8) ein¬

deutig lösbar, womit Satz 11 bewiesen ist.
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Satz 12: Jede topologische Abbildung des Pn auf sich, welche ein Hyperebenen-

(n-\-2)-Gewebe wieder in ein solches überfuhrt, ist geradentreu und

damit eine Projektivität.

Das durch ein Hyperebenen-(»i+2)-Gewebe eindeutig festgelegte quasi¬

geodätische System besteht nämlich aus den Geraden des Pn ; eine Abbildung,
die ein Hyperebenen-(rc+2)-Gewebe wieder in ein solches überführt, ist daher

geradentreu. In der reellen Geometrie sind aber die geradentreuen Abbildungen
des P auf sich Projektivitäten24).

3. Schnittgewebe.

Es sei hier zunächst noch ein Hilfssatz über quasigeodätische Systeme vor¬

angestellt :

Satz: In einem projektiven Zusammenhang des P sei eine geodätische

Hyperflächenschar gegeben. Dann erzeugen die Geodätischen des Pn ,

welche ganz in dieser Schar verlaufen, auf jeder ihrer Hyperßächen

einen (n-l)-dimensionalen projektiven Zusammenhang.

Beweis: Durch eine Koordinatentransformation werde die vorhegende Hyper¬
flächenschar in die Schar

dxn = 0

übergeführt. Die affinen Zusammenhänge A
,
welche diese Schar

geodätisch enthalten, sind dann ausgezeichnet durch

r"k=0 für iz^n und kz^n. (9)

Unter diesen An gibt es genau eine, für welche sogar

r\k = 0 für beliebige i, k 25). (10)

Mit einem geeigneten Parameter t lauten die Differentialgleichungen
der Geodätischen eines Zusammenhanges im P :

d2x*
, V1 V rrf dxidx*

.

-aï +LL r*iüiü
= °; l = l> •n-

i=l k=l

Infolge (10) vereinfachen sie sich im vorhegenden Falle zu:

i? +LLr*-dïiï =0; i = 1> >in-v
j=l 4=1

d*xi
_

24) Diese Tatsache folgt direkt aus dem entsprechenden Satz für n = 2; vgl. etwa

[8], § 14.

25) Es gibt nämlich eine bahntreue Transformation pi, so daß r"t + ô^pt + ôpn =0

für i = 1
,
n.
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Für die Geodätischen, die ganz in unserer Hyperflächenschar ver¬

laufen, ist aber dauernd

dt '

d. h. diese genügen den Gleichungen

+ "£!>;.fff = »;*-' <•-«

= 0.

dt2
i=l 4=1

dafl

dt

Dies sind aber die Gleichungen (n—l)-dimensionaler quasigeodätischer

Systeme in den Hyperebenen xn = const. Unser Hilfssatz ist damit bewiesen.

Wir betrachten nun wieder ein (w+l)-Gewebe im P%. Das Schnittgebilde
von {n — m)26) Gewebehyperflächen, die verschiedenen Scharen angehören,
ist eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit Rm, und die übrigen (m+1) Gewebe¬

scharen erzeugen in dieser Rm ein (m+l)-Gewebe. Wir bezeichnen dieses

als das Schnittgewebe. Zum Beispiel nehme man etwa ein Flächen-4-Gewebe

im P3; auf jeder Gewebefläche erzeugen die übrigen 3 Flächenscharen ein

Kurven-3-Gewebe.

Wie in § 1 gezeigt wurde, ist das Schnittgebilde geodätischer Hyperflächen
selbst wieder geodätisch. Aus dem eben bewiesenen Hilfssatz über quasi¬

geodätische Systeme schließt man daher auf den im folgenden Satz formu¬

lierten Sachverhalt:

Satz 13: Ein quasigeodätisches System über einem (n-\-l)-Gewebe induziert im

Schnittgebilde Rm von (n — m) Gewebehyperflächen aus verschiedenen

Scharen ein quasigeodätisches System von der Dimension m, welches

das Schnittgewebe geodätisch enthält.

4. Das Doppelverhältnis-System.

Wir untersuchen nun die projektiven Zusammenhänge über einem (w+1)-

Gewebe etwas eingehender. Es wird sich zeigen, daß entsprechend dem Ver¬

schwinden von X in der Ebene, im P dem Verschwinden sämtlicher Lösungs-

parameter in (6) eine geometrische Bedeutung zukommt. Wir wollen diesen

projektiven Zusammenhang durch [A] = 0 kennzeichnen.

Bei Voraussetzung eines geeigneten Parameters t lauten die Gleichungen
der Geodätischen eines projektiven Zusammenhanges über dem (n-fl)-
Gewebe :

") n> m> 1.
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w yy^w (11)

dt*
^ Li Ll » dt dt

u> {ll>

3=1 fc=l

wobei für die CHRiSTOFFELschen Symbole jT*fc jetzt (7) maßgebend ist.

Fixieren wir nun für einen Moment zwei Indizes i und k. Das im Schnitt¬

gebilde R2 von (n — 2) Gewebehyperflächen aus den Scharen

aV = 0; j=^i und /:}=&,
after sows£ alle Zahlen von 1 bis n

induzierte quasigeodätische System wird dann durch die beiden Gleichungen

W „pi
d& dxk

_

dt*
+ « dt dt

~ U

<^2
+ Z J

i* dt dt
~

(üfc)

dargestellt. Ist speziell A = 0, so wird

r* =- djn (^*) für »±k

(13)

T!fc = 0 sonst.

Das 2-dimensionale quasigeodätische System (12) ist aber dann ein D.V.-

System gemäß § 2. Das Verschwinden von A drückt somit ein bestimmtes

geometrisches Verhalten des projektiven Zusammenhanges gegenüber dem

Gewebe aus.

[A] = 0 heißt ausgeschrieben:

X — 0 für alle i, k.

Der projektive Zusammenhang [A] = 0 ist also zunächst einmal dadurch

ausgezeichnet, daß er in sämtlichen Schnittgebilden R2, bei deren Bildung

die Schar d& = 0 nicht beteiligt ist, das D.V.-System über dem Schnitt¬

gewebe induziert. Wir wollen nun zeigen, daß dies überhaupt für alle 2-dimen-

sionalen Schnittgewebe gilt. Dazu haben wir jetzt noch diejenigen Schnitt¬

gebilde zu untersuchen, bei deren Bildung die Gewebeschar d0 = 0 beteiligt ist.

Betrachten wir etwa das Schnittgebilde R2 aus je einer Hyperfläche der

Scharen

dx* = 0, dx5 = 0, ,
dxn = 0, d& = 0 27).

Diese R2 hat mit der Schar dx1 = 0 eine Kurvenschar gemeinsam, deren

Tangentenfeld sich als Vektorprodukt im P darstellen läßt. Man findet dafür

7=( 0 ,-<Z>3, 02 ,
0

,
0 ).

27) Für die übrigen verläuft der Nachweis genau gleich.
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Entsprechend erhält man für die Tangentenfelder der Schnittkurven mit

den Scharen dx2 = 0 und dx3 — 0:

7* = ( 03, o ,-<Plf o o )

<<=(-01, 03 , 0,0 ,
0 ).

Normiert man diese 3 Felder so, daß ihre Summe verschwindet, so wird

etwa

r*=( 0 ,-0x0t, &!#,, 0
, ,

0 )

«* = ( 08<P,, 0,-0,^, 0 0 ) (14)

fi=(-0s0t, 0l0fl, 0
,

0
,

0 ).

Eine zu diesen 3 Scharen harmonische Schar ist dann gegeben durch das

Tangentenfeld
hi = ri-si={~0203,-0103, 2 0102, 0 0 ). (15)

Die Integralkurven des Vektorfeldes h* liegen natürlich ganz in unserer R2.

Falls wir nun zeigen können, daß sie gleichzeitig Geodätische im projektiven

Zusammenhang [A] = 0 sind, so ist unsere Behauptung bewiesen. Das in

unserer R2 induzierte 2-dimensionale quasigeodätische System enthält näm¬

lich dann nebst dem Schnittgewebe (14) noch eine Kurvenschar, die mit den

Gewebekurven ein konstantes Doppelverhältnis bildet; es handelt sich daher

um das D.V.-System über dem Schnittgewebe.

Setzt man in (1,2)

dt '

so erhält man daraus die Bedingungen für ein geodätisches Tangentenfeld. Sie

lauten

v»d v* + r* vfif =(11?
. (16)

Diese Beziehungen haben wir nun für das Vektorfeld hx zu verifizieren.

Da A' nur 3 wesentliche Komponenten aufweist, reduziert sich (16) in unserem

Falle auf:
3

£ h*dshl + 2 r^w-h2 + 2 r\shlh3 = a h1

«=1

3

£ h'dsh2 + 2r^W-h2 + 2 rz23h2h3 = ah2 (17)
8= 1

3

£ A»aiA» + 2.Tj1Ä1As + 2.rj|8A2A» = aA».

8=1

Die Rechnung zeigt, daß diese 3 Beziehungen miteinander verträglich sind.

Man findet für den Faktor a den Wert
3

a=201 02d3ln(01 0i)-0i0td1ln(0t0a)-03&1dtlnW90l) =£ A»3f In(A').
8=1

Unsere Behauptung ist damit bewiesen. Wir formulieren dieses Resultat in
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Satz 14: Der projektive Zusammenhang [X] = 0 über einem (n-\-l)-Gewebe ist

geometrisch ausgezeichnet. Er induziert in sämtlichen 2-dimensionalen

Schnittgebilden des Gewebes das D.V.-System über dem Schnittgewebe.

Aus naheliegenden Gründen werden wir nun das quasigeodätische System

\X\ = 0 auch in höheren Dimensionen das D.V.-System zum gegebenen (n-\-l)-
Gewebe nennen. Diese Bezeichnungsweise ist gerechtfertigt, denn zu jedem

(n+l)-Gewebe gehört, wie wir gleich noch zeigen werden, genau ein projek¬
tiver Zusammenhang mit den in Satz 14 ausgesprochenen geometrischen Eigen¬

schaften. Zeigt nämlich ein projektiver Zusammenhang das in Satz 14 for¬

mulierte geometrische Verhalten, so schließt man sofort, daß nach Abbildung

irgend eines Gewebenetzes auf das Koordinatennetz die CHBiSTOiTELschen

Symbole einer geeigneten, eindeutig bestimmten An über diesem quasigeo¬
dätischen System stets die Gestalt

ra = \ dkln (-0^) >
für »4=*

r\k = 0, sonst

annehmen. Dabei ist 0. das Gradientenfeld der restlichen Gewebeschar. Die

erste Zeile in (18) drückt nämhch gerade aus, daß in gewissen 2-dimensionalen

Schnittgebilden des Gewebes D.V.-Systeme erzeugt werden. In jedem der¬

artigen Koordinatensystem ist dieser projektive Zusammenhang daher durch

[A] = 0 ausgezeichnet. Wir formulieren diesen Sachverhalt entsprechend wie

in der Ebene in

Satz 15: [A] = 0 besitzt gewissermaßen den Charakter einer Invarianten; in

jedem Koordinatensystem, dessen Parameternetz mit einem Gewebe¬

netz übereinstimmt, ist das D.V.-System durch [X\ = 0, d. h. durch das
<*)

Verschwinden aller X gekennzeichnet.

Aus dem Beweise des Satzes 14 entnehmen wir noch ein Kriterium für das

D.V.-System.

Satz 16: Induziert ein quasigeodätisches System über einem (n-\-l)-Gewebe in

sämtlichen (*) Scharen von 2-dimensionalen Schnittgebilden, die durch

n Gewebescharen erzeugt werden, D.V.-Systeme, so tut es dies auch in

allen übrigen 2-dimensionalen Schnittgebilden, und es handelt sich

um das D.V.-System zum vorgelegten (n-\-l)-Gewebe.

Satz 16 gestattet die Aufstellung der Differentialgleichungen des D.V.¬

Systems, ohne daß dabei das Gewebe zuerst auf die spezielle Form (2) ge¬

bracht werden muß. Man hat einfach zu formulieren, daß neben den Gewebe-
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hyperflächen auch noch ( "j geeignete Kurvenscharen geodätisch sind. Bei¬

spielsweise kann man etwa in (g) gemäß Satz 16 ausgewählten Scharen von

2-dimensionalen Schnittgebilden eine zum entsprechenden Schnittkurven-

3-Gewebe harmonische Schar beiziehen. Der projektive Zusammenhang ist

dadurch laut Satz 16 eindeutig bestimmt.

Innerhalb der 2-dimensionalen Mannigfaltigkeiten des Satzes 16 läßt sich

das D.V.-System sogar konstruieren. Es besteht dort aus denjenigen Kurven,

die mit dem entsprechenden Schnittgewebe konstante Doppelverhältnisse

bilden. Über quer durch den P laufende Geodätische läßt sich jedoch nichts

aussagen.

Aus dem Vorhergehenden entnehmen wir weiter noch

Satz 17: Das D.V.-System über einem Hyperflächen-(n-\-l)-Gewebe induziert

in jedem m-dimensionalen Schnittgebilde Rm von (n — m) Gewebe¬

hyperflächen, welche verschiedenen Scharen angehören, das D.V.¬

System über dem zugehörigen Schnittgewebe.

Dieses Verhalten folgt direkt aus dem Verschwinden aller X beim D.V.¬

System.

Wie wir gezeigt haben, ist ein quasigeodätisches System erst durch ein

(w+2)-Gewebe eindeutig festgelegt. Das D.V.-System gestattet aber, bereits

einem («+1)-Gewebe invariant ein quasigeodätisches System zuzuordnen.

5. Ebenheitsfragen.

Das Kriterium für die Existenz einer topologischen Abbildung, die ein vor¬

gegebenes Gewebe in ein Hyperebenengewebe überführt, ist im folgenden

Satz enthalten:

Satz 18: Ein Hyperflächengeivebe läßt sich dann und nur dann eben machen,

wenn es aus geodätischen Flächen eines projektiveuklidischen quasi¬

geodätischen Systems besteht.

Die Richtigkeit ist leicht einzusehen. Da ein Hyperebenengewebe im quasi¬

geodätischen System der Geraden des Pn enthalten ist, ist die Bedingung

notwendig; sie ist auch hinreichend, weil jedes projektiveuklidische quasi¬

geodätische System mit den Geraden des Pn topologisch äquivalent ist.

Wir wollen nun aus Satz 18 die Ebenheitsbedingungen für ein (n+1)-

Gewebe herleiten. Die Gesamtheit der quasigeodätischen Systeme über einem

derartigen Gewebe ist gemäß Satz 10 durch die Systeme [A] von (
*

) Funktio¬

nen in n Variabein gegeben. Das Gewebe kann dann und nur dann eben ge¬

macht werden, wenn es ein [?.] gibt, so daß der Projektivkrümmungstensor
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des zugehörigen quasigeodätischen Systems verschwindet. Es genügt natür¬

lich, zu fordern, daß dessen wesentliche Komponenten verschwinden. Ihre

Anzahl beträgt im allgemeinen, wie in § 1 gezeigt wurde,

Aus der speziellen Gestalt der ÜHBiSTOFFELschen Symbole in (7) entnimmt

man aber, daß noch eine Anzahl dieser Komponenten des Projektivkrümmungs-

tensors zum vornherein verschwindet.

Infolge (1, 5) und (1, 7) ergibt sich nämlich, daß die Komponenten vom

Typus
P..h und P.n
m m

mit voneinander verschiedenen h,i,j gleich Null sind. Da aber P...A und

P. * durch eine der Identitäten (1, 11) miteinander verbunden sind, ist die

Anzahl der zum voraus verschwindenden wesentlichen Komponenten
n (n— 1) (n — 2). Ihre Anzahl reduziert sich daher in unserem Falle auf

wn— r- (w2— 4) — n (n — 1) (n — 2).

Da nur erste Ableitungen der J1^. im Projektivkrümmungstensor stecken,

hat man in Analogie zu Satz 6 :

Satz 19: Ein (n-\-l)-Gewebe läßt sich dann und nur dann eben machen, wenn

das durch Nullsetzen der wesentlichen Komponenten des Projektiv-

Icrümmungstensors entstehende Differentialgleichungssystem von wn

Gleichungen erster Ordnung in den (V) Funktionen von [A] eine Lösung

besitzt.

Wir wollen uns damit begnügen, Anzahl und Ordnung der Gleichungen dieses

Systems anzugeben, ohne sie explizit aufzuschreiben. Sie könnten durch

Berechnung der wesentlichen Komponenten des Projektivkrümmungstensors
ohne weiteres gefunden werden.

Im Falle eines Flächen-4-Gewebes im Ps ist nach Satz 19 ein Differential¬

gleichungssystem von 9 Gleichungen in 3 Funktionen für die Ebenheit maß¬

gebend.
Die Entscheidung, ob sich ein vorgelegtes (w+l)-Gewebe eben machen

läßt, ist genau gleich wie in der Ebene mit der Aufgabe äquivalent, die Exi¬

stenz von Lösungen eines gewissen partiellen DifFerentialgleichungssystems
nachzuweisen. Der einzige Unterschied besteht darin, daß dieses für w>2

nur noch von erster Ordnung ist.

Entsprechend zu Satz 7 gilt für n> 2
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Satz 20: Zu einer Lösung \X\ des erwähnten partiellen Differentialgleichungs¬

systems gehört genau eine Klasse projektiv äquivalenter ebener Reali¬

sationen des (n-\-l)-Gewebes.

Der Beweis funktioniert gleich wie in der Ebene. Es sei daher auf die Be¬

weisführung von Satz 7 verwiesen, sowie auf die Bemerkung im Anhang zu

Satz 12 über die geradentreuen Abbildungen des Pn auf sich.

Für ein (w+2)-Gewebe ist die Entscheidung, ob es sich eben machen läßt,

analytisch bedeutend einfacher. Da das quasigeodätische System eindeutig

bestimmt ist, hat man nur nachzuprüfen, ob die wn wesentlichen Kompo¬

nenten des Projektivkrümmungstensors verschwinden. Dasselbe gilt natür¬

lich auch für alle Gewebe mit mehr als (w+2) Hypernächenscharen. Hier hat

man sich jedoch zusätzlich zuerst zu überzeugen, ob seine Hyperflächen über¬

haupt einem quasigeodätischen System angehören.
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§ 4.

Anwendungen des D.V.- Systems

In diesem Paragraphen werden unter Verwendung des D.V.-Systems einige
Sätze aus der Geometrie der Hyperflächengewebe hergeleitet.

1. (n-\-l)-Gewebe, deren D.V.-System projektiveuklidisch ist.

Durch diese Eigenschaft sind in der Ebene gemäß Satz 8 die parallelisier¬
baren Gewebe ausgezeichnet. Es wird sich gleich zeigen, daß in höheren Dimen¬

sionen diese Bedingung allein für die Kennzeichnung der parallelisierbaren
Gewebe nicht mehr genügt.

Betrachten wir zunächst die Flächen-4-Gewebe im Ps.

Satz 21 : Ist das D. V.-System eines Flächen-4-Gewebes im P3 projektiveuklidisch,
so sind die zugehörigen ebenen Realisationen Ebenenbüschel-4-Gewebe,
und die 4 Trägergeraden haben den Bang 328).

Beweis: Eine Abbildung des D.V.-Systems auf die Geraden des P3 29) führt

das vorliegende Gewebe in ein Ebenen-4-Gewebe über. Die 2-dimen-

sionalen Schnittgewebe auf den Gewebeebenen bestehen dann infolge
Satz 9 je aus 3 Geradenbüscheln, deren Scheitel auf einer Geraden

liegen. Daraus schließt man zunächst, daß das Ebenen-4-Gewebe

4 Ebenenbüschel umfaßt. Für die Lage der 4 Trägergeraden glt g ,

g3, gi sind folgende 3 Fälle zu unterscheiden:

a) Die gt sind windschief. Dann gehören diese notwendigerweise
einer Erzeugendenschar einer Regelfläche 2. Grades an.

b) Zwei Träger, etwa g1 und g2, schneiden sich. Von g wird nur ver¬

langt, daß sie gx und g2 nicht treffen. In diesem Falle sind auch

g3 und gi miteinander Inzident, und es liegen die Schnittpunkte
von gx, g9 und gs, gi auf der Schnittgeraden der durch die beiden

Geradenpaare aufgespannten Ebenen.

c) 3 Träger liegen in einer Ebene a. Dann Hegt auch der restliche

Träger in a und es bilden die 4 Träger somit ein Vierseit. Die

28) Als Rang einer Anzahl Geraden bezeichnet man den Rang der Matrix ihrer

PLÜCKEEschen Koordinaten.

29) Mit dem Gewebe ist natürlich auch das quasigeodätische System nur in einem

Gebiete G des P3 definiert, so daß man streng genommen höchstens von einer Abbildung
auf die Geraden eines Teilgebietes 0* des P3 sprechen kann. Durch Hinzunahme der

restlichen Geraden des P3 läßt sich jedoch das quasigeodätische System über G* hinaus

fortsetzen.
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Gewebe von diesem Typus sind parallelisierbar ; befördert man

nämlich die Ebene dieses Vierseits durch eine Projektivität ins

Unendlichferne, so gehen die 4 Ebenenbüschel in 4 Parallel-

ebenenscharen über30).

Weitere Möglichkeiten für die gegenseitige Lage der 4 Träger bestehen

nicht. Da die 3 aufgezählten Fälle nun gerade den Geradenquadrupeln vom

Rang 3 entsprechen, für welche die Gewebebedingungen erfüllt sind, ist unser

Satz bewiesen31).

Daß die Gewebe vom Typus a) und b) nicht parallelisierbar sind, folgt un¬

mittelbar aus Satz 20 ; sie müßten sich darnach bereits durch eine Projektivität

parallel machen lassen.

Führt man den Begriff der Diagonalflächenscharen31) ein, so lassen sich die

3 aufgezählten Gewebetypen auch noch auf andere Weise charakterisieren.

Es zeigt sich nämlich, daß die Gewebe vom Typus a) keine Diagonalflächen

aufspannen, während die Gewebe vom Typus b) durch eine und diejenigen

vom Typus c) durch drei Diagonalflächenscharen gekennzeichnet sind.

Es ist zu erwarten, daß die Klasse von Geweben, deren D.V.-System pro¬

jektiveuklidisch ist, auch in höheren Dimensionen nicht nur die parallelisier-

baren Gewebe enthält. Die parallelisierbaren Gewebe lassen sich aber durch

eine Zusatzbedingung herausgreifen.

Satz 22: Ist das D.V.-System zu einem (n-\-l)-Gewebe projektiveuklidisch und

läßt es gleichzeitig eine Abbildung auf die Geraden des Pn zu, welche

ein Netz aus dem Gewebe zu einem Parallel-Netz macht, so ist das Ge¬

webe parallelisierbar.

Die Zusatzforderung bedeutet differentialgeometrisch, daß über dem

D.V.-System eine euklidisch-affine Übertragung En existiert, in welcher die

n Hyperflächenscharen eines Gewebenetzes parallel sind.

Beweis: Gemäß der Zusatzforderung gibt es eine Abbildung des D.V.-Systems

auf die Geraden des Pn, welche gleichzeitig ein Gewebenetz parallel

macht. Wir wollen nun zeigen, daß dann die verbleibende Hyper-

ebenenschar notwendigerweise ebenfalls parallel wird. Dazu betrach¬

ten wir die 2-dimensionalen Schnittgebilde, die durch (n — 2) Hyper¬

ebenen aus verschiedenen Scharen des ausgezeichneten Netzes auf-

30) Blaschke bezeichnet diesen Typus auf Grund von Schließungseigenschaften als

Achtflachgewebe.

31) Vgl. Blaschke, \V., Projektive Geometrie, S. 97/98, Wolfenbüttel-Hannover, 1947.

32) Vgl. [1], S. 177-186.
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gespannt werden. Infolge Satz 9 schneiden die restlichen 3 Gewebe¬

scharen in diesen Schnittgebilden je ein Geradenbüschel-3-Gewebe

vom dort genannten Typus heraus. Aus der Parallelität unseres

Netzes ergibt sich, daß alle diese Geraden-3-Gewebe 2 Parallelen¬

scharen enthalten; es sind daher auch alle durch die letzte Gewebe¬

schar erzeugten Geradenscharen parallel. Dies ist aber nur möglich,

wenn diese letzte Hyperebenenschar ebenfalls parallel ist.

2. Eine Verallgemeinerung des Satzes von Duboubdieu.

Der Satz von Duboubdieu lautet :

Sind in einem Flächen-4-Oewebe im P3 die Schnittgewebe auf den Flächen

dreier Scharen Sechseckgewebe, so gilt dies auch für die Schnittgewebe auf

den Flächen der vierten Schar33).

Das D.V.-System über einem Flächen-4-Gewebe im P3 hat die Differential¬

gleichungen

dt* +zLIi*dt dt
_u> 1-^^>A U)

mit r\k = I dkln(-01)
k'

Dieses induziert auf jeder Gewebenäche das D.V.-System über dem ent¬

sprechenden Schnittgewebe, und der Satz von Duboubdieu läßt sich daher

in folgender Form aussprechen:

Wenn die 2-dimensionalen D'.V.-Systeme auf 3 Gewebeflächenscharen pro¬

jektiveuklidisch sind, so sind es auch diejenigen auf den Flächen der vierten

Schar3*).

In Formeln heißt dies:

wenn die 3 durch (1) induzierten D.V.-Systeme

IF +2rikdTfk =° (M,i) = (l,2,3), (2,3,1), (3,1,2)

dW k dxtdz*
_0 ,„.

df +n*dt dt
~° {2>

dx1 = 0

projektiveuklidisch sind, so ist es auch das D.V.-System
d^xi

, 9 y r» Ë?^5S
_

n

dt*
+ *

L
1
Udt dt

~V

8=1

d0= 01dx1 + &2dx*+ 03dx3 = 0 (3)

in der vierten Schar d0 = 0.

33) Vgl. [1], S. 185.

34) Das räumliche D.V.-System ist dann nicht unbedingt projektiveuklidisch.
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Nun betrachten wir ein Hyperflächen-(rc+l)-Gewebe im Pn und sein ein¬

deutig bestimmtes D.V.-System. Es ist gegeben durch die Gleichungen:
d*xi

i n V1 n* dxi dx"
A

•
1

5iT +2Z/fc5JÜ=0' ^ •"

(4)

(2) stellt für beliebige iz^zk das D.V.-System in einem solchen 2-dimen-

sionalen Schnittgebilde unseres (ra+l)-Gewebes dar, bei dessen Bildung die

Schar d0 = 0 nicht beteiligt ist. Setzt man nun voraus, daß sämt¬

liche () derartigen D.V.-Systeme projektiveuklidisch sind, so ist gemäß
(3) auch jedes 2-dimensionale D.V.-System

d*xh
yi „ä dfh dx*

_

n

dt*
+z L1 hsdt dt

-"

s

0. dx1 + 0. dxj + 0kdxh = 0

h und s durchlaufen die drei voneinander verschiedenen Indizes i, j, k.

projektiveuklidisch. Da die Anzahl derartiger Scharen von D.V.-Systemen

( g J ist, sind dies genau die noch verbleibenden. Wir formulieren dieses Resultat

in

Satz 23: Sind die (£) Schnittkurvengewebe in den durch n Gewebescharen auf¬

gespannten 2-dimensionalen Schnittgebilden Sechseckgewebe, so sind

auch die restlichen (^) derartigen Schnittkurvengewebe Sechseck¬

gewebe35).

Wir sprechen in diesem Falle von einem Hyperflächen-Sechseckgewebe.

3. Ein Satz über die parallelisierbaren (n-\-l)-Gewebe.

Ein KoVektorfeld px ist integrabel, d. h. Vielfaches eines Gradientenfeldes,
wenn

PU F„ P.] = <>")• (6)

Ein (w+l)-Gewebe sei nun statt durch (n-\-l) Gradientenfelder durch die

entsprechende Anzahl integrabler Kovektorfelder px gegeben. Der Index (a)
bezeichne dabei die Nummer des betreffenden Feldes. Diese Kovektorfelder

seien so normiert, daß

n+l (o)

£ Px = 0. (6)
a=l

36) Dieser Satz steht bereits bei H.Aue: (n+l) Hyperflächenscharen im Rn. Mitt.

Math. Ges. Hamburg 7, 1938. Er wird dort allerdings mit ganz anderen Methoden bewiesen.

3e) Vgl. [2], S. 120.
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was infolge der Gewebebedingungen im wesentlichen nur auf eine Art mög¬

lich ist.

Wir greifen nun durch die normierten Kovektorfelder

'V (o,| (a„)

Px >Px, ,
VX ; atz\iak

ein beliebiges Netz aus dem Gewebe heraus.

<afc)

Definition: Die n invariant mit dem Gewebe verknüpften Kovektorfelder qk, welche

durch

<°*> v^ (ai> (afc>

gx =2_!Pi-(n-2)p!i;
4 = 1,...,» (7)

i=l

bestimmt sind, heißen ein Querfelder-System des Gewebes.

Da jedes Gewebenetz Anlaß zu einem Querfelder-System gibt, sind durch

ein (w+l)-Gewebe im ganzen deren (re-f-1) festgelegt. Aus (7) entnimmt man,

daß diese für n = 3 zusammenfallen. Ein Flächen-4-Gewebe bestimmt somit

nur ein Querfelder-System.
Die Querfelder eines Systems sind infolge der Netzbedingungen im Gewebe

linear unabhängig, denn die Determinante der Substitution (7) ist von Null

verschieden.

Falls einzelne Querfelder integrabel sind, so bezeichnen wir die zugehörigen

Integralhyperflächenscharen als Quer-Hyperflächenscharen.

Für unser Gewebe (3, 2) hat das Querfelder-System zum Koordinatennetz

die Gestalt:

(-(»-3)^, 02 , , 0n )

( 01 ,-(n-S)02, , 0n ) (8)

( 01 , 02 ,-(n-3)0n).
Für die Integrabilitätsbedingungen des i-ten Feldes dieses Systems findet man

durch eine einfache Rechnung

dAn (-jp ] = 0 für j^i und kz\ii. (9)

Satz 24: Sind (n — 1) Felder eines Querfelder-Systems integrabel, so ist es auch

das letzte.

Beweis: Sind (n — 1 ) Querfelder integrabel, so heißt dies bei geeigneter Nume¬

rierung etwa

diln(w) = 0 für i = 1'2' >(»-V

J
. , .

(10)
und i, kz^z).
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Wie man leicht bestätigen kann, besteht für drei voneinander ver¬

schiedenen Indizes i,j,k die Identität

*«<m>(|-;) + *w>(l-*) + *,*.*>(!-;) =°- (n)

Aus (10) und (11) schheßt man nun sofort, daß auch

dnln\~01)=0 für i,kd£n,

d. h. es ist laut (9) auch das noch verbleibende ?i-te Querfeld integrabel.

Satz 24 ist für Flächen-4-Gewebe bereits bekannt. Die Querflächen sind

nämlich für n = 3 identisch mit den Diagonalflächen des Gewebes31).

Satz 25: Existiert in einem (n-\-l)-Gewebe ein System von integrablen Quer¬

feldern, so ist es parallelisierbar.

Für n = 3 ist dieser Satz ebenfalls bekannt, denn durch die Existenz sämt¬

licher Diagonalflächen sind gerade die paralleHsierbaren Gewebe gekenn¬
zeichnet.

Der Beweis kann auf folgende Weise gewonnen werden. Durch eine Koor¬

dinatentransformation kann man stets erreichen, daß das System von inte¬

grablen Querfeldern durch (8) gegeben ist, und es gilt dann

d ln\-g- J = 0 für sämtliche Tripel verschiedener Indizes (i,j, k). (12)

Infolgedessen ist

Für das D.V.-System über dem Gewebe bedeutet dies

r
t
= rm für i, j, k voneinander verschieden, oder was dasselbe ist

r']k = Tk für jedes jd^k. (13)

Zunächst folgt sofort, daß das D.V.-System unter diesen Umständen pro-

jektiveuklidisch ist. Aus

T* = \ d*ln(wk) f«r '**

ergibt sich mit (12) für j =(= k

3,r* = ï aA^I;Ma*(3,'»(-£-;) ) = o,

da ja i behebig, also von j und k verschieden gewählt werden kann. Es ist

daher Tk nur eine Funktion von z* allein. Unter Berücksichtigung dieser

Tatsache findet man infolge (3, 18):

") Vgl. [1], S. 177-186.
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R *=ôh T T„ — ôh T 2\ =
2^r1rI.

wfc ) i k i j k b »] k

und daraus

Schließlich folgt fur den Projektivkrummungstensor

vk

Wenn wir noch zeigen können, daß über dem D.V.-System eine E existiert,

fur welche das Koordinatennetz ein Parallelnetz darstellt, so sind die Voraus¬

setzungen des Satzes 23 erfüllt, und das Gewebe ist daher parallelisierbar.
Eine solche En laßt sich nun sofort angeben. Gehen wir von der An (3, 18)

durch eine bahntreue Transformation über zu

^=^-à)Tt-dltTt , (14)

so wird

r* =~2T

(15)
r]k = 0, sonst.

Diese A ist eine E
,
denn durch Rechnung findet man, daß

ilk

ist. Im Sinne dieser Übertragung ist aber das Koordinatennetz mit den Gra¬

dientenfeldern
(i)

w,= (l,0 ,0)
(2)

w, = (0,l, ,0)

(n)

wt = (0,0, ,1)

ein Parallel-Netz. Es lassen sich nämlich diese n Kovektorfelder mit je einem

(k)

Faktor / so umnormieren, daß

(£j (£)

V% (/ u,,) = 0 38) (16)

ist, denn die Differentialgleichungen
*>

<*>

H--$Tkf = 0; i,k =l,...,n (17)

fur die Umnormierungsfunktionen sind gesamthaft integrierbar.

Fur die Bedingungen (12) laßt sich noch eine andere geometrische Inter¬

pretation geben. Betrachtet man nämlich die Schnitt-Flachengewebe in den-

ss) Parallelität in einer En bedeutet, daß die zugehörigen Kovektorfelder kovariant

konstant sind. Vgl. etwa [2], S. 115.
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jenigen 3-dimensionalen Schnittgebilden von (n — 3) Gewebehyperfiächen,
bei deren Bildung die Schar d& = 0 nicht beteiligt ist, so zeigt sich, daß

alle diese Flächen-4-Gewebe einzeln parallelisierbar sind. (12) kennzeichnet

nämlich die Existenz der Diagonalflächen in allen derartigen Flächen-4-Ge-

weben. Satz 25 läßt sich daher auch folgendermaßen aussprechen:

Satz 26: Sind die Schnitt-Flächengewebe in den durch n Gewebescharen auf¬

gespannten (
"

) Scharen von 3-dimensionalen Schnittgebilden einzeln

'parallelisierbar (d. h. Achtflachgewebe), so ist das Gewebe selbst paral¬

lelisierbar, und es sind damit auch die restlichen derartigen Schnitt¬

flächengewebe Achtflachgewebe.

Im Gegensatz zu den Hyperflächen-Sechseckgeweben sind die Hyperflächen-

Achtflachgewebe notwendigerweise parallelisierbar. Es hat also die Existenz von

Diagonalflächenscharen umfassendere Konsequenzen, als die Sechseck¬

konfiguration in den Schnitt-Kurvengeweben.

4. Parallelisierbare m-Gewebe (m>n-\-l).

Wir untersuchen zunächst ein (n+2)-Gewebe im Pn mit der Eigenschaft,
daß die sämtlichen (ra+2) (w+l)-Gewebe, die durch Weglassen einer Hyper-
flächenschar entstehen, einzeln parallelisierbar sind. Durch eine geeignete
Koordinatentransformation können die Differentialgleichungen eines derartigen
Gewebes immer auf die Gestalt

dxi = 0, i = 1,2 n

ftdx* = 0

8=1

d& = 0

gebracht werden. Die Gewebebedingungen lauten dann

0i zj= 0 für alle i, 0t =£ 0fc für i r(= k.

Die Parallelisierbarkeit der einzelnen (w+l)-Gewebe drücken wir durch

die Integrabilitätsbedingungen geeigneter Querfelder-Systeme aus.

Für das Gewebe, bestehend aus dem Koordinatennetz und der Schar

d& = 0, lauten die Parallelisierbarkeitsbedingungen

dj. In I-jj- 1=0, wenn i, j, k voneinander verschieden. (18)

Zur Herleitung der entsprechenden Bedingungen für die restlichen (n-\-\)-
Gewebe betrachten wir als Repräsentanten etwa das Gewebe mit den Glei¬

chungen
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£ dx" = 0

s=l

dx1 = 0, i = 2,3, ,
ra (19)

d0 = O.

Durch die Abbildung

y1 =*+ + *"
bzw

a1 = y1 - (y2 + + yn)
(20)

2/* = a:' fur i 4= 1
'

x% = y1 fur * =f= 1

gehen die Gleichungen (19) über in

efy» = 0 i = 1,2, ,
n.

d# = 0

und die Parallehsierbarkeitsbedingungen lauten daher

ri *

—— I = 0 mit i, j, k voneinander verschieden.

Wir setzen nun speziell 4=1. Infolge (20) ergibt sich dann

Durch Umformung folgt daraus weiter

*ii ®i, 0»i ~ 0u ^- 0i,
_n

*, *i *. - *i *. - *i

und man erhalt nach einigen Zwischenrechnungen

oder

Mit (18) zusammen fuhrt dies auf

Betrachten wir jetzt alle andern derartigen (w-fl)-Gewebe, so schließt man

aus den Parallelisierbarkeitsbedingungen auf die Beziehungen

dlcln(w) = 0 fUr *** (21)

Dies bedeutet aber, daß das D.V.-System des (w-fl)-Gewebes

39) d, bedeutet Ableitung nach xi; &, =

'
da?
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dxi = 0, i = 1, ,
n

d0 = 0

durch das Verschwinden sämtlicher CHBisTOiTELscher Symbole charakteri¬

siert ist ; es ist daher identisch mit den Geraden des P
,
und die verbleibende

Hyperebenenschar
n

£ dxs = 0

8=1

ist darin geodätisch. Da in unserem (w+2)-Gewebe keine Hyperflächenschar

irgendwie ausgezeichnet ist, folgt:

Jede Hyperflächenschar unseres (n-\-2)-Gewebes liegt geodätisch im D.V.¬

System des verbleibenden (n-\-l)-Gewebes.

Satz 27: Ein (n-\-2)-Gewebe, in dem jedes (n-\-l)-Tupel seiner Hyperflächen-

scharen einzeln parallelisierbar ist, ist gesamthaft parallelisierbar.

Beweis: Nach der obigen Bemerkung ist das eindeutig bestimmte quasi¬

geodätische System zugleich D.V.-System zu allen (n-{-l)-Geweben;

infolge der Parallelisierbarkeit dieser (n+l)-Gewebe ist es projektiv-

euklidisch. Wir betrachten nun eine Abbildung, die ein (ra+1)-

Gewebe Gx parallel macht, und dazu eine andere, die ein vonG% verschie¬

denes (w-{-l)-Gewebe G2 parallel macht. Die beiden dabei entstehen¬

den geraden Realisationen des quasigeodätischen Systems sind nun

aber projektiv äquivalent. Es existiert somit eine projektive Ab¬

bildung des Pn auf sich, welche die eine in die andere überführt. Da

sie die n Parallel-Hyberebenenscharen, welche G± und G2 gemeinsam

sind, wieder in solche überführt, ist sie notwendigerweise eine Affi¬

nität. Es machen daher die beiden genannten Abbildungen das ganze

(ra+2)-Gewebe parallel.

Aus dem Beweis entnimmt man noch, daß jede Abbildung, die irgendeines

der (n-j-l)-Gewebe parallel macht, zugleich auch die noch verbleibende Schar

parallelisiert.

Satz 28: Ein m-Gewebe, in dem jedes (n-\-l)-Tupel von Hyperflächenscharen

einzeln parallelisierbar ist, ist gesamthaft parallelisierbar.

Beweis: Aus den Vorbereitungen zu Satz 27 folgt, daß das D.V.-System jedes

(n+l)-Gewebes sämtliche restlichen Gewebe-Hyperflächenscharen

geodätisch enthält. Jede Abbildung, die irgendeines der (re+1)-

Gewebe parallelisiert, macht damit zugleich das ganze m-Gewebe

parallel.
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Die Sätze 27 und 28 sind nur für nS^3 richtig. In der Ebene tritt beispiels¬
weise an Stelle des ersteren der Satz von Mayehofeb-Reidemeisteb40.

5. Doppelverhältnisgewebe.

Für ein Kurven-4-Gewebe in der Ebene gilt

Satz 29: Ist das quasigeodätische System über einem Kurven-4-Gewebe identisch

mit den D.V.-Systemen zweier seiner 3-Gewebe, so besteht das Gewebe

notwendigerweise aus 4 Kurvenscharen, die sich unter einem konstanten

Doppelverhältnis schneiden, und das quasigeodätische System ist auch

identisch mit den 2 restlichen D.V'.-Systemen.

Zum Beweise bringen wir die Gewebegleiehungen auf die Form

dx1 = 0, dx2 = 0, d0 = O, dW=Q.

Das zugehörige quasigeodätische System sei etwa identisch mit den D.V.¬

Systemen zum (123)- und (124)-Gewebe, d.h.

.
^=i9>(l-;)=i^(f;) <22>

woraus sofort

d*ln(w) ~d*lnÇwi) =0; k = 1'2 (23)

folgt. Durch Integration ergibt sich schließlich mit konstantem c

Infolge der Gewebebedingung muß c von 1 verschieden sein. Da c das Doppel¬
verhältnis der 4 Gewebekurven in einem Punkte ist, ist der Beweis unseres

Satzes erbracht.

Definition: Ein Kurven-4-Gewebe, dessen Kurven sich unter einem konstanten

Doppelverhältnis treffen, heißt ein D.V.-4-Gewebe.

Für beliebige Dimensionen muß Satz 29 wie folgt erweitert werden:

Satz 30: Ist das quasigeodätische System über einem Hyperflächen-(n-\-2)-
Gewebe identisch mit den D.V.-Systemen zweier seiner (n-\-l)-Gewebe,
so sind sämtliche Schnitt-Kurven-4-Gewebe in den ("4 ) Scharen von

2-dimensionalen Schnittgebilden D.V.-4-Gewebe, und jede Gewebe-

hyperflächenschar liegt geodätisch im D.V.-System des verbleibenden

(n-\-l)-Gewebes.

Ein (»+2)-Gewebe dieser Art heiße ein D.V.-(n-\-2)-Gewebe. Entsprechend
wie in der Ebene bringen wir zum Beweise das Gewebe auf die spezielle Form

") Vgl. [1], § 10 und § 16.
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dxi = 0, i = 1, ,
n

d& = 0,

dW = 0.

Das Zusammenfallen zweier D.V.-Systeme mit dem eindeutig bestimmten

quasigeodätischen System drückt sich dann bei geeigneter Wahl derselben

durch

^ = ï3»mi)=l3>(li)' *** (25)

aus, woraus man sofort entnimmt, daß

ir-jr =«« (26)

nur eine Funktion der (re —2) Variabein a;' mit ? r|= i, k ist. Für diese Doppel¬
verhältnisse cft gilt aber infolge der linken Seite von (26)

cik = ci-'ck m*' J beliebig, aber von i und k verschieden. (27)

In (27) ist nun die rechte Seite nur eine Funktion der aP mit h^ii,j,k;
da j beliebig (von i und k verschieden) gewählt werden kann, schließt man,

daß cik konstant ist. Geometrisch bedeutet dies, daß die sämtlichen Schnitt-

Kurven-4-Gewebe in denjenigen („) Scharen von 2-dimensionalen Schnitt¬

gebilden, die durch die n ersten Gewebescharen allein erzeugt werden, D.V.-

4-Gewebe sind.

Es läßt sich nun sehr leicht zeigen, daß alle übrigen Schnitt-Kurven-4-Ge-

webe ebenfalls D.V.-4-Gewebe sind. Wir betrachten etwa dasjenige im Schnitt¬

gebilde aus je einer Hyperfläche der (w — 2) Scharen.

dxi = 0, i = 5,6, n

d0 = 0,

dV = 0.

Die restlichen Scharen dx1 = 0, dx2 = 0, dx3 = 0, dxi = 0 erzeugen

darin ein Kurven-4-Gewebe. Die Tangentenfelder dieser 4 Kurvenscharen

berechnen sich als Vektorprodukte aus n Gradientenfeldern. Man findet dafür :

( 0
, a3l, ai2, a23, 0, , 0)

(«43. 0
, a14, o31, 0, 0)

(a24. «41. °
. «12. °. °)

wobei
3^ ^

(«32. «13. «21. °
' °. °)

= a(k gesetzt ist.

Das D.V. dieser 4 Tangentenfelder berechnen wir in der Projektion in die

x1xi-Ebene. Diese ist gegeben durch die 4 zweikomponentigen Tangentenfelder:

( 0
,

1 ), ( 1
,
0 ), (a24, a41), (a32, a13).

Für deren D.V. findet sich
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d = <H^H*
=

aîi^îî
=

ll-c^{l-c„)
= congt

a24-a13 a24-ai3 (1 — c24) (1 — c13)

da ca = const. Das betrachtete Schnitt-Kurven-4-Gewebe ist somit ebenfalls

ein D.V.-4-Gewebe.

Da nun alle Schnitt-4-Gewebe unseres (n+2)-Gewebes D.V.-4-Gewebe sind,

ergibt sich umgekehrt nach Abbildung eines Netzes aus dem Gewebe auf das

Koordinatennetz, daß die Gradientenfelder der beiden übrigen Scharen stets

die Beziehung (25) befriedigen. Daraus folgt aber sofort, daß jede Gewebe-

Hyperfiächenschar im D.V.-System des verbleibenden (»i+l)-Gewebes hegt.
Zu den D.V.-Geweben gehören natürlich die parallelisierbaren (n-\-2)-

Gewebe. Ein nichttriviales Beispiel im P3 ist das Gewebe, bestehend aus

5 Ebenenbüscheln, deren Träger Erzeugende derselben Schar einer Regelfläche
2. Grades sind.
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