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INTRODUCTION

La Geodésie s’est enrichie, ces derniéres années, d’'un nouvel
instrument pour la détermination de l'intensité de la pesanteur a la
surface de la terre: le pendule gravimétrique a lame élastique.
D’accord avec les autears qui ont traité ce sujet') nous croyons
que le pendule élastique présente beaucoup d’avantages par rapport
aux instruments classiques utilisés dans ce but. Nous n’insistons pas
sur ces qualités. On verra par la suite que l'objet de notre travail
est autre.

Si la suspeasion élastique existe dans horlogerie depuis Bessel
(1843), la Géodésie ne commence a l'apprécier que beaucoup
plus tard.

Gustaf Ising?) a été le premier a proposer le peandule élastique
astatique comme instrument pour la détermination de l'intensi ¢ de
la pesanteur. Il a méme construit un pendule et a élaboré une
méthode statique pour le calcul de g; mais aussi bien l'instrument
qui présente certaines difficultés, que sa méthode de calcul trop
approximative ®) tendent a étre remplacés.

]. Haag*) a aussi élaboré quelques recherches dun caractére
plutot théorique.

Indépendamment de G. Ising, en partant des vibrations d’un
diapason en quarz dans le vide, F. Holweck et P.Lejay ont congu
un nouvel instrument basé sur le principe de loscillation élastique
d’'une lame. Ce pendule apparait plus spécialisé, moins sensible
aux innombrables sources d’erreurs, et la méthode dynamique
adoptée dans les calculs, beaucoup plus certaine.

Malgré tous les perfectionnements apportés a de courts inter-
valles au pendule Holweck-Lejay par les auteurs eux-mémes, d’apres
les expériences réalisées?), l'instrument et I'équation différentielle

Les astériques sont des renvoir a la liste de litiérature.
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du mouvement pendulaire ne sont pas encore dépourvus dobjec-
tions pour les géodésiens.

Le présent travail a pour objet de nouvelles recherches sur
les mouvements élastiques d’un tel pendule, en partant des principes
généraux de la dynamique et de la théorie de I’élasticité.
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LE PENDULE ELASTIQUE ASTATIQUE

Equation différentielle de loscillation et détermination de Ia
durée de loscillation

L’instrument se compose d’une lame métallique mince encastree
a une extrémité (O), et portant fixé, a son autre extrémité un
poids: le pendule (Fig. 1). ') A Pinverse du pendule physique, le
corps pendulaire est situé en haut. Dévié de sa positions d’équilibre,
le pendule oscille sous l'action de son poids propre, sous l'action
élastique de la lame et celle des forces d’inertie. La lame exerce sur
la masse du corps pendulaire en A (X., ya) une certaine force
dont le composante x sera désignée par X et la composante y
par Y; en outre, un moment M.

X
X
e
| - <
N
Y
AlGy,)
7
o D mg
e 7
P
B (fF /!
—
0
Fig. 1

1) Comme on ne peut pas pratiquement réaliser un encastrement idéal de
facon a ce que, pour le cas du repos, l'axe de la lame coincide avec I'axe O x.
nous introduisons 'angle @ qui représente I'inclinaison sur la verticale de I'en-
castrement de la lame en O.
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Le mouvement du corps pendulaire peut étre considéré comme
résultant d'une translation et d’une rotation autour d'un point
arbitraire du corps. Choisissons le centre de gravité G pour ce point.

Les forces extérieures sont X, Y et le moment M appliqués
en A, et la pesanteur mg passant par G (x,, Y.

d? xg d? vy,
de tTm g

ou m représente la masse du corps pendulaire.
Le moment des forces d'inertie relatif au point G, a pour
d?6

valeur: — I di ou Ic représente le moment d'inertie de la

Les forces d’inertie sont: — m

masse du corps pendulaire par rapport & l'axe passant par G et
perpendiculaire au plan d’oscillation (x y).

En appliquant le théoréme du mouvement du centre de gravité,
nous obtenons:

1) X—mg——mE2—=0

2
2) Y——mddZ;g:o

D'aprés le théoréme des moments appliqué au centre de gra-
vité (G), nous avons:

2
3) ~ T 3% 4 m 4 Xhsint — Yheosd = o

ou h représente la longueur AG.

Par l'élimination de X et Y et tenant compte des équations
1) et 2), I'expressions 3) se transforme comme suit.

Multiplions les équations 1) et 2) respectivement par h sin6
et — h cosf; nous obtenons:

) Xhsin® hsin® hsino & e
sSmv — mg Sinv — mhsin dt2 = 0
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13
d2
2/ — Yhcost 4+ mhcosb dl};g

= 0

et en ajoutant membre a membre:

2 2
4)  Xhsin® — Yhcost — mh < sin® cid_i_czi st dd:);g > +

mghsinf

A cause de 'équation 3), il vient:

dz0 \ .o dZx, d?y.
3! — Is a;—[—?)?—f—mh <sm6 W————cosﬂ dz; >+
mghsinb = o
ou
" d26 .o od?x d?
3") Ie ae — M — mh <sm6 —a-t2—g— — cosb dt};g >-
mghsind = o

Tenant compte des formules:

5) Xz = Xa + hcosf
V¢ = Ya + hsinb

qui résultent de la Fig. 1, nous avons:

dx, _  dxa . de
5 at dt hsin6 a0

dyg — dy. dé

dt dt - T heost =

ou

I

d*x;,  d’xa dé )2 paog 476
dtzg dt2 — hCOSe <'—dt— hSlIle —“-dt2

2

_d%
ae

Py, _ d'ya : < do >2
T e hsinb T + hcos 6
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L’équation 3") devient compte tenu de 5"):

d26 . o d%xa . 6\? dzo
6) IG —5 — M —~mh [ sind =5~ — hsin6 cosfi(gt — hsm26—d?—
cos@m2 —i—hsmﬂcosﬁ(d) ‘Bat—z]_
mgh siné = 0
ou
d 6 . d2X d a
o) Ic T e m — mh( e d%_ — 7) — mghsinf=o0
ou encore:
d*6 d?ya\
" 2 i A .
6") (Ic ~+ mh ae — mh (smﬁ dtz — cosb de )
mgh sinh — M =o
Mais:

6") I -+ mh? = I, = moment d’inertie par rapport a A.

L’équation 6") devient finalement:

2.
= — cosb d—y,f) — mghsint — M = o

dt

7) L4 mb (s

La ligne élastique

Une condition essentielle que doit remplir un pendule est que
ses oscillations soient planes. De plus, les dimensions de la lame
et Vamplitude des oscillations doivent assurer une marge sulffisante
a la limite d'élasticité. La marge doit étre telle que 'on puisse
soumettre la lame a une infinité d’efforts alternés sans en provo-
quer la ropture.
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Dans les calculs qui suivent, nous négligeons la masse de la
lame par rapport a celle du corps pendulaire.

Nous considérons un point quelconque P de la lame (Fig. 2)
de coordonnées x et y. On sait d’aprés la théorie des lignes élas-
tiques, que

8§ Els = =M
p
ou:
E = module d’élas-
ticité de la matiére cons-
tituant la lame.

Is—moment d’inertie
de la section transver-
sale de la lame par rap-
port a ’axe neutre, que
nous supposons étre
constant pour toute la
longueur de la lame.

Fig. 2

p = rayon de courbure de la ligne élastique au point P (x,y).

M = somme des moments de toutes les forces extérieures
agissant sur la partie PA de la lame.

Comme les forces agissant en A sont: — X, — Y et le mo-

ment — IR, I'équation 8) devient:
El
9) psf:—gn——-Y(X—X)_{"X(Yx“‘Y)
19 A laide des équations 1), 2), 3), 5) et 9) et des conditions

d’encastrement de la lame, nous pouvons éliminer les inconnues
X, Y, M, x, et yo. Le résultat de cette élimination est une équa-
tion différentielle de la forme:"

4 2
0) g§+v(‘%4- W6 = o

ot V et W sont des constantes quand on neglige les puissances
de 6 superieures a la prémiére.
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Nous renongons a l'intégration de cette équation différentielle.

Cette 'intégration donne deux oscillations sinusoidales su-
perposées. Une de ces oscillations a une fréquence beaucoup plus
élevée que l'autre. L’oscillation rapide s’amortit trés vite, a cause
des froitements intérieurs du métal, en sorte que le mouvement
du pendule peut, aprés un certain temps, éire considéré comme
une seule oscillation lente.

L’étude du mouvement des corps élastiques se trouve encore
actuellement, malgré les travaux des plus grands géomeétres et
notabilités scientifiques, dans un stade relativement peu avancé,

Trés souvent le désir de conserver a un probléme toute sa
généralité, conduit hors du domaine connu des sciences mathéma-
tiques. On introduit alors des hypothéses restrictives préjudiciables
au caractére de généralité des problémes, et qui éloignent parfois
du cadre réel.

Revenons, par éxemple a notre cas et reprenons l’equatlon ).

2
1) Ia gg mh(sinﬁ%—co dy‘)—-—mghs1n6—93?~—o

A la limite, quand la longueur de la lame tend vers zéro,
cette équation devient celle employée par P. Lejay:

12) Ia gtz — mghsiné — M = o

Une analyse de l'équation 12) montre qu'elle est valable
seulement dans le cas ou le point A (Fig. t) est fixe et confondu
avec O, ce qui est incompatible avec l'existence d'une lame élas-
tique dont la longueur est différente de zéro. C’est pour cela que
I’approximation de P. Lejay nous parait exagérée surtout pour la
précision d’un milligal, qui doit caractériser le pendule.

A notre point de vue, confirmé par les résultats que fournit
sur le terrain le pendulée gravimétrique, il est evidemment nécessaire
pour établir I'équation différentielle de loscillation lente (la seule
qui nous intéresse), d’exprimer X, Y et M en fonction de 6 et de
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les introduire dans 3). Les seules équations qui entrent donc en
ligne de compte sont 1), 2), et 9) insuffisantes en nombre.

Pour obtenir de nouvelles relations, nous admettrons l'exis-
tence d’un centre de flexion. Cette propriété caractérise en quelque
sorte le mouvement du pendule élastique. Elle va nous donner des
équations indépendantes de celles déja écrites.

Lorsque 'oscillation rapide est amortie, l'intersection F (Fig. 1)
des tangentes aux points d’encastrement est un point fixe, appelé
centre de flexion.

Etant donné |'utilité de ce point dans la technique de I'hor-
logerie pour les pendules a suspension élastique, tous les auteurs
lui ont consacré beaucoup d’attention'). L’existence de ce centre
a été démontrée en toute rigueur, jusqu'aux infiniment petits du
9-éme ordre compris. Les calculs qui suivent se basent sur ceite
hypothése. Les résultats atteints sont donc certainement exacts y
compris les infiniment petits du 2-éme ordre. Ce sera le cas, en
particulier, pour la formule finale (91%*).

Comme nous 'avons dit ci-dessus, nous arriverons a exprimer
X, Y et M en fonction de 6 et a remplacer ces valeurs dans 3).

Calcul de X

Tenant compte de la Figure 1, nous avons:

13) F A = A == constante pendant le mouvement.

14) OF

I

! — A = constante pendant le mouvement.

({ = longueur de la lame de O a A)

1) Voir: M. Fr. Keelkoff, La suspension & ressort, Journal Suisse d'Horlo-
gerie 1905, 1906.

Le Rolland, Thése de Doctorat 1922.

Le Rolland, Sur les régles qui doivent conditionner le choix des dimensions
de la lame de suspension d’un régulateur d'horloge. Annales Francaises de chro-
nométrie 1953, page 155.

J. Haag, Suspension élastique des pendules, Journal de mathématique pures
et appliquées, Tome 14 fasc. 2, 1935,

1298 —2
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on obtient facilement:

({t — \) cosop + (h A) cosb

15) Xg + )
(¢{ — ) sin ¢ + (h 4+ X) sinbd

Ye

I

Le premiére équation 15) nous donne:

16) d(};tg = — (h+ ) sin6 %t
dxe _ _ 6~ -+ (h 4+ ) cosb
17) a - (h 4 4) sin -+ ( + %) cos dt

ou tenant compte de 1):

‘18) X = mg — m (h 4 ) sin6 —3?—— m (h + N cosb (chtQ>2

Calcul de Y

La deuxiéme équation 15) nous donne;

19) dyL— + (h 4+ 2) cos 6 (é

20) d;z’ — 4 (h 4 ) cosb S0 d — (b + ) sin® <dt>

ou tenant compte de 2):

21) Y=+m(h—}—)\)cose%ig‘—m(h+)\)8ine (%2>z
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Il est intéressant de constater que ¢ ne figure pas dans les
équations 18) et 21).

Calcul du moment I

Pour déterminer le moment I, nous nous servons de I'équa-
tion 9), qui au point A (pour x = x, et y = ya) devient:

Els

22
) Pa

= — M

ol pa est le rayon de courbure de la ligne élastique au point A.

Si nous réussissons a déterminer ps le probléme est résolu.

Dans ce but, nous introduisons un nouveau systéme de coor-
données rectangulaire x’, y' dont l'origine est en A (Fig. 3).

Il en résulte:

23) x' = (x — Xa) cos (7 +6) 4 (y — ya) sin (z + 0)
ou simplement
24) X' = — (X — Xa) cosh — (y — ya) sinb

x' et y' peuvent étre exprimés comme fonctions de la longueur
de Parc A P = o. Mais pour ¢ = o on a:

<X,) s=o0 O (y’> s=0 °

Nous pouvons dés lors développer X' et y' en une série de
Mac-Laurin en fonction des puissances de s ; nous obtenons:

25) XI:(X,)G=O+G(%)c:o_'_;(%,)_{—.
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La Figure 3 montre que:

=Y

X
A ,
y
&< _ qae
qs = °os A f
x' 11/
PlY)
0 -
Fig. 3
ou:
d>x’  d (cos 9) _ dé
2) de® ds = —sin? do

ol ¢ est I'angle de la tangente en P avec l'axe x'.

Cependant

27) ¢ 1
p

ol p est le rayon de courbure en P.

De 26) il résulte:

d2x sin o
28) ‘dE?) - =
) .
dex! — pcos 6% —smﬁgg -~cosé‘—-sinagg
(F = p2 = p2
Nous obtenons alors:
dx’ d2x/ déx’ v
o () () e(fy)
) dc>c=0 + do? =9 ° dag® 6=0
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d’ott il résulte:

Appliquons cette formule, limitée aux termes du troisi¢me ordre,
au point O, qui est caractérisé par: 6 = l. Elle nous donne.

[3
2

30,) X,o — 1 —
De la formule 24) pour O (0,0), on a:
31) x'o = X, cosh - ya sinb

ou tenant compte de 5) et 15):

Xo = ({ = X) cos v cosf + A cos?d -

32) ) . .
({ — ) sin o sinf + X sin®6
32/) Xo=(—2cos (6 — ¢) +
Les expressions 30') et 32') nous donnent enfin:
lS
33) [ — — =0 =2 cos (6 — ) + X
603
D’ot il résulte:
1 12((-=N .,06—090
34) 4p§;‘ = ‘7‘('[3'" T SIH‘ _2_A
ou:
340 425 =h g b=
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Substituons dans (22), nous obtenons:

_ 2Els4 /30=H . b—p
35) — M = ] \/ 7 sin —

Le but de nos recherches est atteint.

Des équations 18) et 21), nous tirons:

d26
ez

36) X hsinb = — mh (h 4+ %) sin%

2
mh (h+3) sinb cosb (%—) + mgh sinf

— Y hcost = — mh (h + ) cos®0 ((11:20 -
. de \?*
mh (h 4 1) sind cosb T)

En faisant la somme:

d?6

37) X hsind — Y hcos® = mgh sinf — mh (h 4 3) e

Dans cette derniére relation, il est intéressant de remarquer
2

que le terme en ( :i;: ) a disparu.

Introduisant les expressions 35) et 37) dans 3), nous obtenons:

29 U= . 6 —
38) —Ic %2——2 EIIS \/3(11 “smez“’+

d

2
mgh sin® — mh (h -+ ») dt‘i

= 0
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ou:
d 2 El 3N . 60—
39) (IG—{—mh2+1nh >\) rdt?— + I S \/'(T'_‘ Sin -—2—?——
mghsin® = o

En tenant compte de:
40) l¢ + mh® = Ia

I'équation 39) devient:

dz6 EI 3(0—2) . 66—

mgh sinf = o

Intégration de I'équation du mouvement ¥)

Dans ce qui suit, nous nous occuperons de l'intégration de
I’éqaution 41). :
Pour la clarté des calculs posons premiérement:

42) | = Ix - mh X%
o A Yax =
| 44) ' v = mgh

*) Voir aunssi- C. F. Baeschlin et A. I. Corpaciu, Analyse mathématique des
oscillations d'un pendule astatique élastique. Bulletin Géodésique No. 58, 1938,

**) On peut facilement observer que I représente le moment d’inertie de la
masse du corps pendulaire par rapport a un axe normal au plan d'oscillation
passant par un point qui est éloigné de G de:

Vietrbh = Vh+n

Ce point est situé entre A et F.
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Ainsi I'équation 41) devient:

- d26 . 6—
45) I _dtT + 2 CS]II 2

— v sinf = ¢

Une premiére intégration donne:

46) I <~j—2) = 8 C( cos ezc‘o — cos 6';—¢>—

2 7 (cosb — cosh,)

Cette derniére équation ne peut étre intégrée sous forme
finie. Etant donné le degré de petitesse des amplitudes des oscil-
lations du pendule gravimétrique, nous continuerons les calculs en
employant le .développement en série et en nous arrétant aux
termes en 6* inclus. Contrairement i ce qu'on pourrait penser, la
précision des calculs qui suivent n'est pas poussée trop loin, va que
les coefficients du 2-éme et du 3-me terme de I’équation 41) sont
de I'ordre de grandeur 10° C. G. S. Si nous négligions dés le com-
mencement les termes en 6° du développement en série de

.6 — . ) . o : .
sin — ? et sind de I'équation 41) nous n’aurions pas la garantie

que, aprés les longs calculs qui suivent, les termes du II-éme ordre
apparaissent comme certains,

Pour une compréhension facile, nous présenterons les calculs
sous une forme détaillée.

Développons donc en série les parenthéses du second membre.
1l suit:

1 1
5 O — ) — (0 — 09

b e B
47)  cos - s

1

b, - _ 1
2

48) - sini — sin L =
2 2

6 — 0) + o5 (6,7 — B)

49) cosb — cosh, — % (6% — 6% — 2_14 6* — 69
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L’équation 46) devient:

do\2 ., C .
50) 1(g¢) = Ccos 4 O — 8 = & cos £ (04— ) +
Esini(63—63)—4Csini(e_e)—~(ez_.e2)+
6 g ™ 2 W i
a0 — o
12 !
Posons:
51) U=Ccosg

noug avons:

diNe 1 /v 1 Y t U
>2) (HE) —T(‘@“@U> O =0+ 5 ¢

1 . 1
—1<U-—7> 62 — 6~ 40 g5 6, — 0)

S — ) +

d’ot, en désignant par T la période et parb,, 6, les valeurs
extrémes de 0:

T
el\/ R

ou:

54) R=[aN— g+ ]et—o9+

FONA g & (08 — o9 + (07 — 0) — 4 (N + Dig 5 (6, — ©)

et

= N = constante astatique.
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Nous voulons maintenant mesurer I’élongation non par rap-
port a la verticale, mais a partir de la position de repos du pendule.
Cette position d’équilibre est définie par:

d

55) &~ ° ; b =6,

De I’équation 45) on tire:

0 —_—

56) 2 C sin - 2—’D='{sin60

ou:

P b . sn B
57) Utgz—Utg 5 T sin
” o 60 . 60 . .
En développant en série tg — et sin = jusquaux termes du

troisiéme ordre, et tenant compte de 51) nons avons:

P % 8*
58) N+ntgh = 2 [t+6N+2) g
qui introduite dans 53) nous conduit a la formule:
6,
: l de
59) T-21/g @

59) R = (6? —62)—290L1+(3N+2) g;] 6, —0) +

8 3 s ——3N—1 4 4
BB — o) g (0 — oY

Effectuons la trans{ormation:

60) 0 =86, + x

ou x est I'élongation mesurée a partir de la position d’équilibre.



27

Nous avons:

de
61) pour:

H X1=el_90
= 0, ; Xy = 0, — 0,

cvq;Q.
Il
L

Nous garderons jusqu'a la fin cetie nouvelle variable x. Clest
ainsi que l'expression sous le radical de 59) devient:

) F = +%+ 280 e 4 Bt — )+
1
PNt e —
ou en divisant par x; — X.
F(x) . 3N ygq> 6,2
63);1:—(—6(::)— i +N0) e (1%
3N N ) 43Ny Rt

Sy,

D’autre part x,, qui est la seule racine réelle *) du polynéme
G (x), peut s’écrire sous la forme:

64) x, = — (X, + 4)

*) On pent facilement s’assurer que X, et X, sont racines du polynéme
F(x), comme suijt:
Tenant compte de 52) et 61), 'expression 62) devient:

( ) = F (x)

. dx
ou —4i~ est la vitesse angulaire du mouvement du pendule.

Comme pour x = X, et X = X, le pendule passe par ses positions ex-
trémes, sa vitesse angulaire devient zéro, c’est-a-dire:

d d
(35 e = 5) =

Fx)=F@x)=0

ou:
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65) A = ,Pasymétrie* de notre oscilation.

On obtient pour A I'équation suivante, du troisiéme degré:

3IN—1 <3N—1 N60> . < 62,
O T Y Taoxs ) e H (0 4

5 N6,? 3N—1 Nb,x, > Nb,x,?
—_ 0 A YoM
§ T "5 . 1 4 0
‘d'oll en négligeant les termes en A% et A® )
I 8 8 2¢ ™ 4

Ou en nous arrétant, comme plus haut, seulement aux termes
du quatriéme ordre,

68) A — N x,*
o 4

Alors 64) devient :

69) X2 - - Xl inand Iielilz

L’équation 63) peut étre maintenant envisagée comme ayaat
la forme : ‘

70) G(x) = (x — x,)(a'x* + 2b'x -+ )

*) L’équation 66) nons montre qu’en considérantt, et X;, comme iofini-
ments petits du premier ordre, A est du troisiéme ordre.
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Par identification, on obtient pour a/, 2b’ et ¢/ les valeurs
suivantes:

70 a) a’ = ~3—§48_——1
. N6 N26, x,2 N6, x,?
70b) b= = T e
, ;] 3 N6,2 3N—1 N*6, x,°

. 14 D :
70 ¢) O=lt g e T X

Nb x,®  N82x,?
192 16

+

L’intégrale de la forniule 59) prend donc la forme:

Xy
dx
1) } = S
V— x—x) (x — X,) (a/x 24- 2b/x 4 ¢')
Xg

On peut la ramener a l'intégrale elliptique de Legendre:

0
72) ] = ,L*j' __de
V a'ap V 1 — ¢ sin%
—x

par la transformation:

X, —x_ 2 1-+4cosp
73) X —x £ "1 —cosep

ou

74) X, £ x £x
75) ale? = a'x? + 2bx, + ¢

alg? = a'x,? + 2b'x, + ¢
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et:

1 [1 _ a'l(#* 4 8% — (x, — x;)7 ]

, Nt
76) ¢ ) 2 aap

Calculons les valeurs de \/———; et s? et remplacons les dans 72).

a'af

En tenant compte de 69), 70a), 70 b) et 70 c), les expres-
sions 75) deviennent:

2 02 .
77) a’a2=1—{—e—§— + 3 1:" -+ 3N24 1x12— y%i_{,

N*6,x,* N6 x° N6 x*
16 48 8

6,2 2 _ 20 2 2
a,B2=1+_§_}_31§60 +31\;4 Ew Neoxl_ Nﬁi,()xl

d’ou:

78) | a (@ 4+ @) —2+ +3N6 TRL e

Nb, x> N2 x,?
43 8
D’autre part:
3N —1 N6, x,?
! _ 2 __ _ . 0 X1
79) a (x X;) 48 ( 2x 4 )
ou:
3N—1 N2, x, Ne, x,

80) a (x, — x)° =
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De 78) et 79) résulte:

o) [ 6+ o) — 0 —xpr) =204l 4 20

3 N2602 X12]
32

Multiplions membre & membre les relations 77), nous obtenons:

82) o o 82=1+67°2+ 31;]602 +3N1-2—1X]2+
N, x>  Nfx°> 5 N'iﬁo‘z x? 6 x° e %+
16 48 B % 04
3 ;\;004 . 9 2142604 - 3 N;—Zlb)2 x,*
et en extrayant la racine carrée: .
3 N62  3N—1 N2, x,®

62
) aal =4 g gt Ty T T

N6, x,° _ N26,2 x,2

96 8
d’ott en élevant a la puissance — 1,
1 6,2 3 N6? 3N—1 N2, x,®
84) —==1"46""16 B’ T e T
\/a’ aB
Neo Xls 3904 27 N2604 (3 N - 1)2)(11k + 9 Nao4
192 + 512 - 512 - 1536 256 ™

95 N26,2x,2 __ 6,%x,2
256 256




32

Les formules 81) et 83) nous donnent:

85)8’[(0‘24—@2)_(xz—xl)ﬂ:(l—l-%{i—{— 3 1:0(, 3N6 x,* )(1__

2aaf

002 3 Neo2 3 N _1 2 Nzeo X13 Neo X!S

§ ~ T8 T T © 33 % T
N26,2 x, 2 6, . 9 N26 ¢ (3N — 1) 3 N6,*
v =~ Bk A 0 & 0
8 Tes T Ter T 576 Xt T T
3N—1 ., ., NGBN—i ,
o 0 M T T3 o Xl')
ou:
a [(o® 8 — (xo—x))% 3N — ‘1 ) N%g, x,*
86) 2 a o b ==y % 35 T
N 90 x,® + 5 N20,% x,2 6,% x,2 T N — 1) x*
64 192 576
Enfin I'équation 76) devient:
3N——1 Nﬁx _ Ng, x/° 5N20,2 x,2
2 __ x,? o | (.S N 0o Xy
80 & =4 + 192 128 -
0,2 x,2 _ (N-1)x*
384 1152
ou:
(3 N — 1)%x,*
88) = 2034

En tenant compte de 59), 70) et 71), nous avons:

[}

dp
89 = 2 -
) \/U—7 Vaags vi — 2

% sin’y

— T
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ou, avec Legendre:

90) T—=21,/1

U———7 vaai +(5 ) e -]

En tenant compte des relations 84), 87) et 88), 'équation 90)
devient:

| 62 _3Nor SN—ty, N
1) —2’:\/ [1 6 a8 O T

N6,x,® +3e4 2?N264_1_(1N——l):;, _|_9N60‘* +25N“602§1_2_
192 5127 512 1536 256 256

0 Xl Nzenxls . N6,x,* - 5 N*6,°x,
256 ] [1 + 192 x4 256 7608 512 +

Oozxﬁ (SN_‘1 Xl +9(3N_1)2X1‘]
1536 4608 147456

Effectuons les multiplications, nous obtenons aprés simplifi-
cations le résultat suivant:

3N—1_, 3N+41

. _ I . . 9
91bisy T=2= U= .[1 6i X T Bo2 -
193N — 1, 36N+ 1) N (3N — 1),

49152 f T T s X T
3QIN—1),
1024 o ]

Comme nous I'avons remarqué en faisant 'hypothése du centre
de flexion, nos résultats ne sont valables qu’aux infiniment petits
d’ordre supérieur au second prés. Nous obtenons donc en définitive,
en négligeant les termes d’ordre supérieur au second:

‘ T ((_3N—1 . 3NA1,

1298 — 3
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Dans cette formule 92) se trouve la quantité¢ U, qui est
d’apres 51)

U=Ccos%

L’angle ¢ n’est pas une constante de linstrument, mais une
erreur de mise en place qui change d’un cas a l'autre; U n’est
donc pas une constante de l'instrument, tandis que C qui ne dé-
pend que de la lame est invariable. Remplagons donc dans la formule

92) U par C. On a, en dévelloppant cos —; en série

U=c—c%
d’ou
i e :
U—vy —e_cCc¥ pf1—_C ¢
C-1-C 2 (€ Y)(1 C—‘f?.)
C ¢ -1 L.
En développant (1 — C—7 3 2 en série on a
/1 C o2
— {1 >~ ¥
\/U—“f C—T(+C_T4
Nous posons
» S

et nous avons

Vits = Vel (+8%)

Il existe une relation simple entre N = C-T——T et N = =}

-

c’est
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94) N=N-+1 ; N = N —1
La constante N’ a un avantage par rapport & N; C estune cons-
tante de Pinstrument tandis que y ne I'est pas parce qu’elle change

avec g. N’ dépend en premiére ligne de C, N au contraire de ‘.
Remplagons donc N par N'. On a

3N —1=3N+2 ; 3N+1=3N+4

Tenant compte de 58) et de 94) on a, en négligeant les termes
de troisiéme ordre

b =N+1)p=Ngy

d’ou

Nous avons donc, en négligeant les termes de quatriéme ordre

. I 3N 42 3N+4 2]
95) T—ZR\/C_Y[l— o4 x? — 16 2 N )90

ou avec N

- B I 3N—1 3N4+1
%) T—'Q“\/C—T[l— 64 Xlz“( 16 4(N—1))9°2]

On voit par cette derniére équation que la période observée
T reste toujours plus petite que-la valeur: :

% T —o2my/ L _
) 0 T c—7

relative A une trés petite amplitude et pour une position idéale au
début du mouvement (¢ = o, 6, = o).
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La correction de 'amplitude prend la forme:

96') Ca

1
&
|

e

et la correction due a I'inclinaison de la lame en position de repos,
est donnée par:

" o '3N—|—l___ﬂ 1 2

En conséquence, 'équation 91) combinée avec 92) nous donne,
1

quand nous négligeons le terme — TN =1

%" To=T G 00 1 4 2N Ly g AN AL o'

Observations:

En vue de la détermination des constantes de lappareil, de-
mandons-nous quelles sont les oscillations dans le cas ou le centre
de gravité se trouve sous l'axe de rotation: (poids en bas).

On peut aisément s’assurer que, dans ce cas, les constantes
g0 et K, dont il s’agit, sont des fonctions de I et C!) qui contie-
nent A*). A cause des lignes élastiques, qui ne sont pas des courbes
symétriques par rapport a l'axe des x, A apparait avec de légéres
variations entre la position normale et inverse du pendule, ce qui
provoque des variations de I et C. :

Nous recommandons donc I'étalonnage du pendule seulement
en position normale, — ,poids en haut“ %). D'ailleurs nous revien-

) Voir C. F. Baeschlin (loc. cit,).
%) Voir les citations 42) et 43)
%) D'accord avec C. F. Baeschlin, I'étalonnage par la méthode ,poids en

bas* reste valable pour le pendule de G. Ising, ot I'équation 16) représente
rigoureusement le mouvement. '
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drons sur ce point en présentant une nouvelle méthode offrant des
avantages par rapport a celle en usage qui consiste 3 déterminer
la période en deux stations ou les valeurs de g sont connues.

Dans les publications relatives aux recherches expérimentales
M. N. E. Norlund signale pour la premiére fois des erreurs dans
ces constantes pour le pendule a lame élastique ,,Holweck-Lejay*
quand celles ci sont déterminées par la méthode ,poids en bas“.
M. Norlund?) attribue ces erreurs aux difficultés d’obtenir le temps
d’oscillations avec une précision suffisante. Nous sommes d’accord
avec ce dernier, mais méme en améliorant la méthode d’enregistrement
du temps d’oscillation, g, et K seraient encore incertains. Préci-
sons: la formule 42) nous donne:

97) dl = mh d A

et 43) avec 51):

El =
98) U= TS cos % \/—3 (ll N

.

d’out:

U
T2 (=N

C

99) dU= .dkoudC=—mdk

On voit donc que la variation de [ et U est d’autant plus
grande que la longueur de la lame est plus petite, donc la tige
pendulaire plus longue et plus lourde 2).

Sur le travail de déformation de la lame

Nous allons analyser maintenant l'effort dans la lame pour
les amplitudes habituelles du pendule. Nous examinerons spécia-
lement la variation de cet effort pour différentes longueurs de
la lame.

1) Voir N. E. Norlund: Observations de l'intensité de la pesanteur. Mémoires
de D'lInstitut de Géodésie de Danemark, page 115 et 145, Kopenhague 1934.

%) Voir A. Graf, Zur Theorie elastischer Pendel mit besonderer Beriicksich-
tigung des Holweck-Lejay'schen Stabpendels. Zeitschrift fiir Geophysik, 1934.
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Soit une fibre de la lame de section dS, a la distance ¢ de Ig

fibre neutre. La courbure de I'axe a la valeur :lisﬁ ; la déformation

dé
spécifique est donc { —3.~ et la force élastique correspondante:

ds
100) EC —3—~dS

Comme il y a proportionnalité entre la force élastique et
la déformation, qui croit, pour I’élément ds, depuis zéro jusqu’a

¢ —gs le travail élémentaire correspondant est:
1 d9
d’ot en intégrant dans le profil:

. 1 2
102) At = 5 (%— ds

103) p = E Is

ol Is désigne le moment d'inertie du profil.
En intégrant le long de I'axe nous obtenons le travail total
de déformation de la lame:

l
104) T = —%« M 5 (%)st

o

do
ds

Calculons maintenant
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1 dé
De 9), ot on remplace ;- par —gg~ nous obtenons:

dé
105) Els g =—M—-—Y x—x)+ X (ya— V)

ot d¥ est la variation de l'angle ¥, correspondant a un dépla-
cement infiniment petit (ds) du point P (Fig. 2) sur la courbe.

En dérivant I'épuation (105) par rapport a s, et tenant compte
des expressions:

106) _d?}:=cosﬂ et%=sin&

nous avons:

dzd .
107) Els 3= Y cos # —X sin &

Pour I'approximation: sin & = & et cos ¢ =1
I'intégrale générale de I'équation 107) est:

108) P = % + C, cos (ws) + C, sin (05)

ott C, et C, sont deux constantes d’intégration qui se déter-
mineraient facilement par les conditions d’encastrement, et

X
109) 0)2 =5 -E—E
Le rapport %g est donc:
do .
110) — = — C, o sin (03) + C, ® cos (25)

ds
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ou s = arc OP (voir Fig. 2)
et tenant compte des conditions aux limites
( )s—_l_ Els’

111)
les constantes C, et C, prennent les valeurs (en supposant que

Pangle d’encastrement ¢ est nul):

b

C1=‘—

112)

C = ® cos (wl)[ ILI + Xw sin (wl)]

113)
D’autre part, tenant compte de 21), nous avons en premiére

approximation:
d2
Y=m(@® + b dE

114)
® = o:

Tenant compte de 41) et mettant
2EL, \/ 30—N 8
mghe —  / { )

114/) Y=m(}\—{—h)[
IA —{—m)\h

ou:
114”) Y=5keo ou k = une constante.
D’autre part, "équation 18) donne en premiére approximation

pour X:
X =k ou k, = mg = une constante.

115)
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Pour déterminer la valeur du moment M, on tient compte de
35), ou en faisant:

Y _ 2 .

51n5——2——et)~—_§opa.
116) — M = Eis 6 ou
116/ M = kb k, = une constante.

C’est ainsi que 112) et 113) deviennent:

117) C, = — ki
] { .
118) Co= wlcos el [7 — k,osin (wl)]
ou:
118/ C, = ko

En tenant compte des valeurs de C, et C,, I'équation 110)
devient: ’

119) %% = kj60 sin (0s) + k06 cos (vs)
ou:
119) % = B [kysin (0s) | kecos (ws)]

*) Cette valeur pour ) résulte de 34) ol on remplace:

@ == 0O sini= et}-_—i
’ 2 ea 1
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ou:

2
120) _;l;_?) == 6%? [ky*sin® (0s) + k,? cos? (ws) +

2 ks k, sin (ws) cos (ws)]

Remplagons dans 104); on aura:

l [

1
121) © = 5 ph*e? ka sin? (0s) ds-}—kfs cos® (0s) ds —+
o o
l
k; k, S sin (2 wg) ds
0

Calculons les trois intégrales:

/
L .
122) S sin? (0s) ds = 2 [1 — Wsin(%l)] o
0
l
1 1
123) 5 cos? (wg) ds = a5 [l + 54 sin (2wl)]
o
l
1
124) g sin (2ws) ds = - sin® (w/)

0
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Le travail total devient donc:

{ 2
T="T3 & 62 w? {—kz—?—— [l—— ~21m—— sin(2wl)] +
125)

kz*z [1 + —2% sin (2u)) ]+k3 k, % sin? (ml)}

On voit que le travail croit avec le carré de I'amplitude.
Pour l'étude de la variation du travail en fonction de la longueur
de la lame, la formule 125) présente des inconvénients, car la va-
riation de cette longueur entraine necessairement une variation du
poids du corps pendulaire, donc de o.

Ainsi, une lame suffisament longue oscillera lentement si 'on
supprime complétement la masse pendulaire. Nous devons donc
tout d’abord exprimer le poids du pendule en fonction de la
longueur de la lame, tout en considérant connue l'amplitude des
oscillations. Nous savons d’aprés 13') que:

126) w? = mg

D’autre part, la condition d’équilibre, du pendule pour un 8
donné, résulte de 1’équation 41) ol nous ecrivons:

127) %2* = 0 ; » = 0
Nous avons alors:

128) EETI'— \/@ sin % — mghsine
et pour:

129) l;%l;sin%;—g—,cos%—*~=1



I'équation 128) devient:

130)

D’ou:

1311)

c’est a dire

132)

ou encore:

133)

EZI’— =mgh

2 mg 1

W = — ==

3 I (h

o/ =\/Fl

En remplagant dans 125) on obtient:

134)

Tenant compte que I'expression de k, contient la longueur /
de la lame au dénominateur, (voir form. 116 et 117) on voit faci-
lement que pour une trés courte longueur de la lame, on a un
travail ¢ trés grand.

On conclut que dans les lames trop courtes, nous avons de
grands efforts et frottements intérieurs, et & cause de cela le danger

') Pour une amplitude donnée, le poids du pendule croit en rapport inverse
avec la longueur de la lame. Qu en considérant h variable, nous pouvons faci-
lement nous orienter sur le role que joue la forme du pendule par égard a

son poids.

Uy L[ (1= VB g

1n2\/h + ko, Vih sin \/h

nll <1+
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de dépasser la limite d’élasticité. Une grande partie de 1'énergie
cinétique et potentielle passe donc en énergie calorifique. Celle-ci
n'est pas réversible et sa présence change les propriétés physiques
de la lame.

Note 1.

La formule 134) n’est valable que pour les lames courtes.
Il faut se garder de l'employer en général. En répétant un rai-
sonnement quon a déja fait, les lames longues imposent un poids
pendulaire petit. Par conséquent, le poids de la lame n’est plus
négligeable vis-a-vis de celui du pendule et I'équation 108) de la
ligne élastique, qui a conduit a 134), subit des transformations
radicales.

Note 2.

La question de la perte d'énergie plaide en faveur des lames
longues. Elle apparait comme un point d’interrogation pour cer-
tains auteurs. Insistons la-dessus:

On a montré dans ce travail que les manifestations élastiques
de la lame se réduisent a deux sortes d’oscillations superposées,
dont les rapides disparaissent d’autant plus vite que les frottements
intérieurs sont plus grands, le mouvement étant harmonique aprés
cette disparition. Si les frottements intérieurs sont insignifiants, il
en tésulte que les oscillations rapides persistent, fait qui complique
I'interprétation des expériences. Dans le cas limite ol I'on a donné
3 la lame une longueur telle que le poids pendulaire devient
superflu, ou dans le cas ot le corps pendulaire est lourd, mais
d’une forme spéciale *), les frottements sont si petits que les oscil-
lations rapides ne disparaissent que trés difficilement et réappa-
raissent par suite de la sensibilité exagérée, dés que se produisent
de petites excitations extérieures, pratiquement inévitables. Par
conséquent, dans les lames trop longues, les oscillations lentes
sont dérangées par la présence continue des autres - scillations.
Nous croyons donc que pour des pendules gravimétriques, les
frottements ictérieurs de la lame sont méme utiles quand ils ne

*) Nous reviendrons sur ce point dans la partie expérimentale du présent
travail.
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dépassent pas une certaine limite. Comme pour chaque expérience
on n'a besoin que d’un nombre restreint d’oscillations, le probléme
de I'amortisation ne nous préoccupe pas au méme degré que dans
I'horlogerie.

Aprés avoir ainsi comparé les pendules a lame longue a ceux
a lame courte, nous allons donner des indications sur le danger de
déformations permanentes. A ce point de vue, nous devons crain-
dre les lames trop courtes, a cause de I'élévation de température que
produit un trop grand frottement intérieur et du danger d’atteindre
ou méme de dépasser la limite d’élasticité de la matiere.

En écartant le pendule de sa position de repos, des forces in-
térieures naissent dans la lame, qui s’opposent auchangement de sa
forme. Pour autant que les forces extérieures n’ont pas dépassé
une certaine limite, la lame reprend sa forme primitive, méme
apres une infinité de charges. C’est ce qu'on appelle la propriété
élastique de la lame. La limite supérieure des forces intérieures,
s'appelle la résistance de la lame.

Quand les forces extérieures produisent dans la lame des
déformations permanentes, la limite d’élasticité est dépassée. A
partir de ce moment la lame ne se comporte plus comme aupa-
ravant. Le changement persistant produit dans la configuration mu-
tuelle des molécules, nous a livré un autre pendule, qui doit étre
a nouveau étalonné et réglé. Pour un pendule lourd a lame trés
courte, le danger exposé plus haut est évident. 1l est trés grand
pour des efforts alternés et moindre dans les cas statiques de
simple pression et traction. Pour une plus grande siireté, on devrait
déterminer ses constantes et le régler aprés chaque expérience.



II
CONSIDERATIONS PRATIQUES

Pour véritier notre théorie et pour répondre a certaines ques-
tions de caractére practique, nous complétons le travail par quel-
ques recherches expérimentales. Dans ce but, nous avons construit
un pendule gravimétrique élastique (fig. 4), selon description ci-
dessous.

Fig. 4
Ensemble de linstallation

1. Piliers 10. Chronomeétre
2. Niveau a° lunette pour lire les 11. Chronographe
. amplitudes 12. Boite & vacuum
3. Echelle des amplitudes 13. Levier pour le lancement du
4, Lampe d’éclairage pour 1'échelle pendule
5. Contact a bouton 14. Embase du pendule
6. Batterie électrique pour actionner 15. Manomeétre

le chronograph eet le chronométre 16. Thermometre
-7. Voltmeétre 17. Robinet a trois voies
8. Ampéremétre 18. Pompe a vacuum
9. Relais
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Description de I'instrument

Le pendule se compose d'une embase métallique lourde (fig. 5)
dont I'horizontalité est réglée au moyen de vis micrométriques 3).

Fig. 5
1. Embase du pendule 6. Vis du levier
2. Niveaux 7. Mandrin d’encastrement de la lame
3. Vis micrométriques 8. Pendule
4. Corps pour l'installation du man- 9. Miroirs
drin d’encastrement de la lame 10. Thermographe

5. Levier pour la fixation du mandrin
d’encastrement de la lame

Deux niveaux de grande sensibilité 2) assurent cette horizontalité. Un
corps solide métallique 4), situé au milieu de I'embase, sert a ins-
taller dans celle-ci le mandrin d’encastrement de la lame 7). La
fixation du mandrin, facilement démontable, est assurée au moyen
d’un levier 5) par l'intermédiare de la vis 6). Le pendule est en-
fermé dans une boite construite spécialement pour faire les expé-
riences dans un vide de 14 a 25 mm.
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Le mandrin d’encastrement de la lame 7) est composé de deux
blocs métalliques lourds, rigoureusement égaux, traversés au milien
par une forte vis centrale. Les surfaces de ces blocs sont rigoureu-
sement planes afin d’assurer un contact aussi ‘intime que possible
avec les surfaces de l'encastrement de la lame. La lame utilisée
pour nos expériences est en acier de 10 mm de largeur et de
0,1 mm d’épaisseur. Celle-ci traverse le mandrin d’encastrement et
le corps pendulaire dans toute la hauteur.

Le corps pendulaire est formé de deux tiges métalliques rigou-
reusement égales. Pour des raisons de syméirie, nous avons choisi
pour ces tiges la forme prismatique droite. La partie supérieure de
la lame fait corps avec le pendule par rivetage.

Deux miroirs!) (9, fig. 5) collés sur les faces latérales du corps
pendulaire servent a mesurer les amplitudes par la méthode?)
appliquée aussi au pendule Sterneck.

Le temps d’oscillation est enregisiré par une aiguille sur la
bande d’un chronographe R. Fuess (11, fig. 4). Cette aiguille est
actionnée par le contact électrique que nous établissons au, moment
ol ’échelle des amplitudes (2, fig. 6) atteint les points culminants.
Une deuxiéme aiguille, placée a cote de la premiére, perce la méme
bande a chaque seconde marquée par un chronométre a contact
Nardin.

La boite contenant le pendule avec toute son installation est
munie de trois fenétres. Une de celles-ci permet la projection des
rayons lumineux sur le miroir pour la mensuration des amplitudes,
et les deux autres fenétres, placées sur les faces perpendiculaires,
servent a regarder le pendule.

Dans sa partie supérieure, la boite présente un dispositif
(13, fig. 4) pour lancer le pendule. '

La lunette (1, fig. 6) employée pour la lecture des amplitudes
est celle d’'un niveau a lunette Wild No. 6830, grossissement 24 x.

1) On n’utilise en réaliié qu'un miroir, l'autre sert de coatrepoids.

2) Description de la méthode:

Une échelle millimétrique est placée approximativement a 1,245 m du pen-
dule et & peu prés dans le plan d'oscillation de celui-ci. L’échelle est reflétée
dans le miroir et, par éclairage adéquat au -moyen d’une source lumineuse, ob-
servée par une lunette placée convenablement. Quand le pendule oscille, I'échelle
parait monter et descendre verticalement dans le champ de la lunette. Les divisions
maxima et minima, lues sur I'échelle avec le fil réticulaire horizontal de I'oculaire
de la lunette, nous donnent les amplitudes des oscillations.

1928 — 4
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Fig. 6

Installation pour la lecture des amplitudes

1. Niveau a lunette
. Echelle des amplitudes
. Lampe pour éclairer I'échelle

n

w

Toute l'installation a été fixée sur deux piliers de grande
stabilité (1, fig. 4) dans la chambre de I'autographe de la fabrique
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des instruments de géodésie H. Wild. Heerbrugg (Suisse), ot nous
avons effectué les recherches expérimentales.
Les expériences ont été faites pendant la nuit et les jours
fériés lorsque la fabrique entiére était au repos.
Obserpations:
Le matériel expérimental se compose de dix pendules, selon

tableau ci-dessous:

Le matériel expérimental.

No. | Les dimonsions du | L e | penole &r.
{ | 14,94 X 10 X 33,10 19,5 42,420
2 | 6078 X 10 X 810| 106 42,218
3 119,96 X 10 X 4,10 5,2 42,233
4 |235,10 X 10 X 2,10 3,2 42,118
5 (119,86 X 10 X 4,10 5,7 42,233
6 110974 X 10 X 4,10 6,7 38,741
7 100,12 X 10 X 4,10 2,9 35,601
8 | 59,78 X 10 X 4,10 19,0 21,673
9 | 8499 X 10 X 4,10 10,9 30,375
10 | 29,92 X 10 X 4,10 40,5 11,459

Les quatre premiers pendules, exécutés avec des dimensions
différentes, ont approximativement le méme poids et permettent
ainsi de se rendre compte de linfluence du couple dans la flexion
de la lame. La fig. 7 fait ressortir la liaison entre la longueur du
pendule et celle de la lame. Du reste, cette liaison peut aussi faci-
lement étre déduite des formules 35) et 128), d’olt il résulte:

135) C = mgh sind



ou tenant compte de 130):
Is

136) C = El > sinf

c’est-a-dire que la grandeur du couple dans la position d’équilibre
est directement proportionnelle a la longueur du pendule et inver-
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sement proportionnelle & celle de la lame, pour les valeurs cons-
tantes de 9, ou 6,. ’

Les oscillations de ces quatre pendules présentent des carac-
téristiques différentes:

Le pendule No. 1, par exemple, est continuellement géné dans
ses mouvementes par deux oscillations parasites (rapides), I'une
longitudinale le long de la lame, l'autre transversale, cherchant a
arracher le corps pendulaire de son plan d’oscillation. Ces deux
oscillations parasites prédominent méme sur l’oscillation proprement
dite, c’est-a-dire que le pendule cesse d’osciller tout en gardant une
sorte de tremblement qui empéche souvent complétement la lecture
sur I'échelle des amplitudes. Dans la mesure ot il a fallu raccourcir
la lame par suite de l'augmentation du couple (cas des pendules
No. 2, No. 3 et No. 4), les oscillations parasites tendent & disparaitre.
C'est ainsi que, par exemple, les pendules No. 3 et No. 4 sont
complétement dépourvus d’oscillations secondaires, méme a partir
de leur lancement.

La persistance des oscillations parasites qui se manifeste
aussi énergiquement au pendule No. 10 est donc explicable.

Le pendule No. 8 a une lame de grandeur a peu prés égale
a celle du No. 1. Contrairement 3 ce dernier, l'oscillation parasite
du No. 8 est presque imperceptible et disparait aprés les premiéres
deux ou trois oscillations. 1l en résulte que les oscillations parasites
sont certainement faporisées par une grande masse concentrée dans
un petit corps pendulaire, tandis qu'un pendule en quelque sorte
léger, mais de forme plutot allongée, empéche les tremblements
de la lame,

Réle de l'asymétrie du corps pendulaire.

Nous appelons asymétrie le mode irrégulier de répartition de
la masse pendulaire par rapport au plan vertical de la lame et a
celui de profil !). Du point de vue de I'exécution technique, il est
impossible de réaliser un pendule parfaitement dimensionné sur
tous ses cOtés, ce qui explique de légers déplacements du centre
de gravité matériel par rapport a son centre géométrique.

1) Dans notre cas, on comprend par plan de profil celui qui contient la
ligne élastique. Il se confond d’ailleurs avec le plan d’oscilation du pendule.
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Nous avons examiné la question de I'asymétrie avec le pen-
dule No. 5 de la facon suivante:

Apres avoir observé son temps d’oscillation, son amortisse-
ment et sa stabilité, nous avons fait subir au corps pendulaire
quelques déformations tout en conservant son poids et en ayant
soin de ne pas altérer I'encastrement et la lame. Puis, le pendule
a été remis dans les mémes conditions d'oscillation. Seule sa posi-
tion de repos parait déplacée. Lorsque la correction de rigueur a
été effectuée par les vis micrométriques, de sorte que son centre de
gravité tombe de nouveau sur lintersection du plan vertical de la
lame avec celui d’oscillation, le pendule est de nouveau comme
avant. Par conséquent, les asymétries ne donneront pas lieu a de
grandes préoccupations tant qu’elles ne dépasseront pas les limites
restreintes d’une exécution irés soignée.

Sensibilité du pendule

L’instrument est destiné a mesurer la variation de la gravita-
tion en partant d'un point ou I'intensité de la pesanteur est con-
nue. Comme cette variation est trés limitée, méme entre des points
de I'équateur et les pdles, I'instrument destiné a la saisir doit étre
caractérisé par une grande sensibilité.

Revenant a notre pendule, il peut étre amené a répondre a
cette condition. Suivant que la lame est trop longue ou trop courte,
le méme corps pendulaire peut devenir trop lourd ou trop léger.
Dans le premier cas, le pendule oscille et reste soit d’un c6té,
soit de l’autre de la position moyenne. Dans le second cas, les
forces intérieures trop grandes de la lame prédominent, imposant
au pendule une forte tendance de revenir dans sa position verti-
cale d’équilibre. Un cas comme l'autre est inadéquat. Le premier,
étant donné que les petites variations de lintensité de la pesanteur
n’entrent pas en ligne /de compte quand la différence entre les
forces intérieures et extérieures est trop grande. Le second, car le
pendule n’oscille pas ; cependant, il existe une loagueur intermé-
diaire ou la réaction de la lame fait équilibre aux forces extéri-
eures. Dans ce cas le pendule n’oscille plus et conserve un équi-
libre indifférent au voisinage de la position verticale. Un trés petit
raccourcissement de la lame au-dessus de cette limite et le pen-
dule devient gravimétrique. Il commence a osciller trés lentement
et ne résiste plus & aucune tendance extérieure qui chercherait a
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faire continuer ou arréter son mouvement. Malheureusement, sa
erande sensibilité est aussi la cause d'innombrables sources d’er-
reurs. Les mouvements continus de I’air, les 1égéres variations de
la température, I'instabilité du pilier sur lequel il est placé, toutes
sortes de trépidations du sol provoquées par des véhicules méme
éloignés, sont autant de facteurs qui le génent visiblement. Quand
on sait que le pendule ne trouve pas la tranquillité suffisante de
I'air, pour gagner sa position d’équilibre, dans un vide de 70 a 80
mm, on se rend compte de son degré de sensibilité.

Une nouvelle méthode d’étalonnage du pendule
gravimétrique élastique.

D'accord avec l'équation 92), les expériences montrent que
le pendule lancé avec un grand angle oscille en agrandissant pro-
gressivement sa période 4 mesure que les amplitudes diminuent.
Les oscillations finissent par devenir isochrones. Cette idée nous
permettra de développer une nouvelle méthode de la détermination
des constantes de linstrument.

Dans ce but, nous avons exécuté dix séries d’expériences pré-
sentées dans les tableaux ci-dessous. Ils contiennent I’enregistre-
ment du temps et les élongations maxima pour cheque oscillation.
Fn raison de I'amortissement relativement grand de notre pendule,
dii au mécanisme d’encastrement impropre pour un instrument défi-
nitif destiné aux expériences sur le terrain, chaque série a consisté
en 5, 6 ou 7 oscillations seulement. Ceci n’empéche pas notre
méthode de rester valable lorsque le nombre d’oscillations est plus
élevé ou les amplitudes plus grandes. [l faut seulement faire atten-
tion que la grandeur des amplitudes n’engage pas les termes
d’ordre plus élevé que ceux de I'équation 92).

La période T, pour les petites oscillations a été calculée avec
la formule suivante, déduite de 96"):

137) To =T (1 + %}—1 x12>

ou x, est exprimé en radians. Nous avons obtenu cette grandeur
sachant que la distance entre le pendule et 'échelle des ampli-
tudes était de 1245 mm.

Nous avons exécuté les expériences avec le pendule No. 9
dans un vide de 14 mm a la température de 20° C environ.
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Vu la compensation des erreurs, soit 1'équation:

138) v=T—Ti— Tixd

_ 3N —1
64

139) : d

ou tenant compte des relations:
140) ' Ty =x,+¢
d=d,+1

L’équation des erreurs 138) devient
141) vi=(x,— Tix?d, — T) + & — (Tixi®) 1
ol x, et d, ont les valeurs approximatives suivantes:
142) X, = 3,849
d, = 35,350
De 141), faisant les remplacements numériques, nous obte-

nong les 62 équations suivantes:

Les Equations des Erreurs.

v, = — 0021655 + & — 0,006242 7
v, = — 0,059807 4 & — 0,003078 7
vy = -+ 0,056116 4 & — 0,001496 7
143) v, = — 0,015427 + & — 0,000691 7

vi = -F 0038254 4 & — 0,000304 7
ve = -+ 0032457 + & — 0,007823 7
v, = — 0089717 -+ & — 0,004207 7



143)

T e T T O T
+++ 1 |

!

l
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— 0,041205 -+ ¢ — 0,001986 1
+ 0,018104 -+ ¢ — 0,000874 7
-+ 0,095779 4+ & — 0,000374 7
-+ 0013591 + ¢ — 0,000153 7
— 0,002468 | ¢ — 0,006265 1
— 0,113130 + ¢ — 0,003172 7
— 0012045 + & — 0,001444 7
— 0,084897 -+ & — 0,000676 7
+ 0,079314 -+ ¢ — 0,000274 7
+ 0,096532 + ¢ — 0,009405 7
+ 0,044720 + ¢ — 0,005213 7
0,176869 + £ — 0,002712 7
0,014198 + ¢ — 0,001222 7
+ 0,010088 + ¢ — 0,000535 7
-+ 0,040940 + & — 0,000228 7
+ 0,085005 -+ ¢ — 0,000113 7
— 0,031977 + ¢ — 0,006534 7
— 0,087125 + ¢ — 0,003285 7
— 0,048020 + & — 0,001613 7
-+ 0,013407 + ¢ — 0,000724
-+ 0,127865 + & — 0,000315 7
-+ 0,053627 + & — 0,000152 7
— 0,062726 4 £ — 0,004575 7
0,081315 4 ¢ — 0,002272 7
0,078118 + £ — 0,001050 7
0,002739 + & — 0,000460 1
0,092354 - ¢ — 0,000188 7
0,076349 + ¢ — 0,000075 7
0,007283 - & — 0,006967 7
0,039921 + ¢ — 0,003647 1

I
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vys = — 0,085302 -4 & — 0,001819
v = — 0,030941 - & — 0,000847
4+ 0,075708 - & — 0,000376
4+ 0,083222 + & — 0,008650
Vi, = — 0,023649 - £ — 0,004884
v,; = — 0,035628 | & — 0,002394
0,033067 - ¢ — 0,001190
4+ 0,011431 + ¢ — 0,000497
+ 0,030905 1+ & — 0,000229
+
_l(_

!

Vio

!

Vi

I
I

Vs

I

Vi

Vg
0,044970 + & — 0,000114
0,020407 4+ & — 0,007881

— 0,093747 4 & — 0,004321

— 0,106437 + £ — 0,002134

— 0,004759 -+ & — 0,000955

— 0,066165 - & — 0,000429

+ 0,132460 + £ — 0,000185

v = -+ 0016278 - £ — 0,000077

+ 0,020167 -+ & — 0,007322

— 0,142541 - £ — 0,004004

— 0,150463 -+ £ — 0,001965 -

— 0,013487 -+ £ — 0,000919

Vs = - 0,004330 + & — 0,000415

Voo = — 0,017823 + £ — 0,000193

Vg = -+ 0,076349 - ¢ — 0,000075

Ve = + 0,127692 4+ & — 0,000037

<4 <
- >
o p)
o

N
©
I

143)

O T N A I

<
o
®©
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Nous avons les équations normales:

\ + 62,000000 & — 0,142356 7 — 0,140752 = 0
144
— 0,142356 & - 0,000729 1 4 0,001847 = 0
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L’algorithme de Gauss:

-+ 62,000000 — 0,142356 — 0,140752
—  1,000000 L 0,002296 - 0,002267
£ = — 0,0064 — 0,008701 -+ 0,002267
145)
E— — 0.0064 + 0,000729 |+ 0,001847
— 0,0003269 | — 0,0003232
= — 53,7896
+ 0,0004021 |- 0,0015258
— 1,000000 |— 3,7896
M = — 37806
Les expressions 140) deviennent ainsi:
6 To - 3,8426
146) d — 31,5604
Controles
1. Nous avons:
147) [pvv] = [pff] + [paf] ¢ - [pbf] 4

ou en faisant les remplacements numériques, il résulte:
148)  [pvv] = 4 0,31486 + 0,00090 — 0,00700 = 0,30876
II. Nous avons:

[paf]® _ [pbf.1}?
[paa]  [pbb.1]

149) [pvv] = [pff] —
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En faisant aussi les remplacements numériques, nous obtenons:

150)

[pvv] = 4+ 0,31486 — 0,00032 — 0,00577 = 0,30877

IlI. Le troisiéme contrdle consiste a calculer les v; des équa-

tions des erreurs 143) ou £ et 7 seront remplacés par
de 145); puis on reconstitue la valeur de [ppv].

Soit alors les v; :

151)

1298 — 5

Vi
Vi
Vg
Vi

Vs

= — 00217
0,0598
0,0561
0,0154
0,0383
0,0325
0,0897
0,0412
0,0181
0,0958
0,0136
0,0025
0,113t
0,0121
0,0849
0,0793
0,0965
0,0447
— 0,1769
= — 0,0142
+ 0,0101
— -+ 0,0409

I

+

I

i

I

_.I_
+

[T A l [
+4+ 4+ 1

I

0,0064 + 0,0237
0,0064 + 0,0117
0,0004 -+ 0,0057
00064 -+ 0,0026
0,0064 + 0,0012
0,0064 - 00296
0,0064 -+ 0,0159
0,0064 + 0,0075
0,0064 -+ 0,0033
0,0064 -+ 0,0014
0,0064 + 0,0006
0,0064 + 0,0237
0,0064 + 0,0120
0,0064 + 0,0055
0,0064 -~ 0,0026
0,0064 + 0,0010
0,0064 -+ 0,0356
0,0064 + 0,0198
0,0064 -+ 0,0103
0,0064 -+ 0,0046
0,0064 -+ 0,0020

A e
| |+ +

l

0,0064 -+ 0,0009 —

leurs valeurs

0,0044
0,0545
0,0554
0,0192
0,0331
0,0557
0,0802
0,0401
0,0150
0,0908
0,0078
0,0148
0,1075
0,0130
0,0887
- 0,0739
+ 0,1257
+ 0,0581
— 0,1730
— 0,0160
- 0,0057
+ 0,0354

+ 4+ +
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="+ 0,0850 — 0,0064 -+ 0,0004

I

I

l

[

I

I

I

I

]

I

|

— 0,0320
— 00871
— 0,0480
+ 0,0134
+ 0,1279
+ 0,0536
— 0,0627
0,0813
— 0,0781
-+ 0,0027
+ 0,0924
+ 0,0764
— 0,0073
— 0,0399
— 0,0853
— 0,0309
+ 0,0757
+ 0,0832
— 0,0237
— 0,0356
— 0,0331
+ 0,014
+ 0,0309
+ 0,0450
+ 0,0204
— 0,0938
— 0,1064
— 0,0048
— 0,0662

0,0064 + 0,0248
0,0064 - 0,0124
0,0064 + 0,0061
0,0064 + 0,0027
0,0064 - 0,0012
0,0004 + 0,0006
0,0064 + 0,0173
0,0064 + 0,0086

- 0,0064 + 0,0040

0,0064 + 0,0017
0,0064 -+ 0,0007
0,0064 -+ 0,0005
0,0064 + 0,0264

- 0,0064 -+ 0,0138

0,0064 + 0,0069
0,0064 + 0,0032

10,0064 -+ 0,0014

0,0064 + 0,0328
0,0064 -+ 0,0185
0,0064 -+ 0,0091
0,0064 4 0,0045
0,0064 - 0,0019
0,0064 -+ 0,0009
0,0064 + 0,0004

|

I

I

|

[

I

0,0064 4 0,0299 —

0,0064 | 0,0164 —

0,0064 4 0,0081
0,0064 4 0,0036

— 0,0004 4+ 0,0016

-+ 0,0790
— 0,0136
— 0,0811
— 0,0483
-+ 0,0097
4+ 0,1227
-+ 0,0478
- 0,0518
— 0,0791
— 0,0805
— 0,0020
-+ 0,0867
-+ 0,0703
-+ 0,0127
— 0,0325
— 0,0848
— 0,0341
+ 0,0707
-+ 0,1096
— 0,0116
— 0,0329
— 0,0350
-+ 0,0069
+ 0,0254
-+ 0,0390
+ 0,0439
- 0,0838
— 0,1047
— 0,0076
— 0,0710
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Ve, = - 0,1325 — 0,0064 -+ 0,0007 = + 0,1268
V.. = + 0,0163 — 0,0064 -~ 0,0003 = - 0,0102
Ve = - 0,0702 — 0,0064 + 0,0277 = - 0,0915

Vi = - 01425 — 0,0064 + 0,0152 = — 0,1337
151) ve; = — 0,1505 — 0,0064 4 0,0075 = — 0,1494
' ves = — 0,0135 — 0,0004 -+ 10,0035 = — 0,0164
vy, = + 0,06043 — 0,0064 + 0,0016 = -+ 0,0595
Ves = — 00178 — 0,0064 + 0,0007 = — 0,0235
Ve = - 0,064 — 0,0064 + 0,0003 = -+ 0,0703
Ve = - 01277 — 0,0064 4 0,0001 = + 0,214
Il résulte:
152) [pvv] = 0312562

IV. Le contréle final se réduit i calculer les vi par équation
138) ot T, et d auront les valeurs définitives 146). Celles-ci doivent
correspondre avec les vi de 151):

Nous donnons ci-joint les résultats de nos calculs:

v, = — 0,004 v,y = — 0013
v, = — 0054 v;; = — 0,088
vy = -+ 0056 v, = -+ 0,074
vy = — 0019 v, = 4 0,126
v, = - 0,033 v, = -+ 0,058
vy = 4 0056 v, = — 0,173
153) v, = — 0,080 v, = -— 0016
vy = — 0,040 vy = -+ 0,006
ve = + 0,015 vy = 4 0,036
vie = |+ 0,091 vy = + 0,079
v, = + 0,008 v, = — 0,013
vip = 4+ 0,015 vy = — 0,081

Vyg = —— 0,107 Vog — — 0,048
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Vor = -+ 0,010 v, = + 0,007
Vog = |+ 0,123 v, = + 0,026
Ve = + 0,048 vy = -+ 0,039
Vo = — 0,051 vy = -+ 0,044
Vg = — 0,079 v, = — 0,083
Vi = — 0,080 v,, = — 0,104
vy = — 0,002 v, = — 0,007
Vi = 4 0087 v, — — 0,071
vi; = + 0,071 v, = 4+ 0,127
153) vse = 4 0,013 v, = -+ 0,011
vy = — 0,032 v, = -+ 0,092
Vg = — 0,084 v,, = — 0,133
Vg = — 0,034 vy = — 0,149
Vio = + 0,071 v, = — 0,016
vy = + 0,110 v, = -} 0,060
Ve = — 0,011 v, = — 0,023
vig = — 0,033 v, = 4 0,071
Vi = — 0035 v, = 4 0,122
II résulte:
m = + 0,0717
154) m¢ = + 0,0122
 mq = + 35767

Nous arrivons a calculer les constantes du pendule: K et g,

avec les formules :¥)

2
155) K=8 1\];0
et
K
156) g =g+ T

L

*) Voir; C. F. Baeschlin (loc. cit.) Schweizerische Zeitschrift fiir Vermes-

sungswesen und Kulturtechnik 1938,
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ol :
g = 980,058 gal. (pour Heerbrugg)
157) N = 673,622
T, = 3843
Il résulte:
K = 21496
158)
g, = 982,114

RESUME ET CONSIDERATIONS FINALES.

Il y a 10 ans que F, Holweck et P.Lejay ont préconisé I'idée
de l'application des vibrations d’'un diapason de quarz, en gravi-
métrie ). _

Etant donné la lacune que le manque d’un instrument com-
mode et précis pour la détermination de l'intensité de la pesanteur
a la surface de la terre, présente pour les géodésiens, le pendule
Holweck-Lejay a été accueilli avec intérét.

Le présent travail a pour but de compléter ce sujet par une
théorie qui tient compte des possibilités techniques et des exigences
de la pratique sur le terrain.

Je suis arrivé & une nouvelle équation différentielle 41) a
laquelle satisfait le mouvement du pendule. Elle est sensiblement
différente de celle indiquée par P. Lejay 12), qui, comme je lai
déja démontré, présente des incertitudes.

Par une méthode nouvelle, jai trouvé la forme du couple M
35) sans utiliser la solution approximative de 'équation ditféren-
tielle de la ligne élastique. Le couple n’est méme pas en premiére
approximation, proportionnel a I’angle 8, comme l'affirment P. Lejay
et d’autres auteurs. ‘

Jai réussi ensuite a trouver I'intégrale générale de I'équation
41) en la ramenant a la forme de lintégrale elliptique de Legendre,
seule admissible dans pareils cas. En vérité, la forme de Legendre
a l'avantage de nous conduire 3 une série connue, facile a étudier
et dont la convergence est démontrée. Le procédé élémentaire
adopté par P. Lejay ne tient pas compte de la théorie des inte-

) F, Holweck et P. Lejay, Etude préliminaire d’an diapason de quarz
dans un vide élevé. C. R. 188, 1929.
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grales elliptiques !), et V'intégration elfectuée n’est pas légitimée. En
la comparant avec 92), on constate la correspondance du premier
terme seulement. Les corrections d’amplitude 9¢/) et celles de I'in-
clinaison de la lame 96") sont dans le cas de P. Lejay, a part une
difference de signe, plus grandes. Les termes négligés suivants, sont
par conséquent assez importants pour influencer la valeur des
précédents. Sans doute, en réalisant un pendule qui annule la
correction de l'inclinaison et ayant soin dans les expériences de
faire tomber la correction de I'amplitude, les diflérences signalées
plus haut ne jouent pratiquement aucun role, Mais dés que les
corrections deviennent nécessaires, on n’aura plus le méme ré-
sultat. Deuxiémement quoique le coefficient du premier terme de
I'équation 41), est du point de vue théorique, fondamentalement
différent de celui de I’équation respective admise par P. Lejay,
pratiquement, étant donné la méthode de I'étalonnage de I'ins-
trument dans des points ot on connait g, il aura la méme valeur.

Cependant cette différence théorique n’est pas sans intérét.
Elle nous a servi a démontrer que la méthode ,poids en bas“ pour
I'étalonnage de {'instrument ne donne pas de résultats satisfaisants.

Puis, ai insisté sur le travail de déformation de la lame en
le trouvant en fonction de la longueur de cette derniére. Ce fait
apparait en désacord avec certains auteurs pour lesquels le travail
est indépendant de la longueur.

Dans la deuxiéme partie du présent travail, jai analysé
quelques points pratiques et tout a la finj’ai présenté une nouvelle
méthode d’étalonnage de l'instrument.

!) Voir: Bulletin Géodésique Nr. 28, 1930, page 580 et 581.



CURRICULUM VITAE.

Je suis né le 25 décembre 1907, dans la Commune de Cor-
beanca, département 1lfov, Roumanie.

En été 1928, je me suis inscrit comme étudiant a la Faculté
des Sciences, Section des Mathématiques a Bucarest.

Licencié en 1932, j'ai dés lors travaillé en qualité d’assistant
a la chaire de mathématiques générales et mécaniques de la Fa-
culté d’Agronomie de I'’Ecole Polytechnique a Bucarest, poste que
j'occupe encore aujourd’hui.

En dehors de mon activité & cette chaire, je me suis livré a
I’étude de la géodésie.

Jai pris part, en 1934, en qualité de calculateur, & la con-
duite des travaux de planimétrie et de nivellement dans la région
inondable par le Danube du département Jalomifa, Roumanie. Ces
travaux ont été exécutés dans le cadre d’activité de la chaire de
Topographie et des Améliorations Foncicres de la Faculté d’Agro-
nomie de Bucarest et appartiennent a la Direction des Pécheries
de I’Etat Roumain.

En été 1935, jai collaboré a l’exécution sur le terrain des
travaux de géodésie pour la triangulation du IV-e ordre de la ré-
gion Dudesti-Cioplea prés de Bucarest. Ce travail est la propriété
de la Direction du Cadastre Roumain.

Au cours de I'été 1936, jai exécuté le réseau de triangu-
lation dua IV-e ordre autour de la ville Huniedoara, Roumanie. Ce
travail appartient aussi a la Direction du Cadastre.

En 1937/38, je suis parti a I’étranger pour achever mes études
par un travail de doctorat en géodésie a I'Ecole Polytechnique
Fédérale a Zurich.

Pendant I’été 1938, jai pris part aux travaux sur le terrain
de la région d’Aeschi prés de Spiez (Suisse), travaux dirigés par
le Professeur Dr. C. F. Baeschlin, exécutés par les candidats au



72
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