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EINLEITUNG

Eines der héufigsten Probleme, das in den verschiedensten Zusammenhéngen
sich dem angewandten Mathematiker stellt, ist die Auflésung von linearen Glei-
chungssystemen. Diese Aufgabe scheint einfach zu sein und wurde theore-
tisch schon vor langer Zeit gelést. Die numerische Behandlung des Problems
bietet jedoch, sobald die Zahl der Gleichungen gross ist, erhebliche Schwierig-
keiten, obwoh!l die Aufgabe nur die Anwendung der elementarsten Rechenopera-
tionen verlangt. Die Schwierigkeiten liegen eigentlich nur in der enormen Hau-
fung von Operationen, die einen grossen Zeitaufwand verursacht und die Genauig-
keit der Resultate erheblich beeintrédchtigen kann.

Das élteste praktische Verfabren ist die Eliminationsmethode, die von Gauss in
systematische Form gebracht wurde und deshalb meist als Gauss’scher Algorith-
mus bezeichnet wird. Seither sind noch einige andere Methoden entwickelt wor-
den, jedoch hat sich dieser Algorithmus fiir die Auflésung kleinerer Gleichungs-
systeme als einfacher und rascher erwiesen. Einzig bei speziellen Gleichungs-
systemen, deren Koeffizientenmatrix ausserhalb der Hauptdiagonalen eine grosse
Zahl von verschwindenden Elementen besitzt, haben sich die besonders in den
letzten Jahren stark entwickelten iterativen Methoden (Relaxationsrechnung)
iiberlegen gezeigt und deshalb eine breitere Anwendung gefunden.

Mit dem Bau von programmgesteuerten Rechenmaschinen mit grosser Rechenge-
schwindigkeit haben sich allerdings die Gesichtspunkte, unter denen die Lé-
sungsmethoden beurteilt werden, verschoben, da die Zahl der Rechenoperationen
nicht mehr eine solche Rolle spielt. Hingegen wirkt bei der Anwendung des
Gauss’schen Algorithmus auf gréssere Gleichungssysteme die Notwendigkeit des
Mitfihrens einer grossen Zahl von Stellen zur Erzielung einer geniigenden Ge-
nauigkeit sebr binderlich. Dazu kommt als weiterer Nachteil dieser Methode beim
Gebrauch von programmgesteuerten Rechenmaschinen, dass sie nicht in ein-
facher Weise zyklisch ist, d.h. die Losungen werden nicht durch mehrmalige
Anwendung desselben Rechenprogrammes gefunden. Die erwihnten Nachteile
fihrten in letzter Zeit zur Entwicklung eines neuen Verfahrens, das sich spe-
ziell fir die Verwendung auf programmgesteuerten Rechenmaschinen eignet.
Dieses unter dem Namen ‘‘Methode der ;(onjugierten Gradienten™ bekannte Ver-
fahren wurde gleichzeitig von Hestenes*’/ und Mitarbeitern, sowie unabhiingigvon
diesen, von Stiefel? gefunden und spiter in einer gemeinsamen Arbeit®’ aus-
fihrlich diskutiers. Die von C. Lanczos entwickelte Methode der ‘“‘minimalisier-
ten Iterationen””4) ist damit nabe verwandt. Die Methode der konjugierten Gras-

1) M.R. Hestenes, lterative Methodsfor Solving linear Equations, NAML Report 52-9 Na-
tional Bureau of Standards, Los Angeles, 1951

2) E. Stiefel, Ueber einige Methoden der Relaxationsrechnung, ZAMP 3, 1952

3) M.R. Hestenes und E. Stiefel, Method of conjugate Gradients for solving linear Sy-
stems NBS J. Res. 49, 409-436, (Dez.1952)

4) C. Lanczos, Solution of Systems of Linear Equations by Minimized Iterations NBS
J. Res. 49, 33-53 (Jul,1952)



dienten stellt in gewissem Sinne eine Verallgemeinerung der von G. Temples)
diskutierten Methode des steilsten Abstieges dar. Im Gegensatz zur letzteren
beniitzt sie jedoch in jedem Stadium die ganze Vorgeschichte der Relaxations-
rechnung so, dass man theoretisch nur endlich viele Iterationen zur Bestimmung
der exakten Ldsung eines linearen Gleichungssystemes braucht. Zudem kommt
man in jedem Schritt dem L&sungspunkt ndher. In giinstigen Fillen muss man
deshalb nicht alle der theoretisch notwendigen Iterationen ausfiibren, um eine
brauchbare Losung zu erhalten. Andererseits kann man durch wenige zusitz-
liche Iterationen Losungen mit grossen Rundungsfehlern verbessern. Zudem kann
durch geeignete Vorbehandlung der Ausgangsdaten erreicht werden, dass die
Methode stabil beziiglich der Ausbreitung von Rundungsfehlern ist. Die Methode
der konjugierten Gradienten hat sich dank dieser Eigenschaften bei der Aufls-
sung sebr umfangreicher linearer Gleichungssysteme bewihrt und eignet sich be-
sonders fiir die Verwendung mit programmgesteuerten Rechenmaschinen. Als Bei-
spiel haben wir die von uns auf der programmgesteuerten Rechenmaschine des
Institutes fiir angewandte Mathematik der E.T.H. durchgefiihrte Berechnung einer
parallelogrammférmigen Scheibe in die vorliegende Arbeit aufgenommen.

Bei der numerischen Lésung linearer Randwertprobleme treten Differenzenglei-
chungssysteme auf, deren Koeffizientenmatrix ausserhalb der Hauptdiagonalen
zum gréssten Teil Nullen aufweist. In einem solchen Fall stellt die Berechnung
der beiden Parameter in jedem Schritt im Verhéltnis zu den dbrigen Operationen
einen erheblichen Aufwand dar, da sie die Bildung von mindestens zwei Skalar-
produkten erfordert. Deshalb haben wir eine Modifikation der Methode untersucht,
bei der die Parameterfestgehalten werden. Die Verwendung von zwei festen Para-
metern wurde schon von Frankel® in Betracht gezogen, eine ausfithrliche Dis-
kussion und richtige Wiirdigung des Verfahrens fehlte jedoch bis jetzt. Bei dem
modifizierten Verfahren gehen natiirlich viele Eigenschaften der Methode der
konjugierten Gradienten verloren. Vor allem erhalten wir nicht mehr in endlich
vielen Schritten die exakte ISsung. Praktisch ist dies von keiner grossen Be-
deutung. Es geniigt, wenn das Verfahren eine gute Konvergenz gegen die exakte
Losung aufweist, da man die Losung in der angewandten Mathematik immer nur
auf eine beschriinkte Zahl von Stellen genau kennen muss.

Das modifizierte Verfabren, das wir ‘‘Frankel’sches Verfahren’' nennen wollen,
verlangt eine ungefdhre Kenntnis des gréssten und kleinsten Eigenwertes der
Gleichungsmatrix. Wenn diese nur mit grossem Zeitaufwand bestimmbar sind,

wird man mit Vorteil zuerst die Methode der konjugierten Gradienten anwenden
und nach einigen Iterationen mit Hilfe der so gesammelten Informationen auf das
Frankel’sche Verfahren iibergehen. Dieses Vorgehen wird im § 6 an einem Bei-
spiel néher erliutert werden. Der Uebergang ist auch bei der Verwendung von

5) G. Temple, The general Theory of Relaxation Methods applied to Linear Systems,
Proc. Roy.Soc. ser A, 169 476-500 (1939)

6) S.P. Frankel, Convergence Rates of Iterative Treatments of Partial Differential
Equations, Math. Tables and other Aids f.Comput. 4,30 (1950) Frankel bezeichnet in
dieser Arbeit diese Methode als *‘Second order Richardson’s method’’



programmgesteuerten Rechenmaschinen leicht zu bewerkstelligen, da das Re-
chenprogramm nur kleiner Abénderungen bedarf.

Eine spezielle Eigenheit des Frankel’schen Verfahrens besteht im Auftreten von
Schwingungen, die sich unter Umsténder zur Verbesserung der Konvergenz des
Verfahrens verwenden lassen. Allerdings wird man bei der praktischen Anwen-
dung oft nicht geniigend Informationen besitzen, um ohne grossen Rechenauf-
wand den Schwingungscharakter ausniitzen zu kénnen. Ein weiterer Vorteil die-
ses Verfahrens gegeniiber der Methode der konjugierten Gradienten besteht vom:
rechentechnischen Standpunkt aus in der Méglichkeit, die Rechnung so anzu-
legen, dass man neben der Matrix D des Gleichungssystemes zu keiner Zeit mehr
als zwei Vektoren gespeichert halten muss. Im Hinblick auf die bei vielen Ma-
schinen beschrinkte Speicherkapazitit ist dies vielleicht ein nicht unwesent-
licher Punkt. Gegeniiber dem Gesamtschrittverfahren ), das als Spezialfall des
Frankel’schen Verfahrens betrachtet werden kann, besitzt das Frankel’sche
Verfahren den Vorteil, rascher zu konvergieren. Die Konvergenz ist speziell
bei schlecht konditionierten Matrizen D, d.h. falls die Eigenwerte von D weit
voneinander liegen, wesentlich besser. Deshalb eignet sich das Frankel’sche
Verfahren auch fiir umfangreiche Differenzengleichungssysteme, die bei der
Wahl eines Differenzennetzes mit sehr kleiner Maschenweite entstehen und die
wegen der Proportionalitit des kleinsten Eigenwertes zur Maschenweite eine
schlecht konditionierte Koeffizientenmatrix besitzen.

Am niitzlichsten wird sich wahrscheinlich das Frankel’sche Verfahren in Ver-
bindung mit der Methode der konjugierten Gradienten zur Abkiirzung der Rech-
nung erweisen.

7) fir eine Diskussion dieses Verfahrens siehe:
L.F. Richardson, The Approxin'mte Arithmetical Solution by finite Differences of
physical Problems, Phil. Trans. Roy. Soc. ser. A 210 307-357 (1911)



§ 1 DIE METHODE DER KONJUGIERTEN GRADIENTEN

Die Methode der konjugierten Gradienten zusammen mit der Methode des steil-
sten Abstieges und dem Gesamtschrittverfahren, stellt den Ausgangspunkt unse-
rer Betrachtungen dar. Wir wollen deshalb diese Verfahren kurz rekapitulieren,
wobei wir fir die Beweise auf die schon zitierten Arbeiten (1), (2) hinweisen.

Es sei das symmetrische, lineare Gleichungssystem mit der positiv definiten
symmetrischen Koeffizientenmatrix (d;} ) und den absoluten Gliedern I,

n
(1-1) kz=1 dik xk + li =0 (i :1,2 ces ll)

nach den Unbekannten x| aufzulésen. Wir verwenden im folgenden die Vektor-
schreibweise, x; und l; seien die Komponenten der Vektoren x und | in einem
n — dimensionalen Raum R?, die Koeffizientenmatrix (dik) fassen wir als Opera-
tor D auf, der den Vektor x in einen neuen Vektor y =Dx transformiert. In die-

ser Schreibweise lautet Gleichung (1.1)
(1.1a) Dx + 1 =0

Die Aufgabe, dieses Gleichungssystem zu lésen, ist aequivalent zum Problem,
das Minimum der quadratischen F‘unl!(ltion F(x):

n
Al =1
zu bestimmen. Definieren wir als skalares Produkt (x,y) der Vektoren x und y die

Summe:

(x,)') = ]?:l Xi Yk

so lautet (1.2) in Vektorschreibweise:
(1.2a) F(x) =% (x,Dx) + (1,x)

Fiir einen Niherungsvektor v=(v;.... v )zum unbekannten Lésungsvektor x steht
auf der rechten Seite der Gleic}mng (1.1a) im allgemeinen ein Vektor, dessen
Komponenten von Null verschieden sind und Residuen genannt werden;

(1.3) Dv+1 =¢

Der Residuenvektor r kann auch als Gradient der quadratischen Funktion F(v)
aufgefasst werderi:

r =grad F (v)

Die Aequivalenz zwischen dem linearen Gleichungssystem und einem Variations-
problem legt es nahe, in Analogie zum Ritz’schen Verfahren die Versuchsvek-
toren v auf eine lineare Schar zu beschriinken, indem wir einen Gewichtsvektor p
einfithren und ausgehend von einem Versuchsvektor v mit Hilfe dieses Gewichts-
vektors neue Versuchsvektoren v! bestimmen:



(1.4) v'=v + Ap
Die quadratische Funktion F(v') =F(N wird dann als Funktion von Aminimali-
siert, falls wir die Wahl treffen:

»p)
(1.5) A= __(_rp_ wo r das zu v gehérige Residuum darstellt.

P

Bei der Methode der konjugierten Gradienten wird ein System von n linear unab-
héngigen Gewichtsvektoren p,...p;_; *) sukzessive in n Schritten so konstruiert,
dass am Schluss die exakte Losung des Problemes als Entwicklung nach den
Gewichtsvektoren p; vorliegt. Die Gewichtsvektoren p; sind dabei zueinander
konjugiert, d.h. (p;,Dpy) =0 fiir i k. Die nach jedem Zyklus nach der Vor -
schrift (1.4) gebildeten Néherungslésungen vy

-1
(1.6) v = + A 1 =v_ + ‘.
k "Yk-1 7 “k-1 Pk-1 Vo jl\éo Ajp;

approximieren zudem die exakte l6sung immer besser in dem Sinne, dass der v}
darstellende Punkt niher am Lésungspunkt liegt, als alle vorhergehenden. Aus-
gangspunkt bildet irgend eine Versuchslésung v, (z.B. der Nullvektor) mit zu-
gehorigem Residuum r

1.7 Dv, +1 =r,

Der erste Zyklus unterscheidet sich von allen andern, indem hier der erste Ge-
wichtsvektor p, wie bei dem sogenannten Verfahren des stirksten Abstieges,
entgegengesetzt gleich dem Residuenvektor r  genommen wird:

Po ~ T

Beim allgemeinen Zyklus geht man von den schon berechneten Vektoren ry_; und
Pk-1 und den von ibnen abgeleiteten Gréssen Dpy_; und Ay ; aus.

Der zur Naherungslésung v gehdrende Residuenvektor ry berechnet sich dann
aus der Formel

(1.8) T =reay t )‘k-l Dpp.y und ist orthogonal zu alleq andern 5

Der auf py_)folgende Gewichtsvektor p) ist durch die Rekursionsformel gegeben:
(1.9) Py “fx + €k-1 Pk-1
* Die Indizes bedeuten in Zukunft eine Numerierung von Vektoren, falls nicht ausdriick-

lich erwdhnt wird, dass sie Vektorkomponenten bezeichnen.
6



wobei € _; aus der Forderung, dass py konjugiert zup)_; sein soll, (p},Dp}_1) =0
zu
(rry)
(110) €, =K _
(tk']f’rk'l)
bestimmt wird. Damit ist man beim Ausgangspunkt zum niichsten Zyklus ange-
langt. Da die Residuenvektoren nicht nur orthogonal sondern auch zueinander

konjugiert sind, mit Ausnahme derjenigen Vektoren, deren Indizes unmittelbar
benachbart sind, ’

(n Dry) =0 j # kk-Lk +1

kénnen wir die Formel (1.5) fir >‘k umformen:

(L.58) A = E::"I‘;;k)

Zusammenfassend besitzt die Methode der konjugierten Gradienten folgende
wesentliche Eigenschaften:

1. Das Verfahren fiihrt nach héchstens n Zyklen zur exakten Lésung des
gegebenen Gleichungssystems.

2, In jedem Zyklus gelangt man ndher zum Lésungspunkt.
3. Die dabei konstruierten Gewichtsvektoren bilden ein konjugiertes System.

4. Die Residuenvektoren bilden ein orthogonales System und sind zueinander
mit Ausnahme der unmittelbar benachbarten konjugiert.

Das Verfahren kann auch ohne weiteres auf nichtsymmetrische Matrizen iiber-
tragen werden unter Erhaltung der Eigenschaften 1-4 (siehe dazu die in der Fuss-
note 3 der Einleitung zitierte Arbeit).

Bei der praktischen Anwendung der Methode ist die geeignete Wahl der Versuchs-
18sung v, von grosser Wichtigkeit fir die rasche Konvergenz und die Stabilitit
gegeniiber Rundungsfeblern. Bei Gleichungssystemen mit symmetrischer und
positiv definiter Koeffizientenmatrix kann man zeigen, dass falls im Anfangsre-
siduenvektor r, dér Anteil des zam kleinsten Eigenwert gehérigen Eigenvektors
stark iiberwiegt, die Methode stabil gegeniiber Rundungsfehlern ist und zudem
rasch konvergiert. Es ist deshalb von Vorteil mit Hilfe einer Relaxationsmethode,
die die Tendenz hat, die Anteile der héhern Eigenvektoren am stirksten aus den
Residuen zu eliminieren, die Versuchslésung vorzubehandeln.

Als Beispiel fir die Anwendung der Methode der konjugierten Gradienten auf ein
umfangreiches Gleichungssystem ist am Ende dieser Arbeit die von uns auf der
programmgesteuerten Rechenmaschine des Institutes fir angewandte Mathematik
der E.T.H. durchgefiibrte Berechnung der Deformationen in einer parallelogramm-
formigen Scheibe wiedergegeben.



Wie schon in der Einleitung erwihnt, kann die Methode des stirksten Abstieges
aus der Methode der konjugierten Gradienten abgeleitet werden, falls niimlich die
Parameter €) alle Null gesetat werden. Man wiihlt also in diesem Falle die Ge-
wichtsvektoren gerade entgegengesetzt gleich zu den Residuenvektoren, die
Parameter A stellen dann gerade das Reziproke des Rayleigh’schen Quotienten
der Residuenvektoren ry dar. Die Methode des stirksten Abstieges ist somit
durch die Formeln gegeben

el = M1 Drieg

kel
(1.11) Vo = 3 A
=0
A - (rk-l’q(-l)
k-
USHLSY

Auch bei diesem Verfahren wird die quadratische Funktion F in Richtung des
jeweiligen Gewichtsvektors minimalisiert, die Lésung kann jedoch hier in end-
lich vielen Schritten nur approximiert werden.

Setzt man auch noch A, konstant so gelangt man zum Gesamtschrittverfahren,
das also durch die folgende Rekursionsformel gegeben ist:

(1.12) Vk =Vk_1 - )\l'k_l

oder  Aw =~Af

Die Konvergenz dieses Verfahrens kann auf einfache Weise mit Hilfe der Eigen-
werte |; (i =1,...,n) der n-reihigen Matrix D und der zugehtrigen Eigenvektoren
y; diskutiert werden. Ist die Entwicklung des nullten Residuenvektors nach den
Eigenvektoren

l.0 = igl diyi

so iiberlegt man sich leicht, dass dann beim Gesamtschrittverfahren die Ent-
wicklung des k-ten Residuenvektors nach den Eigenvektoren lautet:

n
(L13) g = iz=1di A-Auy k)’i

Das Verfahren konvergiert also dann und nur dann, wenn

(1.1 o0 < >\<—2—

n

wobei |1 | der grésste Eigenwert ist.



§ 2 DAS FRANKEL’SCHE VERFAHREN.

Analog zum Uebergang von der Methode des steilsten Abstieges aunf das Ge-
samtschrittverfahren kano man aus der Methode der konjugierten Gradienten ein
Iterationsverfahren mit zwei festen Parametern (Frankel’sches Verfahren) ab-
leiten indem man fir \p und €) in Formeln (1.8) und(1.9) feste Werte wihlt.
Damit geht allerdings die Orthogonalitit der Residuen r, und das System kon-
jugierter Gewichtsvektoren py verloren, sodass in endlich vielen Schritten die
Lésung nur approximiert werden kann. Die Vorteile des Verfahrens liegen darin,
dass die Berechnung der Skalarprodukte, die bei der Methode der konjugierten
Gradienten zur Bestimmung der Parameter notwendig ist, wegfillt und dass die
Gewichtsvektoren p eliminiert werden kénnen. Diese Eigenschaften erméglichen,
dass der Verlauf der Rechnung auf einfache Weise diskutiert werden kann., Um
diese Diskussion durchzufibren, muss zuerst der Gewichtsvektor mit Hilfe der
Gleichungen (1.8) und (1.9) eliminiert werden. (1.9) in (1.8) eingesetat ergibt

(AL = A=konst. & =& =konst.)
% k1 —ADrgy + € ADppg

und wenn Gleichung (1.8) nochmals beniitzt wird:
(21 r =1 + €)rpy —~ ADrp ) - €rp9

Dabei wird wie bei der Methode der konjugierten Gradienten festgesetzt, dass
Po “f, unddeshalb r; =r - ADr, ist.

Fir die Naherungsldsung v, gewinnt man durch Kombination von (1.6) mit (1.9)
die Rekursionsformel: :

(2.2’ VK TVkel = My *OEGV) — Vo)
oder Avp =— Ay, +edv,

Fir € =0 erhalten wir die Rekursionsformel (1.12) fir das Gesamtschrittverfah-
ren. Das Konvergenzverhalten des Frankel’schen Verfabrens kann auf analoge
Weise wie beim Gesamtschrittverfahren diskutiert werden. Wir bezeichnen mit
Y1» Yo *** ypdie Eigenvektoren der positiv definiten, symmetrischen Matrix D,
denen che positiven,der Grosse nach geordneten, Eigenwerte By Sho S SHy
zugeordnet sind. Die Residuenvektoren r seien wiederum nach den Eigenvektoren
entwickelt:

n
= 2 Ak



Aus der Rekursionsformel (2.1) folgt dann fir die Koeffizierten dkdxeGlel-
chung:

(23)df —(1+ e Auy) dydy+ edf, =0 =1 )
Gleichung (2.3) kann mit dem Ansatz erfiillt werden:
1
dy = ak (1)

Dabei ist a eine Konstante, fir die man durch Einsetzen in (2.3) die folgende
quadratische Gleichung erhilt:

(24) 2 = (1+e-Ap) a+e=0
Diese besitzt die zwei Losungen
(2.5) ay =l [1 +E— Ny : \Rl + e—)\ui)z- 46‘]

Damit lautet die allgemeine Lésung der Rekursionsformel (2.1)

(2.6) rk=i3=:1 [b a'l‘ My; + ¢ a; ;) y; ]

Die Koeffizienten b; und c; lassen sich ans den zwei Anfangsbedingungen be-
stimmen, die frei vorgebbar sind. Im vorliegenden Falle ist das Residunm Ty
d.h. eigentlich die nullte Versuchslésung v,, beliebig, wihrend r; durch die
Annahme

27 ry =t, = ADr,
schon festgelegt ist. Die Entwicklung von r, nach den Eigenvektoren laute:
n

(2.8) l‘o =i2=1 diyi

Aus (2.6) und (2.7) folgt denn fiir die Koeffizienten b; und c;,

bi + c. =d;

1 1
31 bi + a2ci =(1-ku i) di

Nach b; und c; aufgeldst, erhilt man nack einer trivialen Umformung:

d;
bi al - a2 (al e)

Cs

1 al 32 (8 - 8.2)

In (2.6) eingesetzt erhdlt man, wenn man noch die Beziehung a;.aq =€ zur Um-
formung beniitzt, fir das Residuum ry die Formel

dy; k+1 k+1
21 8y g Y-ag(Hy) [(Q- a2(u.,)) a) (i;) - (1-a; (1) Jag (1 )]

(2.9) r = 2



Da dieser Ausdruck sicher gegen O konvergiert, wenn ay und a9 dem Betrage
nach kleiner als 1 sind, gilt der Satz:

Satz 1: Fiir die Konvergenz des Frankel’schen Verfahrens ist es hinreichend.
wenn die Ungleichungen

(2.10) [ay ()] <1 und [ ag(uy ] <1
fir alle Eigenwerte 1, erfiillt sind.

Dann konvergiert némlich jeder Term der Summe einzeln mit zunehmendem Index
k gegen Null.

Aus Gleichung (2.5) folgt, dass je nach der Wahl von Aund edie Wurzeln a;(1;),
az(ui) reell oder komplex sein kénnen. Die Grenze zwischen den reellen und
komplexen Wurzeln ist durch das Verschwinden der Diskriminante der quadrati-
schen Gleichung (2.4) gekennzeichnet, d.h. Aund € miissen dann der Gleichung
geniigen:

(211) (1+e-hp)2=4¢

Geometrisch interpretiert stellt diese Gleichung fiir jeden Eigenwert |i; eine Pa-
rabel dar, falls Aund € die kartesischen Koordinanten eines Punktes in einer
Ebene sind. Eine eingehendere Disskussion von Gleichung (2.11) ergibt das
folgende Bild

Gebiet der
komPLexen
Wurzeln

v
>

Fig. 1



Die zu einem Eigenwert |1 gehorigen Parabeln tangieren sich untereinander alle

im gleichen Punkte P} auf der €-Achse und beriihren zudem noch die A-Achse.

Wegen a).aq =¢ ist eine der beiden Wurzeln aj,a, dem Betrage nach grésser oder
gleich \El. Sie sei fortan mit a; bezeichnet. Fiir die genauere Untersuchung
des Konvergenzverhaltens des Frankel’schen Verfahrens erweist es sich als
zweckmissig, Gleichung (2.9) durch Elimination der dem Betrage nach kleineren
Wurzel aq auf die Form zu bringen

n k k 1
C1in E 4y o [0-e) 3 (:_i) +1]

wobei nach Voraussetzung und wegen der Konvergenzbedingung (2.10)

|8|S|all 2 <1 sein muss.

Die Konvergenzgeschwindigkeit, mit der der Anteil der i-ten Eigenfunktion y;
eliminiert wird, ist also durch den Quotienten ergeben:

(1 )(%)“1
(213 X*L g 4 AT P %y ()

k €
T (1-a) 3 Ca2)l 41
l=1 1

k
1
wobei q = [(1-a1)12=:1 (::1_5) +1] alk ist.
1

Der Nenner wird mit wachsendem k sehr gross, der Zihler hingegen nimmt wegen
der Voraussetzungla)| > \i€i sicher nicht zu, deshalb ist fiir grosse Indizes k die
Konvergenzgeschwindigkeit praktisch durch a) ( p;) allein gegeben. Da die
Grésse der ay ( 11;) von der Wahl von Aund € abhéngen, wollen wir als Nichstes
die Parameterwerte A, € bestimmen, fiir die a) (1i;) den Betrag n hat, wo neine
gegebene positive Zahl ist. Dieses Problem werden wir fir die komplexen und
reellen Wurzeln getrennt behandeln:

a) komplexe Wurzeln:

Da die Koeffizienten der quadratischen Gleichung (2.4) reell sind, ist a) (u;)
konjugiert komplex zu ag (i;) und der Betrag

‘81‘2 =a1.a2 =€

Fiir alle Punkte, die im Gebiete der komplexen Wurzeln auf der Geraden
(2.14) e=n?2

liegen, haben also die Wurzeln a; (1) den gleichen Betrag.

1



b) reelle Wurzeln:

Hier ist 8 entweder

a] =+ 1 oder a; ==

Nach den Vieta’schen Wurzelsétzen folgen dann fir Aund €die Beziehungen:
(215) €=k A*n fir a) = + 7
(2.16) e=%& A-m fir oy = = n

Geometrisch stellen diese beiden Gleichungen zwei Geraden dar, die die zum
entsprechenden Eigenwert gehsrende Parabel (2.11), in den Schaittpunkten die-
ser Kurve mit der Geraden € =n2 tangieren. Weil lay 1> Vi |darf lelauch im Gebiet
der reellen Wurzeln nicht grosser als n“ werden. Fassen wir diese Resultate
mit denen fir das Gebiet der komplexen Wurzeln zusammen, so folgt der Satz:

Satz 2: Auf dem durch die Geraden (2.14), (2.15) und (2.16) gegebenen Dreiecks-

rand wird der Anteil des i-ten Eigenvektors im Ausgangsresiduenvektor
r, bei allen Verfahren mitkonstanten Parametern gleich rasch eliminiert.

Aus der Kombination der Sitze 1 und 2 geht hervor, dass man die Grenzen des
Gebietes, in dem sicher Konvergenz herrscht, erhilt, falls man in den Geraden-
gleichungen (2.14) bis (2.16) © =1 und p; =y , dem gréssten KEigenwert,
setzt, da das von diesen Geraden gebildete Dreieck in allen zum Wert =1 und
den ilbrigen Eigenwerten gehérigen Dreiecken enthalten ist. Wir halten dieses
Resultat in dem Satz fest:

Satz 3: Das Frankel’sche Verfabren konvergiert innerhalb des Dreieckes, das
durch die drei Geraden

X =0
@17 e='n_ .

2
e =1

gegeben ist, wo i der grisste Eigenwert der Gleichungsmatrix D ist.

Die Konvergenzbedingung (1.14) fir das Gesamtschrittverfahren ist in diesem
Satz enthalten, da dieses aus dem Frankel’schen Verfahren einfach durch Null-
setzen von €abgeleitet werden kann.

Aus Satz 2 ergibt sich auch eine Aussage iiber die Konvergenzgeschwindigkeit
des Gesamtschrittverfahrens im Vergleich zu den Frankel’schen Verfahren:

Satz 4: Wiinscht man bei einem Gesamtschrittverfahren mit gegebenem Para-
meter Aeine Konvergenzbeschleunigung durch ein Frankel’sches Verfah-
ren mit demselben Wert A\, so muss der zweite Parameter € positiv gewihlt
werden.

12



Dieser Satz kann leicht anschaulich bewiesen werden, falls man fiir verschie-
dene Werte n und Eigenwerte i ; die Dreiecke von Satz 2 graphisch darstellt,
wie das in Fig. 2 getan wurde

Fig. 2

Aus dieser Figur ist ersichtlich, dass fir einen bestimmten Elgem»rertu.l die
Dreiecke mit abnehmendem Betrag n konzentrisch auf den Punkt (A = ﬁ;,e =0)
zusammenschrumpfen. Will man also von einem Punkt der MAchse aus, der einem
bestimmten Gesamtschrittverfahren mit einem Konvergenzfaktor n entspricht,
paralle] zur e- Achse zu Niveaulinien mit kleineren 1 gelangen, so kann das nur
in Richtung der positiven € erreicht werden.
Aus Satz 2 kann weiterhin noch gefolgert werden, dass fir diejenigen Punkte der
obern (), €) -Halbebene, die allen zu den n Eigenwerten und einem festen Betrag
n gehtrenden Dreiecksrindern gemeinsam sind, gleich rasche Konvergenz der
- Anteile aller Figenfunktionen am Anfangsresiduenvektor r, besteht. Da fir eine
bestimmte Grésse von 7| die zum kleinsten und grossten Eigenwert gehérenden
Dreiecke am stiirksten gegeneinander verschoben liegen, weist das: Frankel’sche
Verfahren fiir denjenigen Punkt die beste allgemeine Konvergenz auf, der gerade
gemeinsamer Eckpunkt zweier solcher Dreiecke ist. Nach den Ueberlegungen zu
Satz 2 liegen in der obern Halbebene alle Eckpunkte der zu einem Eigenwert pt;
gehorenden Dreiecke auf der durch (2.11) gegebenen Parabel, sodass-der gesuchte
Eckpunkt der Schnittpunkt mit der kleinsten Ordinate der zum gréssten und klein-
sten Eigenwert gehorenden Parabeln ist:

13



Satz 5: Das Frankel’sche Verfahren besitzt die beste allgemeine Konvergenz fiir

die Parameterwerte 9
4 u“' n "~ m
— | €

S R S T B

Fiir diese Wahl der Parameterwerte lautet Gleichung (2.9), falls wir die kom-
plexen Wurzeln a; (THA ag(u i) (i # 1, n) zu reellen Gréssen zusammenfassen:

(2.18) A

2y, kKl (i1 B, - b,
#(leo——) [. 2 dy; n ) sink@. + cosk®. ]
LR TREX ren g i [(PETEY X (TRRTI® B ’
\ [y

J
rdyyy (2k e v 1)+ (Dkdy, (2k B +1)]
MmO e S

(2.19)

wobei cos P, =1-2 _L&L__u.l_
n” M1

Liegen die zum gréssten und kleinsten Eigenwert benachbarten L nicht sehr
nahe bei diesen, so zeigt Formel (2.19), dass in diesem Falle die Koeffizienten
des ersten und n-ten Eigenvektors in der Entwicklung des Residuenvektors r mit
zunehmendem k immer grésser werden relativ zu den iibrigen Koeffizienten. Fiir
grosse k wird der Residuenvektor also im Wesentlichen nur noch die erwéhnten
beiden Eigenvektoren enthalten. Dieses Verhalten ist analog zu demjenigen des

Gesamtschrittverfahrens, bei dem A den Wert hat:
2
o S I

Dieses Verfahren fiihrt auch auf eine Residuenverteilung, die praktisch aus einer
Superposition des ersten und n-ten Eigenvektors besteht. Zum Vergleich der
beiden Methoden wollen wir die Zahl n der Iterationen berechnen, die man braucht,
um den Betrag des Residuenvektors n, mindestens um einen Faktor 10°N zu ver-
kleinern. Nach Formel (2.13), die fir beide Methoden gilt, muss also fiir das
absolut grésste a, die folgende Ungleichung erfiillt sein.

a;" <10N
oder falls wir von beiden Seiten den Logarithmus nehmen und nach n auflésen:
n > Nlog 10

log i
a)

14



Im Falle des Gesamtschrittverfahrens (€ =0) folgt, falls M'=z—1klein gegen 1 ist,
mit Hilfe der Formel (2.5) und einigen Umformungen n

N log 10
(2.20) na—;il— (1-M)

Fiir das Frankel’sche Verfahren hingegen erhilt man

Da in diesem Falle YM statt nur Mim Nenner auftritt, konvergiert das Frankel’sche
Verfahren besonders bei starker Streuung der Eigenwerte wesentlich besser als
das Gesamtschrittverfahren,

Bei der bisherigen Diskussion des Konvergenzverhaltens wurde meist vorausge-
setzt, dass die Zah] der durchgefithrien Iterationen gross sei, weshalb vom an-
finglichen Verlauf der Folge der Residuenvektoren abgesehen werden kénne. Die
bisherigen Resultate schliessen deshalb die Méglichkeit nicht aus, dass fiir an-
dere Parameterwerte als diejenigen von Satz 5 die Betrige der Residuenvektoren
anfénglich rascher abnehmen. In dieser Hinsicht sind speziell die Parameterwerte
von Interesse, fiir welche die Wurzeln ay (ui)’ ag (u.i) komplex sind, da dort,
falls man die konjugiert komplexen Wurzeln zusammenfasst, der Ausdruck (2.9)
fir die Residuenvektoren die Form hat:

=g g k/2 g i )dy:
(2.22) r =2 ¢ \{8_-7\]%:1 T o j)2 sin (k(pj + el)d]y]

bei e (1 e o. = -ty
WO 1 costj 2 ‘—é- €= uj ; CoOS j 2 ‘?X‘_—j,j—

Aus Formel (2.22) ist ersichtlich, dass unter gewissen Bedingungen die Folge
der Residuenvektoren wegen des Auftretens von trigonometrischen Funktionen an-
fanglich rascher konvergieren kann, als es der die allgemeine Konvergenz be-
stimmende Faktor ¢K/2 vermuten ldsst. Der Schwingungscharakter der Koeffizien-
ten der Eigenvektoren kann allerdings nur dann auch im Residuenvektor r selbst
zum Ausdruck kommen, wenn im Anfangsresiduenvektor r_, nur solche Eigen-
vektoren vertreten sind, deren- zugehdrigen Eigenwerte sehr nahe beieinander
liegen. Zudem muss €und Aso bestimmt werden kéonnen, dass fiir alle im Resi-
duenvektor vertretenen Eigenvektoren Y;
n-6;

(2.23) % = —1 wo m eine mdglichst kleine ganze Zahl ist.
m

Diese Bedingungen verlangen also die Kenntnis zum mindesten der Eigenwerte
der Gleichungsmatrix D. Da die Bestimmung aller Eigenwerte mit einem erheb-
lichen Arbeitsaufwand verbunden ist, wird man den Schwingungscharakter der
Koeffizienten in der Entwicklung der Residuenvektoren nach Eigenvektoren
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praktisch nur in denjenigen Féllen beniitzen, wo alle Eigenwerte nahe beiein-
ander liegen. Um entscheiden zu kénnen, ob ein solcher Fall vorliegt, miissen
dann nur der grosste und kleinste Eigenwert bestimmt werden, die auch bei An-
wendung des Satzes 5 bendtigt werden.

Abschiitzungel*x fir diese beiden Eigenwerte kénnen mit Hilfe der Gerschgorin’-
schen Sétze erbalten werden, oft geben auch physikalische Ueberlegungen
einigen Aufschluss iiber die Lage dieser Werte. Sind diese Abschitzungen zu
ungenay, so kann man eine der Methoden zur iterativen Bestimmung von Eigen-
werten ’zur Verbesserung beniitzen. In manchen Fillen wird man am einfachsten
Informationen fir die geeignete Wahl der Parameter Aund € gewinnen, wenn man
zuerst einige Iterationen der Methode der konjugierten Gradienten ausfiihrt. Die
Rayleigh’schen Quotienten 0 o ; der dabei berechneten Residuenvektoren, sowie
die Werte fiir die Paramter \| (siehe Formel (1.5) ),konnen bei nicht zu spezieller
Wahl der ersten Versuchslosung einen, wenn vielleicht auch sehr ungenauen, Auf-
schluss iiber digtljage der beiden extremalen Eigenwerte geben, da die Unglei-
chungen gelten

Dr,
b1 <Og < Bp (o2k=u
(2.24) 1 (l‘k !‘k)
< =
1 }‘k Ho

Das genauere Vorgehen bei diesem Verfahren werden wir an Hand eines Beispie-
les im § 6 demonstrieren. Das Frankel’sche Verfahren wird also in diesem Falle
zur Abkirzung der Methode der konjugierten Gradienten verwendet. In dieser
Kombination wird es sich wahrscheinlich am niitzlichsten erweisen.

Zusammenfassend besteht also das Vorgehen beim Frankel’schen Verfahren aus
den folgenden Punkten:

1) Approximative Bestimmung des grossten und kleinsten Eigenwertes
K n:° K 1
2) Wahl eines Versuchsvektors v

3) Berechnung von Aund €nach Formel (2.19) eventuell Korrektur dieser
Werte falls_Ynnahe bei 1 so, dass die Beziehungen (2.22) und (2.23)
gelten. 1

4) Berechnung des ersten Schrittes vy =V, - A (Dv, + 1)

*  Gerschgorin: Abgrenzung der Eigenwerte einer Matrix, Bull. Acad.Sciences de I’URSS,,
Classe mathémat. 7-c série, 1931

** Siehe Collatz: Eigenwertprobleme und ihre numerische Behandlung

*** Siehe dazu die in Fussnote 3) der Einleitung zitierte Arbeit
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5) Durchfiihrung des Iterationsvertahrens. In der k-ten Iteration wird mit
Hilfe der aus den beiden vorhergehenden Iterationen bekannten Appro-
ximationen v} _; und v _o zum Lésungsvektor eine neue Approximation
v} nach folgendem Rechenschema gefunden:

a) Berechnung vonry_ =Dv | + 1
b) Vi =(1 + €) Vk_l - 7\l‘k-l - Evk_2
Sobald der Betrag von ry_; sehr klein ist, kann die Rechnung abgebrochen wer-

den. Im § 4 dieser Arbeit haben wir als kleine Illustration die Anwendung des
Frankel’schen Verfahrens zur Losung einer Dirichlet’schen Randwertaufgabe

aufgefiihrt.
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§ 3. DIE ANALOGIE ZWISCHEN DEN GRADIENTENVERFAHREN UND
GEWISSEN ANFANGSWERTPROBLEMEN.

Im folgenden betrachten wir im Falle von linearen Randwertaufgaben analoge
Probleme zum Frankel’schen- und Gesamtschritt-Verfahren, wo an Stelle der dis-
kontinuierlich fortschreitenden Schrittnummer die kontinuierliche Variable Zeit
und an Stelle des Differenzengleichungssystemes das entsprechende Randwert-
problem im Kontinuierlichen tritt. Mit Hilfe dieser analogen Probleme lassen
sich einige besondere Eigenheiten der beiden Verfahren verdeutlichen, da die
Ergebnisse fir das Kontinuierliche unter gewissen Voraussetzungen eine Appro-
ximationdes analogen diskontinuierlichen Falles darstellen.

Als Analogon zum Gesamtschrittverfahren kann das Warmeleitungsproblem ange-
sehen werden, das durch die Differentialgleichung:

(3.1) ’C’aszaﬂ = a (A vizt) + g(2)

und die Anfangs- und Randbedingungen:
3.2 vizt=0) = v, (z)
v(z =2,,t) =¢, ; v(z =z,,t) =c;

gegeben ist. Dabei ist v(z,t) eine Funktion der Zeit und je nach Problem einer
oder mehrerer Ortskoordinaten z, A der dem Operator des Differenzengleichungs -
systemes entsprechende Operator im Kontinuierlichen und g(z) eine zeitunab-
héngige Funktion. Approximiert man néimlich die Differentialgleichung durch
Einfihrung von Differenzenquotienten in einem Differenzennetz mit endlicher
Maschenweite, so entsteht das folgende Differenzengleichungssystem:

3.3) L ,q-vp ;)= _Dv . + al firk>0
Vi + 1 Vi) o7 i T el T

wenn h die Maschenweite in Zeitrichtung, sh die Maschenweite fiir die Ortskoor-
dinate, v vy d =v(z =ksh,t =ih), I =g(z =ksh) und D der Differenzenoperator ist,
der dem leferentlaloperator A unter Beriicksichtigung der Randbedingungen ent
spricht. Damit die Lésung der Differenzengleichungen gegen die Losung der
Differentialgleichung konvergiert, muss bekanntlich das Verhéltnis s der Ma-
schenweiten in Orts- und Zeitrichtung die Ungleichung erfiillen:

(3.4) —51- < 2 wo |t der grosste Eigenwert von D
s“h Mo

Die Differenzengleichungen (3.3) stimmen mit den Rekursionsformeln (1.12) iiber-
ein, falls man formal setzt:

(3.5) A=—*‘2; ;1 =-sZ{ L }
s
wenn {ligein Vektor mit den 1; als Komponenten bedeutet.
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Da bei Beachtung der Bedingung (3.4) fiir geniigend kleine h die Losung des
Differenzengleichungssystems die Lésung der Differentialgleichung approximiert,
gibt umgekehrt die Lsung der Differentialgleichung das Verhalten der Lésung
des Differenzengleichungssystemes (3.3) und damit auch des Gesamtschrittver-
fahrens approximativ wieder. Speziell kann man auf diese Weise einigen Auf-
schluss iiber das Verhalten der Residuenvektoren bekommen. Wir wollen dies an
einem konkreten Beispiel zeigen:

Als lineares Randwertproblem nehmen wir das folgende Potentialproblem im
Eindimensionalen:

(3.6) QZ_E + 6(z~c) =0
9z 2

n=0fir z=0
und u = endlich fiir z =

Dabei ist 6 (z-c) die singuldre Deltafunktion von Dirac. Dann lautet das dem
Gesamtschrittverfahren fiir dieses Randwertproblem analoge Anfangswertproblem:

37 & -2 (R 4 5(z.0)
Ot 922

wobei die Randbedingungen dieselben wie fiir u sind. Als Anfangsbedingungen
withlen wir

v(t=0) =0

Dieses Anfangswertproblem kann auf einfache Weise mit Hilfe der Laplacetrans-
formation gelost werden *. Transformieren wir die Differentialgleichung (3.7)
nach Laplace, so erhalten wir im Bildgebiet die gewdhnliche Differentialglei-
chung:

2
a9 £Y.p ., 83d

dz2 @ P
oc
fir die Transformierte V(p,z) = [ e Pt y(z,t)dt
°

Die Lisung dieser inhomogenen Differentialgleichung lautet, wenn man die Rand-
bedingungen beriicksichtigt:

( P P
LF(G—E(C-Z)-e -E c+2) ).z <e.
2p)p !

Vip,z) = 9

p P
1 ‘Ia -'-_— (z-¢) —‘_—_-(c+z)
——(el® -e '8 );z >c
L 2 Ip
*) Fir ndhere Einzelheiten siehe z.B. Doetsch, Tabellen zur Laplace-Transformation,

Springer 1947
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Die Transformation dieser Lésung ins Originalgebiet ergibt die Losung der Dif-
ferentialgleichung (3.6):

(c-2)2 (c+2)2 cti
' - - Nat  -£2
v(z,t) = v-_l-_F [e dat -2 dat J—(c-z) j e dé +

MRa

2fat

) -52
3.9 + 2z j e dé )}; z<c
ctz
2\at
J’t_' {e2)?  _(c+2)? ;}: £2 £2
v(z,t) = {—[; dat _, Aat ]-(z-c) e dé+ 2 e d&;z> c
YF ¢ z-c ztc %

2¥eE

Wenn die Zeit t gegen Unendlich strebt, muss v(z,t) gegen die Losung des Rand-
wertproblemes konvergieren. Nach Durchfiihrung des Grenziiberganges erhilt man:

vw(z,®)=2z 2z <c¢
v(z,©)=¢c 1z >¢

d.h. die Green’sche Funktion fiir das Potentialproblem, wie es auch nicht anders
Zu erwarten war.

Setat man beim Gesamtschrittverfahren eine Néherungslésung vy mit endlichem
Index k in das Differenzengleichungssystem ein, so wird man entsprechend der
Definition (1.3) im allgemeinen einen vom Nullvektor verschiedenen Residuen-
vektor ry erhalten. Analog dazu wird, wenn man die Lésung v(z,t) des Anfangs-
wertpro;hemes fir eine bestimmte endliche Zeit t in die Differentialgleichung
(3.6) des linearen Randwertproblemes einsetzt, im allgemeinen ein von Null ver-
schiedener Wert herauskommen, der von der gewdhlten Zeit t abhingt. Wir be-
zeichnen die Gesamtheit dieser Werte als Residuenfunktion.

3.10) rzy) =22¥Et) 4 § (5.0)
z2

Setzt man v(z,t) ein, so folgt:

] . { (2?2 _(z+c)?
= — . —— 4at _ 4at
3.11) r(z,t) - e e
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Dieser Formel entspricht beim Gesamtschrittverfahren die Ausbreitung eines
einzelnen Residuums. Aus ihr ersieht man, dass die am Anfang vorhandene Singu-
laritét im Punkte c fir endliche Zeiten durch eine mit der Zeit sich verflachende
Glockenkurve ersetzt wird, die jedoch relativ nur langsam gegen die z Achse kon-
vergiert. In Figur 3 ist fiir einige Zeiten die Form von r(z,t) festgehalten.

rz,0)

Fig. 3

Die relativ langsame Konvergenz ist analog zur sog. ‘‘Kiifigbildung’’ beim Ge-
samtschrittverfabren, d.h. dem Auftreten einer Residuenverteilung, die proportio-
nal zur ersten Eigenfunktion ist und deren Betrag von Iteration zu Iteration nur
wenig abnimmt.

Beim Frankel’schen Verfahren kann das folgende Anfangswertproblem als Analo-
gon im Kontinnierlichen betrachtet werden:

Gesucht die Lésung v(z,t) der partiellen Differentialgleichung:

(3.12) -aﬁ- + b.@.‘.’_ =a(Av + g(z))
a2 ot
fiir die Anfangsbedingungen:

(3.13) 91‘ =0 ; vzt =0) =v,(2)

ot
t=0
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und die Randbedingungen

v(z =z,t) =c,, v(z =z,,t) =c

o’ n

a und b sind Konstanten, b sei positiv ( der Ausbreitungsvorgang soll gedimpft
sein). Im dbrigen sind die verwendeten Bezeichnungen die gleichen, wie beim
Wirmeleitungsproblem. Die partielle Differentialgleichung (3.12) tritt auch bei
der Beschreibung der Ausbreitung elektrischer Signale in Kabeln ohne Leitungs-
verlust auf. Approximiert man die Differentialgleichung und die Anfangsbedingung
(3.13) mit Hilfe von Differenzenquotienten entsprechend dem Vorgehen bei der
Wérmeleitungsgleichung, so erhélt man das folgende Differenzengleichungssystem:

1 b 3y 2o e
SR L2 Y k) 5 ML) T gT DV ok
(3.14)

Voi “V-Li * (1 Vo,i = Yo (ish)

Die Bezeichnungen sind die gleichen, wie fiir die Formel (3.3). Die Zuordnung
zwischen Differenzengleichungssystem und Differentialgleichung ist in diesem
Falle nicht ganz eindeutig, da bei Beniitzung von drei in der Zeitrichtung un-
mittelbar benachbarten Funktionswerten die Ableitung XY auf verschiedene Wei-
sen durch Differenzen von diesen Funktionswerten dargestellt werden kann. Die
Differenzengleichungen (3.14) sind jedoch insofern ausgezeichnet als sie in
dieser Naherung die Differentialgleichung im Mittel am besten approximieren.
Man muss auch hier beachten, dass die Lésung der Differenzengleichung nicht
immer mit abnehmender Maschenweite des Differenzennetzes gegen die Losung
der Differentialgleichung konvergiert. Fiir den Fall, dass A der Laplace’sche
Operator ist,wurde die Konvergenz schon in einer Arbeit von Courant, Friedrichs
und Lewy * untersucht und die folgende Konvergenzbedingung gefunden:

(3.15) a <82

Vergleicht man die Differenzengleichungen (3.14) mit der Rekursionsformel (2.2)
so stimmen die Gleichungen iberein, falls man formal setzt

(3.16) e:--z—'—b-l-l- s A= —2a l-:-szh{l‘}
2 1
2+bh 84(2 + bh)

Die die Anfangsbedingungen (3.13) approximierenden Differenzengleichungen
entsprechen dem Start des Frankel’schen Verfahren.

* Courant, Friedrichs, Lewy, Math.Ann. 100, 32, 1928
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Die Forderung (3.15) lautet dann mit Hilfe von Aund € ausgedriickt:
A< (+e)

Da die Eigenwerte |i; des dem Laplace’schen Operator entsprechenden Differen-
zenoperators D nicht grésser als 4 sein dirfen, weil mit i, auch 4- j. ein Eigen-
wert sein muss und alle |i; positiv sind, liegen die durch diese Unglleiclmng ab-
gegrenzten A<Werte nach (2.17) innerhalb des Konvergenzgebietes des Frankel’-
schen Verfahrens. Da zudem vorausgesetzt wurde, dass b positiv ist, ist £<1,
sodass nach (2.17) das zum Anfangswertproblem analoge Frankel’sche Verfahren
konvergent ist.

Es ist aufschlussreich, das dem Frankel’schen Verfahren entsprechende An-
fangswertproblem fiir dasselbe Potentialproblem wie im vorhergehenden Beispiel
zu l8sen, d.h. eine Lisung v(z,t) zu bestimmen, die die partielle Differential-
gleichung:

(3.17) %, b = a(gyz-! + 6(z-c))
a2 dt dz2
und die Anfangsbedingungen:
(3.18) 3-3-! = 0 , v|=0
Ot t=0 t=0

sowie die Randbedingungen:
v(iz=0,t) =0 ; v(z==,1) = endlich

erfiillt.

Zur Losung des Anfangswertproblemes verwenden wir dieselben Methoden wie
beim ersten Beispiel dieses Paragraphen, weshalb wir auf die Wiedergabe der
einzelnen Stationen des Lésungsweges verzichten und gerade das Schlussresultat
fir v(z,t) angeben, falls b > 0 ist.

v(z,t) =0 , Yat < [z-c]

t

b
(3.19) v(z,t) =_T;__ e 2 Io(;l')";a- ‘aTZ-(z-C)Z) dvt ; |z-cl<fat <z + ¢
}z-c

=2

| ztce

[ 'y

t b t _b

Ep 9t b ER b‘z '
v(z,t) = 2U~|e Io(ﬁ at < - (z-c) )dT-Ie IO(E—‘_'E atT -(z+c)2)};
z-c

Ya

fir z+c <Yat

wobei I o (&) die nullte Besselfunktion mit imagindren Argument ist.
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Sie wird zum Beispiel durch die Integraldarstellung

T
L €)= %?n J e-Ecos‘p cosn®d @
[+]

firn =0 gegeben.

Die Lésung hat offensichtlich den Charakter eines Ausbreitungsvorganges, wobei
¥Ya die Ausbreitungsgeschwindigkeit gibt. Auch hier kénnen wir in Analogie zum
Residuenvektor im Diskontinuierlichen eine Residuenfunktion r(z,t) im Konti-
nuierlichen definieren. Da das Randwertproblem in diesem Beispiel dasselbe ist,
wie bei der Wirmeleitungsaufgabe, fillt die Definitionsgleichung fiir r(z,t) mit
(3.10) zusammen. Setzt man v(z,t) ein, so sicht man folgendes:

Die Residuenfunktion hat je nachdem, ob der linke Randpunkt vom Ausbreitungs-
vorgang schon erreicht wurde, oder nicht, verschiedene Gestalt:

wenn {at < ¢ b

r(z,t) !;— e 2 6(t-——-) ; firYat <|z-c|

(3 20) r(27t) S— e {I ("‘!tz (z C) \{2 (Z'C)Q Il(— \I te - (z c) }

fﬁr[c-z| <yat

wobei I, (£), bzw. I} (&) die nullte, bzw. erste Besselfunktion mit imagindrem
Argument ist.

Firyat >c (Nach der Reflexion am linken Rande)

(z- c) (z-c)2
r(z,t) 2 {1 CAC \I 2 \l?m L (—“@ }

b
Ja 2t z+c

(3.21)

- —2-8 6(- ) falls Ic~z|< \I'E't <g+e
-by \' ‘!
l'(z;t) Rl 2 {I (2 t2-(ji) )- 1 (2 t2--(z c)

\l \l 2
Il t ______) 11(2 t2 (z+c)
\l 2. (z-c) \Iz (z“*c)2

+t [

fﬁ:‘F.t >z+ ¢
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b .
r(z,t)=E-e ot (5(t-£—c') fir Yat < z-c ; z >¢
2 Na

Eine am Anfang vorhandene Singularitiit breitet sich also im Laufe der Zeit nach
beiden Seiten aus und wird am linken Rande unter Umkehrung des Vorzeichens
ihrer Amplitude reflektiert. Wenn die Zeit gegen Unendlich strebt,konvergiert die
Residuenfunktion wegen des Dampfungsfaktors e-bt/, gegen Null. Wir haben in

Figur 4 einige Phasen des zeitlichen Verlaufes der Residuenfunktion festge-
halten.

r 2t

t=1

s2.5 /-\
t=2.5
:
!
: t5.5
)
|

t= 5.5

Fig. 4

Auch in diesem Beispiel kann die Lésung des Anfangswertproblemes nur eine
qualitative Aussage iber die Ausbreitung eines einzelnen Residuums geben,
umsomehr als das Residuum von endlicher Grosse durch die singulére Diracfunk-
tion im Kontinuierlichen ersetzt worden ist. Das hat zur Folge, dass der Wert der
Residuenfunktion im Riicken der Wellenfront im kontinuierlichen Fall um eine
Gréssenordnung kleiner als die Wellenfront selbst ist, wiihrend im Diskontinuum
die entsprechenden Werte von der gleichen Grdssenordnung sind. Das verschie-
dene Verhalten des Frankel’schen Verfahrens und des Gesamtschrittverfahrens
beziiglich der Reflexion am Rande wird jedoch durch die beiden Beispiele im
Kontinuum gut illustriert.

Da bei der Ableitung der Analogie zwischen den beiden Gradientenmethoden und
den beiden Anfangswertproblemen keinerlei Voraussetzungen iiber die Dimension
des zu Grunde liegenden Randwertproblemes gemacht werden musste, besteht
diese Analogie auch bei Randwertproblemen in der Ebene oder im Raum. Nur ver-
ursacht dann die Bestimmung der Lisung des Anfangswertproblemes im allge-
meinen erheblich mehr Schwierigkeiten.
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¢ 4 EIN BEISPIEL FUER DAS FRANEKL’SCHE VERFAHREN.

Als numerisches Beispiel fiir die im § 2 entwickelte Methode l1ésen wir die Dirich-
let’sche Randwertaufgabe fiir ein rechteckiges Grundgebiet. Wir wihlen dieses
Beispiel, weil bei ihm alle zu einer vollstdndigen Diskussion notwendigen Gros-
sen, exakte L.ésung usw. leicht bestimmbar sind.

Das Rechteck besitze ein Seitenverhiltnis von 3:2. Als Gitter fiir die Ueber-
setzung des Problems in die Differenzenrechnnug beniitzen wir ein solches quad-
ratisches Netz, bei dem die Randpunkte des Rechteckes Gitterpunkte sind. Die
Maschenweite h betrage ¥ der Linge der kirzern Seite, sodass im Innern des
Rechteckes 15 Gitterpunkte liegen. Beim Dirichlet’schen Randwertproblem ist
dann eine Gitterfunktion gesucht, die in jedem innern Gitterpunkt das arithme-
tische Mittel der Werte in den vier Nachbarpunkten ist und die auf dem Rande
vorgegebene Werte annimmt. Der Operator D des Differenzengleichungssystems
hat also die Form

G -E O
(4.1) D= -E G -E
0 -E G
wobei E =fiinfreihige Einheitsmatrix , O = Nullmatrix,
4-1 0 0 0
41 4-1 0 0
G= J0-1 4-1 0
0 0-1 14-1
0 0 0-1 4

Die Eigenfunktionen von D sind Produkte trigonometrischer Funktionen. Wenn &
und 7\ die Koordinaten in einem kartesischen System sind, in dessen ersten Quad-
ranten das Rechteck mit dem einen Eckpunkt im Nullpunkt des Systems und den
ldngern Seiten parallel der £ Achse liegt, so lauten die 15 Eigenfunktionen

n n =1,2,**5
(4.2) Yy ~Sin :_h &* sin %IT n {m
) n =1,2,3

Die zugehérigen Eigenwerte | findet man durch Einsetzen in das Differenzen-
gleichungssystem zu:

T n
(4.3, =4 [sin? %‘2— + sin2 5{-;—]

Der kleinste Eigenwert wird fiir m-n =1 erreicht und betrigt

ul = 0.854
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Den grossten Eigenwert bekommt man am einfachsten, wenn man die Tatsache
beniitzt, dass beim Dirichletproblem in der Ebene mit i; auch 8 u; ein Eigenwert
des Problemes ist. *) Es wird also

Mg = 7.146
Nach Forme!l (2.18) wird damit:
(4.4) A, =0.309 e, =0.236

Fiir die Festlegung der Randwerte wurde eine differenzharmonische Funktion ver-
wendet, d.h. eine Funktion, deren Wert in einem Gitterpunkt des quadratischen
Differenzennetzes das arithmetische Mittel der Funktionswerte in den vier un-
mittelbar benachbarten Punkten ist. Die Randwerte wurden gerade gleich den
Werten der folgenden differenzharmonischen Funktion in den Randpunkten gewiihlt:

5 10 15 20 25 230 35
8 12 16 20 24 28
6 9 12 15 18 21
4 6 8 10 12 14
2 3 4 5 6 7

(4.5)

— N3 WO

Diese Tabelle stellt- somit gerade auch die exakte Lésung des Problemes dar.

Fir die nullte Niherung v haben wir den Nullvektor verwendet. Das ergab fiir

das nullte Residuum die Verteilung:

-4 -15 -20 -25 -58
(46) r,=Dv, = -3 0 0 0 -21

-4 -3 -4 -5 -20
In diesem Residuenvektor ist die héchste Eigenfunktion die nach (4.2) beziiglich
ibrer Vorzeichen eine schachbrettartige Anordnung aufweist, im nullten Residuum
stark vertreten. :
Da nach Gleichung (2.19) der Koeffizient der héchsten Eigenfunktion am Anfang
fiir die Parameterwerte )‘s’ &g sogar anwachsen kann, rundeten wir € zur Dém-
pfung dieser Erscheinung auf den Wert € =0.24 auf. In diesem Falle waren alle
Wurzeln komplex und die Frequenzen verteilten sich von ¢, =4°59'fiir denklein-
sten Eigenwert bis auf 915 =171°30'fiir den héchsten Eigenwert ziemlich gleich-
méssig. Aus diesem Grunde zeigte auch der Verlauf der Residuen von Iteration
zu Iteration keinen ausgesprochenen Schwingungscharakter.Mit Absicht haben wir
hier nicht die optimalen Bedingungen fiir die Methode gewdhlt, da man gewdhn-
lich ohne einen unverhéltnisméssigen Arbeitsaufwand nicht so viele Informatio-
nen zur Verfiigung haben wird.
Die Rechnung wurde auf dem ‘‘Card Programmed Calculator’ des ‘‘Institute for
Numerical Analysis’’ N.B.S. in Los Angeles ausgefiihrt. Diese von der Interna-
tional Business Machines Co., konstruierte programmgesteuerte Lochkarten-
maschine kann mit Hilfe von Schaltbrettern fiir Rechnungen mit festen oder glei-
tendem Komma eingerichtet werden. Am genannten Institut existierten nur Schal-

*) Siehe die in der Fussnote 2} der Einleitung zitierte Arbeit.
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tungen fiir festes Komma und entweder acht- oder zehnstellige Zahlen. Bei der
Rechnung mit zehnstelligen Zahlen besass die Maschine fiir 38 solche Zahlen
und eine siebenstellige Zahl Speicherméglichkeiten. Das vorliegende Beispiel
wurde deshalb mit zehnstelligen Zahlen ohne Aenderung des Dezimalpunktes
durchgefiihrt. Insgesamt brauchte es 24 Iterationen bis der Betrag des Residuen-
vektors auf den 1077 ten Teil des Betrages des Anfangsresiduenvektors hinab-
gesunken war. Im 24. Schritt war die Lésung auf 7 bis 8 Stellen genau vorhanden.
Schon die Approximation der Lésung im sechzehnten Schritt besass zwischen 4
und 5 richtige Stellen.

Zum Vergleich haben wir auch das Gesamtschrittverfahren auf das gleiche Prob-
lem angewendet. Da der kleinste Eigenwert 1, fiir dieses Gleichungssystem die
Ungleichung erfiillt ;< ! 1, skann man den Parameter Anicht so variieren, dass
die Anteile aller Eigenfunktionen exakt eliminiert werden. Um die zu den klei-
nern Eigenwerten gehorenden Eigenfunktionen stark zu eliminieren, sind wir mit

Ahart an den Wert oy herangegangen und verwendeten

A = 0.279

Das hatte allerdings zur Folge, dass etwa vom zehnten Schritte an dieResiduen-
verteilung immer mehr proportional zur héchsten Eigenfunktion wurde, sodass die
Konvergenz schlecht wurde. Wir brachen deshalb das Verfahren ab, da man im
allgemeinen Fall in einer solchen Situation durch eine Pauschalkorrektur in
Richtung des Residuenvektors die Konvergenz verbessert hiitte.

In Tabelle 3 haben wir die Quadrate der Betriige der Residuenvektoren fiir beide
Fille zusammengestellt.

Schritt k 0 1 2 3 4 5
Frankel Verfyr|% | 5726 | 1235 | 488.2 | 1575 | 5149 | 15.07
Ges. Verf. |n|? | 5726 | 1287 | 594 322.7 | 186.8 | 112.9
Schritt k 6 7 8 9 10 11

Frankel Verf.n 2| 4.774 | 1.259 | .3566 |0.0992 |0.0261 | 0.0068

Ges.verf. "klz 71.33 47.6 33.9 25.9 21.3 18.6

Schritt k 12 13 14 15 16 24

2
FrankelVerf.|r,|” | 0.0017 [4.40.1041.08.10%]2.68.10'5)6.29.10°6 | 4.05.10"11

Tab.1

28



Untersucht man das Verhéltnis der Betriige aufeinanderfolgender Residuen, so
sieht man, dass bei dem Frankel’schen Verfahren gegen das Ende hin eine ge-
ringe Beschleunigung der Konvergenz auftritt, die auf den Anteil der héchsten
und kleinsten Eigenfunktion zuriickzufiihren ist, weil nach Gleichung (2.19) der
Anteil derjenigen Eigenfunktionen, deren Frequenz @. klein ist, relativ zu den
iibrigen Anteilen anfanglich praktisch linear anwichst. Nach einigen Iterationen
tritt jedoch der Charakter der trigonometrischen Funktionen wieder in Erschei-
nung und verlangsamt dann dleses Anwachsen erheblich, was sich in einer Ver-
kleinerung des Verhiltnisse (r—kflh- ) ausdriickt. In unserem Beispiel liegt k @,

um den 10. Schritt herum in der Nahe von 90°, wiihrendk@,sum den 20. Schritt
diesen Wert erreicht. Wie man aus der Tabelle 1 sieht, wird tatséchlich die Kon-
vergenz gegen den Schritt 10 und dann nochmals gegen den Schritt 20 zu be-
schleunigt. Das Gesamtschrittverfahren zeigt eher das umgekehrte Verhalten. Bei
ihm wird im allgemeinen die Konvergenz mit zunehmender Zahl von Iterationen
schlechter, da die Verteilung der Residuen immer mehr proportional zu der Eigen-
funktion wird, deren Konvergenzfaktor (1- A;) dem Betrage nach am gréssten ist.
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§ 5. ANSATZ EINES ELASTIZITAETSPROBLEMES MIT HILFE
DER VARIATIONSRECHNUNG

In der Elastizitétstheorie fiihren schon die Platten- und Scheibenaufgaben auf
Randwertprobleme, die sich nur fiir ganz einfache Formen des Korpers analytisch
lésen lassen. Hingegen gibt die Differenzenrechnung in Verbindung mit der Me -
thode der konjugierten Gradienten eine einfache und zugleich wirksame Methode,
auch fiir kompliziertere Probleme approximative Lésungen zu finden. Vom Stand-
punkt der Technik aus geniigt aber eine approximative Lsung, weil in den mei-
sten Fillen die mathematische Formulierung schon eine starke Idealisierung der
physikalischen Gegebenheiten darstellt.
Die Uebersetzung der Probleme in die Differenzenrechnung kann mit Hilfe der
Differentialgleichungen und der Randbedingungen erfolgen. Die Formulierung der
Randwertaufgabe als Variationsproblem — sofern sie mdglich ist — ist jedoch als .
Ausgangspunkt vorzuziehen, weil sich hier der Uebergang leichter und #ibersicht-
licher gestaltet. Auf diesem zweiten Weg erhiilt man direkt die zu minimalisieren-
de quadratische Funktion F, aus der dann das Differenzengleichungssystem
durch einmalige Ableitung folgt.
Bei den Fragen des stabilen Gleichgewichtes, zu denen auch die statischen
Probleme der Elastizititstheorie gehdren, stellt das Prinzip vom Minimum der
potentiellen Energie die Formulierung der Variationsaufgabe dar. Das iibliche
Vorgehen bei Platten- und Scheibenproblemen besteht darin, die potentielle
Fnergie als Funktion der Airy’schen Spannungsfunktion darzustellen und dann
aus der Variation dieses Ausdruckes die Differenzengleichungen zu gewinnen. Da
die Spannungen erst durch die zweiten Ableitungen der Airy’schen Funktion dar-
gestellt werden, erweist es sich aber vom numerischen Standpunkt aus, beson-
ders bei Aufgaben, die auch die Bestimmung der Spannungen. verlangen, giinstiger,
das Variationsproblem in den Verschiebungen anzusetzen.
Als Beispiel wollen wir den allgemeinen Ansatz fiir Scheibenprobleme, bei denen
Xz ein ebener Spannungszustand vorliegt, mit
A Hilfe der Variationsrechnung durchfiibren.
Bezeichnen wir mit 0y,05,T;o die Spannun-
gen, mit €, €9, Y]g die Verzerrungen in
Richtung eines kartesischen Koordinaten-
systems, das in der Mittelebene der Scheibe
liegt, dann lauten die aus dem Elastizitits-
gesetz fiir den ebenen Spannungszustand
folgenden Beziehungen zwischen diesen
Grossen:
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2 {m =Poisson’sche Konstante
-m<E 1 -
(5.1) O9 D) (62 = 81) E =Elastizitdtsmodul)
m<-1 m
T mE Y1
2(m + 1)

Die Verzerrungen sind mit den Komponenten U,V des Verschiebungsvektors ¥
beziiglich desselben Koordinatensystems durch die kinematischen Bedingungen
verbunden.

8y v ou , v
(5.2) g = dx)  °xp’ 82 7 3x "Vx2~ Y12:6xo o U"z +V"1

Wir werden im Folgenden Ableitungen nach xy, bezw. x5 mit dem Index x; bezw.
X9 bezeichnen.

Wird die Scheibe durch dussere, in ihrer Mittelebene liegende Krifte deformiert —
die pro Lingeneinheit angreifende Kraft werde mit dem Vektor P bezeichnet —
so setzt sich ihre potentielle Energie A aus der Formiinderungsenergie und dem
Potential der 4ussern Kréfte zusammen;

((3,-W.) =Skalarprodukt der Vektoren p,W)
(5.3) A =%f}{(ol €+ 09 & 4 T1g Y1o) df = ds (3,

wo das erste Integral iiber den Querschnitt F, das zweite iiber die gesamte Um-
randung der Scheibe zu erstrecken ist. Um die potentielle Energie als Funktion
der Verschiebungen allein zu erhalten, miissen wir die Verzerrungen aus den
Gleichungen (5.1) mit Hilfe von (5.2) eliminieren:

2
ol'mE(U + L1y )

(5.0 o0y =mE(v _+ ly )
) 2m2_1("2 m X1

- mE
U, +V_)
F12 T gmaf xe T Vg

und dies, sowie Gleichungen (5.2) in (5.3) einsetzen.

m? E 2
5.5 A= ff{(U + V ) +
(5.5 4m2-1) F

-1 2 T
E:{w,‘z-vxl) ~MUy Vi~ Uy, Vxl)}] df-§ ds (7.%)
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Wir konnen diesen Ausdruck noch umformen,da (U, V -0, Vx ) eine Funk-
tionaldeterminante darstellt, weshalb: *1 2

5.6) S (U, "V, _~U_ -V, )df -—,c(Udv - Vdu)
F 1 2 2

X

Fiihren wir den Normalenvektor 3 zum Randelement ds ein:

3:{_‘12 -_d_x.l.}
ds '’ ds

so lautet (5.6) in Vektorschreibweise
JRUy; V- Uy Vi Vel =% § &, {2 div¥ - @ grad D)) ds
(grad ¥ ist ein Tensor zweiter Stufe.)

Damit kﬁnnen wir die potentielle Energie in invarianter Form schreiben:

(5.7 A= ff { @ivi2 +'——(rot W0)2}at-

(m

S ’“E Kadivﬁ-(a,gma?i)] +3}, W) ds

Wir wollen noch venfizieren, dass man mit Hilfe dieses Ausdruckes die Differen-
tialgleichungen und Randbedingungen fiir den ebenen Spannungszustand ableiten
kann. Nach dem Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie ist im Falle des
Gleichgewichtes der dussern und innern Krifte die potentielle Energie ein Mini-
mum. Deshalb muss die durch die Variation der Verschiebungskomponenten er-
haltene Aendezrung der potentiellen Energie Null sein:

(5.8) 6 A= T ff{dvadxv 5W+ “—“(rotW rot 6W)}df—
m<-1 F 2m

-G(f(( {n div¥ - (n,gradW)}+ 7)., W) ds)

Zur Umformung dieses Ausﬁnclﬁ‘s auchen wir folgende Identitdten, die mit
Hilfe des Nablavektors V={ . 3 é—'}nnmlttelbar folgen:

(5.9) div(ab) =adiv b + (_B., grad a)
(5.10) div[a,b | 5B, rot3) - (&, rot B)

wenn wir mit [-a.,-l;] das Vektorprodukt der Vektoren ;,B bezeichnen
(5.11) [rot & B] =(b, grad)a- ({grada},B)

(5.12) J[ divadf =§ (&,3) ds
F
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Damit wird nach Formel (5.9) und (5.12)
[ divWdivoW df =/[f { div(6W-div¥) -(6W, grad divW)}dt =
F F

=$ @, 6W) divWds- [/ (W, graddivW)df
F

Aus Formel (5.10), (5.11) und (5.12) folgt

I (rot W, rot 5W) df =[f {div [ Gw,rotw 1+ ( GW, rotrot W)}df =
F F

=f (n,[ 67': rot W] Yds + [f ( 5W, rotrotﬁ) df
F

=$ (W, {(&, grad W) - ( grad W , 2 ds + [J(5W, rotrot W)d.
F

Zur Berechnung der Variation des Randintegrals in Formel (5.8) geht man am
einfachsten auf das urspriingliche Koordinatensystem (xy,x5) zuriick:

6[§ 2(——m+ 1)({'EdivW-(ﬁ, grad W)}, w)ds]=m§ (85U grad V+Ugrad 6V=-
~6Vgrad U=~V grad 61),1) ds

Wenn wir den zweiten und vierten Term partiell integrieren, folgt das Ergebnis,
das wir wieder invariant schreiben kénnen:

é[fz( +1) )a% §({6UgradV~5VgradU} ) ds =

- (grad ¥, 9)}) ds

Setzen wnr diese Resultate in (5.8) ein:

m-1 -
oA = T ff(éW (-graddva + rotrotW)) df +
-1 F

+§{

Aus der Forderung, dass das Fliachenintergral verschwinden muss, folgt dann die
Differentialgleichung im Innern des Gebietes

m-1 - - -
(— Fdivi + —{(%, grad ™) + (grad W, D)) -7}, 6W) ds =0
m

rotrotW =0
N Y
die wir mit Hilfe der Identitét fiir den Laplaceoperator A = 5+

Iy ax22

- m
graddivW- 5

AW =grad divW - rot rot W
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auf die iibliche Form bringen kdnnen:

A.v?+ m?

1 -

-1 grad divW =0
Man kann diese Differentialgleichungen natiirlich auch aus den Gleichgewichts-
bedingungen fir die Spannungen im Innern ableiten. Aus dem Verschwinden des
Randintegrals folgen die Randbedingungen:

1. o« m-lg = o m2-1
~Tdivl + 5 (& grad® + (gadW, D} = 75 7

womit die Aequivalenz des Variationsproblemes mit dem Randwertproblem an
diesem speziellen Beispiel verifiziert ist.

Fiir die Uebersetzung des Problems in die Differenzenrechnung ist es nun not-
wendig, eine Unterteilung des Gebietes mit Hilfe eines Netzes vorzunehmen. Im
Interesse einer méglichst guten Approximierung der Randwerte wird man durch
eine geeignete Wahl des Netzes die Netzpunkte am Rande gleichmissig zu ver-
teilen suchen. Allerdings wird sich dies nicht immer bei beliebiger Form des Ge-
bietes erreichen lassen, da in der Ebene nur drei Netze existieren, bei denen
jeder Netzpunkt von allen seinen Nachbarpunkten gleichen Abstand besitzt, nim-
lich das quadratische, das Dreieck- und das Sechsecknetz. Bei dem speziellen
Beispiel, das hier im Anschluss an die allgemeinen Ausfiihrungen behandelt
werden soll, handelt es sich um eine parallelogrammférmige Scheibe von fol-
gender Form:

4
[ S
(S

N
~
N
™~

TN
N

[ T/

Fig. 5

D

In B ist die Scheibe gelagert, in A durch eine Pendelstiitze befestigt. In diesem
Falle war die Verwendung des Dreiecknetzes gegeben. Wegen des irrationalen
Seitenverhiltnisses von 5:8 besitzt das weitmaschigste Netz, das das Gebiet
gerade vollstindig iiberdeckt, insgesamt 54 Gitterpunkte.

Zur Aufstellung der Differenzengleichungen miissen die in der Gleichung (5.7) fiir
die potentielle Energie vorkommenden ersten Ableitungen durch Differenzen er-
setzt werden. Eine gleichméssige Beriicksichtigung aller Punkte erreicht man auf
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einfache Weise, wenn man die rdumliche Vorstellung zu Hilfe nimmt. Die Grund-
figur aus der sich das Dreiecknetz aufbaut, kann als die Projektion eines rium-
lichen rechtwinkligen Koordinatensystems aufgefasst werden:

L (G, &)

Xn;C)
Fig. 6

Die Dreiecknetzebene sei durch die Gleichung gegeben:
E+rn+l=0

Sie geht also durch den Ursprung des Koordinatensystems und ist parallel zur
Zeichenebene. In der Figur 6 sind gerade noch die Schnittgeraden der Koordina-
tenebenen mit der Dreiecknetzebene eingezeichnet. Die réumlichen Koordinaten
eines Punktes P der Netzebene lassen sich damit ihrer relativen Grésse nach
direkt aus der Zeichnung als Absténde von diesen Schnittgeraden ablesen. Das in
der Figur 7 eingezeichnete Dreieck mit den Eckpunkten 0,1,2, gehére zum Drei-
ecknetz:
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Wie aus der Figur ersichtlich erfillen die Koordinaten des Punktes 1 folgende
Beziehungen:
£2 4+ T\2 +t2 =42

- n: Co(aB):g: (-2
E..T\.C(z)a(z)

Daraus folgt
&

_a _2a ¢ - a
A A

Die Komponenten des Verschiebungsvektors W im réumlichen Koordinatensystem

(&,n,L) seien u,v,w. Sie sind stetige und differenzierbare Funktionen von

&,n,%, sodass sie in eine Taylorreihe entwickelbar sind. Begniigt man sich mit

den Gliedern erster Ordnung, so lautet die Taylorentwicklung fiir irgendeine der
Verschiebungskomponenten um den 0-Punkt herum

f(€,n,8) =£(0) +& £ (0) + nf,(0) + Cfy(0)
wo f entweder gleich u oder v oder w ist.

Fir den Funktionswert im Punkte 1 erhalten wir damit als approximativen Wert
£1) =£(0) + (S 6f £ (0) + 2 1 (0)=£ £ (0))

Da u,v,w nur in der Netzebene variieren, steht der Normalenvektor & der Netz-
. ebene senkrecht auf dem Gradienten dieser Funktion:

(@, gradf) =0, d.h. fg + fn tfg =0
Damit folgt
fn (0) =I6-(f(1)—f(o))
3a

Auf dieselbe Weise findet man des weiteren:

50 = = (0=t (2N
£ 0) =2 1)

Der Ausdruck fiir die potentielle Energie als Funkton der rdumlichen Verschie-
bungskomponenten kann unmittelbar aus Formel (5.7) gewonnen werden, da diese
invariant geschrieben ist.

- w2 E

m-1
A —2(m2-1)1j?'f d'f{(ug tvpt wC)2+ ‘;;((nn-va)z N (Wn -vc)z .

- mE
*lug-wg )2)}';{{2-(7:1‘;‘_1)((“"1“ vag + wag)(ug * vy +wp)-ulnju g+ ngve +ngwg)-
- v(nlun *agvp tagwy )-w(n]nc‘f ngvy +ngwy)) tpjutpgv +p3w}ds

WO nj, ng, ng die réumlichen Komponenten des Normalenvektors lings des
Randes sind,
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P}, P2 P3 die raumlichen Komponenten der pro Langeneinheit angreifenden Kraftp.

Jedes Netzdreieck (0,1,2) liefert also, wenn man sich auf die ersten Differenzen
beschriinkt, folgenden Beitrag zur potentiellen Energie:
(Zur Abkiirzung verwenden wir die Schreibweise f; fir den Funktionswert von f
im Punkte i)
m2
bA =2 q: 2 7 [lwgug # vimvo + womw)? ¢
2(m ~1)

m-1
o ((ay-ug + v2-v0)2 +

+(wy-wg + v1=vo)? + (ug=uy + wo~wg) 2 )]

Die potentielle Energie A wird durch die Summe dieser Ausdriicke fiir alle Netz-
dreiecke und den Beitriigen, die vom Randintegral herrilhren, approximiert. Sie ist
somit eine Funktion der Variabeln ui,vi;wi, wobei der Index i nur von 1 bis 53
léuft, da der Scheibenpunkt B festgehalten ist, sodass dort immer u-vw=0 gilt.
Im Gleichgewichtszustand ist sie minimal d.h. sie geniigt dann folgenden 3 x 53
Bedingungen:

OA QA 0A

== =s=—=0  (i=1,2,"53
dw v, Ow o )

1 1

In jedem Gitterpunkt bestehen drei Differenzengleichungen, die allerdings nicht
voneinander unabhéingig sind, da der Verschiebungsvektor in der Netzebene liegt,
also

(5.13) u+v+w=0
und ug +un+uc=0

(5.14) vg +v.n tve=0

wg twp twes 0

Wir verzichten hier, das Differenzengleichungssystem in u;,v;,w;, , anzuschreiben,
da es zu umfangreich ist. Eine erhebliche Reduktion des Systems wird erreicht,
wenn man wieder auf die Verschiebungskomponenten U,V in der Netzebene éiber-
geht, Zudem werden die Differenzengleichungen auf diese Weise symmetrisch.

Ist X ein Einheitsvektor in Richtung der x-Achse, ¥ ein solcher in Richtung der
y-Achse (siehe Fig. 6), so bestehen die Beziechungen

U=®3) ; V=W
Aus Fig. 6 folgt auch, indem man wieder die Tatsache beniitat, dass die Ab-

stinde von den Schnittgeraden (£, n), (£,8), (n,L)  proportional den Koordi-
naten sind, fir die Einheitsvektoren X,¥

- - 1 - 1
F -ﬁ{-l,l,o} ;¥ = Tg{-l, -1,2}
Beriicksichtigt man noch Gleichung (5.13), so wird
1
U =‘_? (~u+v) ; V =-'3-2_ (u+v)
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Fiir die numerische Rechnung ist es von Vorteil, wenn die Koeffizienten in den
Differenzengleichungen mindestens rational sind. Deshalb wurde fiir die Ver
schiebungskomponente V eine Masstabdnderung vorgenommen:
vi=Ll vy
W w1

Sodann wurden aus den gleichen Grinden alle Gleichungen mit 2 Y6 | multi-
pliziert. Numerieren wir die Netzpunkte in der in Fig. 8 angegebenen Weise, so
lauten dann die Differenzengleichungen:

Fig. 8

a) Falls der Punkt O im Innern dez:'n Scheibe liegt:
(3m—1)U° + 3‘(3-m)(U3 + U6)-?(U1 + U2 + U4 + Us) + (m + 1) (V'l‘ V'2+ Va-V's) =0

8(.3m~1) Va-zi(5m+l) (VR + VE)- 1) (V] +VH+V ) +VE) + (m + 1) (U}-Ug + Uy-Us) =0
b) Der Punkt 0 liegt auf dem Rande AC: (Eckpunkte ausgeschlossen)

1 1 I 1 1.1 . =

E (3m-1) Uo-—6-(m-3)U6 3 (Ul + U4 + 2U5) +-§~ (m-1)V 1 —2- (m “' 1) V's + V:l 0

3 1 1 1 1 -
36n-D V- 2@D V] +Vy 2V )-Lom+ DV + D) Up-2m+ D U5 + Uy <0

c) Der Punkt O liegt auf dem Rande CD (ohne Eckpunkte):
| SmDU,- (3, +U6)-%m(U4+U5)+i-(m-3)(V FVD*Ln DVY-VE =0

.?21(3m-1)v L Ti(smm(v B+V D-(m- 1)V} +V ) +—1—(m—3)(U3-U6)+ .;:(m 1)(U,-Ug) =0
d) Der Punkt O fillt mit dem Punkte D zusammen:

1 1 1 1 1 yt o

15 63U -5 (3 UgRU e mt DV - (me-3)V 5+ - (e D)V 70

1 1 1 1 =
FTDV LSt DV LD Ve i(m * DU, +2(-3)Ug + Uy =0

38



e) Im Punkte C lauten die Differenzengleichungen, falls eine Kraft von 1 Kg in
~ Richtung der negativen y-Achse angreift:

L (18m-9U_ - B(U, +2U) - L3 + L+ DV + 13 VL 4V, -
Lmenvi -0

g Vs

1 ay! .1 T T tyoylys l 1 |

4(llm 5V 4(5m+l)V 2(m INVy 2V5)+Z(m+l)Uo‘f§(m-1)U4 E(m+l)U5—

2
1 m--1
-Ym-3)Up =-om 2
AR E

m

Die Differenzengleichungen fiir den iibrigen Rand erhdlt man durch Drehung der
Figur 8 um den Winkel Tmit dem Punkte 0 als Drehzentrum, d.h. man hat einfach
die Indizes in folgender Weise zu vertauschen:

1 —4,2-5, 3—6, 4—], 52, 6—3

Zu diesen Differenzengleichungen kommen noch die Festhaltebedingungen:

inA: U, =V]  wobei angenommen wird, die Pendelstiitze sei nicht

deformierbar.
inB: U =V, =0

Die Koeffizienten des Differenzengleichungssystems werden noch wesentlich von
der Wahl der Poisson’schen Konstanten m beeinflusst, da die Deformationen vom
elastischen Verhalten des Stoffes abhiingig sind. In der vorliegenden Rechnung
wurde m =3 gewihlt. Dieser Wert liegt in der Nahe desjenigen von Stahl und hat
zudem den Vorteil, dass im Differenzengleichungssystem dann einige Koeffi-
zienten Null und die iibrigen ganzzahlig sind.
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§ 6 DIE BERECHNUNG DER VERSCHIEBUNGEN UND SPANNUNGEN IN
EINER PARALLELOGRAMMFOERMIGEN SCHEIBE.

Die theoretischen Grundlagen zu diesem Problem sind in den Paragraphen 1 und
5 entwickelt worden. Wir wollen deshalb hier nur die numerische Auflésung des
linearen, symmetrischen Gleichungssystemes mit 106 Unbekannten, das am
Schlusse des § 5 aufgefiihrt ist, behandeln. Bei diesem Problem hatten wir fiir
die Poisson’sche Konstante den Wert m =3 gewihlt, fir das Elastizititsmodul E
setzen wir den Wert E=21000 kg/mm2 ein.

Als nullte Versuchslésung nahmen wir die Verschiebungen Null an. Spezielle
Aufmerksamkeit wurde dem Einbau von Rechenkontrollen gewidmet. Fir je 6 -
Verschiebungskomponenten in derselben Richtung, die zu Punkten gehdrten,
welche denselben Abstand von den kiirzern Seiten hatten, wurde eine Summen-
kontrolle in der Rechnung mitgefiihrt, d.h. es wurden fir die Summe dieser Komr-
ponenten dieselben Operationen wie fiir diese selbst ausgefiihrt und dann dieses
Resultat mit der Summe der Resultate verglichen. Diese Summenkontrolle diente
speziell zurPrifung der Berechnung des Vektors Dpy_y im k-ten Zyklus. Die Be-
rechnung von .1 und . nach den Formeln (1.5a) und (1.8) wurde mit Hilfe des
Skalarproduktes (r,.{, r? gepriift, da dieses wegen der Orthogonalitiit der Resi-
duenvektoren nur sehr klein sein durfte. Bei der Rechnung mit einer endlichen
Ziffernzahl wird man wegen den Rundungsfehlern die exakte Erfiillung solcher
Beziehungen nicht erwarten kdnnen. Der Parameter € _y und mit ihm der Ge-
wichtsvektor p, wurden dadurch gepriift, dass man mit dem Skalarprodukt
(pysDpy.1) feststellte, obpy tatsiichlich zupy_; konjugiert war. Diese Kontrolle war
besonders wichtig, da beabsichtigt war, weitere Belastungsfille fiir dieselbe
Scheibe mit Hilfe des Systems konjugierter Gewichtsvektoren p, zu berechnen.
Deshalb wurde auch die folgende Korrekturformel verwendet:

Wenn das im k-ten Schritt berechnete Skalarprodukt (p,Dpy_;) nicht mehr sehr
klein war, wurde im néichsten Schritt ein Korrekturfaktor d eingefihrt, der so be-
stimmt wurde, dass (f,r +y) =0 innerhalb der Rechengenauigkeit exakt erfiillt
war. Dieser Korrekturfaktor bewirkte eine Aenderung der Parameter )\k und €} im
(k+1) ten Schritt entsprechend den Formeln

= N -
)\k=‘:i"k' €k=€kdk

wo Ay, €1 die nach den Formeln (1.5a) und (1.10) berechneten Gréssen sind,
wiihrend der Korrekturfaktor dk sich nach der Formel

_ . (Pk, Dpk.l)
d =1- o ——— %0
k &-1 (Pk' Dpk)

bestimmt. Diese Korrekturformel wurde nur verwendet, wenn die Orthogonalitits-

relation (py, Dp_;) = 0 wirklich schlecht erfillt war.

Die Rechnung wurde auf der programmgesteuerten Zuse-Rechenmaschine des In-

stitutes fiir angewandte Mathematik an der ETH durchgefiibrt. Diese Relais- Ma-

schine arbeitet im Dualsystem mit gleitendem Dezimalpunkt. Bei der Rechnung
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werden etwas mehr als sechs Dezimalstellen mitgefiihrt. Das mechanische Spei-
cherwerk kann 64 Zahlen speichern. Da in diesem Problem die Vektoren pj und
r, insgesamt mit den Summenkontrollen 124 Komponenten besassen, mussten in
ausgiebigem Masse Zahlen durch Lochung in Filmstreifen gespeichert werden.
Diese Art der Speicherung verlangsamte die Rechengeschwindigkeit, sodass ein
Zyklus etwa 140 Minuten dauerte. Insgesamt wurden 90 lterationen durchgefiihrt.
Nach dem 90. Schritt war der Betrag des Residuenvektors auf ungefihr den 104 ten
Teil der Werte am Anfang der Rechnung hinabgesunken. Da infolge der Run-
dungsfehler der Residuenvektor im 90-ten Schritt nur noch schlecht mit dem mit
Hilfe der Funktionswerte vgy bestimmten Residuenvektor iibereinstimmte, wurde
die Rechnung abgebrochen. Ks wurde dann eine Abschiitzung des. mittleren I"eh-
lers 6 mit Hilfe der folgenden Beziehungen vorgenommen *)

= P
) %
wo P = (&) das mittlere quadratische Residuum und
u n
s = \ (r,r)
% (gD

ist, wobei f den Fehlervektor darstellt. 01, kann angendhert mit Hilfe der Schwarz’-
schen Quotienten 0, und 04 durch logant( ische Extrapolation berechnet werden:

log oy, = log gg --a- (log 03 - log Og)

Die beiden Schwarz’schen Quotienten konnen direkt aus den Parametern )\k und
€} berechnet werden:

92,k sl L1 S
en) A Me-1

(D'k’ Drk) Sk
o =
Bk @Dy "5 32

Im 90. Schritt war das so berechnete 5~6.5 .Dieser Wert scheint zu klein zu sein,
da die Funktionswerte Zahlen in der Gréssenordnung um 10° herum waren und die
7. Stelle bei dieser Rechenmaschine schon unsicher ist.

Die Orthogonalitit des Systemes konjugierter Gewichtsvektoren p) wird durch den
Winkel B, geprift, wo

( Pi» DPk)

B: =
9% Fik iipi, DPi; : sz’ Dpk)

*) Siehe dadiir die in der 2, Fussnote der Einleitung erwihnte Arbeit.
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ist. Stichproben ergaben Abweichungen bis zu etwa 7° vom rechten Winkel.. Da
zudem das System nicht vollstindig war, musste auf die Berechnung weiterer
Lastfille mit Hilfe der Gewichtsvektoren py verzichtet werden.

Der Rayleigh’sche Quotient o 2,k der Residuenvektoren schwankte wibrend der
ganzen Rechnung nur innerhalb der Werte 10.166 und 29.072, Da Og | zwischen
dem gréssten und kleinsten Eigenwert liegen muss, geben die aufgeffibrten Werte
eine untere Grenze fir das Verhiltnis des grossten zum kleinsten Eigenwert.

Diese Grenze kann noch verbessert werden, wenn man die fir die Reziproken des
Parameters A} geltende Ungleichung (2.24) beranzieht. Die Reziproken von A
schwankten zwischen 4.13 und 17.7. Das Verhéltnis des gréssten zum kleinsten
Eigenwert muss also grsser als 7 sein. Die trotz der weniger als 7-stelligen
Rechnung relativ gute Konvergenz ldsst vermuten, dass diese Grenze wenigstens
grossenordnungsmiissig das Verhéltnis richtig wiedergibt, da falls —\nel gros-

ser wire, die Rundungsfehler die Konvergenz wabrscheinlich stark beeintréchti-
gen wiirden.

Benidtzen wir auf Grund dieser Zahlen fir den kleinsten Eigenwert den Wert =

fir den gréssten u. 230, so erhalten wir als optimale Werte fir das Fran el’

sche Verfabren nach der Formel (2.18):

A, = 0.084 e, = 0,22

s s
Untersucht man die Quadrate der Residuen, so findet man, dass diese immer daan
stark abnahmen, wenn )‘k und €y in der Nihe von \_ und €_ waren, und immer
dann zunahmen wenn €) grdsser als ] war. Dieses Verhalten steht also im Ein-
klang mit der Diskussion im Paragraphen 2 und zeigt gleichzeitig auch eine Még-
lichkeit, die Methode der konjugierten Gradienten abzukiirzen, indem man, nach-
dem man sich in einigen Iterationen geniigend Informationen iiber die gréssten und
kleinsten Eigenwerte gesammelt hat, zum Frankel’schen Verfabren ibergeht. In
einem solchen Fall wird man zu Vermeidung grosser Umstellungen in den Rechen-
planen die Gewichtsvektoren p) beibehalten und nur die Berechnung von €) und
A, eliminieren.
Die Verschiebungen fiir eine Kraft von 1 kg, die in der Scheibenmittelebene in
der in Fig. 5 eingezeichneten Richtung angreift, sind in der nachfolgenden Ta-
belle 2 aufgefihrt, Zur Veranschaulichung haben wir die deformierte Scheibe beim
Angriff einer auf 40to vergrdsserten Kraft in Figur 9 dargestellt. Die Spannungen
wurden nach den Formeln (5.4) durch numerische Differentiation aus den Ver-
schiebungen bestimmt imd sind in Tabelle 3 aufgefiihrt. Die Werte am Rande wur-
den dabei weggelassen, da diese durch unsere Rechnung nur sehr schlecht appro-
ximiert werden, Dies ist ohne weiteres erklirlich, wenn man sich vor Augen hilt,
dass man durch die Verwendung eines Dreiecknetzes die homogene Scheibe phy-
sikalisch durch ein Fachwerk ersetzt hat. Dieses approximiert in den innern
Punkten, wo die Stibe symmetrisch angreifen, die homogene Scheibe ziemlich gut,
wihrend auf dem Rande infolge der fehlenden Symmetrie die Approximation
schlecht ist. Eine Verbesserung dieser Randwerte kénnte vielleicht dadurch er-
reicht werden, dass man den Rand aufteilt und fir die einzelnen Sticke die Ls-
sung des Scheibenproblems fiir die unendliche Halbebene und den Keil benutzen
wiirde. Da die Rand werte der Spannungen nicht gebraucht wurden, wurde diese
Vermutung nicht weiter untersucht.
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Yarschie

fiir eine XKraft von 1

Die Zahlem geben die Komporenten des Verschietungsveikctors in dem
eingezeichneten Puniten in Zentimetern on, wobel jede noch mit
108 sy multiplizieren ist.

Anardmmg: U (Komponente in x-Richtumg)

A +1529
a7 ¥V (Komponente in y-Richtung)
N +2002 a +7546
| T
+2349 +2925
1001 o0
+2159 +2343 +2927
a1 41905 Pe4729
| 41947 +2120 ‘2651
Q1108 3196 * 65710
+1456 41542 +1690 +2146
3422 ¥ a0 * 4796 * 8500 P=1kg
+1010 +978 +1048 +1455
$ 2050 ™334 Q6624 R -10803
+462 . +206 +211
416 :
174 oo B -4932 h-8623 N
-8 =476 =725 3539
% =913 4~3454 26763 :elgefl':
y
g ~1064 =-1504 -1795
ﬁf’x 2146 %5100 R 8762 283
158 -2216 -2623 12971
4 21037 4350 % 6937 $ 263
~2920 A 3752
Y2221 %5251 N
=4256 462 hoere o
«4624 ~121
& -3662 -4819
5 5552 o 03 N
- -5772
453 4. 8949 s
6766 -12624
w2 4 -6852
PP
4 -8972 )
~T900
12623
~o 8947
~4
22 |
Tab. 2
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Die Zahlen ergeben mit 10™2 multipliziert die Spanmmgen

44

in kg.or2, Anordmmg: Spanmng in x-Richtung
Spanmamg in y-Richtung
™ Schmbspannung ’
& 5,9 ™
+32,2
29,0 ®
+T4,7
+53,9
& 4 3,6 ®
+17,1 . +72,3
1 =10,3 +50,4
-3,9 *H0 e *
Q
& -0 a9 ey M sy P=1ky
-30,4 +32.2 , +40,4
+ 0,2 -16’5 V22,9 A
38,2 ’ - 0,6 +31,0
- 1,0 +38,6 : +32,0
¢* ~¢‘ - 5:2 -42,1 ¢‘15:2 < 9,0 ¢'m:8‘ +5,5 ?
96,3 ¥21.6 319 18,8
13
& 36,6 %o aa 03,8 22,9
y + 0,9 =403 -21,1
Z 1 ~86,0 +28,0 22,6 ]
% ® - 2,4 ¢“’ 592 ‘¢"-15'6 kg
+94 g8 -38,5 155
= A+ 4,8 ¢*2?,-§ x’fﬁ';
+ 8,0 Tl 2
ﬁ ’ =535 -]z.gig ~¢
&+ 9,8 +12,
+ 3,5 -38,6 -10,3 -12,8
4 ¢+ 9,5 ,¢\ - 35
- 1,1 <19,9 - 1,8
+ 4,1
b‘ ¢ - 5’4 - 6,1 ¢
- 0,5
b - 2,0
& v
e\
3
Tab. 3
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meine ganze Kindheit in dieser Stadt. Nach Absolvierung der
Primarschule besuchte ich das kantonale Gymnasium, wo ich im
Herbst 1944 mit der Maturitit vom Typus B abschloss. An-
schliessend trat ich in die Abteilung fiir Mathematik und Physik
der E.T.H. ein. Im Dezember 1948 wurde mir das Diplom als
Physiker verlichen. Nach anderthalb Jahren weiterer Ausbildung
in theoretischer Physik bei Herrn Prof. Pauli wurde ich im Friih-
jahr 1950 Assistent fir Mechanik bei Herrn Prof. Ziegler. Vom
Herbst 1950 an arbeitete ich auch noch am Institut fiir ange-
wandte Mathematik der E.T.H., aus welcher Titigkeit unter der
Leitung von Herrn Prof. Stiefel die vorliegende Dissertation ent-
standen ist. Im Herbst 1951 gab ich meine Assistentenstelle auf
und folgte meinem Lehrer Herrn Prof. Stiefel nach Kalifornien,
wo ich auf Grund einer Fellowship fiir ein Jahr am Institute
for Numerical Analysis N.B.S., University of California Los
Angeles titig war. Nach meiner Riickkehr aus Amerika im Sep-
tember 1952 nahm ich eine Stelle bei den Flug- und Fahrzeug-
werken A.-G. Altenrhein an und bin seither fiir diese Firma als

angewandter Mathematiker in Ziirich titig.



