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EINLEITUNG

Eines der héufigsten Probleme, das in den verschiedensten Zusammenhéngen
sich dem angewandten Mathematiker stellt, ist die Auflésung von linearen Glei-
chungssystemen. Diese Aufgabe scheint einfach zu sein und wurde theore-
tisch schon vor langer Zeit gelést. Die numerische Behandlung des Problems
bietet jedoch, sobald die Zahl der Gleichungen gross ist, erhebliche Schwierig-
keiten, obwoh!l die Aufgabe nur die Anwendung der elementarsten Rechenopera-
tionen verlangt. Die Schwierigkeiten liegen eigentlich nur in der enormen Hau-
fung von Operationen, die einen grossen Zeitaufwand verursacht und die Genauig-
keit der Resultate erheblich beeintrédchtigen kann.

Das élteste praktische Verfabren ist die Eliminationsmethode, die von Gauss in
systematische Form gebracht wurde und deshalb meist als Gauss’scher Algorith-
mus bezeichnet wird. Seither sind noch einige andere Methoden entwickelt wor-
den, jedoch hat sich dieser Algorithmus fiir die Auflésung kleinerer Gleichungs-
systeme als einfacher und rascher erwiesen. Einzig bei speziellen Gleichungs-
systemen, deren Koeffizientenmatrix ausserhalb der Hauptdiagonalen eine grosse
Zahl von verschwindenden Elementen besitzt, haben sich die besonders in den
letzten Jahren stark entwickelten iterativen Methoden (Relaxationsrechnung)
iiberlegen gezeigt und deshalb eine breitere Anwendung gefunden.

Mit dem Bau von programmgesteuerten Rechenmaschinen mit grosser Rechenge-
schwindigkeit haben sich allerdings die Gesichtspunkte, unter denen die Lé-
sungsmethoden beurteilt werden, verschoben, da die Zahl der Rechenoperationen
nicht mehr eine solche Rolle spielt. Hingegen wirkt bei der Anwendung des
Gauss’schen Algorithmus auf gréssere Gleichungssysteme die Notwendigkeit des
Mitfihrens einer grossen Zahl von Stellen zur Erzielung einer geniigenden Ge-
nauigkeit sebr binderlich. Dazu kommt als weiterer Nachteil dieser Methode beim
Gebrauch von programmgesteuerten Rechenmaschinen, dass sie nicht in ein-
facher Weise zyklisch ist, d.h. die Losungen werden nicht durch mehrmalige
Anwendung desselben Rechenprogrammes gefunden. Die erwihnten Nachteile
fihrten in letzter Zeit zur Entwicklung eines neuen Verfahrens, das sich spe-
ziell fir die Verwendung auf programmgesteuerten Rechenmaschinen eignet.
Dieses unter dem Namen ‘‘Methode der ;(onjugierten Gradienten™ bekannte Ver-
fahren wurde gleichzeitig von Hestenes*’/ und Mitarbeitern, sowie unabhiingigvon
diesen, von Stiefel? gefunden und spiter in einer gemeinsamen Arbeit®’ aus-
fihrlich diskutiers. Die von C. Lanczos entwickelte Methode der ‘“‘minimalisier-
ten Iterationen””4) ist damit nabe verwandt. Die Methode der konjugierten Gras-
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dienten stellt in gewissem Sinne eine Verallgemeinerung der von G. Temples)
diskutierten Methode des steilsten Abstieges dar. Im Gegensatz zur letzteren
beniitzt sie jedoch in jedem Stadium die ganze Vorgeschichte der Relaxations-
rechnung so, dass man theoretisch nur endlich viele Iterationen zur Bestimmung
der exakten Ldsung eines linearen Gleichungssystemes braucht. Zudem kommt
man in jedem Schritt dem L&sungspunkt ndher. In giinstigen Fillen muss man
deshalb nicht alle der theoretisch notwendigen Iterationen ausfiibren, um eine
brauchbare Losung zu erhalten. Andererseits kann man durch wenige zusitz-
liche Iterationen Losungen mit grossen Rundungsfehlern verbessern. Zudem kann
durch geeignete Vorbehandlung der Ausgangsdaten erreicht werden, dass die
Methode stabil beziiglich der Ausbreitung von Rundungsfehlern ist. Die Methode
der konjugierten Gradienten hat sich dank dieser Eigenschaften bei der Aufls-
sung sebr umfangreicher linearer Gleichungssysteme bewihrt und eignet sich be-
sonders fiir die Verwendung mit programmgesteuerten Rechenmaschinen. Als Bei-
spiel haben wir die von uns auf der programmgesteuerten Rechenmaschine des
Institutes fiir angewandte Mathematik der E.T.H. durchgefiihrte Berechnung einer
parallelogrammférmigen Scheibe in die vorliegende Arbeit aufgenommen.

Bei der numerischen Lésung linearer Randwertprobleme treten Differenzenglei-
chungssysteme auf, deren Koeffizientenmatrix ausserhalb der Hauptdiagonalen
zum gréssten Teil Nullen aufweist. In einem solchen Fall stellt die Berechnung
der beiden Parameter in jedem Schritt im Verhéltnis zu den dbrigen Operationen
einen erheblichen Aufwand dar, da sie die Bildung von mindestens zwei Skalar-
produkten erfordert. Deshalb haben wir eine Modifikation der Methode untersucht,
bei der die Parameterfestgehalten werden. Die Verwendung von zwei festen Para-
metern wurde schon von Frankel® in Betracht gezogen, eine ausfithrliche Dis-
kussion und richtige Wiirdigung des Verfahrens fehlte jedoch bis jetzt. Bei dem
modifizierten Verfahren gehen natiirlich viele Eigenschaften der Methode der
konjugierten Gradienten verloren. Vor allem erhalten wir nicht mehr in endlich
vielen Schritten die exakte ISsung. Praktisch ist dies von keiner grossen Be-
deutung. Es geniigt, wenn das Verfahren eine gute Konvergenz gegen die exakte
Losung aufweist, da man die Losung in der angewandten Mathematik immer nur
auf eine beschriinkte Zahl von Stellen genau kennen muss.

Das modifizierte Verfabren, das wir ‘‘Frankel’sches Verfahren’' nennen wollen,
verlangt eine ungefdhre Kenntnis des gréssten und kleinsten Eigenwertes der
Gleichungsmatrix. Wenn diese nur mit grossem Zeitaufwand bestimmbar sind,

wird man mit Vorteil zuerst die Methode der konjugierten Gradienten anwenden
und nach einigen Iterationen mit Hilfe der so gesammelten Informationen auf das
Frankel’sche Verfahren iibergehen. Dieses Vorgehen wird im § 6 an einem Bei-
spiel néher erliutert werden. Der Uebergang ist auch bei der Verwendung von
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programmgesteuerten Rechenmaschinen leicht zu bewerkstelligen, da das Re-
chenprogramm nur kleiner Abénderungen bedarf.

Eine spezielle Eigenheit des Frankel’schen Verfahrens besteht im Auftreten von
Schwingungen, die sich unter Umsténder zur Verbesserung der Konvergenz des
Verfahrens verwenden lassen. Allerdings wird man bei der praktischen Anwen-
dung oft nicht geniigend Informationen besitzen, um ohne grossen Rechenauf-
wand den Schwingungscharakter ausniitzen zu kénnen. Ein weiterer Vorteil die-
ses Verfahrens gegeniiber der Methode der konjugierten Gradienten besteht vom:
rechentechnischen Standpunkt aus in der Méglichkeit, die Rechnung so anzu-
legen, dass man neben der Matrix D des Gleichungssystemes zu keiner Zeit mehr
als zwei Vektoren gespeichert halten muss. Im Hinblick auf die bei vielen Ma-
schinen beschrinkte Speicherkapazitit ist dies vielleicht ein nicht unwesent-
licher Punkt. Gegeniiber dem Gesamtschrittverfahren ), das als Spezialfall des
Frankel’schen Verfahrens betrachtet werden kann, besitzt das Frankel’sche
Verfahren den Vorteil, rascher zu konvergieren. Die Konvergenz ist speziell
bei schlecht konditionierten Matrizen D, d.h. falls die Eigenwerte von D weit
voneinander liegen, wesentlich besser. Deshalb eignet sich das Frankel’sche
Verfahren auch fiir umfangreiche Differenzengleichungssysteme, die bei der
Wahl eines Differenzennetzes mit sehr kleiner Maschenweite entstehen und die
wegen der Proportionalitit des kleinsten Eigenwertes zur Maschenweite eine
schlecht konditionierte Koeffizientenmatrix besitzen.

Am niitzlichsten wird sich wahrscheinlich das Frankel’sche Verfahren in Ver-
bindung mit der Methode der konjugierten Gradienten zur Abkiirzung der Rech-
nung erweisen.
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