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1. Kapitel: Allgemeines

§ 1. Einleitung

Ny Oy W

15

18
18
19
22
27
28

31

31
31
33

33

a) Das Problem. Gegeben sei eine gewdhnliche Differentialgleichung erster
Ordnung. Die Zeit ¢ sei die unabhingige, x die abhingige Variable, Die Glei-

chung kann in der Form
dx .

(1)
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geschrieben werden. Wir betrachten nun den folgenden stochastischen Pro-
zess x(f).

In jedem Zeitintervall (¢, ¢ + df) besteht eine Wahrscheinlichkeit w(x, #) dt,
dass x einen Sprung ausfithrt. Wenn dieser zur Zeit ¢ stattfindet und wenn die
abhingige Variable in (¢ — 0) den Wert y angenommen hat, so hat x unmittelbar
nachher die Verteilung G(y, x, ¢). Vom so erreichten Punkt x aus folgt der Pro-
zess bis zum nichsten Sprung der durch (x, ) gehenden Lésung der Differential-
gleichung. In Figur 1 sind einige Kurven der Lésungsschar und ein moéglicher

X

X

4
e f

Figur 1
Moglicher Verlauf eines Prozesses.

Verlauf des Prozesses x(¢) dargestellt. Der Anfang des Prozesses sei durch die
Verteilung F(x, 0) gegeben.
Wir kennen also

die Differentialgleichung x(%,8),
die Dichte der Spriinge w(y, t),
die Verteilung nach diesen G(y, %, t) ,
die Anfangsverteilung F(x,0

und wollen berechnen?)
die Verteilung von x zu irgendeiner Zeit F(x,1) .

b) Methoden und Resultate. Die Losungen werden auf zwei Arten erhalten.
Mit Integralgleichungen gewinnt man einen besondern Aspekt und allgemeinere
Ergebnisse des « Queueing»-Problems und dhnlicher Fragen (vgl. KENDALL[6]2)).
Durch die Laplace-Transformation ldsst sich unter anderem das «Gerdusch-

1) Auf das Problem der Verteilung im Funktionenraum [im Lehrbuch von DooB [3] mit 2
bezeichnet: x(w), w € 2] treten wir hier nicht ein. Auch die Autokorrelation des Prozesses
wird nicht untersucht.

2) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 33.
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problem» behandeln. Hier wird die Stérung jedoch als unstetig angenommen,
wihrend in der Literatur das Hauptgewicht auf den kontinuierlichen Fall
gelegt wird.

§ 2. Beisprele

a) Wir betrachten ein Reservoir in einer wasserarmen Gegend (zum Beispiel
Jura). Dieses werde direkt durch Regenwasser und nicht durch eine Quelle
gespiesen. x(f) sei das Volumen des gespeicherten Wassers. Wir nehmen an,
Regengiisse erfolgen mit einer Wahrscheinlichkeitsdichte w(f) und seien nur
von kurzer Dauer. Wenn das Wasser sofort in das Reservoir geleitet wird, so
nimmt x jeweils sprunghaft zu. —x(x,¢) ist die pro Zeiteinheit gebrauchte
Wassermenge. Bei leerem Reservoir ist x(0, ) = 0. Wenn mehr Wasser als die
maximale Kapazitit 4 anfillt, so iiberlduft es sofort. Dies bedeutet x(x, f) = —oc0
fir x = A. Im Intervall 0 < x < A4 ist x negativ.

Ahnlich verhilt es sich mit Stauseen fiir Kraftwerke. Die Bedingung, dass
das Regenwasser sofort in den See gelangt, ist allerdings oft nicht erfiillt,
besonders wenn Gletscher oder Wilder im Einzugsgebiet liegen. Ein stetiger
Zufluss kann jedoch beriicksichtigt werden, indem dieser zu x addiert wird.
Fiir die folgenden Rechnungen muss aber % eine bestimmte Funktion von x
und ¢ sein. Weder der allfillige stetige Teil des Zuflusses noch der fiir die Kraft-
erzeugung bendtigte Abfluss diirfen ein stochastisches Element enthalten.

b) Im Lagerungsproblem ist x(¢) die Menge der zur Zeit ¢ gelagerten Giiter.
w ist die Wahrscheinlichkeitsdichte, dass eine neue Sendung eintrifft. G(y, x,1)
ist die Verteilung von x nach deren Ankunft, wenn vorher die Warenmenge y
betragen hat. Wir nehmen an, der Verkauf erfolge stetig. —x ist die Verkaufs-
geschwindigkeit. Auch hier hat man die Bedingung

2(0,8) =0, xz(x,t) <0 fir x>0.

c) Auch das Warteproblem (queueing problem) kann in dieser Form dar-
gestellt werden. x(#) ist jedoch nicht die Anzahl wartender Personen, sondern
die durch diese fiir den Bedienenden aufgespeicherte Arbeit. w(y) ist die Wahr-
scheinlichkeitsdichte, dass sich jemand anschliesst, wenn die Linge der
Schlange, ausgedriickt in Arbeit, y betridgt. G(x — y) ist die Verteilung der
Arbeit, die ein Ankommender bringt. —x(x, #) ist die Geschwindigkeit, mit
welcher der Bedienende arbeitet.

d) Ein Geiger-Miiller-Zahlrohr 16st bei jedem registrierten Partikel einen
kurzen Stromstoss aus. Dieser gelange auf einen C R-Kreis. Wie lautet die
Wabhrscheinlichkeitsverteilung der Spannung x am Kondensator? Bei jedem
Stromstoss nimmt letztere sprunghaft zu und folgt zwischen den Unstetigkeiten

der Differentialgleichung
X

¥="CR"



Zahlrohr

Figur 2
Die Schaltung eines Zihlrohrs.

Abnlich sind die Verhiltnisse bei den Stérungen in einem Radio, wenn
diese unstetig, und nicht, wie meist angenommen wird, kontinuierlich erfolgen.

§ 3. Die Hauptformel

Ableitungen seien im Sinn von SCHWARTZ [10] verstanden. Wir betrachten
die Anderungen von F(x, #) lings einer Lésung der Differentialgleichung. Es ist
also dx = % dt. F(x + dx, t + df) setzt sich aus zwei Teilen zusammen: wenn

X

dx=xdt

t o d
Figur 3

y < x ist und kein Sprung stattfindet, was mit der Wahrscheinlichkeit

x

[ —dew(y, mare,o

-0

erfolgt, bleibt F lings der Losung der Differentialgleichung konstant. Dann
ist noch der Einfluss eines Sprunges zu beriicksichtigen. Wir erhalten die
Gleichung

Flo+dv, t+di) = [[1 — dtw(y, ] dF(y, ) + dt /w(y, 1) G(y, x, #) dF(y, 1) .

—00 ~ 00



Nun fithren wir das totale Differential dF ein und dividieren durch d¢:

x o
oF . oF
Srat S = [e 9 dF0.0 + [wly,0 G, % dF(y, Y .

Wir bezeichnen mit E(z) die Heavisidesche Funktion
E@y=1 fir 2=0, E(=0 fir 2<0,
und definieren H(y, %, ¢) durch
H(y, x,1) = E(x — 5) — G(y, %, 1) . (2)
Damit erhalten wir die fundamentale Formel

LA A / w(y, t) H(y, x, ) dF(y, 1) . 3)

2. Kapitel: Losung durch Integralgleichungen
§ 4. Herlestung der Integralgleichung

Diese Methode ist geeignet zur Losung des stationdren Falles der Beispiele
a), b) und ¢) von § 2.
% sei eine nicht negative Variable. Wir setzen a(x) = — x und verlangen

a(0) =0, a(x)>0 fir x> 0. )

Es sei f(x, ) = 0F/dx. Wenn wir die Abhingigkeit von ¢ nicht mehr explizit
ausdriicken, erhilt (3) die Form

() al) — 57 = [wl) Hiy, x) dF(y)

Da x nicht negativ ist, geniigt es, die Integration von — 0 bis oo auszufiihren.
Wir zerlegen den Bereich in (—0,4-0) und (+0,00). Fiir alle positiven x
diirfen wir durch a dividieren und erhalten nach einer kleinen Umstellung

Oow(y) H(y, x) _ w(0) H(O, #) 1 oF
_/‘ am W= TO e O

+0

Diese Gleichung hat die Form

/ K(x, 9) f(3) &y = o() ©)



mit
1 oF

_ w(y) H(y, %)
K(x, y) = —= =~ a(x) F(O)‘i'm'w-

a(x)

Im stationdren Zustand fillt der letzte Term weg. Damit wird (6) eine
Integralgleichung vom Typ von FrEDHOLM. Zur Losung beniitzen wir die
Neumannsche Reihe. Wir setzen

K(x, y) = K(x, y)
Kn(x, 9) = / K(x, w) K"(u, y) du = / Kn3(x, w) K(u, y) du,

K*(x,9) =K+ K2+ K3+ K¢+ -+ + K"+ «-- .

Ferner brauchen wir die Reziprozitdtsformeln
K*=K +/K(x, u) K*(u, y) du = K +/K*(x, u) K(u, y) du . (7)
0 0
Im stationéren Fall ist

p(¥) = F(0) K(x,0) . | ©

Somit erhilt man aus (6)

[e9]

) — [ K(x, 9) fiy) dy = F(0) K(x,0) .

Die Losung davon ist

f(x) = F(0) K(x, 0) +/K*(x, u) F(0) K(u, 0) du = F(0) K*(x, 0) .
¢
Integriert man die Gleichung iiber #, so ergibt sich

1— F(0) = F(0) / K*(x, 0) dx ,

F(0) = ! 10 JE ) R (9)

o0 (o]
1+ [K*(x, 0)dx 1+ [K*(x, 0) dx
0 0

Dies ist die Losung fiir den stationdren Fall.
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Falls alle Spriinge positiv sind, was wir fiir dieses Kapitel im folgenden
voraussetzen wollen, so ist G(y, x) = O fiir y > x. Diese Eigenschaft iibertragt
sich auch auf H(y, x) und damit auf K(x, y). In diesem Fall ist das Integral
in (6) nur bis x zu erstrecken; die Gleichung ist vom Typ von VOLTERRA.

§ 5. Eigenschaften der Kerne
und elementare Losungsmethoden fiir Volterra-Gleichungen

a) K*(x, y) hingt von x, y und von der Funktion K (#, v) ab, jedoch nur von
den Werten im Bereich y v <u < .

14
4

/

5% > U

Figur 4
Der Bereich, in dem K({%, v} auf K*(x, y) einen Einfluss ausiibt.

Beweis durch Induktion nach #. Da es sich um Volterra-Gleichungen han-
delt, ist K(x, y) = O fiir y > x. Man kann daher den Integrationsbereich auf

y < u £ x beschrinken und erhilt
Kn(x, y) = / Kn3(x, u) K(u, ) du .
y

Nach der Induktionsannahme héingen nun die Faktoren des Integrals und
die Grenzen nur von #, ¥ und von K(u, v) im angegebenen Bereich ab, und
somit gilt dies auch von der linken Seite. Fiir n =1 ist die Behauptung erfiillt.
Durch die Summenbildung wird die Eigenschaft nicht zerstdrt und gilt daher
auch fiir K*(x, y).

b) Wenn

L(x,9) = K(x,9) 20,
dann ist
L*(x, y) = K*(x, 5) 2 0. (10)
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Denn bei der Bildung der iterierten und 16senden Kerne werden nur Pro-
dukte, Integrale und Summen positiver Grossen gebraucht. Somit bleiben die
Ungleichungen erhalten. (Dieser Satz gilt allgemein fiir Fredholm-Gleichungen,
wenn die Neumannsche Reihe konvergiert.)

Esist w = 0 und @ > 0. Da nach Voraussetzung alle Spriinge positiv sind,
ist H = 0. Somit ist auch K(x, y) nicht negativ.

c) K(x y) = M(x, y) + L(x, y).

L sei eine kleine Korrektur, so dass die hohern Iterierten davon vernach-
lissigt werden kénnen. Diejenigen von M sollen aber alle beriicksichtigt werden.
Wir fithren noch den Einheitskern I(x, y) ein durch die Definition

I(x,y) = 6(x — y) (Diracsche §-Funktion, vgl. ScawarTz [10]).

Wir schreiben hier die Faltung kurz als Produkt:

o0

/K(x, u) L(u, y)du = KL .

0

Fiir jeden Kern ist M = M I = IM. Ferner setzen wir M' = I + M* und
behaupten
K¥=M*+ M LM +M LM LM +..-. (11)

Wir verifizieren die Gleichung durch die Reziprozititsformel. Es ist
K+KK¥=M+L+ M+ L)(M*+ M LM +M LM LM +--.)
=M+MM*+MM LM + MM LM LM + .-
+L+ LM+ LM LM +---.
Nun ist nach (7) M 4+ M M* = M*, und aus der Definition von M’ folgt
L+ LM*=LM und I+MM =1+M+MM*=1+M*=M.

Also wird
K+ KK¥=M*+MILM +MLM LM +.-.=K*,

was zu zeigen war. (Auch dies gilt, falls die Reihe konvergiert, im Fredholm-
schen Fall.)

d) K sei ein Faltungskern: K{x, y) = K(x — ). Durch Induktion folgt,
dass K™ und K* auch nur von x — y abhingen. Wir filhren die Laplace-Trans-

formation ein:
o

M(s) = [ e K(z) dz.
J
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Die Transformierte von K ist die #-te Potenz von M. So wird

M(s) .
M*(s)=M(s)+M2(s)+---:1—_M_(S) fir |M(s)|<1. (12)
Von M* erhilt man K*(x) durch Umkehrung der Transformation.
Wenn K(x — y) nicht analytisch ist, so ist im allgemeinen auch K* nicht
analytisch. In diesem Fall diirfte die Umkehrung der Laplace-Transformation
schwierig sein. Hingegen erhdlt man auch in diesem Fall leicht

M(0)

/ K*(x) dx = M¥(0) = ;2o wenn | M(©0)] <1. (13)

Dadurch sind die Normierung von F und mit den Ableitungen von M*(s)
in O auch die Momente gegeben.

Diese Methode ist nicht identisch mit der von Kapitel 3. Hier wird die
Laplace-Transformation zur Losung der Integralgleichung (6), dort zur Lésung
der Integro-Differentialgleichung (3) verwendet.

Yy

Figur 5
Die Zerlegung des Gebietes 0 < v < x.
e) K(x,y)=L(x,y) in x< 4,
K(x,3) = M(xy) in y = 4,
K(x,y)=N(x,y)in x =2 A4,y< 4

(vgl. Figur 5). Nach a) ist im Dreieck 0 <y < x < 4 K* = L* und im Bereich
von M K* = M*. Im Gebiet von N gehen wir von den Reziprozitdtsformeln
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aus. Es ist

K*(x,v) = K(x, 9) + f K (%, u) K*(u, y) du + / K(x, w) K*(u, ) du
¥y A

A x
= N(x, y) —}—/N(x, u) L*(u, y) du +/M(x, w) K*(u, v) du .

Die ersten beiden Summanden sind bekannt. Nun halten wir v fest und be-
niitzen die Abkiirzungen

4
ful®) = K*(x, ), g(%) = N(x, ) +/N(x, u) L*(u, y) du .
v
Damit erhalten wir die Integralgleichung

fol) = &) + | M) f0) du.
Diese hat die Losung
o) = K*(x, 9) = () + | (2,10 g, () du. (14)

Damit ist das Problem gel6st.

Das Verfahren kann auch iteriert werden, indem die Definitionsbereiche
von M oder L wieder unterteilt werden.

Zwei Spezialfille:

1. K(x,v)=L(x,y) fir x<A4,
=0 fir x=4,

K*(x,y) = L*¥x,y) fir x<{A4,

=0 fiir x=4.

2. Kx,y)=L(x,y) in x<4,
=N(x,v) in x=24,y<A4,
=0 in y=4. ’

Hier ist M = 0. Also verschwindet auch M*, und wir haben

A
K*(x, y) = N(x, y) +/N(x,u)L*(u,y)du in x=4,y<A4.
y

f) Es sei
K(x, ) =40l L 9).
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Im Ziahler steht eine beliebige Funktion von #, im Nenner dieselbe Funktion
von . Mit Hilfe der Reziprozititsformeln verifiziert man leicht

K*(x, 9) = 2% Lx(x,3) . (15)

)
g) Es sei

Kx,y)=f(x)gly) fir x=y, Kkx vyv)=0 fir x<y, (16)
GOURSAT [5] hat auch die Verallgemeinerung auf

th g(y) fir x=y, K{x,v)=0 fir x<y
behandelt. Aus der Reziprozititsformel erhalten wir

K*(x, 9) = f(x) [ )+ / gw) K*(w, ) d ]

Nun leiten wir partiell nach x ab (auch hier im Sinn von SCHWARTZ):

K¥(x,3) = {'(3) o+ /(2) g(x) K*(x, 3) = K*(x, 9) (L0 4 f(2) (),
(%) (%)

2o M) = L8 1) ()

und analog

ﬂln K*(x, ) = %((yy—)) — f(v) g() -

Das Minuszeichen kommt daher, dass das Integral hier nach der untern
Grenze abgeleitet wird. Durch Integration erhilt man

In K*(x, y) = In f(%) g(y) + f f(u) (17)

h) K(x, y) konne im Dreieck 0 < y < x < 4 durch die Potenzreihe
%, y) = b v
2

dargestellt werden. Fiir K*(x, v) setzen wir die Reihe

X)) =D py XY™
nm
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an. Wir setzen diese in die Reziprozitidtsformel

Zanmx"ymzzb”xiyf—i-/zbi,-xiu"Zaklu"y’du
nm 77 ;0 K1

Al TR gL Xt yl+:i+k+1)

b' 7 akl ( R e T
”.Zk: b i+ kR+1 j+RE+1

=D by xiyl +
i

ein. Durch Koeffizientenvergleich erhélt man

1 1
pm = bpm + 2, an~i-:’—1,mbii 7 —1 2, bniak,m~3‘—k—l i+ k+1°
,520,1,2,...,i+j S n—1 $,Em0,1,2,. ... +hSm-1

(18)

Die Koeffizienten kénnen rekursiv berechnet werden. Insbesondere ist

G,7=0,1,2,...,i+]<n—1).
(19)

Ay = Qpo = bno + Z bii Ap_i—j-1
i

n— 1

Da wir nur K*(x, 0) brauchen, fithren wir den Konvergenzbeweis nur fiir
2 a, x* durch. Fiir jedes B< A konvergiert die Reihe fiir K(x, y) in x < B
absolut und gleichmdssig. Also gilt in diesem Bereich

Lix,y) =) |by| ¥y = M.
17

Wenn wir in (19) b;; durch | b,;| ersetzen, erhalten wir statt der a,, Koeffi-
zienten, die wir mit ¢, bezeichnen. Es sind alle ¢, = 0. Der Konvergenzradius
von ' ¢, x” sel . In 0 < x < p wird L*(x, 0) durch diese Reihe dargestellt.
Wir miissen zeigen, dass p = B ist.

Wir wihlen N so, dass

R 1
Hé‘zvlb”[ BiBi<e, e< 3y
und setzen
C,=Max(cy, ¢, B, ¢, B?, ..., ¢, 4 B*1)
und

B = Max ((Byo| B, [Byy1,0 B, By, o] BY, ).

Es ist

" o 1

-1

<B.+B an |b;;] Bi+ 171;~
if .

]
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Wir zerlegen die Summe in7+ § < Nund7+4 7> N. Essein > N,
1
Canéﬂn—*‘CnB?:TM‘FBC"E.
Wir wihlen nun # so gross, dass

Cn
n-Nz=3BM und g,<l%el< G
Damit wird

¢, B <C,.

Daraus folgt, dass die ¢,, B® beschrinkt sind. Also konvergiert die Reihe in
% <B. Da dies fiir jedes B < A4 gilt, ist der Konvergenzradius mindestens 4.
Nun ist aber |a,| = ¢,, man hat also eine konvergente Majorante der Reihe
K*(x,0) = 2 a, x™

§ 6. Anwendungen
a) Die Sprunghéhe sei exponentiell verteilt, das heisst
Gy, x) =1—e "9 fir x>y

(vgl. §11). Es ist somit
H(y, x)=¢e?=2% fir =y, H(y,x)=0 fir x<y; a=a(x), w=uwy).

a und w sind beliebig. Dies bedeutet im Beispiel des Schlangestehens, dass die
Geschwindigkeit, mit welcher der Beamte arbeitet, und die Wahrscheinlich-
keitsdichte, dass sich jemand anschliesst, beliebig von der Linge der Schlange
abhédngen konnen. Es ist

K, 9) = 45 evuly) = ((#) gly) fir x 2.

Somit erhdlt man nach §5 g)

In K*(x, y) = h(y — x) + In w(y) — In a(x) + aﬂ(‘;‘} du
v
und damit insbesondere
fw(u}/a(u) du
w(0
K*(, 0) = 3%))» ke . (20)
b) Beschrankung der Variablen. Bei Reservoiren wird %= —oo firx = 4,

und somit K =0. Aus §5e) ist ersichtlich, dass K*(x, 0) =0 fiir x = 4,
wihrend fiir x <A K* nicht von 4 abhidngt. Aus Gleichung (9) ist leicht der
Einfluss auf F{x) abzulesen, der von einer Verinderung von A herriihrt: die
Verteilung wird in 4 abgeschnitten (truncated) und neu normiert.
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K = 0 tiir y = 4 kann im Schlangenproblem auftreten, wenn zum Beispiel
ein Arzt keine neuen Anmeldungen entgegennimmt, falls er mit Arbeit iiber-
lastet ist. Wenn also y = 4 ist, so wird w = 0.

c¢) Ein von BLanc-LAPIERRE und FOrTET [1], Seite 31, angegebenes Beispiel
(Ausfluss von Wasser aus einem Gefiss, das unten eine Offnung hat und tropfen-
weise aufgefillt wird). Hier ist a(x) = Vx. Wenn die Verteilung der Tropfen-
grosse (also der Sprunghéhe) exponentiell ist, so wird nach dem obigen, mit
w=1

L [1/Vuan . B
K*(x,0) = —— ¢ 0 = gk#+2lx (21)

V Ve
Das zur Normierung notwendige Integral kann durch die Substitution

v = Vx auf ein Fehlerintegral zuriickgefiihrt werden.

Wenn die Sprunghéhe konstant = ¢ ist, so wird K(x, y) = w(y)[Vx im
Halbstreifen 0 < x — y<{c¢, y = 0, sonst 0. Mit einer dhnlichen Methode wie
in § 5 e) kann K*(x, y) sukzessivein 0 < x -y <¢, c < x—y<2¢,... be-
rechnet werden. Die Rechnungen werden jedoch bald umsténdlich.

Wenn die Sprunghoéhe klein ist im Verhéltnis zum mittleren Wasserstand,
so kann # nidherungsweise linearisiert werden. Falls ausserdem w in bezug auf
v linearisiert werden darf und G nur von x — y und ¢ abhingt, so lisst sich die
Lésung auch im nichtstationdren Fall mit der Methode des § 8 berechnen.

d) Ein Beispiel, wie die Methode von § 5 e) weitergefithrt werden kann. Die
Sprunghéhe sei konstant = 1, 2 und w seien konstant. Wir setzen w/a = ¢. So
wird, 0 < y < x stillschweigend vorausgesetzt,

Kx,y)=¢c in 0=Z2x—y<1, Kx,v)=0 in 1Zx—y. (22

In 0 < x<1ist
K*(x, y) = c etle—v) |

In1=< %<2 wird

1 1
¢4(x) = N(x, 0) +/N(x, w) L*(u, 0) du — 0 +/cc v duy — ¢ ot — ¢ lam)
0 x-1

Wegen K=K(x—y)istin 1 =u < x<2
M*(x, u) = K*(x — u) = ¢ ecle-u) |
Setzt man dies in (14) ein, so erhilt man durch Integration

K*(x,0) = et®-1 (cet + ¢ — ¢ — c2 %) .
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Dieses Resultat legt den Ansatz nahe
K¥(x,0)=P,(3)ec?, z=x—mn.

Der Index von K* gibt an, dass die Formel fir » < x<<#n 4 1 gilt. P, ist
ein Polynom z-ten Grades. Wir verifizieren die Gleichung durch die Reziprozi-
tatsformel. Fiir » = 1 ist

x-1 n x
K*(x, 0) = K(x, 0) +/o K* du +/c K* (u, 0) du +/cK*(u, 0) du
0 x-1 ”

1 z
—0+0 +/c Py_y() €% du +/0Pn(u) e du .
% 0
Nun setzen wir

% R, (2) :/Pn(u) e du
also
P,(z) = c R,(z) + R, (2) .
Damit wird

P,(z)efr=c R, (1) ¢ —c R,_; (2) e¢* + ¢ R,(2) e¢* — ¢ R,(0) .
Die Glieder mit ¢°* ergeben
Pu(z) = ¢ Ry(z) — ¢ Ry y(2) -
Wenn wir noch den Zusammenhang von P, R und R’ beriicksichtigen:
R(z)=—cR, ,(2).
Der Vergleich der Konstanten ergibt

, R,(0) = ¢ Ry4(1) .
So erhilt man rekursiv

Ri(z)=—cz+t e

Pz)=—c2z4+cet—c,

Rz(z)=%222—cecz—ce“+62° (23)

P,(2) =£2i22~czz(ec—1)+ce“~(c—!—cz)ec,

............................................................

Auf diese Art kann K* etappenweise berechnet werden.
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e) In gewissen Fillen ist auch die Kombination von § 5 d) und e) vorteil-
haft. So kénnte im vorigen Beispiel, da K = K (x — y) ist, die Laplace-Trans-
formation gebraucht werden. Bereits durch M (0) = ¢ erhdlt man nach (13) die
Normierung

/K*(x, Odr=15r, FO =g = 1-
0

Kombiniert man die Methoden, so erhidlt man schrittweise die exakte
Dichtefunktion f(x).

Der Vorteil der Laplace-Transformation liegt darin, dass die Normierung
und die Momente leicht exakt erhalten werden. Mit der Methode von § 5 e)
erhilt man die Normierung — wenn «x nicht beschrinkt ist — erst asymptotisch,
dafiir die (allerdings noch nicht normierte) Dichtefunktion exakt. Der Haupt-
vorteil liegt jedoch darin, dass sie auch fiir den Fall gilt, wo K nicht Funktion
von x — y ist. Dies kommt besonders zur Geltung, falls a(x) sprunghaft
variiert. Dies tritt ein, wenn in einem Kraftwerk die Anzahl der in Betrieb
gesetzten Turbinen vom Wasserstand des Stausees abhingt. Auch bei einem
Schalter kann dies vorkommen: ein Beamter bedient, wenn die Schlange kurz,
zwei, wenn sie lang ist.

3. Kapitel: Losung durch die Laplace-Transformation
§ 7. Herleitung der Differentialgleichung

Wir iiben auf (3) die zweiseitige Laplace-Transformation aus.

/7/‘ i+ _‘z)f) esvdx — — /t dx /oo w(y, §) H(y, v, ) dF(y, 1) . (24)

w, H und die Losung F seien so, dass in einem Bereich B der s-Ebene die verwen-
deten Integrale existieren. Nun setzen wir voraus, dass H eine Funktion von
x — y und ¢ ist, dass also die Héhen der Spriinge nicht davon abhingen, von
wo aus dieselben erfolgen. Denn unter dieser Voraussetzung erhilt man rechts
eine Faltung. Nicht angegebene Integrationsgrenzen sind in diesem Kapitel
(ausser § 11) — oo und + oo. Die rechte Seite von (24) wird, abgesehen vom
Vorzeichen,

/ / H(x — y,8) e5e=9) ey w(y, ) dF (y, {) dx — / H(z t) ess dz [w(y, ) ey dF (9, 1) .

Damit wir die Transformation der Produkte bilden kénnen, setzen wir zu-

nichst voraus, dass
N

=il ) = X alt) % w(n )= 3 pal) 9

k=0
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Wir definieren nun

Ms, f) = / oo f(x, ) dx, h(s,f) = / e dH(x, 1) , (26)
und setzen voraus, dass in einem Teilbereich B’ von B fiir alle ¢
lim es* F(x) =0 und lim e**H(x)=0. (27)
x—>1 o0 r—> 400

Somit erhilt man durch partielle Integration
/ e F(x) dx = — - M(s), / ersH(x) dn = —+ h(s).
M bedeute die partielle Ableitung von M nach ¢, M™ die n-te nach s. So ist

M(s, 8) / o83 f(x, ) dx .
Damit erhilt man die Gleichung

Y e, M) — LM =L 3
oder

f MW(s, 8) [an(t) s + palt) b(s, )] + M(s, t) = 0 . (28)

Man hat also hier eine partielle Differentialgleichung N-ter Ordnung fiir
M mit der Anfangsbedingung, dass M(s, 0) die Laplace-Transformierte von
f(x, 0) ist.

§ 8. Losung der Gleichungen erster Ovdnung

Im Fall N = 1setzen wir — %(x, §) = a(f) + b(f) xund w(y, &) = p(§) + ¢(t) y.
Somit lautet die Differentialgleichung

[a(t) s+ p(t) h(s, )] M + [b6(8) s + q(t) h(s, )] M' + M =0 . (29)

Fir K =In M, die erzeugende Funktion der Kumulanten (Semiinvarianten),
lautet die Gleichung

(@s+ph)+(bs+qhK +K=0. (30)

Wir fithren statt s eine neue Variable # = u(s, ) ein. Es ist

oK 0K ;0K [ ou ou
0K\ 0K Ou oK ()IS) _ 0K ou
(()—t)s (71)5 ¢

oK

S at,

T ow e T or = ou T os
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In die Gleichung fiir K eingesetzt -
oK ([ ou ou oK
(@s+ph)+5 (g (bs+qh)+7¢_) + 55 =0.
Der Faktor von 0K/0u kann zum Verschwinden gebracht werden, wenn fiir

u = const die Losungen der gewéhnlichen Differentialgleichung

ds
Ew:bs-i—qh (31)

beniitzt werden. Man erhélt somit mit s = s{u, ) und % = s fiir £ =0
T
K(s(w, T), T) = — / [as(u,8) + p h(sw, 8), 8)] dt + K(w,0).  (32)
0

Die Integration ist lings # = const auszufithren. Am Schluss ist die Koordi-
natentransformation von s nach » wieder riickgidngig zu machen.

Zunichst einige Spezialfille.

a) Wenn g fiir alle ¢ verschwindet, w also nicht von y abhéingt, so ist die
Koordinatentransformation von %, und damit von G unabhéngig. Man erhilt

as
dt
‘Wir setzen

. T
f blz) de - f () dv
S=uce , also s=Se!

Somit erhalten wir

T —ﬁ(‘r)dr
K(S, T) = «/p(t) h<$e t ,z> di

T T
T ‘/b(t) dr —fb(r)dt (33)
——/a(t)Se” d+KSe® 0

=K +K,+K,.

K ist eine Summe von erzeugenden Funktionen von Kumulanten. Also ist
F(x, ?) eine Faltung von drei unabhingigen Verteilungen.

K, hingtvon S, T,b,pund k,  aber nicht von & und F(x, 0) ab.
K, hingt von S, T, a und b, aber nicht von ¢, 4 und F(x, 0) ab.
K; hingt von S, T, b und F(x, 0), aber nicht von a,  und % ab.
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Wenn wir p = 0 setzen, so bleiben K, und K, ungeindert. Diese Funktionen
geben also nur an, wie die Anfangsverteilung lings den Losungen der Differen-
tialgleichung (1) gefithrt wird. Der Einfluss der Spriinge wird durch K, dar-
gestellt (vgl. LEvy [7], §12,19).

b) Die Differentialgleichung (31) ldsst sich auch noch leicht 16sen, wenn
b, ¢ und % nicht von ¢ abhidngen. In diesem Fall kann die Gleichung separiert

werden.
ds

ds
-WQIZ(#, /m?i:t‘{‘u- (34)

Durch Umkehrung dieser Gleichung erhdlt man s(%, ). Dies setzt man in (32)
ein, integriert und driickt dann wieder # durch s und £ aus.
¢) Die dussern Bedingungen seien konstant. Wenn eine stationire Verteilung

existiert, so ist X = 0, und man erhilt
K'(s) = _astph (35)

Bei der Losung tritt eine Integrationskonstante auf. Diese kann nicht aus
der Anfangsbedingung erhalten werden, wie bei der Losung der partiellen
Differentialgleichung, da F(x, 0) im stationdren Fall nicht bekannt ist. Da
aber K die erzeugende Funktion der Kumulanten einer Wahrscheinlichkeits-

verteilung ist, muss K(0) = O sein. Somit wird
°

. saz—i- P h(2)
K(s) = — bt ghle) az . (36)
0

Nun zuriick zum allgemeinen Fall. Wir 16sen das Problem ohne den Umweg
iiber die Variablentransformation mit Hilfe der Taylor-Reihen in bezug auf s.
Wir bilden

e

st ph) =3 dyt)sn, (bs+gh =3 Byt)s", ]

M(s, t) = 2 m,(t) s, K(s, t) = 2 k() s™
n=0 n=0
n!lm, (=M,) ist das n-te Moment von F(x, ), insbesondere ist also mg = 1.
n! k, sind die entsprechenden Semiinvarianten (Kumulanten). Da H die Diffe-
renz der Verteilungen E und G ist, wird

h({0) =0, n!h™(0)= —n-tes Moment von G.
Also
Ay=0, A, =a— p-mittlere Sprunghoéhe,

n! A, = — p- n-tes Moment der Sprunghdhenverteilung G.
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Analog mit den B,,. Man kann diese in (29) einsetzen und erhilt sukzessive
lineare, inhomogene Differentialgleichungen fiir die Momente m,(¢), my(¥), ... .
Dain (30) (@ s+ p 4) als Summand und nicht als Faktor auftritt, werden die
Differentialgleichungen fiir die Kumulanten etwas einfacher. Durch Koeffi-
zientenvergleich erhilt man

Ao+ 3 But) kiy (i + 1) + by = 0. (39

n = 1 ergibt die Gleichung
ky+ kB + A, =0.

Dies ist eine gewdhnliche, lineare, inhomogene Differentialgleichung erster
Ordnung fiir £,(f). » = 2 gibt

Ry 2ky By + (ky By + Ay = 0.

Der Ausdruck in der Klammer ist nach dem vorigen bekannt. Somit kann
auch %,(¢) berechnet werden. Solange die Momente von G existieren, erhilt man
lineare Differentialgleichungen fiir 2, &, %;, ... . Die Anfangswerte %,(¢) sind
durch die Semiinvarianten von F(x, 0) gegeben.

§ 9. Die Gleichungen hiherer Ordnung im stationdiren Fall

Wir betrachten zunichst den Fall N = 2 von (28). Es sei
w(y) =p+qy-+ry?, —x(x)=a+bx+ca2
Somit erhilt man im stationdren Fall
M'(cs+rh)+M (bs+gh)y+Mas+ph)=0. (39)

In der Losung treten zwei Integrationskonstanten auf. Diese miissen so
gewahlt werden, dass M die Laplace-Transformierte einer Verteilung ist. Die
Bedingung M (0) = 1 Liefert sofort eine der Konstanten, die ausdriickt, dass die
gesamte Wahrscheinlichkeit = 1 ist. Die andere muss zum Ausdruck bringen,
dass die Dichtefunktion f(x) = 0 ist. Notwendige und hinreichende Bedin-
gungen, dass M (i s) eine charakteristische Funktion ist, sind bekannt. Die-
jenigen, welche sich auf globale Eigenschaften beziehen, kénnen nur dann
ohne weiteres angewandt werden, wenn (39) geschlossen integriert werden kann.
Im Falle, dass die Differentialgleichung durch eine MacLaurin-Reihe integriert
wird, lassen sich diese Kriterien nicht gut anwenden. Hingegen kénnen unter
dieser Annahme wenigstens Ungleichungen fiir die Koeffizienten dieser Reihe
hergeleitet werden.



Wir bentitzen wieder den Ansatz (37) und die analoge Gleichung
00
cs+rh= 3 C,s.
n=0
Wir fithren dies in (39) ein und setzen den Koeffizienten von s* = 0:

2 +2) G+ D) mypCoy + E+ 1) My By +m; A, ] =0
=0
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(40)

Dabei ist m, = 1, wihrend m, = m noch bestimmt werden muss. Wir gewinnen
Ungleichungen fiir s, wenn wir diejenigen fiir die absoluten Momente (siehe
zum Beispiel CRAMER [2], Seite 176) beniitzen. Wenn wir folgern kénnen, dass
¥ sicher nicht negativ ist, so stimmen die gewdhnlichen Momente mit den

absoluten iiberein. Es muss also, wenn
M, =n!m,
die Momente von F(x) sind, gelten
MM, M,
Diese Ungleichung ist schirfer als die 6fters gebrauchte
M < M

und fithrt in unserm Fall iiberdies auf einfachere Rechnungen. Beispiel:

w(y) =24y, —x=2x2, also x(t)=tlt .
]
Wenn alle Spriinge die Héhe 1 haben, ist
2 3
~h:s+%+%+..._
Man erhilt also aus (39),
SM"+(2M+Myh=0,
M'=— @M+ M) 2,
2 2
My+ Mys+ M, 5+ = (24 m+ @m+ My s+ (2 My + My) 5+

2
X(1+_\2g"’+"36_.“);
M2=2+m,
7
1143:2m+M2+1+%=?m+3,

M4=—§-+?+2m+M2+2M2+M3:9§-+ S%m,
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Nun bilden wir die Ungleichungen
My—-m*=24+m—-—m>=0 (m<2),
Mym— M= " m*43m—4—4m—m=0,

S5m—2m—8=0 (m=148).

M, M, — M7 =0 und M; M, — M7 = 0 geben keine Verschirfung der Un-
gleichungen fiir m, hingegen eine Relation zwischen den absoluten Zentral-
momenten: y; = o% Allerdings ist dies eine Gleichung vierten Grades in .

po—ct=M —4mM;+6m>*My,—3m*— 2+m—m?)2 =0,
55 T imimi8mi—4mi=0 (m<183),

also 1,48 < m < 1,83.

Wenn % rational ist, so werden nach Multiplikation mit dem Nenner die
Klammern in (39) Polynome in s. Man erhélt so eine Rekursionsformel fiir die
Momente M,,.

Beispiel. Die Sprunghéhe sei exponentiell verteilt. Also ist H = e~** fiir

x = 0, und es wird
oQ

1 >
— — (s—k)z _
S h(s) /e dx =

s—Fk’

h(s) = . (42)

Wir dividieren (39) durch % und erhalten

M'(cs—ck+n+MObs—bk+q)+Mas—ak+p)=0.

Auf die Integration dieser Gleichung durch die Methode von LAPLACE
kommen wir in § 11 zurlick. Hier verwenden wir die Momente. Wir leiten
n-mal ab und setzen s = 0.

M, ot —ck)+ M, s(g—bk+cn)y+ M, p—ak+bn)+M,_jan=0.

Es sei nun

k=1 —x=5x+2%, wy)=104y.
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Setzen wir diese Werte ein, so erhalten wir

Myyo= M,y (n—4) + M, (514 10),

My=1,
Mlzm,
My=10—4m,

M,=-—30+2Tm,
M, = 260 — 134 m

Da hier x = 0 ist, kénnen wir (41) anwenden.
n=1: 10-4m—m2=0 (m<1,742),
n=2: 11m?+50m —100 =0 (m = 1,503),
n=23:1700 - 760 m — 193 m? = 0 (m < 1,593).
Die folgenden Ungleichungen ergeben

m = 1,544, m <1578 und m = 1,547,
also
1,547 <m < 1,578.

Die Ungleichung u, = o* liefert hier keine Verschirfung. Dass die Ein-
schrankung von m hier viel besser ist als im ersten Beispiel, liegt daran, dass
hier x(x) weniger von einer Geraden abweicht als dort.

Anhand eines Beispiels wollen wir noch den Fall diskutieren, dass x ein
Polynom dritten Grades ist. Dies fiihrt auf eine Differentialgleichung dritter
Ordnung. Wir beschrinken uns wieder auf den stationidren Fall. Das Problem
wird mit der Momentenmethode behandelt. Es sei

—x=2x—2x%+ x3, _k:‘%+§i+"': w=1.

6

Wir setzen dies in Gleichung (28) ein und erhalten
—M(S) (% + % + ) + ZM'(S) _ ZM”(S) 4 M”’(S) —-0.

Eine Integrationskonstante ist 4(0) = 1, die beiden andern x = M'(0) und
y = M"(0), sind, wie m in den vorherigen Beispielen, noch unbekannt. Wir
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bilden die Taylorentwicklung der obigen Gleichung und erhalten
1 S

— (1+Sx+..-) (7+€+...) +2(x+sy+...)

—20y+sMy+ )+ (My+sMy+--)=0,

— S +2x-2y+M=0, My=2y—2x+ —, (43)
K3 1

. 7
—~2——-€+2y~2M3+M4=0, M4=2y——x+€,

........................................................

Nun betrachten wir die Ungleichungen (41) fiir die Momente.
M,My,— M} =0, y—-x2=0,

M; M, — M; =0, 2xy—2x2+%_yzgo’

M, My, — M§ =0, 2y2—%xy+%y~(2y—2x+%2go, (44)
9 5 1
—2y2—4x2+~24xy—gy+2x-7;O,

...........................................................

In Figur 6 sind die Parabel und die beiden Ellipsen eingezeichnet. Bereits
aus der Tatsache, dass die mittlere Sprunghéhe 1/2 ist, folgt, dass (x, y) in der
grossern Ellipse liegt. Man erhiélt die Ungleichung M, < 1, unabhingig von der
Strenung o? der Sprungverteilung: diese braucht nicht einmal zu existieren!
Analog folgt aus o = 2/6 — (1/2)2, dass (x, ¥) in der kleinern Ellipse liegt und
dass M, < 0,6 ist. Auch dies gilt unabhingig von den héhern Momenten von G.
Dass F mehr Momente als G hat, hingt mit dem Umstand zusammen, dass x(¢)
eine senkrechte Asymptote hat. Dadurch werden extrem grosse x-Werte rasch
verkleinert.

Wenn noch mehr Momente von G bekannt sind, erhilt man analog weitere
Kegelschnitte. So wird das Gebiet, in dem (x, y) liegen kann, weiter verkleinert.
Dieses schrinkt sich jedoch im allgemeinen nicht auf einen Punkt zusammen.
Dies rithrt daher, dass die Ungleichungen (41) nicht hinreichend sind, damit
M(s) die Laplace-Transformierte einer Wahrscheinlichkeitsverteilung ist. Man
kann die Beziehung noch verallgemeinern, indem man statt # ein beliebiges
reelles z setzt. So erhilt man

M, M_,—M=0.

Z+e z

Der Beweis erfolgt genau gleich wie bei ganzen (siche CRAMER [2], Seite176).
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Figur 6
Die durch Gleichung (44) dargestellten Kegelschnitte.

Auch diese Ungleichungen geniigen nicht, dass die M, die Momente einer
Wabhrscheinlichkeitsverteilung sind. Wir zeigen dies durch ein Gegenbeispiel.
Es sei

M@E)=1 fir 0<2<2, M(z) =22 fir z2=>2.

Wenn ein F mit diesen absoluten Momenten existiert, so ist insbesondere
| /dF(x) —1, f|x|dF(x):1, [x2dF(x) = 1.

Die Verteilung von | x| hat die gewShnlichen Momente My,= M, = M,=1,
und somit ist deren Streuung = 0, also | x| = 1 mit W = 1. Dies steht aber im
Widerspruch zu den angegebenen héhern absoluten Momenten.

§ 10. Partielle Gleichungen zweiter Ordnung
Im Fall
—a(x,8) = aft) + 0(t) x + c(t) ¥, w(y, {) = p(t) + q(t) y + 7(t) ¥*
erhilt man nach (28) die partielle Differentialgleichung

M'cs+rh)+Mbs+qgh+Mas+ph)+M=0,
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Noch einen andern Fall kénnen wir auf eine Differentialgleichung zweiter
Ordnung zuriickfithren. Es sei

w(y, &) =p@) +q) v,
% sei aber kein Polynom, sondern von der Form

— i ) = a(t) — 29 (45)

X

Wihrend die vorherigen Probleme in diesem Kapitel dem Charakter des
Beispiels d) von § 2 entsprechen, hat dieses den einer « Queue» {Schlange):
x = 0 fiir ein festes ¥ und annihernd konstant fiir grosse x.

Um in diesem Fall die Differentialgleichung zu erhalten, multiplizieren wir
(3) mit x ¢** und integrieren von —oo bis +oo.

—/f (a x — b) e”dx%—i}/xF(x) esvdx
_ _/dxf<p+qy)xH(x—y> e® f(y) dy

== [[t+ a9 et e (x = 3) + 9) H(x = ) f5) dy dx.
Somit erhilt man
, 0o [—1 ¢
~aM + b M+ (—S—M)
-1\ -1 , —1 0\ ap -1
=~p(Th) M—p " hM —q(Th) M —q - hM".
Wenn wir noch mit s multiplizieren und zusammenfassen

M+ qhM'+ [as+ph+ (W= f_) q] M
(46)
1 , h
— M+ [p (h - ?) —bs] M=0.
Im stationdren Fall ldsst sich diese Gleichung nach der Methode von §9
lésen. Im allgemeinen jedoch ist dies auch bei einfachen Verteilungen G eine

schwierige Differentialgleichung.

§ 11. Stationdrer Zustand bei exponentiell verteilter Sprunghohe

Es sel
Gx)=1—e¢ % fir x>0, G(x)=0 fir x<0.

Damit wird nach (42)
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Wir setzen dies in (28) ein und dividieren durch 4. Im stationdren Fall
erhidlt man somit

f‘M(n)(s) (Ans—ank+p,)=0. (47)

Dies ist eine Laplacesche Differentialgleichung. Sie wird gelést durch den
Ansatz

M(s) = / % f(x) dx . (48)

Dabei sind f(x) und die Integrationsgrenzen geeignet zu wihlen. Setzt man den
Ansatz in die Differentialgleichung ein, so erhilt man

/s”sZanx"f(x) dx+/e“2(pn—kan) X7 f(x) dx = 0.

Die Summen sind die Polynome — x(x) und w(x) + % x(x). Das erste Integral
wird nun partiell umgeformt.

—/eswsxf(x) dx = — 5% 5 (%) ] +fe”(a&f(x))’dx.

Somit erhalten wir

—e i fn) -+ [ (8 AR) + 0+ k) x)) dx = 0. (49)

Wir wihlen nun f(x) so, dass die eckige Klammer verschwindet:
(%) +fx) (" +w+Ekx)=0.
ey =3 w+ ki

Hx)y = =z x

»

.- f k+w(w)] #(u) du
f(x) = — ¢ - (50)
Nun werden die Integrationsgrenzen von (48) [nicht die im Exponenten von
(50)] so bestimmt, dass e%® x f(x) in diesen verschwindet. Also muss in den
Grenzen X gelten X
- / k+w/zdu
2(X)f(X)=ce™ =0. (51)

Die Gleichung gelte in X (= —o0) und in +oo, aber nicht im Intervall
X < x <oo. Soist (47) erfiillt durch (48) und (50). Die Integrationskonstante

¢ wird durch M(0) = / f(x) dx = 1 erhalten. Da M(s) die Laplace-Transfor-
x

mierte der Verteilung ist, haben wir mit f(x) direkt die gesuchte Wahrschein-
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lichkeitsdichte gefunden. Der Umweg tiber die Laplace-Transformation konnte
also mit der Gleichung (50) abgeschnitten werden.

Bemerkenswert ist, dass in der Formel (50) gar nicht zum Ausdruck
kommt, dass @ und x Polynome in x sind. Wir lassen nun beliebige Funktionen
zu. Wir bilden f(x) nach (50) und miissen priifen, ob durch diesen Ansatz
Gleichung (3) erfiillt ist. Es ist also zu zeigen, dass

:_~/ ) elv— xkf)

x
_/k +w/idu

f(x)x=ce™

Die linke Seite ist

Rechts erhalten wir

y
x —fk+w/:2du

— w g(il x) k = —/ g(1l )k~ 4 e %o d
X/ () 1) o) y

x —/w/xdiu
— o[-k ge-nr 2O d

X/ Ay) y
d —/w/zdu
= —¢ e@—2) / —e” ay

x

- f w/xdu
=celto—2k g % x-
Wegen (51) verschwindet der Ausdruck an der untern Grenze. Somit stimmen
die beiden Seiten der Gleichung iiberein.

Da alle Spriinge positiv sind, kann x nicht kleiner als z werden, falls x(z) = 0.
Eine Untermenge von x < z kénnte zwar ergodische Klasse sein (siehe Doos [3]).
Da aber beliebig hohe Spriinge méglich sind, ist dies (ausser ¥ = —oo) nur
méglich, wenn darin w = 0. Sonst ist im stationédren Fall x = z.

Ferner beachten wir, dass (50) mit (20) tbereinstimmt bis auf die untere
Grenze des Integrals und die damit zusammenhingende Normierung. In (20)
ist die Grenze 0, also die untere Schranke der x-Werte. In (50) wiirde nach (51)
das Integral mit X als unterer Grenze divergieren. Deshalb wihlten wir eine
andere: x,,.

Die Divergenz des Integrals

e e
w w
/de:_/———dx/dt dx=/wdi=
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bedeutet, dass mit W =1 x> X bleibt, wihrend nach (9) x = 0 mit positiver
Wabhrscheinlichkeit angenommen wird. Die Losungen (20) und (50) unter-
scheiden sich also durch die Verhiltnisse an der untern Grenze.

Wenn # und w in x, verschwinden, so bleibt der Prozess in #, konstant,
sobald dieser Punkt erreicht ist. Wenn

/ﬂdx:/wdt
X

konvergiert, so geschieht dies mit positiver Wahrscheinlichkeit; x; ist in diesem
Fall absorbierende Schranke.

4. Kapitel: Diverses
§ 12. Ansatz fiir den mehrdimensionalen Fall

% ist ein Vektor (x, %, ..., %,). Die entsprechende Differentialgleichung
lautet
X=x(% 1)
oder, skalar geschrieben,

. _dx,-

x5 —d-t—=;é,~ (%gy Xgy ooy Xy ), 2=1,2,...,m.

Dies umfasst auch den Fall einer Differentialgleichung #-ter Ordnung.
Wenn diese skalar ist, so setzen wir
X = (%% %, ..., s V),
Xi= %y fUr 1<m, x,=x,(% %, %, ..., x"" 1 8).

Auch die Anfangsverteilung, die Dichte der Spriinge und die Verteilung
nach diesen sind Funktionen mehrerer Variablen:

Fx,t), wy.t, G %t).

Formal 4dndert sich bei der Ableitung der Hauptformel (3) nichts.

§ 13. Berechnung von Ndherungen

Auch im nichtstationdren Fall ldsst sich f(x, f) ndherungsweise nach der
folgenden Methode berechnen. Wir beschrinken uns zunichst auf den Fall,
dass % nicht von ¢ abhingt. x = 0 sei untere Grenze. Wir teilen die Zeit in
gleiche Intervalle A¢. Dann werden die in den Momenten ¢; = ¢ A¢ null werden-
den Losungen der Differentialgleichung (1) eingetragen (siehe Figur 7). Durch
diese und die Senkrechten ¢ = #; erhilt man ein Netz von Schnittpunkten, und
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Figur 7

damit die Ordinaten x, = 0, %;, Xy, ..., %, ... . Wir setzen #; = ¢, + A¢/2 und

AE,, =F(x,t)—F(x, 1),

"1

4Gy, ;= G(x, %, 8) — Gy, %, 1, 1)

nk=1.

(Fiir die Definition von x, siche Figur 7.)
So wird

FO,t.) =[1—w(0,¢) A F(x,, t,) + F(x, £;) (0, ) A G(0, x,, #)
+ 2 AL, w(x, 4) ALG(x,, X0 b))
7

AF, . =[1—w(x, t;) At] AF, | ;+ F(xy, t,) w(0,8) At AGy , ;
+ 2 AF, ,, ;w(x, t;) At AGk,n,i .
%

So erhilt man fir diese AF, ;,, lineare Kombinationen der AF, ;, die sukzes-
sive gelost werden konnen (zum Beispiel mit Rechenautomaten).

Wenn x mit £ variiert, so werden die x; von ¢ abhingig. Im iibrigen veridndert
sich jedoch die Methode nicht. Statt w(x, #;) kann auch das Mittel von w im
Viereck

(%0 ) (0 ) (%10 b)) (% B0)

genommen werden.
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Wenn das Problem auf eine Integralgleichung gebracht werden kann, so
lasst sich diese durch ein System linearer Gleichungen annihern. Da es sich
um Volterra-Gleichungen handelt, weist die Matrix Dreiecksform auf. Das
{zundchst noch nicht normierte) f(x) kann rekursiv erhalten werden. Diese
Methode gibt weniger Rechenarbeit als die erste, ist aber nur fiir den stationidren
Fall brauchbar. Auch ist nicht ersichtlich, wie schnell sich die Anfangsvertei-
lung der asymptotischen nihert.

§ 14. Anmerkungen iiber E xistenzsitze

Zunichst muss die Differentialgleichung (1) in jedem Punkt (x, ), der vom
Prozess angenommen werden kann, eine eindeutige Lésung haben. Dies hat
wenigstens fiir wachsende ¢ zu gelten; fiir abnehmende ¢ ist die Bedingung bei
den Problemen des 2. Kapitels in x = 0 nicht erfillt.

Nun wenden wir uns der Frage zu, ob das Hauptproblem eine eindeutige
Loésung habe. Wenn x = x(c, ¢) die Losungen von (1) sind, so kénnen wir eine Ko-
ordinatentransformation durchfiihren mit £ und der Integrationskonstanten ¢ als
neue Variable. Damit sind die einzigen Verdnderungen von ¢ die Spriinge. So ist
das Problem auf den «absolut unstetigen Fall» von W. FELLER (4] zurtickgefiihrt.

Aber auch wenn die Existenz einer Losung bewiesen ist, braucht es keine
stationdre zu geben. Im «Queue»r-Problem mit —x =& und w = const ist
bewiesen worden (zum Beispiel LINDLEY [8]), dass eine stationdre Losung
existiert, wenn p G < a ist. In der Integralgleichung 4ussert sich dies darin,

dass / K*(x, 0) dx konvergiert. Dies ist nicht auf den Spezialfall p = const
0
und a = const beschrinkt. Denn falls dieses Integral konvergiert, so erhilt man

mit (9) ein F(x), das die Integralgleichung und damit auch (3) befriedigt.

Analog ist es mit der Laplace-Transformation. Wenn wir eine stationére
oder variable Losung der Differentialgleichung (28) gefunden haben, so ist die
Umkehrung der Laplace-Transformation eine Losung von (3). Wenn diese eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung ist, so ist mit der Losung des Problems auch
deren Existenz bewiesen. Weiteres {iber Existenzsitze findet sich in BLaNC-
LaPiERRE und ForTET [1] und in Doos [3].
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