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Vorwort

Die vorliegende Atbeit hat zum Ziel, eine Berechnungsmethode fiir
Platten zu entwickeln mit Resultaten, die in bezug auf die Traglast auf
der sicheren Seite liegen. Wird eine grobe Berechnung durchgefiihrt,
erhilt man ein Resultat, das relativ weit von der Traglast entfernt ist,
aber sie dennoch unterschitzt. Mit einer Verfeinerung der Berechnungs- .
methode kann man beliebig genau die exakte Losung annihern.

Als zweites wird gezeigt, daB durch kleine Umformungen der aufgestell-
ten Methode die minimale Armierung einer Platte fiir eine gegebene Be-
lastung gefunden werden kann. Die gegebene Belastung liegt nicht héher
als die Traglast der Platte mit der gefundenen Armierung. Die Lésung
liegt demnach ebenfalls auf der sicheren Seite.
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1. Einleitung

Die meisten der heute bekannten Losungen zur Berechnung der Trag-
fahigkeit einer Stahlbetonplatte beruhen auf der Bruchlinientheorie. Die
erste wichtige Arbeit dariiber hat Johansen [1; S. 277] im Jahre 1932
veroffentlicht. Drucker, Greenberg, Prager, Hodge [2, 3, 4] und Hill [5]
gelang es, die beiden fundamentalen Grenzwertsitze der Plastizitits-
theorie aufzustellen und zu beweisen. Anhand dieser Sitze kann gezeigt
werden, daB alle auf der Bruchlinientheorie aufgebauten Losungen eine
Belastung ergeben, die groBer oder gleich der Traglast ist und daher im
allgemeinen die Traglast tiberschitzt.

Zur Berechnung der Traglast ist es notwendig, die tatsichlich auftretende
Bruchlinienkonfiguration zu finden. Fast alle neueren Arbeiten beschif-
tigen sich mit dieser Aufgabe. Es hat sich gezeigt, daB8 dies in einfachen
Fillen schwierig und in komplizierten Fallen praktisch unméglich ist.
In den meisten Veroffentlichungen sind nur stark vereinfachte Bruch-
linienbilder angegeben. So findet man z.B. fiir die Traglast einer total
eingespannten Quadratplatte mit oben und unten in x- und y-Richtung
gleicher Armierung mit Bruchlinien nur lings der Diagonalen eine Be-

48 M,
lastung von 72 2. Dagegen hat neulich Wood [6; S. 177] fiir eine

- N 31,1 M,
Bruchlinienkonfiguration eine Belastung von e angegeben. Der

Unterschied der beiden Belastungen betrigt 27,5%,.

Die vorliegende Atrbeit hat zum Ziel, eine Berechnungsmethode fiir
Platten zu entwickeln mit Resultaten, die in bezug auf die Traglast auf
der sicheren Seite liegen. Witd eine grobe Berechnung durchgefiihrt,
erhilt man ein Resultat, das relativ weit von der Traglast entfernt ist,
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aber sie dennoch unterschitzt. Mit einer Verfeinerung der Berechnungs-
methode kann man beliebig genau die exakte Losung annihern.

Als zweites wird gezeigt, daB durch kleine Umformungen der aufgestell-
ten Methode die minimale Armierung einer Platte fiir eine gegebene Be-
lastung gefunden werden kann. Die gegebene Belastung liegt nicht
hoher als die Traglast der Platte mit der gefundenen Armierung. Die
Losung liegt demnach ebenfalls auf der sicheren Seite.



2. Grundlagen

21 Voranssetzungen

Die wichtigsten Voraussetzungen zur Ermittlung der Traglast nach der
einfachen Plastizititstheorie sind:

a) Die Deformationen (vor dem Kollaps) sollen so klein sein, daB die
Gleichgewichtsbedingungen am undeformierten System befriedigt
werden konnen (wie bei elastischer Behandlung).

b) Es diirfen keine Instabilititen vor Erreichen der Traglast auftreten
(wie bei elastischer Behandlung).

c) Die Einfliisse von Quer- und Normalkriften werden vernachlissigt.

d) Es treten nur statische Beanspruchungen auf (keine Wechselbean-
spruchungen).

¢€) Die Lasten miissen im allgemeinen proportional zunehmen.

f) Das Material muB plastisch verformbar sein (Rotationsfahigkeit).

]

o _/"—____-\
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& & g o
Abb, 2.1 Spannungs-Dehnungs-Diagramm eines naturharten Armiecrungsstahles
(auBeshalb der Einschniirungszone)



{
~ 3%0 Ep

Abb, 2.2 Spannungs-Dehnungs-Diagramm von Beton unter ciner Biegebeanspru-
chung ‘

Im folgenden soll noch niher auf den Punkt f eingegangen werden. Den
Betrachtungen werden die Spannungs-Dehnungs-Diagramme fiir natur-
harten Armicrungsstahl und Beton (Abb. 2.1 und 2.2) zugrundegelegt.
In Abb. 2.3 ist das M-g-Diagramm fiir einen normal armierten Stahl-
betonquerschnitt dargestellt.

M/,
b 'I_Normales .
0.5 -
isslast
1o # / /Ph

Abb.23 M-g-Diagramm eines Stahlbetonquerschnittes
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Es zeigt die Relation zwischen Moment und Ktiimmung, Bei Vernach-
lissigung des Verfestigungsbereiches und unter der Annahme, daB8 der
Hebelarm 7 4 der inneren Krifte konstant ist, geht das M-@-Dia-
gramm von Abb. 2.3 in dasjenige von Abb. 2.4 iiber. Dies entspricht gut
einer normal armierten Stahlbetonplatte.

M/Mp 4

! ~
Lo = $/ %
Abb, 2.4 Ideal-clastisch-plastisches M- -Diagramm

Das M-g-Diagramm in Abb. 2.4 st¢llt ein elastisch-ideal-plastisches Ver-
halten dar. Durch Vernachlissigung der elastischen gegeniiber den pla-
stischen Verformungen erhilt man ein starr-ideal-plastisches Verhalten
(Abb. 2.5).

Die Giiltigkeit der Plastizititstheorie setzt ein ideal-plastisches Verhalten
der Materialien voraus. Dies trifft sowohl fiir elastisch-ideal-plastisches
wie fiir starr-ideal-plastisches Material zu. In normalen Fillen gentigt es
jedoch, wenn die maximale Kriimmung & ein Vielfaches der Vergleichs-
kriimmung &, erreicht (Abb. 2.3). Im Stahlbau wird das Verhiltnis
@ [ & durch Instabilitit beschrinkt [7]. Im Stahlbetonbau tritt bei zu
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M/Mp

#/#p
Abb, 25 Starr-ideal-plastisches M- @r-Diagramm

stark armierten Querschnitten frithzeitig ein Stauchen der Betondruck-
zone ein. Durch Begrenzen des Armierungsgehaltes pms kann dies ver-
hindert werden. Ein schlagartiger Bruch kann durch einen minimalen
Armierungsgehalt pmi, vermieden werden.

Ein solches Versagen kann eintreten, wenn das RiBmoment des homo-
genen Betonquerschnittes bei Einrechnung der Zugfihigkeit des Betons
groBer ist als das plastische Moment des gerissenen Stahlbetonquer-
schnittes.

2.2 Grengwertsitze der Plastizititstheorie
Die strenge Lésung eines Plattenproblems nach der Plastizititstheorie ist
im allgemeinen kaum maglich. Nur in ganz speziellen Fillen gelingt es,

die statischen und die kinematischen Bedingungen iiber den ganzen
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Plattenbereich zu erfiillen. Aus diesem Grund kommt den beiden
Grenzwertsitzen eine grofe praktische Bedeutung zu. Mit ihrer Anwen-
dung gelingt es, die Traglast eines Systems von beiden Seiten her einzu-
schranken. Fallen die beiden Schranken zusammen, so kennt man die
exakte Losung. .

Die beiden Grenzwertsitze lauten nach [8], [9]:

1. Grenzwertsatz (unterer Grenzwert)

Jede Belastung, 3 der sich ein stabiler, statisch gulissiger Spannungszgustand an-
eben 1aft, liegt nicht hiber als die Traglast.

Eine solche Belastung stellt also eine untete Schranke fiir die Traglast
dar; sie liegt noch innerhalb bzw. an der Grenze der Tragfihigkeit des
Systems.

2. Grenzwertsatz (oberer Grenzwert)

Jede Belastung, xu der sich ein instabiler, kinematisch guldssiger Bewegungsyu-
stand angeben IGfit, liegt nicht tiefer als die Traglast.

Eine solche Belastung stellt also eine obere Schranke fiir die Traglast
dar; sie liegt auBerhalb bzw. an der Grenze der Tragfihigkeit des Sy-
stems.

Die neu eingefiihrten Begriffe sollen noch kurz beschricben werden.
Eine ausfiihrliche Erklirung ist in [8] und [9] zu finden.

Ein Spannungszustand wird als statisch 7ulissig bezeichnet, wenn unter einer
Gruppe von fuBleren und inneren Kriften jeder Teil des betrachteten
Systems im Gleichgewicht ist. Ein solcher Spannungszustand wird stabi/
genannt, wenn an keinem Ort die Plastizititsbedingungen verletzt wer-
den.
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Ein Bewegungsgustand wird als kinematisch 3nlissig bezeichnet, wenn er mit
den Bindungen des Tragwerkes vertriglich ist. Ein solcher Bewegungs-
zustand wird instabil genannt, wenn die Leistung der duBeren Lasten
gleich (oder gréBer) ist als die Dissipationsleistung.

In dieser Arbeit werden ausschlieflich untere Grenzwerte der Traglast
gesucht. Demnach benétigt man nur den 1. Grenzwertsatz. Dieser kann
in einer anschaulicheren Form folgendermaBen angeschrieben werden:

1. Grenzwertsatz (unterer Grenzwert)

Jede Belastung, gu der sich ein miglicher Gleichgewichtsyustand finden lGf2, dessen
Schnittkrifte die Plastizitatsbedingangen an keinem Punkt verletzen, ist Rleiner
oder hichstens gleich der Traglast,

2.3 Ubersicht der bestebenden Arbeiten

Um die Traglast einer Platte zu bestimmen, existieren heute schon ver-
schiedene Berechnungsmethoden. Es wiirde zu weit fiihren, auf alle
diese verschiedenen Verfahren einzugehen. Im Buch von Wood [6] fin-
det man dariiber sehr ausfiihrliche Hinweise mit niitzlichen Vergleichen
und Diskussionen. '

In Tafel I wird versucht, die verschiedenen Theotien schematisch zu
ordnen. Darin sind die bis heute bekanaten Verfahren mager umrandet.
Die Losungsmethoden mit linearem Programm, die erstmals in dieser
Arbeit behandelt werden, besitzen eine fette Umrandung.

14
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3. Generelle Gedanken zum Vorgehen

Das Ziel dieser Arbeit ist, Losungen auf der sicheren Seite, d.h. untere
Grenzwerte der Traglast zu bestimmen. Nach dem 1. Grenzwertsatz
(unterer Grenzwert) der Plastizititstheoric mufl dafiir ein moglicher
Gleichgewichtszustand gefunden werden, dessen Schnittkrifte an kei-
nem Punkt die Plastizititsbedingungen verletzen. Die maximale Bela-
stung unter allen mdglichen Losungen ist die Traglast. Das Vorgehen
soll an einem einfachen Beispiel etliutert werden. Gegeben sei ein Balken
mit konstanter Hohe, der an einem Ende frei aufliegt und am anderen
eingespannt ist. Er wird in der Mitte mit einer Einzellast @ belastet
(Abb. 3.1).

Yo Y2

1 |
2 3
Abb. 3.1 Einfiihrungsbeispiel: Bestimmung der Traglast

% »

3.1 Bestimmung der Traglast

Als erstes soll bei gegebener Armierung die maximale Belastung O ge- -
sucht werden, zu der ein méglicher Gleichgewichtszustand existiert, des-
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sen Schnittkrifte an keinem Punkt die Plastizititsbedingungen verletzen.
Diese Belastung ist gleich der Traglast O,, wenn alle méglichen Gleich-
gewichtszustinde untersucht werden. In diesem Beispiel handelt es sich
um einen Stahlbetonbalken mit einer konstanten Armierung iiber die
ganze Linge. Das positive plastische Moment (unten Zug) ist P; das
negative plastische Moment ist — N (oben Zug). Beide sind konstant
tiber die Balkenlinge (Abb. 3.2).

Z

7

7 7
7 Z

7

7] o
;

7

)

L

Abb.3.2 Verlauf der plastischen Momente tiber den Balken

Als erstes wihlt man als statisch bestimmtes Grundsystem den einfachen
Balken und fithrt als iiberzihlige GroB8e X das Einspannmoment am
linken Auflager ein (Abb. 3.3).

) —

Abb. 3.3 Grundsystem mit iiberzihliger Gro8e X
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Das Moment M erhilt man durch Superposition des Momentes O M,
infolge der duBeren Belastung © und des Momentes X M. infolge der
iiberzihligen GroBe X am Grundsystem (einfacher Balken). Darin ist
M, das Moment am Grundsystem infolge X = 1, und M, das Moment
am Grundsystem infolge O = 1.

M=0M + XM, CBa)

Somit ist der Ausdruck fiir M linear in X und Q und ergibt fiir die
Punkte 1, 2, 3 (Abb. 3.4)

Yl

-1 2 3

|:Momentenflache M

Abb. 3.4 Darstellung ciner zulissigen Momentenfliche, die an keinem Punkt die

Plastizititsbedingungen verletzt
M =X
My=07 + X% T 62
My=0
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Diese Momente mit den zugehdrigen Auflagerreaktionen und der Gufle-
ren Belastung Q stellen fiir jeden Wert von O und X einen méglichen
Gleichgewichtszustand dar.
Die Forderung, dafl die Plastizititsbedingungen an keinem Punkt ver-
letzt werden sollen, lautet:

~-NLM:; P 3.3
Sie ist graphisch in Abb. 3.4 dargestellt.
Beachtet man, daBl das Moment zwischen den Punkten 1, 2und 3 gerad-

linig verliuft, so geniigt es, die Bedingung (3.3) nur an den Punkten
1, 2 und 3 zu formulieren.

Diese lauten:

in Punkt 1: XLP
~X<N
in Punkt 2: oty xlgp
) 2
. (.4)
—Q7 — X5 <N

und in Punkt 3:

-N<OLP

In Punkt 3 sind die Ungleichungen trivial. Alle Bedingungen sind in X,
0, Pund N linear.

Gesucht ist natiirlich die groBtmdogliche Belastung Q. Im vorliegenden

Beispiel ist sie gleich der Traglast O,, weil alle méglichen Gleichgewichts-
zustinde durch Variation von X und Q beriicksichtigt werden.
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Mathematisch kann die Aufgabe folgendermaBen formuliert werden:
Gesucht ist Omax, so daB die Ungleichungen (3.4), die linear in den freien
Variablen X und Q sind, erfiillt werden.

Eine solche Aufgabe ist ein lineares Programm und kann geldst werden.

Ein allgemeines lineares Programm [10], [11] ist gegeben durch 7 lineare
Funktionen

Ji=— Y axit+b i=123...m (3.5)
k=1
mit # Variablen X1, xa.....x, und eine Objektfunktion
Z=-Y axi+b (3.6)
k=1 '

Durch geeignete Wahl der xx kann man Z minimal odet mazimal ma-
chen, doch miissen die y; und ein Teil der Variablen x% positiv sein,

Die Nebenbedingungen lauten also:
9i=0
ein Teil von s >0 3.7
ein Teil von x¢ ohne Bedingungen

Das lineare Programm wird in einem Schema mit transponierter Be-
schriftung dargestellt:

20



. y= cyp=+ ¢+ Z=
e e e e g e s g | o
1 N ST "REREY B~

Durch kleine Umformungen konnen die Bedingungen des Beispiels auf
die selbe Form wie die Funktionen (3.5), (3.6) und (3.7) gebracht werden.

Die Ungleichungen (3.4) gehen in die Gleichungen (3.8) mit den Neben-
bedingungen (3.9) iiber.

= ~-X+ P
yp=+X+N
/ X
R LA ©8)

] X
r=+07+— +N
Nn=0;92205932>059.2>0 (39
Die Objektfunktion Z hat folgendes Aussehen:
Z= Q{- (3.10)
Sie muB maximiert werden. Es ist gleichgiiltig, ob Q oder ,Q-:— maximiert

wird.

Durch Protokollieren der Funktionen (3.8) und (3.10) mit transponierter
Beschriftung erhilt man das Schema des linearen Programms.

21



Nn= Y == Js = Y= Z =
1 1
—X +1 —1 7 -3 0
l
Ay 0 0 - —1
1 P N P N 0

Zur Veranschaulichung soll dieses lineate Programm, das zwei unab-
hingige Variable X und @ besitzt, graphisch geldst werden (Abb. 3.5).
Fiir die analytische Losung sei auf [10] und [11] verwiesen.

.

Abb. 3.5 Graphische Losung des linearen Programms



In der Ebene, gebildet durch die rechtwinkligen Koordinaten X und
é, ist 1 = 0, d.h. X = P eine Gerade, die in der Figur eingezeichnet

und mit y; bezeichnet wurde. Soll nun im Punkt X, ,Qf) unsere Be-

dingung y1 > 0 erfiillt werden, so muBl dieser Punkt in der Halbebene
liegen, die durch diese Gerade begrenzt wird und den Nullpunkt ent-
hilt (der Nullpunkt erfiillt diese Ungleichung). Analog ergeben die Be-
dingungen y2 > 0, y3 >> 0, y5 > 0 drei weitere Halbebenen. Ein Punkt

X, ,Qé), der alle vier Nebenbedingungen erfiillt, mu8 in dem Gebiet

liegen, das diese vier Halbebenen gemeinsam haben. Dies ist das in der .
Figur schraffierte Parallelogramm. Nur die Punkte im Innern und auf
dem Rand dieses Parallelogramms sind in diesem Problem zulissig. Die

Funktion Z ist proportional zum Abstand des Punktes (X, ,QZI) von der

Geraden ,QZI = 0. Man erkennt dies, indem man einige Niveaulinien Z
= konstant dieser Funktion zeichnet. Sie verlaufen parallel der Geraden
,Q:i- = 0. Die Extremalaufgabe 1iBt sich also folgendermaBen geome-

trisch interpretieren:

Unter allen Punkten im Innern oder auf dem Rand des Parallelogramms
ist derjenige gesucht, der den groBten Abstand von der Geraden ,Q% =0

hat. Die Anschauung gibt die Ecke .4 als Losung, wenn man fiir Q eine
positive Kraft annimmt. Ist O negativ, also aufwirts gerichtet, ethilt
man die Ecke B.

Die Koordinaten von A

7 N
X=-N;0;= P+ G11)
sowie die Koordinaten von B
P
X=P; 05 =~ (—2- + N) (3.12)
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sind die Losungen des linearen Programms. Fiir eine nach unten gerich-
tete Belastung tritt an der Einspannstelle ein negatives und in der Feld-
mitte ein positives plastisches Moment auf.

Die Traglast erreicht den Wert '

P
.Qp=~(4—+'ﬂ

; (3.13)

o
Die Momentenfliche und der Verlauf des plastischen Momentes sind
aus Abb. 3.6 ersichtlich.

. QP

L

1 2 3
Abb. 3.6 Vetlauf der Momentenfliche infolge @)

3.2 Bestimmung der optimalen Armierang

Als zweite Aufgabe soll die GroBe und die Anordming der minimalen
Armierung fiir eine gegebene Belastung gesucht werden. Fiir die gege-
bene Belastung witd von allen méglichen Gleichgewichtszustinden det-

24



jenige gesucht, fiir den das kleinste Armierungsvolumen bzw. Armie-
rungsgewicht geniigt, um an jedem Punkt die Plastizititsbedingungen
zu etfiillen. Die gegebene Belastung ist dann gleich der Traglast des Bal-
kens mit der gefundenen Armierung.

Als erstes soll die Abhingigkeit des plastischen Momentes von der Ar-

mierung angegeben werden.

el
T

D -Ehp

Eh

(2.1
N[N

F

—— ——] Z-0p-F
| |
|

T

ot
Abb. 3.7 Spannungsverteilung in einem plastifizierten Stahlbetonquerschnitt infolge
M, lp = 17 b of F

Mit der in Abb. 3.7 dargestellten Spannungsverteilung in einem plastifi-
zierten Stahlbetonquerschnitt erhilt man das positive und das negative
plastische Moment zu

P =g FPyP b

o (3.14)

N=og FNyNp
Mit der Annahme, daBB 5? = #¥ = 5 konstant, d.h. unabhingig von
dem Armierungsgehalt ist, was bei kleinem Armierungsgehalt anni-
hernd zutrifft, erhilt man nach kleiner Umformung:
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FP = 1
bhoy
(3.15)
FN =¢ N
- bor

wobei ¢1 = — konstant ist. Da bei einem Tragwerk meistens nur eine
n

Armierungsstahlsorte verwendet wird und somit oy = konstant ist,
gehen die Gleichungen (3.15) iiber in '

Fr i
= {q —
* b
(3.16)
: N
FN—¢ —
b
wobei ¢z = —— konstant ist. Fiir stiickweise konstantes 5, was in

1 of :

Zukunft immer angenommen wird, erhilt man fiir ein Teilstiick die
einfache Beziehung

FP == {3 P
FN—s N 3.17)
wobei c3 = ———— konstant ist.
7 Gr
i-1 i i+1 i+2

Stabachse

P

LEY-TYC N OV Y -1 AS{s] |
Abb. 3.8 Vetlauf von —N und P
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Das Gesamtvolumen ¥ der theoretischen Armierung betrigt:

Tragwerk

V= f (F? 4 FN) ds (3.18)

Fiir die Bedingung, daB P und IV stiickweise linear sind (Abb. 3.8) geht
Gleichung (3.18) iiber in

Tragwerk

v=21 Z ¢ (+ Ni+ Nig1+ Pi+ Pir1) dsi (3.19)

Wie im vorhergehenden Beispiel wihlt man den einfachen Balken wieder
als statisch bestimmtes Grundsystem und fithrt als iiberzihlige GroBe X
das Einspannmoment am linken Auflager ein.

. Q
|
Z 2
—2- l
L) L L
% Z 2
{ ! i
1 2 3 4

Abb. 3.9 Einfithrungsbeispiel fiir die Bestimmung der minimalen Armierung

Die Momente an den vier Intervallgrenzen (Abb. 3.9) lauten demnach:

M=X
om0+ 33
: : (3.20)
M= X
Ma=0
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Die Forderung, daB an keinem Punkt die Plastizititsbedingungen ver-
letzt sind, ist:
-Ni<Mi < Ps (3.21)

Es witd nun die Bedingung gestellt, dal P und — IV stiickweise linear
sind (Abb. 3.8).

Damit geniigt es, die Plastizititsbedingungen nur an den Intervallgren~
zen anzuschreiben, um die Plastizititsbedingungen auch dazwischen zu
erfiillen. Somit erhilt man:

inPunktl: P> X
NMN>2-X
inPunkt2: P> Qf +X>
! 3
] 3.22
, !, sl (322)
in Punkt 3: Ps > ,Q-I+XE
/
No> - 07 - X3
in Punkt4: Ngs>=0
Ps =0

mit den Nebenbedingungen, da8 die freien Variablen Pi, Ny, Ps, N2,
Ps, N3, Pyund Ny 2> 0 sein miissen. Diese Bedingungen gehen aus dex
Definition von P und IV hervor.

Fiir jeden Verlauf der plastischen Momente P und IV, der zusammen mit
einem frei gewihlten Einspannmoment X die Ungleichungen (3.22) be-
friedigt, ist die Traglast des Systems nicht kleiner als die gegebene Be-
lastung O.

Gesucht ist das kleinstmdogliche Gesamtvolumen der Armierung. Das
Gesamtvolumen der Armierung ist nach Gleichung (3.19)
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V=-;—ts {% I(+ N1+ N: - P4 Py
+ 3 7(+ N2+ N+ Pt Py)
+23 ¢+ N3+N4+P3+P4)} (3.23)

wobei V" minimiert werden soll.

Mathematisch kann die Aufgabe folgendermaBen formuliert werden:
Gesucht ist Vi, 50 daB die Ungleichungen (3.22), die linear in den freien
Variablen X, Pi, Py, Ps, Ps, N1, Nz, N3 und N, sind, erfiillt sind.

Eine solche Aufgabe ist wiederum ein lineares Programm.

Durch kleine Umformungen kénnen die Bedingungen dieses Beispiels
auf die selbe Form wie die Funktionen des allgemeinen linearen Pro-
gramms (3.5), (3.6) und (3.7) gebracht werden.

Die Ungleichungen (3.22) gehen in die Gleichungen (3.24) mit den
Nebenbedingungen (3.25) iiber.

w=-X+nm
=+4+X+M
J3 = —Qé-—X—i——l—Pz
n=+05+ X2+ N,
= —05 — X+ 4 P,
Jo=+05 + X5+ Ns

Jr=+Pa
Jys =+ Nj

(3.24)
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51209020,9>0,92>0,95>0,9=>0,92>0,9 >0

3.25
P120,P:>0,Ps 0, P >0,N1 20, N2 >0, N3 >0, N =0 (3.23)

X ist eine freie Variable, die positiv oder negativ sein kann.
Die Objektfunktion Z hat folgendes Aussehen:

Z =+ Ni+2Nz -} Py -+2Ps +3N; - 3P3 42N, + 2P, (3.26)

Z muB minimiert werden. Es spielt keine Rolle, ob die Funktion 7" oder
ihr Vielfaches minimiert wird.

Duzch Protokollieten der Funktionen (3.24) und (3.26) mit transponier-
ter Beschriftung erhilt man das Schema des linearen Programms.

N=NB=B= = B= o= = = Z=
--‘:f 4 4 3 —3 2 -2 0 O 0
—P, —1 0 o 0 o 0 0 © —1
—N, 0o —1 o0 0 0 0 0 0 —1
—P, 0 0 —1 0 0 o0 o0 0 —2
—N, 0 0 0-—1 0 0 0 O —2
—P, 0 0 o0 0 —1 0 0 0 —3
—N, 0 0 0 0 0 —1 0 0 —3
—P, 0o 0 0o 0 0 0 —1 0 —2
—N, o 0 0 0 0 0 o0 —1 —2
,Q%— 0 0 —1 1 —2 2 0 0 0

Ein solches Programm kann nicht mehr graphisch gelost werden. Der
zulissige Losungsbereich, der im ersten Beispiel ein Parallelogramm
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war, ist nun ein neundimensionales Gebilde. Es gibt jedoch analytische
Methoden [10], [11] und insbesondere fertige Bibliotheksprogramme
fiir elektronische Rechenmaschinen, um lineare Programme zu losen.
Es wird hier verzichtet, auf die verschiedenen Methoden einzugehen.
Es sei nur die Losung dieses Problems angegeben:

= 0%

P =

Py =0

Py =401

Pi =0

Nemgl (.27)
N =

Ny=0

Ni—

Z =160

DaB P; und N; den Wert 0 annehmen, hitte man aus den Plastizitits-
bedingungen in Punkt 4 (3.22) und der Optimalbedingung, IV muB} ein
Minimum sein, direkt sagen kdnnen. Die letzten zwei Gleichungen von
(3.24) wiren dann weggefallen.

Aus der Gleichung (3.27) erhilt man fiir die totale Armierung

I 1
V=0—
e 12 (ﬂbdj)

In Abb. 3.10 ist die Momentenfliche und der Verlauf der erforderlichen
plastischen Momente dargestelit.
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Den Verlauf und die Gré8e der minimalen Armierung bekommt man
sofort aus den Gleichungen (3.17). Sie lauten:

FP =¢ N

FN = ¢3 P

. 1 2 3 4
Abb. 3.10 Momentenfliche und Verlauf der erfotdetlichen plastischen Momente

Im vothergehenden Beispiel wird vorausgesetzt, daB P und IV stiick-
weise linear sind (Abb. 3.8). Selbstverstindlich kénnen auch andere Vor-
aussetzungen gemacht werden, z.B. die Armierung und demzufolge
P bzw. N soll iiber einem Bereich konstant verlaufen oder sie soll einen
gewissen Wert nicht iiberschreiten. Diese Grenze kann durch konstruk-
tive Uberlegungen oder durch die Bedingung, daB kein spréder Bruch
eintreten soll, also durch die Forderung p < pmex gegeben sein. Manch-
mal ist es aus konstruktiven Griinden oder wegen Schwind- und Tempe-
raturwirkungen erwiinscht, eine Armierung einzulegen. DaB kein |
schlagartiger Bruch auftritt, kann durch Bedingungen, wie gt = pmin, aus-
gedriickt werden. Alle diese zusitzlichen Forderungen konnen in Form
von Ungleichungen angeschrieben werden. Das Suchen einer optimalen
Armierung mit den oben erwihnten Bedingungen stellt immer noch ein
lineares Programm dar. Es unterscheidet sich generell nicht von den
vother behandelten Fillen. ‘
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3.3 Zusammenfassung

Fiir Stabiragwerke sind dutch Etfiillen der Plastizititsbedingungen in ein-
zelnen Punkten die Plastizititsbedingungen iiber dem ganzen Tragwerk
erfiillt. Da die Schnittkrifte in einem Punkt lineare Funktionen der un-
bekannten iiberzihligen GréBen und der duBeren Belastung sind, erhilt
man fiir das Moment in einem Punkt eine lineate Funktion der unab-
hiingigen Variablen. Die plastischen Momente P; und IV; sind bei der
Bestimmung der optimalen Armierung unabhingige Variable und bei
der Bestimmung der Traglast Konstante. Durch Formulieren der Plasti-
zititsbedingungen P; > M; > — N;in den einzelnen Punkten ergeben
sich lineare Ungleichungen in den unabhingigen Variablen. Diese Un-
gleichungen mit der Forderung, daB eine lineare Funktion (Belastung
oder Armierungsvolumen) optimiert werden soll, bilden ein lmwcs
Programm,

Indem man das obige Vorgehen auf Platten ausdehnt, erhilt man fol-
gende Forderungen:

Die Plastizititsbedingungen miissen in den Schmttkraften und den pla-
stischen Momenten linear sein (Kapitel 4).

Die Platte muB8 auf ein endlichfach statisch unbestimmtes Tragwerk ver-
einfacht werden, damit die Schnittkrifte lineare Funktionen der iiber-
zihligen Gr68en und der duBeren Belastung, d.h. der unabhingigen
Variablen sind (Kapitel 5.3).

Duzch Erfiillen der Plastizititsbedingungen in einzelnen Punkten miissen
sie iiber dem ganzen Plattenbereich erfiillt werden (Kapitel 6).

Mit diesen Forderungen erhilt man durch Formulieren der Plastizitits-
bedingungen in den einzelnen Punkten lineare Ungleichungen in den
unabhingigen Variablen.

Diese Ungleichungen mit der Bedingung, daB eine lineare Funktion -
Belastung (Kapitel 7) oder Armierungsvolumen (Kapitel 8) — optimiert
wetrden soll, ergeben wieder ein lineares Programm,
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4. Plastizitédtsbedingungen

4.1 Plastifiziernng eines Plattenbereiches

Alle neu eingefiihrten Bezeichnungen sind aus Abb. 4.1 und Abb. 4.16
ersichtlich.

Die Plastifizierung eines Plattenbereiches ist durch folgende Merkmale
gekennzeichnet: )

Es existiert mindestens ein Schnitt, dessen Normale » mit der x-Achse
den Winkel ¢ einschlieBt und der nur flieBende obete oder untere Zug-
eisen schneidet. In einem plastifizierten Bereich reift die Platte bis zur
Druckzone auf und 6ffnet sich. Nur die Stahleinlagen und die Druck-
zone konnen an diesen Stellen Krifte iibertragen. Die Zugktifte der ein-
zelnen Stahleinlagen wirken in deren urspriinglichen Achsrichtung.
Diese Annahme ist konservativ. Sie vernachlissigt die sogenannten Ver-
diibelungskrifte.

4.2 Orthogonale Armierang
Die beiden Armierungsrichtungen vetlaufen in x- und y-Richtung.

4.2.1 Plastizititsbedingungen

Um die Plastizititsbedingungen herzuleiten, wird die Platte in plastifi-
zierte (aufgerissene) und in elastische (nicht aufgerissene) Bereiche auf-
geteilt.

Im elastischen Bereich ist fiir jeden beliebigen, senkrecht zur Platten-
mittelebene gefiihrten Schnitt das Biegemoment kleiner als das plastische
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Abb. 4.1 Bezeichnungen bei orthogonaler Armierung in x- und y-Richtung

Moment. Demzufolge kann die Platte nicht auf-, sondern héchstens an-
reiBen. Dieser nicht aufgerissene Bereich ist fahig, durch die Verzahnung
der Betonkorner Schubspannungen und demzufolge auch Drillungs-
momente zu fibertragen.

Daraus ergibt sich, daB in einem beliebig gefithrten Schnitt mit der
Normalen # (Abb. 4.1) das Biegemoment #, kleiner als das positive
plastische Moment P, und groBer als das negative plastische Moment
— N, ist.

Ein plastifizierter Bereich erstreckt sich entlang eines Risses. Seine Breite
ist normalerweise beschrinkt. Sie ist sicher kleiner als der RiBabstand.
FlieBt in einem aufgerissenen Bereich z.B. die untere Zugarmierung, so
betrigt das entsprechende positive plastische Moment fiir einen Schnitt
parallel der y-Achse

P.=o, Finlh (4.1.1)
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wobei FP die Fliche der unteren Armierung in der x-Richtung und
77 b die Distanz zwischen der Zug- und der Druckresultierenden da-
stellen (Abb. 3.7).

In diesem Schnitt ist die Zugkomponente der flieBenden Armierung in
der y-Richtung null und daher auch das zugehorige plastische Drillungs-

moment,
P xy = 0 (4.1.2)

Daraus folgt, daB in diesem Beteich die Momente in der x- und y-
Richtung Hauptmomente sind.

Analog erhilt man fiir einen Schnitt parallel der x-Achse das entspre-
chende positive plastische Moment

P, =0, FF ol b (4.13)

und das plastische Drillungsmoment
Py =0 (4.1.4)

Fiir das FlieBen der oberen Armierung wird

N, =o F¥ 4% b (4.1.5)

Ny=0 (4.1.6)
beziehungsweise

N, = FY¥ 4 b @17

Ny =0 : (4.1.8)

Die maxzimalen und minimalen Biegemomente sowie die zugehorigen
Drillungsmomente im plastifizierten Bereich, genannt plastische Mo-
mente, erhilt man fiir einen beliebigen Schnitt ¢ (Abb. 4.1) nach den
Transformationsformeln [12].
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Die Momente in x- und y-Richtung muB man durch die entsprechenden
plastischen Momente: ersetzen. Die plastischen Drillungsmomente sind
" gleich Null.

P, = Px cos2p |- Pysin2 @
Py = % (P, — P)sin2¢
(—N») = (—N,) cosz g 4 (—N,) sinz ¢

N =3 ((-0) = (-]9)) sin2g

4.2)

In der Druckzone des plastifizierten Bereiches existiert ein Spannungs-
zustand, bei dem die Spannungen in x- und y-Richtung ebenfalls
Hauptspannungen sind. Die Drillungsmomente in den Schnitten parallel
der x- und y-Achsen sind null, und daher sind auch die horizontalen
Schubspannungen 7,y null. Bei der Betechnung der plastischen Momente
in x- und y-Richtung wird nach Abb. 3.7 angenommen, daB die
groBte Betondruckspannung gleich der Prismendruckfestigkeit g ist.
Die beiden Hauptspannungen ox und oy sind demnach héchstens gleich
f. Das Entstehen eines Risses verhindert, daB die Normalspannungen
kleiner als null werden. Ein solcher Spannungszustand verletzt die
Bruchhypothese von Mohr nicht und ist demnach auch ein stabiler
Spannungszustand.

Beim Betrachten des ganzen Plattenbereiches ist in den elastischen Be-
reichen fiir alle Richtungen

—Np < 72y < Pa
1, ist das Biegemoment fiir den Schnitt in Richtung ¢.

Erreicht m, = P, odet = —IN, und mey = Pap bzw. = Nap wird der
Querschnitt plastifiziert.
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In diesem Bereich besteht ein zulissiger Gleichgewichtszustand, der
weder die Plastizititsbedingungen des Armierungsstahles ¢ <{ o7 noch
die Bruchhypothesen von Mohr fiir den Beton verletzt. Der Gleich-
gewichtszustand eines plastifizierten und des anschlieBenden elastischen
Bereiches ist fiir den Fall, daB die unteren Stahleinlagen flieBen, in
Abb. 4.2 dargestellt. Beim FlieBen der oberen Stahleinlagen werden die
P durch NV ersetzt.

Abb. 4.2 Gleichgewichtszustand zwischen elastischem und plastxﬁznertcm Beteich
bei orthogonaler Armierung in x- und y-Richtung

Fiir die vollstindigen Plastizititsbedingungen ist also zu fordern, da3
fiir alle Richtungen ¢ gilt:

—N, < m < P 4.3.1)
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Ilnd fﬁr Wp = —Nﬂ : ”fnq) = quz (4 3 2)

M3=Pﬂ :”’mp=Pmp

Nun werden die Bedingungen aufgestellt, unter welchen — N, < 7, < P
ist und nachtriglich gezeigt, daB die erhaltenen Bedingungen auch die
folgenden Forderungen erfilllen. Bei m = Py, ist auch 7y = Payp
und bei 7, = —Nj auch m,p = Ny,

Die plastischen Momente fiir die Richtung ¢ sind nach Gleichungen (4.2)
P, = Pxcos? p + P,sin2 ¢
Py = % (P, — P)sin2¢
(=Nz) = (=) cos? ¢ + (—DNy) sin® @
Ney =3 ((-N) - (-N9) sin2g

“4.2)

Die Biegemomente s und die Drillungsmomente mp erhilt man als
Funktion von #x, 7, und 71, nach den Transformationsformeln [12]:

Ma = mxCOSTQ J m,sin2 @ 4 mysin2 ¢
4.4
m,,,:%(m,—mx)sian:-l-m,coqu: “4

Eingesetzt in die Bedingung (4.3.1) —N, < 7 < Py ethilt man

(—N.) cos? ¢ + (—N;) sin? @ < mx cost ¢ + mysin® g 4 mysin2¢
< Pxcostp + Pysinz g (4.5)

N, Ny, P« und P, sind positive Werte.
Dic obige Ungleichung wird nun in zwei einfache Ungleichungen auf-
geteilt, wobei die erste durch die positiven plastischen Momente (untere

Armierung) und die zweite durch die negativen plastischen Momente
(obere Armierung) begrenzt wird.
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P, cos?p 4 Pysin? @ > mxcos? @ -+ mysin2 @ -+ mysin 2 ¢ (4.5.1)
(—Nx)cos2g -+ (—Ny) sin?p < mxcos?p -+ mysin2 @ + mysin2 ¢ (4.5.2)

Als erstes soll die Ungleichung (4.5.1) untersucht werden. Nach kurzer
Umformung erhilt man:

(Px — m) cos? @ + (Py — my) sin2 @ = my sin2¢ = 2 myy sin ¢ cos ¢
(4.6)
Fiir den Fall A, bei dem sin 2 ¢ >> 0 und demnach auch tg ¢ > 0 ist, ist

der Giiltigkeitsbereich von ¢ in Abb. 4.3 dargestellt, wobei ¢ im Uht-
zeigersinn abgetragen ist.

. Abb.4.3 Giiltigkeitsbereich von F (gp) im Fall «A»

Mit diesen Voraussetzungen kann die Beziehung (4.6) weiter in die Un-
gleichung (4.7) umgeformt werden

(Px —fllx) 1 (P’—I-”I’) -
Q= my 4,
> o 2 2P = My 4.7
Py —m P, —

Mit dqubkﬁrzungen( > ) = R.und (—’——'fj—) = R, erhilt man
1

R —— 4+ Rytgop = my (4.8)
. By
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Fiir den Fall B, bei dem sin 2 ¢ < 0 und demnach auch #g ¢ < 0 ist, witd
der Giiltigkeitsbereich von @ in Abb. 4.4 dargestellt, wobei ¢ im Uht-
zeigersinn abzutragen ist. '

Abb. 44 Giiltigkeitsbereich von F (@) im Fall «B»

Unter diesen Voraussetzungen und den obigen Abkiirzungen erhilt man

1
RBe —— + Ryigp < my 4.9
Zo
Diskussion der Funktion F (g):
Duzch Ableiten der Funktion
1
Fl@)=R«—+ Ry (4.10)
ze
ergibt sich
aF - R
@ = = R y @11
2p sinZ g cos? @

Durch Nullsetzen der 1. Ableitung erhilt man den Ort der horizontalen
Tangente
—'Rx R_’

sin?g + cos? @ =0 (121)
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R
oder — =tgly 4.12.2)
_ B,

und indem man wieder einsetzt

Px - £3
ST gy 4.13)
Py —my

Fiir den Fall A (tg ¢ > 0) gibt es folgende Maglichkeiten fiir die Vor-
zeichen von R. und RB,:

a) Rezz 0
R >0

Fiir diese Bedingung ist der qualitative Verlauf der Funktion F () in
Abb. 4.5 dargestellt. Diese Funktion besitzt zwei Minima. Es ist sofort
ersichtlich, daB durch Erfiillen der Ungleichung (4.8) an den Stellen der
Minima die Ungleichung fiir jedes @ erfiillt ist.

Fup)

: P
I

Abb. 4.5 Qualitativer Verlauf von F () im Fall <A» und R, =0, R, =0

b) R. <0

Abb. 4.6 zeigt den qualitativen Verlauf der Funktion F (p). Diese
Funktion besitzt kein Minimum; sie geht von minus Unendlich nach
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plus Unendlich. Die Ungleichung (4.8) kann daher nicht fiir jedes ¢
erfiillt werden. Die Méglichkeit R. < 0 und R, > 0 ist nicht zulissig. .

R

|
w3
N
d

Abb. 4.6 Qualitativer Verlauf von F (¢) im Fall «A» und R, =< 0, R,=0

J) Re>0
R, <0

Fiir diese Bedingung ist der qualitative Verlauf der Funktion -F (p) in
Abb. 4.7 dargestellt. Die Funktion besitzt kein Minimum. Sie geht von

} Fon

d
NE
‘NIA
=

Abb. 4.7 Qualitativer Verlauf von F () fiir Fall «A» und Rx =0, R, < 0
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plus Unendlich nach minus Unendlich. Die Ungleichung (4.8) kaann
nicht erfiillt werden fiir jedes ¢. Die Moglichkeit R > 0 und R, < 0 ist
nicht zulissig.

d) R.<0
R <0

Der qualitative Verlauf der Funktion F (p) ist in Abb. (4.8) dargestellt.

Diese Funktion besitzt zwei Maxima, und es ist sofort ersichtlich, da
die Ungleichung (4.8) nicht fiir jedes ¢ erfiillt werden kann.

Fio)

A
N[
4

Abb. 4.8 Qualitativer Vetlauf von F () fiir Fall <cA» und R, =0, R, = 0

Zusammenfassend kann gesagt werden, daff firtg ¢ >0 R > 0and By, >0
sein méssen, damit die Ungleichung (4.8) fiir jedes ¢ erfiillt werden kann. Dies
wird erreicht, indem man die Ungleichung nur an den beiden Minima der Funk-
ton F (@) erfillt.

Fiir den Fall B, bei dem tg ¢ < 0 ist, kann nach analoger Diskussion der
verschiedenen Méglichkeiten der Vorzeichen von R. und R, folgendes
ausgesagt werden:
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Far tg ¢ < 0 missen Re 2 O und Ry 2 O sein, damit die Ungleichung (4.9)
Sar jedes @ erfillt werden kann. Dies wird erreicht, indems man die Ungleichung
nur an den beiden Maxima der Funktion F (@) erfill?.

Efiillen der Ungleichungen an den Extremen:

Fiir den Fall A gilt die Ungleichung

1
Re—— + Rytgp > my “8)
tgo

mit der Bedingung, daB Rx > 0und R, > O und tg ¢ > Osind.
Der Ort der Minima ist durch Gleichung (4.12.2) gegeben. Sie lautet:

Ry
R,

B
R,

tgrp = (4.12.2)

+ (4.123)

oder tgg

Durch Einsetzen in die Ungleichung (4.8) erhilt man die Bedingungen
an den Minima der Funktion F (g), bei deren Erfiillung die Unglei-
chung fiir jedes ¢ in Ordnung ist, d.h.

I/R‘ l/Rx
+ -EJR,:—{— + TJ‘R}>””9

oder + l’4&R, = My 4149
und ohne die Abkiirzungen
+ VP — ) (B = m) > (4.15)
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Fiir den Fall B gilt die Ungleichung

1
R + Rytg o < mxy 4.9
tg o

mit den Bedingungen R >0, R, > Ound tg ¢ < 0.
Der Ort der Maxima ist durch Gleichung (4.12.2) gegeben. Sie heiBt

tg2p = —R—x— (4.12.2)

und tgp = —|/ — (4.12.4)

Dutrch Einsetzen in die Ungleichung findet man die Bedingungenan den
Maxima der Funktion F (p), bei deren Erfiillung die Ungleichung fiir
jedes @ in Ordnung ist.

Sie lauten
R, R
- ’E R + - E RJ < Ty
oder — VA4RR, < my
oder + VAR Ry = — my (4.16)
und ohne Abkiirzungen
+ V(Px —m) (Py —my) = — 1y 4.17)

Durch Zusammenfassung der beiden Fille A und B kann die Unglei-
chung (4.5.1) bzw. (4.6) durch die folgenden Beziehungen (4.18), die
unabhingig von ¢ sind, ersetzt werden.
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Px —_ Mx > 0
P —m >0 (4.18)
(Pe— m) (By — m) =

Nun soll noch die Ungleichung (4.5.2) untersucht werden, die nach
kurzer Umformung folgendermaBen angeschrieben werden kana:

(Nx + mx) cos2 @ + (Ny + my) sin? @ > ~ my sin2 ¢ =
— 2my cOs @ sin g _ “4.19)

Durch Vergleich der Beziehungen (4.6) mit (4.19) ergibt sich, daBl dutch
Ersetzen der Koeffizienten (Px — mx) durch (Nx + ), (Py — my) durch
(INy + =) und von m,y durch — .y in Bezichung (4.6) die Beziehung
(4.19) erhalten wird. Auf Grund dieser Tatsache werden nun in den Be-
dingungen (4.18) diese Koeffizienten ebenfalls durch die entsprechenden
ersetzt und dadurch die von ¢ unabhingige Beziehung (4.20) erhalten.

Nx + 7 Z 0
N, 47 >0 (420)
Ns + ) Ny + 1) > it

Die beiden Bedingungen (4.18) und (4.20) erfiillen die Ungleichungen
(4.6) und (4.19), die zusammen die Forderung (4.3.1)

N, << Py
darstellen. Unter der Voraussetzung, daB zusitzlich die Bedingungen

(4.3.2) erfiillt sind, was anschlieBend gezeigt wird, lauten die Plastizitits-
bedingungen fir eine Platte mit orthogonaler Armierang in x- und y-Richtung :
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Pe —me >0
Py —m =0
(Px — m) (Py — my) = %
Ne 4 me >0
Ny 4m 20
(N + m) (Ny + my) = m2y

“.21)

Jetzt muB noch gezeigt werden, daB bei Etreichen von m, = P, bzw.
— N, auch 7y = Pag bzw. N,y ist. Dies witd hergeleitet fiir den Fall,
dafB die untere Armierung flieBt. Fiir ein FlieBen der oberen Armierung
ist das Vorgehen analog.

Das plastische Drillungsmoment fiir eine beliebige Richtung ¢ ist nach
Gleichung (4.2)

Pa¢=E(P’—Px)sin2¢ (4.2)

Das auftretende Drillungsmoment ist durch Gleichung (4.4) gegeben

Mingp = % (m,‘ — my) sin2 @ - myy cos 2p “.49

Um nun das vothandene Drillungsmoment #,p und das plastische Dril-

lungsmoment P, miteinander vergleichen zu kénnen, bildet man ihre

Differenz.
A= ng — Pmp (4.21.1)

oder durch Einsetzen der Beziehungen (4.2) und (4.4) erhilt man
a4 = .;. (Px — m) sin2¢ — % (P, —my)sin2¢ +mgcos2g (4.21.2)
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und dutch Einfithren der Abkiirzungen R. und R, ergibt sich
A= Resin2¢ — Rysin2¢ + mycos2¢ (4.21.3)

Fiir den Fall A ist 7, = P,, wean

R,
tgg =+ R
vy

My = + [4R:By
Re =0
und R, >=0ist,

Mit diesen Bedingungen und auf Grund der trigonometrischen Bezie-
hungen

. 2
inzp— 282
1+t
1 — to2
und cosZ«p:—-—tﬂ—
1+41tg2e
erhilt man
) Zl'RxR,
sin2 9 = ————
R. + R,
(4.22)
und cos2¢p = B = B
: ' R, + R.
Eingesetzt in Gleichung (4.21.3) wird
(B — Vz.g, (B — R
A=————2 R +2VRRB - — =0 (4214
Ry R B Vi I
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Fiir den Fall B ist m, = Pa, wenn

I/R,,
tgp= — F,

M)g = - 4Rx.R_’
R. =20
und R =0
Mit diesen Bedingungen erhilt man
. -2 VRx By
sin2¢ = R +R
\y 423)
und cos2 ¢ = B — B
By + R
Eingesetzt in Gleichung (4.21.3) wird
(Bx — Ry) (= RB«<+Ry)
A= ——————2RR —~ 2V RR, ————==0 (4215
Re + By V 7 V > R+ R ( )

Da die Differenz von #,p und Pag = 0 ist, ist #sp = Pyp. Damit ist be-
wiesen, daB fiir 75 = Py bzw. — N, auch #,p = Ppp bzw. N,y ist.

422 Lineare Plastizititsbedingungen

Die nachstehenden linearen Plastizititsbedingungen sollen eine Nihe-
rung der abgeleiteten Plastizititsbedingungen sein. Sie verletzen an kei-
nem Punkt die nichtlinearen Plastizititsbedingungen. Anders ausge-
driickt kann man auch sagen, der geniherte konveze Giiltigkeitsbereich
soll iiberall innerhalb dem tatsichlichen liegen oder ihn hchstens be-
rithren, Die linearen Plastizititsbedingungen lauten:
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P — me —Imyl >0
Py —m —Imyl =20
Ni+me —lmgl >0
Ny +my —lmgl =20

(4:24)

Durch Einsetzen der Bedingung (4.24) in Bedingung (4.21) sicht man,
daB die nichtlinearen Plastizititsbedingungen durch die linearen nicht
vetletzt werden.

Po —me>lmyl >0

Py —my =lmyl =0

N + e = 1mgl =0

Ny +m 2lmgl 20

(Pe — m) (Py — my) = |myl? > mi%

N + m) (Ny + my) = |Imol? > miy

(4.25)

Um in den Beziehungen (4.24) die Absolutbetrige zu ersetzen, kann man
statt einer Ungleichung mit einem Absolutbetrag zwei Ungleichungen
schreiben, indem man einmal die Bedingung fiir den positiven Betrag
und einmal fiir den negativen Betrag der absoluten Zahl anschreibt.
Die Bedingungen lauten darnach:

Py —me —my>=0
Po —mtet-my>0
Py —my —my>0
Py —m 4+ my>=0
Ny -+ —my >0
Ne+ e +mg =0
Ny +m —mg>=0
Ny +m +me =0

(4.26)
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Damit wurde eine Plastizititsbedingung gefunden, die aus linearen Be-
ziechungen in den Schnittkriften und in den plastischen Momenten auf-
gebaut ist. Sie geniigt allen Anforderungen, um ein lineares Programm
aufbauen zu kénnen.

4.2.3 Graphische Darstellung der Plastizititsbedingungen

Die Plastizititsbedingungen fordern, daﬁ ein Spannungspunkt (mx, 7,
msy) innerhalb einer Fliche liegt. Im folgenden wetden fiir einige spe-

My
PX

P

Abb. 4.9 Plastizititsbedingungen fiir P & P, &= N F N,
Verlauf von ,ﬂ- durch Niveaulinien datgcstéllt

Py
Nicht linearisierte Plastizititsbedingungen GI. (4.21)
remeeemeee Linearisierung ) Gl (4.26)
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zielle Fille diese Flichen als Funktionen von m., m, und ., graphisch
dargestellt. In jeder Figur wird ebenfalls die zugehorige, linear ge-
niherte Fliche gezeigt. Der durch die Linearisierung entstehende Fehler
ist dann leicht essichtlich.

In Abb. 4.9, 4.10 und 4.11 sind die Plastizititsbedingungen fiir die Fille,
in denen P =k Py = N, o= N; ist, dargestellt.

Ny Nx
Pe2 AP
Px
My
Py
Py
Ny Ny Py
Py2

Abb. 4.10 Plastizititsbedingungen fiir Px = P, 4= N = N,
Verlauf von —22- beimy =0
Py

Nicht linearisierte Plastizititsbedingungen GL (4.21)
Linearisicrung GLl. (4.26)
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my
Px
"N Py
Py Py
Abb. 4.1 Plastizititsbedingungen fiit P == P, 3= N Tk N,
Vetlauf von ”;:7 bei my, = 0
x
Nicht linearisierte Plastizititsbedingungen Gl. (4.21)
..... e Linearisierung Gl. (4.26)



Abb. 4.12 und 4.13 zeigen die Plastizititsbedingungen fiir Px = P,
— N. = N,.

Abb. 4.12 Plastizititsbedingungen fiit Px = Py = Ny = N
Vetlauf von Im—”l durch Niveaulinien dargestellt

Py
Nicht linearisierte Plastizitatsbedingungen GL (4.21)
.......  Linearisierung Gl (4.26)
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Abb. 4,13 Plastizititsbedingungen fiir P, = Py = N, = N,

Verlauf von I bei m2y, = 0, bzw. mx = 0
x

In Abb. 4.14 sind die Plastizititsbedingungen fiir nur unten armierte
Platten ersichtlich. Auf die Darstellungen der Flichen fiit m. = 0 oder
my, = 0 wird verzichtet, weil sie qualitativ den selben Verlauf haben wie
bei den isotropen Platten. Sie erstrecken sich jedoch nur {iber den posi-
tiven Quadranten.
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=1

e

o
My
P
| i x

Myy

Axe: P Py -1
X PX

Abb. 4.14 Plastizititsbedingungen fiir eine nur unten armieste Platte mit P, = P
und Ny = N,=0

Verlauf von ';’” mit Niveaulinien dargestellt
x

Bei nur in x-Richtung armierten Platten, bei denen N, = P, = 0 ist,

e\

degeneriert die Fliche zu einer Geraden (Abb. 4.15), die von bis 1

x

verliuft. Es kénnen keine Drillungsmomente 77, und keine Momente
my auftreten.
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|
my
Px
. | Mxy x|
Axer I - Py
- Nx Px_,.
Px P 1 |
f

Abb. 4.15 Plastizititsbedingung fiir eine nur in der x-Richtung armierte Platte mit
Ny=Py=0

Verlauf von I% mit Niveaulinien dargestellt

X

4.3 Armierung in beliebiger Richtung
Alle neu eingefiihrten Bezeichnungen sind aus Abb. 4.16 ersichtlich.

4.3.1 Plastizititsbedingungen

Im elastischen Bereich ist wie fiir die orthogonale Armierung das Biege-
moment 7, in einem beliebig gefithrten Schnitt mit der Normalen #
(Abb. 4.16) kleiner als das positive plastische Moment P, und gréBer als
das negative plastische Moment — [NVa.

Wenn in einem pla.rtzﬁzterz‘en Bereich 2. B. nur eine untere Armierung F,
die den Winkel a- mit der x-Achse einschlieBit, vorhanden ist, flieBen
diese Zugeisen. Man erhilt fiir einen Schnitt senkrecht zur Armierungs-
richtung o, die Zugkraft je Einheitsbreite det flieBenden unteren Stahl-
einlagen

2P = oy FP (4.27)
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\ N

y

Abb. 4.16 Bezeichnungen bei beliebiger Armicrungsrichtung -

Die Zugkraft der flieBenden unteren Stahleinlagen fiir einen Schnitt
parallel zur Armierungsrichtung a, ist

Zliay=0 (4.28)
Die Zugkomponenten der flieBenden Armierung parallel den Schnitt-
richtungen a und ar +5 Z sind null. Z]und Z;, 5, witken also in den
Hauptrichtungen.
Die Schnittfliche fiir einen beliebigen Schnitt ¢ ethilt man aus den
Transformationsformeln

ZP = cost g, ZF

Z} =sintq 2} (4.29)

Z}, = stqu L zr
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Diese Beziechungen haben auch Giiltigkeit fiir das FlieBen der oberen
Armierung. Man mu8 nur die Indizes P durch N ersetzen. In Zukunft
werden sie der Einfachheit halber weggelassen.

Sind mehrere Armietungsrichtungen r vorhanden, in denen die Stahl-
einlagen flieBen, so gehen die Gleichungen (4.29) tiber in

r
Z;, = Z Zr COS?‘ ar '
r=1

Zy = Y Zsintg, (4.30)
r=1
an= —Z Zr';—sinZEr

r=1

Durch Ersetzen von ¢, durch ¢ — @, erhilt man

Zy = Z Z,cos? (p — ar)
r=1
Zy = ) Zsint(p —a) (4.31)
r=1
4 sin 2'(p ~ a)
th = - re
? rgi g 2

Unter Bcachﬁmg, daB

cos(p — a) = cos ¢ cos a -} sin ¢ sin a “.32)
sin (p — a) = sin pcos a — cos p sin a )
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wird

cos? (p — a) = cos2¢@ cos2a - 2 cos @ sin ¢ cos a sin a + sin?psin®a
sin? (p — a) = sin? pcos? @ — 2 sin ¢ cos ¢ cos a sin a -} cos?gsin? a
sin(2p —2a)=sin2¢cos2a —cos2¢psin2a ' (4.33)

oder
cos?(p — @) = cos?pcos?a -+ % sin2¢sin2a 4 sin?gpsinta

sin? (p — a) =sin% pcos?a — % sin2¢sin2 a 4 cos2psinza  (4.34)

sin (2 —2a) =sin2¢(cos?a —sin2a) —cos2¢sin2a

und daraus
r . . sin2a, |
Zy = Z (Z-cos? ar) cos2 @ + (Z;sin? a,) sinz ¢ -} (Z, > Ysin2 ¢
r=1
r in 2
Zy = ¥ (Z costa)sint + (Zsin? a) costy — (Z sz *ysin2g
r=1
S . ) sin 2 o
Znp = -2—(-—Z,cos’ar—!-erm”ar)SmZtP-l-(Zr 2 ) cos2¢
r=1
(4.35)
Mit den Abkiirzungen
Z Zrcosta = Z
r=1
Z Zsinta, =2, (4.36)
r=1
r in2a,
Z Z smea Zy
r=1 2
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erhilt man
Zn = Zxcosp + Zysin? ¢ + Zysin2 -

Zy = Zysin? ¢ 4 Zycostp — Zysin2 ¢ 4.37)
Ziw=1(2 - Z)sin2¢ + Zgcos 2¢

Die drei Gleichungen (4.37) stellen ebenfalls die Beziehungen zwischen
den Spannungskomponenten 6x, 6y, 6x und o4, 6, osp im ebenen Span-
nungszustand dar, sofetn man Z durch o ersetzt.

Somit kann man auch die Richtungen ¢1 und ¢z, bei welchen Z, ver-
schwindet, anschreiben
2 ZXJ

7 =7 (4.38)

tg2971,z =

Die zugehérigen, mit Z1 und Z; bezeichneten Extremwerte von Z,
lauten: ’

Zip = -’2- (Zx + Z) + % V. =Z)y +42% (439

Die Wette 1,3 und Z1,2 konnen auch mit dem Mohrschen Kreis gefun-
den werden. Daraus ist ersichtlich, daB jede beliebige Armierungsanord-
nung (Zx, Zy, Zxy) durch cine iquivalente orthogonale Armierung
(Z1, Z») ersetzt werden kann. Die Armietungen Z1 und Zz bilden die

Winkel @3 und @2 = ¢1 + -Z— mit der x-Achse.

Es bleibt indessen nur noch die Aufgabe, die Plastizititsbedingungen fiir
eine Armierung Z; und Z: zu finden, die senkrecht aufeinanderstehen
und mit der x-Achse den Winkel g1 bzw. g2 einschlieBen.

Fiir einen Schaitt ¢y ist das positive plastische Moment

Pi=2Z'nh (4.40)
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Weil in diesem Schnitt die Zugkraft keine Komponente senkrecht zu 23
besitzt, ist das plastische Drillungsmoment null.

Piy=0 4.41)
Analog erhilt man fiir den Schnitt ¢;

Py =20yl b (4.42)
und Pu =0 (4.43)

Fiir das FlieBén der oberen Armierung wird

Ny =ZVn¥5 (4.44)
Niz=0 (4.45)
bzw. Ne =2V b (4.46)
N =0 (4.47)

Nach den Transformationsformeln (z.B. [12]) erhilt man die plastischen
Momente:

P, = Picos?(p — ¢t) + Pasin? (p — ¢f)

Py =3(Pa— P)sin2(p o)

(—Ny) = (—DV:) cost (p — g1) + (—N)sin2 (p — ¢}')
Ney =3 (N2 —Nisin2(p — ¢})

(4.48)

In der Druckzone des plastifizierten Bereiches existiert auch wieder ein
Spannungszustand, bei dem ¢1 und @2 Hauptachsen sind. Die Haupt-
spannungen o1 und o2 sind nach Abb. 3.7 gleich der Prismendruckfestig-
keit B. Nach den Bruchhypothesen von Mohr ist dies ein zulissiger
Spannungszustand (siehe Kapitel 4.2, Seite 37).
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Der Verlauf der Momente in einem plastifizierten und den anschlieBen-
den elastischen Bereichen ist fiir das FlieBen der unteren Stahleinlagen
in Abb. 4.17 dargestelit.

dy

Abb. 4.17 Gleichgewichtszustand zwischen elastischem und plastifiziertem Beteich
bei beliebig getichteter Armierung

Fiir die Hetleitung der Plastizititsbedingungen wird der selbe Weg ein-
geschlagen wie bei einer Armierung in x- und y-Richtung. Es werden
zuerst die Bedingungen aufgestellt, unter welchen

— N, < n < P, (4.3.1)

ist und nachher gezeigt, daB bei 7, = P, auch m,p = Py und bei m,
== —Nn und Minp = an ist.
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Dutch Umformen der Gleichungen (4.48) lauten die positiven plasti-
schen Momente fiir die Richtung ¢
Py = (P1 cos? ¢f + Pasin? ¢l) cos? ¢ + (P sin? ¢f
+ Pacos? ¢f)sin?e -+ 2-sin2 gf (Py —P) sin2g

. (4.49)
Py = 5 sin2¢ (Pzcos? ¢F — Picos?gl — Pisin?gf

+ Py sin?¢f) + = sin2¢f (Py — Pi)cos2¢

mit den Abkiirzungen

P, = Pi cos? ¢f 4 Pasin? ¢f
P, = Pisin? ¢f 4 Pscos? ¢f (4.50)

Py=2 (Pr — P)sin2¢}

erhilt man

Py, = Pycos2 @ + Pysin2p + Pysin2 ¢

1 . (4.51.1)
Ppp= -2—(P, — P)sin2¢ 4+ Pycos2 ¢
und analog fiir die negativen plastischen Momente
(—Ni) = (—Nx) cos?p + (—NNy) sin® ¢ + Ny sin2¢
(4.51.2)

Ny =3((=N) = (~IV9) sin2¢ + Ny cos 29

Die auftretenden Biegemomente », und die Drillungsmomente s, fiir
die Richtung ¢ lauten:

My = mecoS2 @ + mysin2 @ + mysin2 @

4.4
m,¢=%(m,—m_’,)sin2q:+m9c052tp ¢4
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Eingesetzt in die Forderung (4.3.1)
— Ny KM < Py
erhilt man

(—N.) cos2p + (—N,) sin? @ |- Ny sin 2 ¢ < w cos2 g + m, sin g
+mysin2 @ < Pecostp + PysinZep 4 Pysin2¢p (4.52)

oder nach kurzer Umformung

(Px — mx)cos?p +(Py — my) sin?@ > (mxy — Pry)sin2e (4.53.1)
(N + ) cos2@ - (INy + my)sin?p = — (my — Nig)sin2 ¢ (4.53.2)

Es sei noch bemerkt, daB Ny, N,, Px, P, positiv sind. Py, und NN,
kénnen groBer oder kleiner als null sein,

Durch den Vergleich der Ungleichungen (4.53.1) (4.53.2) mit den Glei-
chungen (4.5.1) und (4.5.2) stellt man fest, daB sie identisch sind, wenn
man my in der Beziehung (4.5.1) durch (my — Psy) ersetzt und in der
Beziehung (4.5.2) 7,y dutch (my — Ny).

Durch entsprechende Substitution in den Plastizititsbedingungen fiir
eine in x- und y-Richtung armierte Platte (4.21) erhilt man die a//ge-
meinen Plastizititsbedingungen far eine Stahlbetonplatte.

Pe —me >0
P, —m,>0
(Pe — m) (By — my) = (mg — Pi)?
Ned+me =0
Ny +m >0
(Nx + m) (Ny + my) = (m9 — Nip)?

(4.54)
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Um zu zeigen, daB bei #, = P, bzw. = — N, auch msy = Py bzw.
= Ny erfilllt ist, braucht man in den Betrachtungen fiir eine Armie-
rung in x- und y-Richtung nut 7.4 dutch (mxy — Py) bzw. bei FlieBen
der oberen Armierung durch (7, — Nyy) zu ersetzen. Weil die Herlei-
tung sofort iiberblickt werden kann, wird hier auf die Ausfithrung ver-
zichtet. '

4.3.2 Aligemeine lineare Plastizititsbedingungen

Auch hier werden die linearen Plastizititsbedingungen durch Substitu-
tion von m, durch (79 — Pxy) (untere Armierung) bzw. (7 — Nyy)
(obere Armierung) gefunden.

Pe —x —my+ Py>=0
Py —medmy — Py>=0
Py —my —mg+ Pog>=20
Py —m +myg— Py20
Netd e —my+Ny>0
Nt e ++myg ~Ny>=0
Ny +m ~mg+ Ny >0
Ny +my +myg — Ny >0

(4.55)

Es sei nochmals bemerkt, daB P., P,, N. und N} positive Zahlen sind,
WOgegen mx, My, My, Py und Ny groBer oder kleiner als null sein
konnen.
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Niéberung

Wenn 71 = 73 = 5 und 9}’ = 73’ = 7" angenommen werden konnen,
so ist der Umweg tiber Py und P; bzw. Vi und IN: nicht nétig.
Man kann direkt anschreiben:

.Px =Z:7]Pb
PJ =Z‘,P1]Pb
Py =2Z71" b
Ny — 2 o (4.56)
Ny =Z) o b
Ny =ZN ¥ b

5. Gleichgewichtszustinde fiir Platten

5.1 Gleichgewichisbedingungen

In Abb. 5.1 sind an einem infinitesimalen Plattenteil mit den Seiten-
lingen dx und dy die auf die Lingeneinheit bezogenen Schnittkrifte
in positiver Richtung eingezeichnet. Durch Formulieren der Gleich-
gewichtsbedingungen erhilt man die folgenden Beziehungen:

02 12 n 02 71y n 02 my 51
0 x? 0x 0y 0y =2 e
9 mx ? '
a”’ i = g 5.2)
x oy
/] 2
» === =g .3)
oy 0x
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Abb. 5.1 Schnittkrifte an einem Plattenelement

Die Differentialgleichung (5.1) wird in drei Teile aufgespalten.

02 mx

d x?

= —j)x

02 my

oxdy = by

02 7y

J.y?

= —p

mit der Bedingung
bt Dot py=0

(5.4.1)

(54.2)

(5.4.3)

(5.5)

Physikalisch bedeutet dies, daB eine Platte in drei ideclle Platten zerlegt
wird, von denen die eine nur Momente in x-Richtung, eine zweite nur
Momente in y-Richtung und die dritte nur Drillungsmomente 7.y auf-
nehmen kann. Die Summe der Teilbelastungen muB natiirlich gleich der

tatsichlichen Belastung sein.
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Durch Integration der Gleichungen (5.1; 5.2; 5.3) erhilt man die
Momente

me= [dc [(-p)dx+AO) +xh D)+ A (5.6.1)
m= [& [ DG+ 43/ + b (5:62)
mo=%[ix [(-pyy+5 )+ i)+ (63

Fir y, bzw. x = konstant, erhilt man aus Gleichung (5.6.1) und (5.6.2)
die Biegemomente lings einer Parallelen zur x- bzw. y-Achse. Man sieht
sofort die Ubereinstimmung mit den Momenten eines Balkens.

Myy=0

Y

[
Abb, 5.2 Aufgabenstellung zur Bestimmung des Drillungsmomentenvetlanfes
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Das Drillungsmoment (5.6.3) ergibt sich durch Summation der halben

. P tiber den entsprechenden Plattenbereich unter Beriicksichtigung der
Randbedingungen. Anhand eines Beispiels (Abb. 5.2) soll das Vorgehen
etliutert werden.

Eine ideelle Platte, die nur Drillungsmomente aufnehmen kann, sei an
den Rindern x = 0 und y = O frei. An diesen Rindern sind daher die
Drillungsmomente gleich null, weil an einem freien Rand keine Schub-
spannungen angreifen konnen. Also lings x = 0 und y = 0 ist 75 = 0*.
An den Rindern x = o und y = b ist die Platte fihig, »y,-Momente auf-
zunehmen. Die Belastung p., sei konstant iiber die Platte.

my =12 [dx [ (=po) & + 1) + £:00) + o

oder  my= —3 xypy+fix) +fo(3) + ks G7)

Fiit % = 0 und y = 0 ist w = 0, und daher wird

firx=0,y=0 ks =0
firx=0 (7)) =0
firy =0 fs(x) =0
Daraus erhilt man My = — %—x Y Do (5.8)

* Diese Bedingung hat auch bei elastischen Platten Giiltigkeit. Sie wird jedoch bei
der Klassischen Plattentheorie durch die Naherung der Ersatzscherkrifte umgangen,
um dadurch die Zahl der Randbedingungen der Zahl der Integrationskonstanten anzu-
gleichen.
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Das Drillungsmoment 7., am Punkt x, y kann man auch finden, indem
man zu der halben negativen Belastung des Vietecks 0. ABC das Dril-
lungsmoment in Punkt A4 zu demjenigen in Punkt C addiert und das
Drillungsmoment in Punkt O subtrahiert:

1
m;,:—;xjp;,-i—m;;-l—mg—mg .9

. — C - (s} — .
wobei m,'; = m,, = m, = Ound daher wieder

My = = 3 % poist. (5.8)

5.2 Randbedingungen

Die Randbedingungen kénnen allgemein in folgende zwei Haupt-
gruppen eingeteilt werden: :

a) Statische Randbedingungen
b) Geometrische Randbedingungen

Fiir das Finden eines unteren Grenzwertes der Traglast benttigt man
auf Grund des unteren Grenzwertsatzes weder Aussagen iiber Durch-
biegungen, Verdrehungen und Verschiebungen noch iiber Verfor-
mungsgeschwindigkeiten. Es werden keine geometrischen Kontinuitits-
bedingungen gebraucht. Somit entfallen auch die geometrischen Rand-
bedingungen. Nur die statischen Randbedingungen wetrden beniitzt.

5.2.1 Freier Rand

Der Rand x = konstant liegt vollkommen frei. Es konnen keine Krifte
angreifen. Es gilt also

ox =0 (5.9.1)
Ty = 0 (5.9.2)
Ty =0 (5.9.3)
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und damit bekommt man die Schnittkrifte

+ - b
mx = fo'zzdz =0 (5.10.1)
1
-5 3
+ 1,
ey = f tyzdy =0 (5.10.2)
s,
2
1
+ z b
g = f tady =0 (5.10.3)
1,
2
Nach Gleichung (5.2) ist
0 M /] sy
x - e— 5.2
g ox + oy ©2)

myy ist nach (5.10.1) lings des ganzen Randes x = konstant gleich null.
Dabher ist auch
0 My

oy

=0 . (5.11)

und die Gleichung (5.2) vereinfacht sich zu

0 mx

x = =0
¢ dx

Somit lauten die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir einen
freien Rand lings x = konstant
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my =20 (5.12)
0 ms

” —0
0x

Diese Bedingungen haben auch bei elastischen Platten Giiltigkeit. Bei
der klassischen Plattentheotie kann man jedoch die Losung » (xy) nur je
zwei Randbedingungen anpassen. Durch die Einfithrung der Ersatz-
scherkrifte werden die Bedingungen (5.10.2) und (5.10.3) zu einer ver-
eint, um von den drei auf zwei Randbedingungen zu gelangen.

5.2.2 Einfach gelagerter Rand

Die Platte sei lings des Randes x = konstant frei gelagert.
Bei diesem Falle gibt es zwei Moglichkeiten.

I

p (Auflager)
Abb. 5.3 Einfach gelagerter Rand

N —~——}—o

2) Man betrachtet den Schnitt 1 rechts vom Auflager (Abb. 5.3) als
freien Rand. Dann ist es jedoch nétig, die Auflagerkraft als eine unbe-
kannte Reaktion einzufiihren, die natiirlich mit der Belastung im Gleich-
gewicht sein muB. Dies ist empfehlenswert, wenn man sich direkt fiir
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den Auflagerdruck interessiert, um z.B. die Gleichgewichtsbedingungen
eines Randtrigers zu formulieren (Abb. 5.4) oder um Bedingungen an
den Auflagerdruck zu stellen.

~-p (Platte)

N ———t—o

p (Balken)

Abb, 5.4 Auf einem Randtriger einfach gelagerter Rand

b) Man betrachtet den Schnitt 2 links vom Auflager (Abb. 5.3). Die
einzige Bedingung lautet: '

I me = 0.

Diese beiden Méglichkeiten sind gleichwertig. Der Unterschied besteht
darin, daB unter » der Auflagerdruck nur implizit gegeben ist.

5.2.3 Eingespannter Rand

An einem eingespannten Rand existieren keine statischen Randbedingun-
- gen. Das heiBt, .y, m,, my konnen jeden Wert annehmen, der fiir einen
Gleichgewichtszustand notwendig ist.
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5.3 Gleichgewichtsgustande fiir eine spegielle Belastangsverteilung

5.3.1 Voraussetzungen

Eine Platte wird durch parallele Linien zu den x- und y-Achsen in ein
Netz eingeteilt. Die Rinder werden treppenformig approximiert, so da
sie mit den Netzlinien zusammenfallen (Abb. 5.5). Fiir die Belastung p

Z — X
N
%% A y
1V
\
y AXx
Abb. 5,5 Netzeinteilung einer beliebigen Platte mit Vereinfachung der Plattenform
lings der Netzlinien

und die Teilbelastungen p., p, und pxy wird vorausgesetzt, daB sie iiber
jedem Teilbereich konstant sind. Diese Annahme wurde aus folgenden
Uberlegungen getroffen:

a) Eine duBere Belastung und speziell eine Einzellast 148t sich gut nach-
bilden.

b) Sind p, py, P in jedem Teilbereich bekannt, so sind die Momente in
jedem Punkt eindeutig bestimmt. Wiren zum Beispiel nur die Ordi-
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naten der Teilbelastungen in einzelnen Punkten gegeben (iibliche
Differenzenverfahren), wiren die Schnittkrifte nicht bestimmt, weil
der Verlauf der Teilbelastungen zwischen den einzelnen Ordinaten
nicht gegeben ist.

c) Mit dieser Lastverteilung lassen sich Fehler gut abschitzen (siche
Kapitel 7 und 8), was bei einer anderen Lastverteilung sehr schwer,
ja beinahe unméglich ist.

Im weiteren soll noch vorausgesetzt werden, da die Randmomente
mx und m, in jedem Randteilstiick 4 y bzw. 4 x konstant und die Dril-
lungsmomente 2, lings jeden Randteilstiicks A x und A4 y linear in y und
x sind. Der Verlauf der Randmomente, bzw. ihrer Ableitungen

0 mx om om om
z, 2 und 2 ist durch die Betrige ihrer Mo-

2x 0 J ox 2y
mente bzw. Ableitungen in den Eckpunkten der Randteilstiicke be-
stimmt. Diese Betrige werden als Randwerte bezeichnet.

5.3.2 Endlichfach statisch unbestimmtes System

Nach den Gleichungen (5.6) ethilt man fiir jede der drei ideellen Platten
die Schnittkrifte als lineate Funktionen von gewissen Randwerten der
Momente und Teilbelastungen.

Die Randbedingungen stellen gewisse Forderungen an die Randwerte,

Mse

= 0. Die Randwerte der Ableitungen sind

z.B. m. = 0 oder
x

lineare Funktionen von einzelnen Teilbelastungen und einzelnen Rand-
werten der Momente (siche Gl. 5.6). Die drei ideellen Platten sind mit-
einander durch die Bedingung (5.5) verkniipft, da die Summe der
Teilbelastungen gleich der duBeren Last sein muf.

Zusammenfassend kann man sagen, daB die Schnittkrifte als lineate
Funktionen der duBleren Belastung, einer endlichen Anzahl frei wihl-
barer Teilbelastungen und einer endlichen Anzahl frei wahlbarer Rand-
werte der Momente angeschricben werden konnen.
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Solche in bezug auf die Gleichgewichtszustinde frei wihlbaren Werte
nennt man auch tberzihlige GréBen. Es existiert also ein endlichfach

statisch unbestimmtes System.

5.3.3 Niherung des Momentenverlaufs

Dutrch Anschreiben der Bezichung (5.6) fiir ein Teilstiick mit den Seiten-
Yingen A4 x und A4 y erhilt man mit den obigen Voraussetzungen

X2 Py

me = = — + K4+ x K
y = — Jzzp’ + K+ Ke (5.13)
My = — % xypo+ % Ke +y Ke + Ki
! __Ax 1
Z!(0;0) (AX;0) X

Ay

(0; AY) (AX; AY)

Abb.5.6 Teiliche Ax Ay

Die Momente . und , sind nicht linear in bezug auf die Koordinaten
x und y. Sie werden nun durch Funktionen genihert, die in x und y
linear sind und an den Eckpunkten mit den tatsichlichen Momenten
iibereinstimmen. Dabei entsteht eine Fehlerfunktion e.
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Die Bezichungen fiir mx im Teilbereich A x 4y (Abb. 5.6) lauten
: 2
Me=ay +a x+anytasxyte= — i;—px+K1 +xKa  (5.14)

Dutch die Bedingung, daB die Fehlerfunktion ¢ in den vier Eckpunkten
den Wert null annimmt, erhilt man

a4 =K

xAx
41=Ka—-'p )
ag=0
a3=0

Durch Einsetzen dieser Werte in Gleichung (5.14) ergibt sich

Px 4 x x2
me= Ky -} | Ka — x+e=Kl+Kax—px—2— (5.15)
und daraus
4x X p 5.16
e = xpx 2 - 2 % ( . )
Ax . . . . .
An der Stelle x = besitzt die Funktion ¢ das Maximum. Es ist
e A x2 -
e = p_s_x_ .17)

Dies bedeutet nichts anderes, als daB diese Anniherung gleich den
Momenten der Knotenlasten in den Begrenzungen der Teilflichen ist.
Die Bezichungen fiit 7, sind analog.

Die Drillangsmomente geniigen direkt den gestellten Forderungen.
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Zusammenfassend kann gesagt werden, daB8 die Momente . und
durch eine Niherung als eine Funktion dargestellt werden, die inner-
halb der Teilflichen 4 x A y linear in x- und y-Richtung ist. Sie
stimmt mit den tatsichlichen Momenten in den Eckpunkten {iberein und

4 a4
besitzt einen Fehler, der bei x bzw. J den maximalen Wert
x? 4y
von px bzw. p, 8 erreicht. Die Momente #. bzw. 1, kénnen

lings der Netzlinien y bzw. x = konstant unstetig sein. Die Drillungs-
momente 77, sind innerhalb einer Teilfliche linear in x und 1. An den
Netzlinien sind sie immer stetig.

6. Erfiillen der Plastizitidtsbedingungen

An den Verlauf der plastischen Momente Py, P,, Py, Ni, N, und N,,
witd die Forderung gestellt, daB3 er innerhalb einer Teilfliche 4 5 4 y
linear in x und y sei. An den Netzlinien kann er unstetig sein.

Die linearisierten Plastizititsbedingungen (4.26) (4.55) fordern, daB
Linearkombinationen der Schnittkrifte mx, m, und my sowie der pla-
stischen Momente Px, Py, Py, Nx, Ny und N,y gréBer oder gleich null
sind. Weil nun alle Schnittkrifte und plastischen Momente iiber einem
Teilbereich lineate Funktionen in x und _y sind, sind auch deren Linear-
kombinationen linear in x und y. Eine solche Linearkombination ist
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durch die Ordinaten an den vier Eckpunkten eines Rechteckes eindeutig
bestimmt. Die Extremwerte einer solchen Funktion liegen in den Eck-
punkten,

Durch Erfillen der Plastizititsbedingungen an allen Eckpunkten der Teilbe-
reiche sind die Plastigitatshedingnngen diber dem ganzen Plattenbereich erfiillt.

Es sei noch darauf aufmerksam gemacht, daB im allgemeinen Fall wegen
der Unstetigkeiten des Verlaufs der Biegemomente und der plastischen
Momente an einem Netzpunkt vier voneinander unabhingige Eckpunkte
von Teilflichen existieren.

Die Plastizititsbedingungen miissen an jedem der vier Eckpunkte erfiillt
werden,

Von den 4 X 8 Plastizititsbedingungen je Netzpunkt sind immer je zwei
Bedingungen identisch bei folgender Voraussetzung. An einem Netz-
punkt miissen die plastischen Momente Px, Nk, Py, Ny in der x-Rich-
tung einen kontinuierlichen Verlauf haben wie die Biegemomente ..

Das Entsprechende gilt fiir die plastischen Momente Py, IN,, Py, Ny
in der y-Richtung.

Die Zahl der Plastizititsbedingungen reduziert sich damit auf 2 X 8.
Diese Voraussetzung ist bei Platten mit orthogonaler Armierung in x-
und y-Richtung praktisch immer erfiillt. Die plastischen Drillungs-
momente P., und N,, sind gleich null. Der Verlauf der plastischen
Momente P, Ny bzw. P,, N, datf in der x- bzw. y-Richtung auch bei
Zulagearmierungen angenommen werden. Der Verlauf von P und N,
(Armierung in x-Richtung) kann lings einer Netzlinie y = konstant in
der y-Richtung immer noch diskontinuierlich sein.
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7. Traglast einer Platte (Analysis)

7.1 Lisungsweg

Die Lésung soll einen unteren Grenzwert darstellen. Dies ist der Fall,
wenn ein Gleichgewichtssystem gefunden werden kann, das an keinem
Punkt die Plastizititsbedingungen vetletzt. Durch Einteilen der Platte
in ein Netz mit Linien parallel der Koordinatenachsen und durch die
Avuferlegung von Bedingungen an die Belastungsaufteilung, an den Ver-
lauf der Randmomente und an die Niherung der Momente . und ,,
wie sie in Kapitel 4 gemacht wurden, erhilt man ein statisch unbestimm-
tes System mit einer endlichen Zahl Unbekannten. Durch Formulierung
der Gleichgewichtsbedingungen ergeben sich die Schnittkrifte als
Linearkombinationen der iiberzibligen Gré8en und der iuBeren Be-
lastung. Die Schittkrifte sind iiber jedem Teilbereich 4 x A y lineare
Funktionen in x- und y-Richtung. In Kapitel 5 wutde gezeigt, daB durch
Erfiillen der linearisierten Plastizititsbedingungen nur an den Eck-

gendherte Momentenfldche
Momentenfldche

AX
(8Y)

Abb. 7.1 Niherung der Momentenfliche durch Ebenen in einem Intervall Ax (4y)
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punkten die Plastizititsbedingungen iiber dem ganzen Plattenbereich
erfiillt sind. Jede Erfiillung der linearisierten Plastizititsbedingungen an
einem Punkt setzt sich zusammen aus maximal acht linearen Beziehungen
in P., P,, Nx, N, mx, m, und m.,. Weil jedoch die #x, 7, und m.y auch
lineare Funktionen der Belastung und der iiberzihligen GréBen sind,
gehen die acht Plastizititsbedingungen in acht lineare Bedingungen der
iiberzihligen GroBen und der Belastung iiber. Damit hat man die Un-
gleichungen eines linearen Programms gefunden. Die Zielfunktion be-
steht in der Bedingung, p solle maximiert werden, also Z = p, wobei Z
ein Maximum werden soll.

7.2 Feblerbetrachtungen

Es soll noch auf die Fehler eingegangen werden, die durch die stiick-
weise Niherung des Momentenverlaufs von . und =, durch Ebenen
entstehen (Abb. 7.1). Nach Kapitel 5 befindet sich die maximale Ab-
weichung in der Intervallsmitte und betrigt fiir die Biegemomente 7.

_ Pxsz
8

e

(5.17)

Je kleiner die Intervallsteilung angenommen wird, desto kleiner wird
der Fehler. Der Fehler an der Traglast kann nur beurteilt werden, wenn
die Plastizitatsbedingungen iiber dem ganzen Plattenbereich kontrolliert
werden.

Die Losung eines Problems sei bekannt. Damit kennt man auch die
Wette von px, py und psx, in jedem Teilbereich und daraus ebenfalls die
Schnittkrifte 7., 7, und .. Durch Einsetzen dieser Momente in die
linearen Plastizititsbedingungen stellt man fest, ob sie zwischen den
Netzpunkten verletzt sind.
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Fiir den Fall, daB8 dies zutrifft (Abb. 7.2), kann man z.B. an den Stellen

4x il
— bzw. TJ die nicht linearisierten Plastizititsbedingungen an-

schreiben.

Naherung

my ¥ Myy

plastisches
Moment
Ax Ax
2 2

AXx
(ay)

Abb.7.2 Fehletbetrachtungen in einem Intervall Ax bei orthogonaler Atxmcrung in
x- und y-Richtung

Es kénnen folgende Fille auftreten:

a) Die Plastizititshedingungen sind erfiillt. Die erhaltene Losung liegt
auf der sicheren Seite. '

b) Die Plastizititsbedingungen sind leicht vetletzt. Die ethaltene Be-
lastung kann um denjenigen Prozentsatz abgemindert werden, daf3
die Plastizititsbedingungen tiberall erfiillt werden.
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¢) Die Plastizititsbedingungen sind stark verletzt. Am betreffenden Ort
wird man noch die Plastizititsbedingungen formulieren, indem man
dem linearen Programm die entsprechenden Ungleichungen hinzu-
fiigt. Diese Anderung ist in kurzer Zeit ausgefiihrt, und das Problem
kann nochmals geldst werden.

-Bei allen in dieser Arbeit gelosten Aufgaben (siche Tafel IT) sind fol-
gende Fille aufgetreten:

In einem Beispiel waren die Plastizititsbedingungen leicht, bei einem
anderen waren sie stark verletzt. Bei allen iibrigen Fillen waren die nicht
linearisierten Plastizititsbedingungen iiber dem ganzen Plattenbeteich
exfiillt.

Es sei jedoch nochmals betont, daB es empfehlenswert ist, den Momen-
tenverlauf aufzuzeichnen und damit zu priifen, ob die Plastizititsbe-
dingungen an keinem Punkt verletzt werden. Die linearisierten Plastizi-
titsbedingungen sind am stirksten lings der Netzlinien verletzt. Es ist
deshalb ausreichend, die Momente lings der Netzlinien aufzuzeichnen.
Man erhilt dadurch ein gutes Bild iiber den Krifteverlauf, und zudem
sind auch Fehler, die durch unrichtiges Aufstellen des linearen Pro-
gramms entstehen, sofort ersichtlich.

7.3 Beispiel

Im folgenden soll die Traglast einer gleichmiBig belasteten Quadrat-
platte, die allseitig aufgelagert ist, bestimmt werden. Die Platte besitzt
nur eine untere Armierung in x- und y-Richtung. Die Bewehrung ist in
den beiden Richtungen so angeordnet, daB die positiven plastischen
Momente einander gleich und iiber die ganze Platte konstant sind. Die
negativen plastischen Momente sind {iber dem ganzen Plattenbereich
gleich null, Die Platte wird durch ein Netz in 16 gleiche Teilbereiche
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Abb. 7.4 Bezeichnung der Punkte cines Teilbereichs




eingeteilt (Abb. 7.3). Wegen der Symmetrie wird nur ein Viertel der
Platte betrachtet. Die 7 Teilbereiche werden mit den Nummern 1 bis i (4)
bezeichnet. Die Eckpunkte jedes Teilbereiches tragen die Indices a, b, c,
d (Abb. 7.4). Die Momente in den Eckpunkten jedes Teilbereiches wet-

den wie folgt angeschrieben:

Momente in x-Richtung (#7.):

1 — w = ¥ = ¥ = O (frei aufgelegt)

x x x

N

mt = = = = ;2- (Pr1 + 2 pr,2)
]2
2 = =3 (P21 + 3 p2)

) J2
xb= mid____ e = g = E(p,ﬁs + 2 px,q)

]2
= = =5 (Pes + 309

Momente in y-Richtung (7):

7y ly
]2
m}‘ = m;l = mﬁ‘ = ff{? =3 (&1 +2209)
4 A 2
= =3 (Br1 + 3 pr3)

]2
,,,;‘ = m,” =¥ = = 2 (Lre+ 22,9

12
iy = my! =57 (2 + 3229

(7.1)

7.2)
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Drillungsmomente (7xy):

iy = = mlh = nly = nily = ny = r, = 0 (Symmetric)

J2
= = My= Mg =—bos o
15 -
iy = = ot ron
1 -
iy = = (Pt Poi) gy
1 r
s = —(Pow1 + w2 + Pu.s +P*7:4)'3_2

(7.3)

Die Platte hat in x- und y-Richtung analoge Eigenschaften, und dem-

nach gilt
px,l =p],1
Px2 = Py,
p"ts =.p]:2
p"l“ = PJ:“

7.4

Wegen der Bedingung, daB8 die Summe der ideellen Teilbelastungen

gleich derjenigen der tatsichlichen Teilbelastungen ist, wird

—Por=DPx1+ P —p1=2px1 — P
—Pw,2 = px2 + Pra — p2=pxs + Pxs — pa
—Pw,3 = Px,3 + Pr,3 — p3 = pu,a -+ px3 — Ps
—Pa = Px,a + Pra — pa= 2 Px,a — 1
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Eingesetzt in die Gleichungen (7.2) und (7.3) und unter Beachtung, da
bei gleichmiBig verteilter Belastung py = pz = ps = pa = p ist, ethile
man

1c m1d=m3a=mib=

m' = m, 7, —2(px1+2px,z)
2
mj‘:mj” ='3_2(Px,1+3px,2)
" @.6)
¥ = mf: Y = m) = % (%3 + 2 px,4)
ny = i o (pus + 3109
und
= iy = = = = i = 0
2
m:;=))12"q=mi:=mg=3—2(2px,4 —'p) (7'7)

J2
e =35 @ber+2pxs+2p01+2p0s —4))

Um nun einen Gleichgewichtszustand zu finden, bei dem die Plastizitits-
bedingungen an keinem Ort verletzt werden, schreibt man an den Eck-
punkten die linearen Plastizititsbedingungen an. Mit den Werten
P, = Py = Pund N, = N, = 0lauten sie nach den Bedingungen (4.26)
‘fiir jeden Punkt
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P —metmy>=0
P — e —mg=0
M - Mxy =0
M — My =0
P —my+my=0
P —m —my=0
ny + my =0
My — Mixy >0

(1.8)

Da die Kombinationen der #, mit den .y den entsprechenden Verlauf
haben wie die Kombinationen der . mit den m, geniigt es, nur die
Hilfte der Plastizititsbedingungen zu benutzen. Bei ihrer Erfiillung sind
die anderen Bedingungen automatisch befriedigt.

Die ausreichenden Plastizititsbedingungen lauten demnach

P —metmy=0
P —me—my=0
M - My =0
W — My =0

(1.9)

die fiir alle ausgewihlten Punkte angeschrieben werden.

Punkt 1a:

P04 o Qo 2pus + 2pua + 2ot = 42) 30
P40 - —;;— (2per+2p02 + 203+ 2P0 —40) =0
0+ ;—; @Cpe1+2px2+2p03+2pxa —4p) 20
0 - % @prr+2px2 4+ 2px3 + 2P0 —4p) =0
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Aus diesen Ungleichungen ist sofort ersichtlich, dal m}; = 0 sein mufl.
Also sind ‘
2P0+ 2px2+ 2P0 +2px4 —4p=0 (7.10)

» Punkt 1c, 3a:

Analog muB 7)) = m = iy = s = 0 sein

oder Px,a +px,3 + 2Px,4 - 2p = 0 (7.11)
Aus den Gleichungen (7.10) und (7.11) kann man sofort zwei Unbe-
kannte ersetzen und auf einfache Art die Anzahl Ungleichungen um
acht vetkleinern. (Selbstverstindlich kénnte man auch ohne diesen Ein-

griff mit allen Ungleichungen und Unbekannten weiterrechnen. Das
Resultat wire identisch.) Man eliminiert z.B. px,s und py,a

Px,4 =Px,1
Px,s = +2P - sz,l —‘Px,s (7.12)

Mit diesen beiden Bedingungen sind die Plastizititsbedingungen in den
Punkten 12, 1c und 3a immer erfiillt.

Punkt 1d, 2c (1b, 22):

I 2

P =gt 2P0 + 55 @ =) 20
]2 J2

P =5 (Bu1+ 200 — 55 @pur =) >0

(7.13)

/12 /2

i(ﬁx,l + sz,!) + a (sz,l '—P) Z 0

I s
33 (Port T 2800 — 55 @per — ) 20
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Die Punkte 1b und 2a sind in diesen vier Ungleichungen enthalten. Die
plastischen Momente und die . sind in diesen Punkten dieselben. An
den Randpunkten ist das Drillungsmement ., = 0; wenn die Plastizi-
titsbedingungen mit einem Drillungsmoment 5= 0 befnchgt sind, so
sind sie sicher auch fiir m,, = 0 erfiillt.

Punkt 2d, 2b:

. 13
P — '3—2-(17::,1 + 3px2) =0
. (7.14)
?2‘ (px,l + 3_px,2) > 0

Weil die Drillungsmomente gleich null sind, werden die vier Unglei-
chungen auf zwei reduziert.

Punkt 3b, 4a (3d, 4¢):

P —— (+ 20 — px2) + (21’::, ~-p =0

P — —~(+ 2p —Pxe) — 55 (pr,‘l -9 =0

(7.15)
an (+ 2? .P"az) + an (2 P"' P) = 0
—_,;5 (+2p —px2) ~ EE 2pe1~p =0
Punkt 4d, 4b:
/2 :
P - 'ﬁ‘(z_p +_px,1 -—_Px,z) }0
(7.16)

]2
+"33'(2P +Px,1 —Px,2) 20
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Es existieren zwolf Ungleichungen mit drei unabhingigen Variablen. Es
gibt unendlich viele Losungen dieses Problems. Jede von diesen Losun-
gen stellt einen unteren Grenzwert dar, d.h. es sind Losungen auf der
sicheren Seite. Interessant ist jedoch die groBtmogliche Belastung, fiir
die alle Ungleichungen erfiillt sind. Man fiigt den Ungleichungen noch
eine Optimalbedingung an, bei der p ein Maximum sein soll. Die Un-
gleichungen und die Optimalbedingung ordnet man mit transponierter
Beschriftung [10] und erhilt damit das Schema des linearen Programms.

N Yz Y3 oy« Y5 Y Y1 s Yo 0 Jun i Zyax

—px1|—1 3-—-3 1 1—-1-—-2 2-2 2 1-—41

—py2| 2 2—2-—2 3-3—-1-—-1 1 1—-1 1 0
—p 1—1 1—1 0 0 3 1—1—3 2-—2 |[—1
32p

7

Mit den Nebenbedingungen y1 bis 12 = 0, p = 0, pv,1und px,a ohne
Bedingungen, findet man folgende Resultate:

2P 1745
Traglast p — 0,5454 - i
Iz 2

2P
Por=0182 ——

32 P
Poa = 0273 ——

und daraus nach den Gleichungen (7.12)
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32pP
Px,s = 0,454 T

2P
e = 0,182 ——

Die Momente . nach den Gleichungen (7.1) sind

mi == =my=0

m = = = n¥ = 0,728 P
n? = ot = 1,000 P
mff:mf:mf:mfg‘: 0,818 P
e = m¥ = 1,000 P

Der zugehorige Momentenvetlauf ist in Abb. 7.5 dargestellt. Weil die
Platte und die Belastung in x- und y-Richtung analoge Eigenschaften
besitzen, entsprechen die Momente 7. den Momenten ,.

Die Drillungsmomente 7., nach Gleichung (7.7) sind:

iy = iy = nly = iy = iy = wy = g = 0
My =l =y =my= —0,182 P

my =y =y =ms =0

s =0

Die zugehorige Momentenfliche ist in Abb. 7.6 dargestellt.

Um an diesem Beispiel zu priifen, ob die Plastizititsbedingungen iiber
dem ganzen Plattenbereich erfiillt sind, trigt man entsprechend Glei-
chung (7.9) die Summen der Momente . -+ 7 und m. — m.y iiber
dem Plattenbereich auf und kontrolliert, ob sic kleiner als P und groBer
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als 0 sind (Abb. 7.7). Man stellt sofort fest, daB die linearen Plastizitits-
bedingungen in den Teilbereichen 2 und 4 leicht verletzt sind. Am stirk-
sten vetletzt sind sie immer entlang der Netzlinien. Zur Priifung, ob die
nicht linearisierten Plastizititsbedingungen trotzdem erfiillt sind, schreibt
man sie an den Punkten 2¢ und 4¢ an (Abb. 7.4).

Mit den Schnittkriften in diesen Punkten

1 RP I
28 = 1 (0,728 4 1,00) P 10,273 = (0,864 - 0,068) P
2 2 16-8
=0932P
s — 1 0,818 +1,00) P 40,182 -2 = (0,909 -+ 0,045) P
7 =7 0818+ 1,00) P+ 0182 —= T = 0, 043)
= 0,954 P
e — 0818 P
1
#2% = nfy = 2 (~0,182 + 0) P — —0,091 P

lauten sie nach Gleichung (4.21)
P — m) (P = my) > moy

(Die anderen Bedingungen sind nicht maBgebend)
fiir den Punkt 4e

(1 —0,954) (1 — 0,818) P2 > (—0,091)2 P2
0,084 P2 > 0,083 P2

und fiir den Punkt 2g

(1 —0,932) (1 — 0,818) P2 > (—0,091) Pz
0,124 P2 > 0,083 P2
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Die nicht linearisierten Plastizititsbedingungen sind in diesen Punkten
erfiillt. Nun kann man mit ziemlicher Sicherheit sagen, daB die nicht
linearisierten Plastizititsbedingungen iiber dem ganzen Plattenbereich
erfiillt sind. Somit hat man einen unteren Grenzwert fiir die Traglast p
gefunden. Durch eine Verkleinerung der Netzweiten wird man bessete
Resultate erhalten. Zum Vergleich sei auf die Beispiele in Tafel IT ver-
wiesen,

8. Minimalarmierung einer Platte (Bemessung)

8.1  Lasungsweg

Die minimale Armierung fiir die gegebene Belastung ist gesucht, zu der
ein moglicher Gleichgewichtszustand existiert, dessen Schnittkrifte an
keinem Punkt die Plastizititsbedingungen verletzen. Durch analoges
Vorgehen wie bei der Bestimmung der Traglast erhilt man durch For-
mulierung der Gleichgewichtsbedingungen und der Plastizititsbedin-
gungen je Eckpunkt acht Ungleichungen. Diese Ungleichungen unter-
scheiden sich von jenen bei der Bestimmung der Traglast nur darin,
daB die plastischen Momente an den Eckpunkten frei zu wihlende
GroBen sind und die duBere Belastung eine Konstante ist. Fiir unendlich
viele Armierungen sind diese Ungleichungen erfiillt. Von diesen ist je-
doch nur diejenige gesucht, die das kleinste Volumen aufweist. Mit
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einer in den unabhingigen Variablen linearen Funktion des Armie-
rungsvolumens, fiir die das Minimum gefordert wird, stellen diese
Ungleichungen ein lineares Programm dar.

Nun soll das Armierungsvolumen fiir orthogonale Armierungen be-
rechnet werden.

Fiir 5 b und oy konstant ist nach Gleichung (3.17)

FP =¢ P (3 17)
FN=¢ N )
wobei ¢s = konstant ist.
n b oy
Fiir eine Platte ist
Fl=¢ P,
R= &N, o
F ; = "; P,
N
Fl=q N,
wobei Px, Py, Ny und Ni positiv sind.
Das gesamte Volumen der Armierung 1/ ist:
Tragwfrk .
V= [[F+F+ F+ Fyaxd 62
Durch das Einsetzen der Gleichungen (8.1) erhilt man
Tragwerk
V= [[E@P+dN+P+dN)dxd @3

Wegen der Bedingung, da Px, Ny, Py, N, stiickweise in x und y linear
sind, geht Gleichung (8.3) iiber in
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Tragwerk

= AV Pat Pt Poct P+ & (NZ 4+ N+ N+ N
- g+ Poot Byt B+ (N} o+ N+ Ny o+ N A 4y

®.4
o 0
>
1
o %
Ax {

Abb. 8.1 Numerierung der Eckpunkte eines Teilbereichs

Die Indices a, &, ¢, d bezeichnen die Eckpunkte eines Teilbereiches nach
Abb. 8.1. Die Zielfunktion Z = V/, die minimiert werden mubB, ist eine
lineare Funktion der plastischen Momente in den Eckpunkten jedes
Teilbereiches. Die Werte P, Py, N« und N, sind positive Gréfien. Alle
gestellten Forderungen zur Aufstellung eines linearen Programms sind
erfiillt.

Es ist auch bei Platten nicht schwierig, die Minimalarmierung unter zu-
sitzlichen Bedingungen zu bestimmen. Auch hier kann die Armierung
durch einen oberen oder unteren Wert begrenzt werden (siche Kapitel
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3.2). Man kann auch eine bestimmte Armierungsanordnung vorschrei-
ben, z.B. die Bewehrung miisse {iber einem gewissen Bereich konstant
sein (Beispiel 12). Solche Bedingungen werden in lineare Beziechungen
der unabhiingigen Variablen gekleidet. Zusammen mit den anderen Un-
gleichungen und der Zielfunktion bilden sie wieder ein lineates Pro-
gramm.

Mit der Voraussetzung, daB die Teilbelastungen p., py und p., tiber
jedem Teilbereich konstant sind, wird die Wahl der méglichen Gleich-
gewichtszustinde beschrinkt. Werden nun gewisse Bedingungen an die
Armierung gestellt, so ist die Traglast fiir die Platte mit der gefundenen
Armierung nicht unbedingt gleich der gegebenen Belastung. Nach dem
unteren Grenzwertsatz kann man jedoch sagen, daf8 sie sicher nicht klei-
ner als die gegebene Belastung ist.

Die Bestimmung der minimalen Armierung, wenn mehtete Belastungs-
fille auftreten konnen, unterscheidet sich generell nicht vom bespro-
chenen Problem.

8.2 Fehlerbetrachtungen

Den Betrachtungen werden die gleichen Ubetlegungen wie in Kapitel 7.2
zugrunde gelegt. Generell unterscheiden sie sich nicht voneinander. Das
Finden der Minimalarmierung stellt ein Bemessungsproblem dar. Die
Verhaltensregeln sind daher leicht zu indern.

Sie lauten:

a) Die Plastizititsbedingungen sind exfiillt, Die erhaltene Lasung be-
findet sich auf der sicheren Seite.
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b) Die Plastizititsbedingungen sind leicht verletzt. Die Armierung kann
lokal oder iiber einem frei zu wihlenden Bereich verstirkt werden, da-
mit die Plastizititsbedingungen iiberall erfiillt sind. Somit entsteht
eine Losung auf der sicheren Seite,

c) Die Plastizititsbedingungen sind stark verletzt. Es wire méglich, die
Armierung lokal zu verstirken. Dadurch wiirde man stark von der
optimalen Losung abkommen. Es ist empfohlen, an diesen Stellen
die Plastizititsbedingungen noch zu formulieren und das Problem
nochmals durchzurechnen.

9. Zusammenstellung der berechneten Beispiele

In Tafel II werden alle durchgerechneten Beispiele aufgefiihet. Zu den
Berechnungen wurde die elektronische Rechenmaschine (IBM 1620) des
Instituts fiir Baustatik und Massivbau beniitzt,

Bei den Beispielen Nr. 1 und 2 wurden die unteren Grenzwerte der Trag-
last der gleichen Platte bestimmt. Der Unterschied besteht einzig in ver-
schiedenen Netzweiten. Aus dem Vergleich der beiden Resultate ist der
EinfluB der Netzweite ersichtlich. In diesem Falle betrigt der Unter-
schied etwa 79%,.

Unter Beispiel Nr. 3 findet man einen unteren Grenzwert der Traglast
einer Quadratplatte mit unten und oben in x- und y-Richtung konstanter
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Armierung. Die Traglast 148t sich fiir dieses Beispiel genau angeben. Sie

24 M,

betrigt . Der Unterschied zum gefundenen unteren Grenzwert

betrigt etwa 59%,.

In Beispiel Nr. 4 ist die eingespannte Quadratplatte behandelt. Johansen
M,

fand fiir diese Platte einen oberen Grenzwert der Traglast von

Von R. H. Wood [6] wurde erstmals eine Bruchlinienkonfiguration ge-

37,7 M,
zeigt, die einen Wert von -—1—2—" ergibt.

37,4 M,

Indiesem Beispiel wurde ein unterer Grenzwert der Traglast von
gefunden. Der obete Grenzwert von Johansen weicht um etwa 189, auf
die unsichere Seite von den beiden anderen Werten ab.

Der untere Grenzwert der Traglast von Beispiel Nt. 2 ergibt genau die
Hilfte desjenigen von Beispiel Nr. 4. Johansen hat einen oberen Grenz-

wert der Traglast fiir die Platte Nr. 2 mit 2 angegeben. Das ist

ebenfalls die Hilfte desjenigen von Nr. 4. Es erscheint wahr-
scheinlich, daB die Traglast beim Beispiel Nt. 2 witklich die Hilfte der-
jenigen von Beispiel Nr. 4 ist. Die Abweichung des obeten vom unteren
Grenzwert betrigt auch hier 189,.

Der Unterschied zwischen dem unteren Grenzwert der Traglast von
Beispiel Nr. 5 und dem oberen, welcher mit der Bruchlinientheorie be-
rechnet wurde, betrigt etwa 239,

Die Platte in Beispiel Nr. 6 verhilt sich bei Erreichen der Traglast
genau gleich wie ein Plattenstreifen, der lings den Siulenachsen auf-
gelagert ist.
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Tafel Il

Zusammenstellung der durchgerechneten Beispiele

a) Bestimmang der Brachlast bei gegebener Armierang

Plattenart Vetlauf von Mp, Armierungsanordnung Untecer
Nr. und N:tz:inteilung Belastungsart unten oben d(c,}:e;;v;&tt
!
i s o
_“___ Gle1chnfxal31g P, =M, N:.=0 17,45 M,
1 - verteilte ]2
“ Belastung Pe= 0y N, =0
I AI
H GleichmiBig P, =M, Ne=0 18,7 M,
2 . - verteilte /3
Belastung Pe= M, Ny =
H Gleichrr.l'?iBig P, =M, Ny = M, 22,65 M,
3 H— - verteilte P M N = M /2
Belastung * =& 7T
+— f——*“m.,,.%
; | GlcxchnflaBlg P, =M, Ny = M, 37,4 M,
4 - - verteilte /2
% j Belastung Py = My Ny = M,




Plattenart

Vetlauf von Mp, Armierungsanordnung

Unterer

Nr. und Netzeinteilung Belastungsart unten oben d(z;e’?'f:;cl;tst
! " 120 M,
- P, = M, N, = M, /3
5 gl = S .
| Pue 1, N, = 2, oder 0 =
N 13,3 M,
3
-
---—i— -+ GleichmiBig P, =M, Ne= M, 10 M,
6 | verteilte ]2
Al g | Belestung Pe= 2 =
Gleichrr-xiBig Py =M, Ne= M, 16,3 M,
7 B verteilte /2
S Belastung Pe=2M, Ny =y
—— 5.1'__‘!_‘.. . -
ait| GleichmiBig P, =M, N.=0 6,26 M,
8 ) 5 verteilte /2
° Belastung Py =M, N, =0




Plattenart Vetlauf von Mp, Armierungsanordnung Unterer
il I Ml e e g
GleichmiBig P, = M, Ne= M, 130 21,
9 verteilte —
Belastung P.= M, N, = M, /2
t, t g 1 l+—l P L
i .._:ﬂftsz —1+--4 GleichmiBig P, = M = 2
10 _T_ i —T . verteilte 7= » 195 M,
—T—- --—+—-—+‘~— Belastung Pr= M, Ny =2M, s
A
AL
7
GlcichmaBig Px — MP N.=0 ) 6’5 Mp
11 verteilte —_ 7
Belastung Py =M, N, =0 /2




b) Bestimmaung der minimalen Armiernng bei gegebener Belastung

enart ' Vetlauf von Mp, Armierungsanordnun, Unterer
und Ilzll:ttzteintcilun Belastungsart 2 E d Grenzwert
g unten oben der Traglast

4
1
¥
T

GleichmiBig o Ny:

—f—#—f—f— el P & SR L

Belastung

.
-+
-
T




Legende:

Randbedingungen:
Freier Rand
Frei drehbar gelagerter Rand

Eingespannter Rand

- Siule
Belastungsart:
GleichmiBig verteilte Belastung p
tiber schraffiertem Bereich
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Durch Vergleich der Beispiele 9, 10 und 11 sieht man, daB bei einer
Armierung, bei der P = Py = Pund Nx = N, = Isind, die Traglast
proportional (P 4 IV) ist.

In Beispiel Nr. 12 wurde bei gegebener Anordnung der Armierung die
Gr68e der minimalen Armierung gesucht. In einem praktischen Fall
wiirde man noch die zusitzliche Bedingung stellen, daB die untere Atr-
‘mierung eine bestimmte Grenze nicht unterschreiten darf.

Aus der Zusammenfassung dieser Beispiele geht hervor, daB die Bruch-
linientheorie zu Resultaten fithren kann, die stark auf der unsicheren
Seite liegen.

10. SchluBbemerkungen

Die Bestimmung eines moglichst guten unteren Grenzwertes der Traglast
fiir Platten und die Bestimmung der optimalen Armierung fiir eine Platte
bei gegebener Belastung wurde durch Losung folgender Teilaufgaben
auf ein lineares Programm zuriickgefiihrt,

1. Aufstellen der Plastizititsbedingungen als Funktion der plastischen
Momente (Px, Ny, Ny, Py, Ny, Py) und der Schnittkrifte (7., 7,

”7::]) .

2. Niherung der Plastizititsbedingungen durch lineare Funktionen.
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3. Vereinfachung einer Platte auf ein endlichfach statisch unbestimmtes
System.

4. Erfiillen der Plastizititsbedingungen nur an einzelnen Punkten, so
daB {iber dem ganzen Plattenbereich die Plastizititsbedingungen nicht
verletzt werden.

Bei komplizierten Plattenformen (keine Symmetrie) steigt der Rechen-
aufwand zur Lésung des linearen Programms sehr schnell an, und daher
kann nicht auf die Hilfe von elektronischen Rechenmaschinen verzichtet
werden. Es ist wiinschenswert, das Aufstellen der Matrizen ebenfalls
durch die Maschine ausfiihren zu lassen.

Bei dieser Methode erhilt man immer untere Grenzwerte der Traglast.
Wird das Problem statk vereinfacht, z.B. gréBere Netzweiten gewihlt,
liegen die Resultate weit von der Traglast entfernt, aber sie sind immer
noch auf der sicheren Seite.

Bei Kenntnis der Plastizititsbedingungen und unter der Voraussetzung,
daB die Plastizititstheorie Giiltigkeit hat, ist diese Methode auf jedes
beliebige Tragwerk anwendbar. Im besonderen kann sie auch auf Stab-
tragwerke angewendet werden.
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11. Anhang

11.1  Einschreiben und Umschreiben der Momentenfliche

Anstelle der Niherung des Momentenverlaufs mit nur einer Ebene iiber
jedem Teilbereich kann man den Momentenverlauf mit Ebenen ein- und
umschreiben., ‘

c

A

Ax; AXieq

Abb. 11,1 Ein- und Umschreibung der Momentenfliche durch Ebenen, dargestelle
in einem Schnitt parallel der x-Achse

In Abb. 11.1 ist in einem Schnitt parallel der x-Achse die Ein- und Um-
schreibung der Momente . dargestellt. Innerhalb eines Teilbereiches
ist m. in der x-Richtung eine Parabel. In der y-Richtung ist m. konstant,
Der Vetlauf der Momente .. wird daher mit Ebenen, die in der y-Rich-
tung auch konstant sind, eingegabelt. Durch die Angaben in Abb. 11.1
ist der Verlauf der Momente und der Ein- und Umschreibung tiber
einem ganzen Teilbereich eindeutig bestimmt.
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Im Teilbereich 7 liegt der Momentenverlauf von x innerhalb ABC.
Durch AC und BC vetlaufen die Tangentialebenen der m.-Flichen in
A bzw. B. Diese beiden Ebenen schneiden sich in der Intervallsmitte.

Ax;
ai=b; = -Zi ist eine Invariante und daher nicht von der Belastung ab-

hiingig. Dies fithrt zu der wichtigen Tatsache, daB durch Bestimmung
der Ordinaten fiir A, B und C an den Riindern der Teilbereiche bzw. in
der Intervallsmitte die drei Ebenen, die den Verlauf von mx ein- und
umschreiben, eindeutig bestimmt sind.

Wenn man fiir alle Ebenen die Plastizititsbedingungen erfiillt, so sind
an keinem Ott, auch nicht zwischen den Netzpunkten,:die Plastizitits-
bedingungen verletzt. Bei relativ grofen Netzweiten wiirde man damit
fiir die Lésungen zu sichere Werte erhalten. Nicht zu iibersehen ist auch
die Tatsache, daB bei dieser Losung an doppelt sovielen Punkten die
Plastizititsbedingungen erfiillt werden miissen, d.h. bei gleicher Netz-
weite erhilt man doppelt so viele Ungleichungen fiir das lineare Pro-
gramm. In normalen Fillen wird man durch Verkleinern der Netzweite
mehr erreichen als mit Hilfe einer Ein- und Umschreibung, wenn beide
Fille den gleichen Rechenaufwand aufweisen sollen.

11.2 Lisung eines linearen Programms mit Hilfe eines speziellen Maschinen-
programms

Die Mehrheit der vorhandenen Maschinenprogramme beniitzen die Vor-
schrift, daB alle Variablen positiv sein miissen. Dies kommt daher, da3
die Programme ausschlieBlich fiir «Operation Research» geschrieben
und gebraucht werden. Das vorliegende Programm besitzt jedoch
Variable, die positiv sein miissen und solche, die positiv oder negativ
sein konnen. Die Variablen, welche positiv oder negativ sein kéanen,
sind BelastungsgréBen wie px, py und py und die iiberzihligen GréBen.
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Px,l A X2

Mit den Bedingungen —N! — P! < beziehungsweise

Pj,i Y| _yiz
8
Giiltigkeit haben, kann man auch schreiben:

-N] - Pj < , die innerhalb eines Intervalls auf alle Fille

.8
0 < pui + (V) + PJ) T

und 0 < pyi+ W] + P))

A4y2

und durch die Substitution

.. 8
Pei+ (NI + P) = Px,i

4 x2
: i w8 =
und _Pj," + (N’ + P_’) A_.},‘z =PJ'i
lauten die Bedingungen
;x,i > 0
;Ja‘ > 0 .'

Ein analoges Vorgehen ist auch bei den iiberzihligen GroBen moglich.

Damit ist das Problem auf ein lineares Programm mit Variablen, die
positiv sein miissen, zuriickgefiihrt. Es sei noch bemerkt, daB alle Bei-
spiele mit einem solchen Maschinenprogramm gel6st worden sind.
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11.3  Genanigkeit bei der Lisung eines linearen Programms

Bei der Losung von Beispielen hat sich gezeigt, daB manchmal durch
Stellenverluste bei der Rechenmaschine die Resultate vetfilscht werden.
Daher sind auf alle Fille nach der Berechnung des linearen Programms
die Resultate in die Matrix einzusetzen und die Genauigkeit zu priifen.
Ist die Genauigkeit nicht zufriedenstellend, so wird immer durch eine
geeignete Substitution von der Art px,i 4 ¥ p = Ppx,i die gewiinschte
Genauigkeit erreicht. y stellt in diesem Falle den frei zu wihlenden
Faktor und p die Last iiber einem bestimmten Intervall dar. Der Faktor
kann auch negativ sein, wenn dadurch im Resultat die px, pyund ps nicht
unnétig beschrinkt werden. Im ridumlichen Polyeder des linearen Pro-
gramms bewitkt eine solche Substitution eine Verzerrung des Korpers,
wodurch z.B. schleifende Schnitte in schirfere iibergehen konnen.
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Differenz zwischen myp und Ppyp
Netzweite N

Netzweite des Teilbereiches «i»
Kriimmung

Bezugskriimmung

Winkel zwischen der x-Achse und der allgemeinen
Armierungsrichtung «t»
Prismendruckfestigkeit von Beton
Multiplikationsfaktor

Dehnung

Stahldehnung

Stahldehnung an der FlieBgrenze

- Stahldehnung an der Verfestigungsgrenze

GleichmaBdehnung

Innerer Hebelarm ‘

Innerer Hebelarm eines senkrecht zur x-Achse pla-
stifizierten Querschnittes (FlieBen der unteren Ar-
mierung)

Armierungsgehalt in Prozenten der Betonfliche
Hohe der Druckzone

Normalspannung

FlieBspannung

Normalspannung in x-Richtung

Schubspannung «xy»

Hauptspannung in Richtung ¢:

Winkel zwischen der x- und der n-Achse

Winkel zwischen der allgemeinen Armierungsrich-
tung «r» und der n-Achse

Hauptrichtung (Winkel)

Resultierende Druckkraft

Resultierende Druckkraft in x-Richtung

Funktion von ¢ -

Eisenquerschnitt

Querschnitt der Stahleinlagen, die in der allgemeinen
Armierungsrichtung «z» liegen



FL (Fﬁ’. F,.F))
K, (K+K)
M

My (M M,....)
M,

M,

M,

-N
-N; (-Ni, =N, .....)

- ()

-N’ (—N: ,-N’,-N’
-

P

P (P, Py..)

Px (PK’ PH’P)

P’Q

a b ¢ d
P (Px,Px,Px)

a b ¢ d
(PJ’PJ’PJ'PJ)

®y)

Querschnitt der unteren Armierung in x-Richtung

Integrationskonstante
Moment

Stabmoment in Punkt «i»
Plastisches Moment

Moment am Grundsystem infolge der iiberzihligen
Grofe X = 1

Moment am Grundsystem infolge der fufieren Be-
lastung gleich 1

Negatives plastisches Moment

Negatives plastisches Moment im Stabpunkt «i»
Negatives plastisches Moment in x-Richtung .
Plastisches Drillungsmoment beim Flielen der obe-
ten Armierung

Negatives plastisches Moment in x-Richtung im
Plattenteilbereich «i»

Negatives plastisches Moment in x-Richtung im
Eckpunkt a (Abb. 8.1)

d
"‘NJ)

Positives plastisches Moment
Positives plastisches Moment im Stabpunkt «i»
Positives plastisches Moment in x-Richtung

Plastisches Drillungsmoment beim FlieBen der un-
teren Armierung

Positives plastisches Moment in x-Richtung im
Eckpunkt a (Abb. 8.1)

Einzellast
Traglast
P. -
Abkiirzung fiir -x—zﬂ
Volumen der Armierung
Objektfunktion
Zugkraft infolge FlieBens der unteren Armierung
in Richtung «r»
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(zf’ ,zh, zV )
(2r)

(Z9)

(a1—=as)

P N N
€ys byt

(afo)
(s, B5)
(”’J» My, ”"P)

(7ng)

(29, 2y)
(y, is Doy, 1)
(Byvts P, D)

(g

(jl,]:.....)

Zugkraft infolge FlieBens der oberen Armiernng in
xz-Richtung

Zugkraftskomponente der flieBenden unteren Ar-
mierungen parallel der Schnittebenen x und y
Zugkraft in der Hauptrichtung ¢

Koeffizienten

Koeffizienten des allgemeinen linearen Programms
Konstante des allgemeinen linearen Programms

1
Abkiirzung fiir T

Abkiirzung fiir

1 of
Abkiirzung fiir m‘

1
Abkiirzung fir p
n, b o

Fehlerfunktion
Funktion
Statische Hohe
Konstante

Stablinge und Seitenlinge von Platten
Plattenmoment in x-Richtung
Drillungsmoment (Platte)

Moment im Eckpunkt a des Teilbereiches «i»
AuBere Belastung eines Teilbereiches

Teilbelastung fiir eine ideelle Platte, die nur Mo-
mente in x-Richtung aufnehmen kann

Teilbelastung fiir cine ideelle Platte, die nur Mo-
mente in x-Richtung aufnehmen kann im Teilbe-
reich «i»

Substitution von p,, ;

Substitution von :;x, i

Querkraft der Platte

Stabachse .

Abhingige Variable eines lineaten Programms
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